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АНОТАЦIЯ

Маслечко А.М. Поверхневий натяг молекулярних рiдин у рамках

пiдходу глобального iзоморфiзму.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiлософiї 104 –

фiзика та астрономiя. Одеський нацiональний унiверситет iменi I. I. Ме-

чникова МОН України, Одеса, 2025.

Дисертацiйна робота присвячена спробi аналiтично просто визначити

температурну залежнiсть поверхневого натягу на межi «рiдина – пар» за

допомогою пiдходу iзоморфiзму з гратковим газом. Поверхневий натяг є

найбiльш яскравою властивiстю рiдини внаслiдок просторової неоднорiдно-

стi межi роздiлу фаз. Теоретичний опис такої ситуацiї є значно складнiшим

ще й через вiдсутнiсть просторової симетрiї. Пiдхiд глобального iзоморфi-

зму ранiше був запропонований Кулiнським для опису об’ємних характе-

ристик фаз, зокрема, ним була вiдтворена бiнодаль у координатах (𝜌, 𝑇 )

для широкої множини речовин, а також модельного флюїду з потенцiалом

взаємодiї Леннарда-Джонса. Перевiрка валiдностi i взагалi меж застосува-

ння перетворень глобального iзоморфiзму до поверхневого натягу є однiєю

iз основних задач цiєї роботи. Ця задача розв’язується з використанням

даних як для модельних так i для реальних флюїдiв.

Пропонується використовувати термiн «глобальних iзоморфiзм», щоб

пiдкреслити вiдмiннiсть вiд вiдомого критичного iзоморфiзму. Основною

метою пiдходу є встановлення значень термодинамiчних величин на всьому

iнтервалi температур спiвiснування рiдинної i газоподiбної фази, де iснує i

поверхневий натяг на межi рiдина-пар. Також можна встановити ту мно-

жину речовин, для яких перетворення будуть мати унiверсальний хара-

ктер, а отже i глобальний. Взагалi результати для поверхневого натягу є

часто також iндикатором адекватностi рiвняння стану, тому власне аналiз

положень глобального iзоморфiзму на прикладi поверхневого натягу може

наблизити нас до нового рiвняння стану.
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Вiдомий принцип вiдповiдних станiв (ПВС) ван дер Ваальса, вдоско-

налений у свiй час Гуггенгеймом, вiдiграє важливу роль у формулюваннi

основних положень iзоморфiзму з гратковими моделями. Це насамперед

експериментальний закон («майже») прямолiнiйного дiаметру та iснува-

ння зено-елемента, дотичної до бiнодалi у координатах (𝜌, 𝑇 ) прямої, що

визначає одиничний фактор об’ємної стисливостi. Дуже наочно цi емпiри-

чнi закономiрностi поєднуються у виглядi концепцiї трикутника рiдинно-

газового стану, розглянутого Апфельбаумом.

Модель Iзiнга вперше знаходить свою кориснiсть при опису фазового

переходу для намагнiченостi, точний розв’язок Онсагера у двовимiрному

випадку дає в нашому випадку при описi системи «рiдина - пар» отримати

температурну залежнiсть коефiцiєнта поверхневого натягу в двовимiрному

просторi.

В данiй роботi спочатку наведенi методи кiлькiсного опису поверхневого

натягу та проблеми з цим пов’язанi. Окрiм експериментальних пiдходiв на-

водиться еволюцiя уявлень про правильний опис коефiцiєнта поверхневого

натягу, який пiзнiше, нiж подiбний йому тиск, отримав опис через мiжмо-

лекулярну взаємодiю. За iсторичну точку вiдлiку береться пiдхiд Лапласа

та теорiя ван дер Ваальса, а точка розгалуження з методами сьогодення

для нашої теорiї лежить у пiдходi Кiрквуда-Бафа та Трiценберга-Цванцiга.

Сучаснi методи багато в чому покладаються на машинну потужнiсть, тобто

фактично зводяться до рiзноманiтних наближень для чисельного обчисле-

ння коефiцiєнта поверхневого натягу зi складних iнтегральних та диферен-

цiальних рiвнянь. Ми ж будемо використовувати iзоморфiзм з гратковим

газом. Вiдповiдно задача полягає в тому, щоб визначити аналiтичний вираз

для коефiцiєнта поверхневого натягу граткового газу, його керуючi пара-

метри та застосувати перетворення ГI для них.

Для аргументацiї вибраної методики спочатку демонструються прин-

ципи топологiчної iзоморфностi фазових дiаграм для iзоморфної кубiчної
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граткової моделi та реальних флюїдiв. Замiсть традицiйних у ПВС вiдно-

шень до критичних параметрiв температури i густини з’являються вiдпо-

вiдно характернi температура i густина та параметр 𝑧, який залежить вiд

типу системи i зокрема вiд розмiрностi простору. Характернi температура

i густина визначають лiнiйний зено-елемент. Було розглянуто деякi резуль-

тати для об’ємних властивостей, щоб розширити теоретичнi перетворення

на коефiцiєнт поверхневого натягу. Загальний вигляд статистичної суми

граткового газу, а саме властивiсть вiдокремленостi її поверхневої складо-

вої вiд об’ємної, дозволив зробити смiливу заяву про рiвнiсть поверхневих

натягiв при збiгу просторового масштабу. Причиною для використання iзо-

морфної моделi Iзiнга є те, що вид функцiї Гамiльтона граткової моделi у

притягувальнiй складовiй повертає взаємодiю обернено пропорцiйну шо-

стому степеню вiдстанi, як i для потенцiалу жорстких сфер або популяр-

ного для опису речовин потенцiалу Леннарда-Джонса.

Задачу про обчислення поверхневого натягу таким чином розглянуто

не лише у тривимiрному просторi, але i у двовимiрному, адже там вiдомий

точний розв’язок Онзагера. Для флюїдiв практичне застосування таких

систем знайдено в рамках, наприклад, вивчення термодинамiчних власти-

востей моношару метану на графiтовiй пiдкладцi. Передбачена знерозмiре-

на теоретична критична температура для флюїду дорiвнює 0.5 дозволила

порiвняти данi вiдомих комп’ютерних симуляцiй для флюїду Леннарда-

Джонса, в результатi отримано узгодження теорiї i результатiв машинних

обчислень. Проаналiзовано критичнi амплiтуди поверхневого натягу i гу-

стини, а також кореляцiйнi довжини в моделi Iзiнга та флюїду Леннарда-

Джонса.

Аналiтичний вираз для поверхневого натягу у 2D, що базується на

розв’язку Онзагера, в подальшому використовується як основа для побу-

дови обчислювальної формули у тривимiрному просторi, де для 3D флюїду

запропонована модифiкацiя пiдходу Вудбарi (J. Chem. Phys. 1972 57, 847).
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Для модифiкацiї використовується формула Трiценберга–Цванцiга, яка, як

вiдомо, еквiвалентна виразу Кiрквуда–Бафа. Як наслiдок, це дозволило

вiдтворити правильну критичну асимптотику. Це призвело до появи про-

сторового параметру з розмiрнiстю довжини, названого «ефективною» тов-

щиною, для якого також вказана необхiдна асимптотика, що вiдповiдає

асимптотицi кореляцiйної довжини. Запропоновано фiзичний змiст вказа-

ного просторового розмiру системи, для цього приведено незалежнi мiрку-

вання для граткового газу, а також для флюїду. Застосування спiввiдно-

шення Орнштейна–Цернiке привело до оцiнки ефективної ширини, у ролi

якої далi виступатиме кореляцiйна довжина. Вищезгадане спiввiдношення

також дозволило вивести нижню оцiнку для температури потрiйної точки,

що обмежує границi застосування методу глобального iзоморфiзму знизу.

Необхiднiсть пошуку потрiйної точки полягає у тому, щоб перетворення iзо-

морфiзму залишалися адекватними, хоча за замовчуванням гратковий раз

не має твердої фази. Розроблений метод для обчислення ширини поверхнi

не залежить вiд довiльностi правила “p/(1–p)“, де, наприклад, у правилi

“10/90“ шириною мiжфазної поверхнi вважають вiдстань на профiлi гу-

стини мiж точками, що вiдповiдають областi мiж густинами (100 + 10)%

вiд газоподiбної та (100 - 10)% вiд рiдинної. Для наочностi порiвняння з

результатами для ширин профiлiв густин також приводяться.

Запропонований алгоритм знаходження для ефективної ширини через

знерозмiрену кореляцiйну довжину граткового газу та застосування пере-

творень iзоморфiзму перевiрено у двовимiрному i тривимiрному випадках.

Це призвело до появи масштабного коефiцiєнту апроксимацiї мiж кореля-

цiйними довжинами флюїду та граткового газу. У тривимiрному просторi

для флюїду Леннарда-Джонса введено єдиний параметр масштабування 𝑎,

для узгодження з виведеною критичною амплiтудою поверхневого натягу.

В результатi ефективна амплiтуда змiнюється на всьому промiжку досту-

пних температур не бiльше нiж на 10%. У теперiшнiй теорiї значення па-
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раметра апроксимацiї залежить вiд густини, i визначається наближенням,

яке використовується для обчислення власного вектора Вудбарi. Насправдi

цей коефiцiєнт є єдиним вiдповiдним параметром теорiї, який має чiткий

фiзичний змiст i може бути зафiксований за допомогою унiверсального

спiввiдношення Фiска–Вiдома.

Таким чином показано, що перетворення глобального iзоморфiзму у ви-

падку двовимiрного i тривимiрного флюїду Леннарда-Джонса, узгоджую-

ться з експериментальними даними, потрiбна лише вiдповiдна змiна па-

раметрiв до характерної температури i густини i 𝑧, щоб отримати по-

верхневий натяг без будь-яких додаткових параметрiв пiдгонки. Перевiрка

спiввiдношень для модельних систем вiдбувалася на наявних результатах

комп’ютерних моделювань Hunter, Huili, Garrido, Najafi, Santra, Satinath,

Werth, Zeng, Mederos та iншi.

Для простих флюїдiв, таких як флюїди типу аргону, спирти, вода, з

бази даних NIST проведено порiвняння температурних залежностей для

коефiцiєнта поверхневого натягу з теоретичними здобутками. Проведено

також перевiрку оцiнки для потрiйної точки. На основi цих даних введе-

но збiрне поняття «iзiнгiвських флюїдiв», на якi розповсюджуються мо-

жливiсть обчислення термодинамiчних характеристик через iзоморфiзм з

гратковим газом. Данi розрахункiв представленi графiчно i у виглядi та-

блиць, що пiдтверджують аргументацiю щодо iнтервалу температур. По-

мiчено, що для речовин з невиконаними законом прямолiнiйного дiаметра

або помiтною несиметричною просторовою симетрiєю, опис за допомогою

iзоморфної кубiчної гратки перестає бути адекватним. Вей показав, що

введення ацентричного фактора Пiтцера може покращити результат.

Ключовi слова: поверхневий натяг, вода, спирти, рiдинний стан,

температура, потрiйна точка, критична точка, аргон, термодинамiчнi

параметри, крапля, випаровування, гратковий газ, Леннард-Джонс,

крива спiвiснування, унiверсальнiсть
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ABSTRACT

Maslechko A.M. Surface tension of molecular fluids using global

isomorphism approach. – Manuscript.

Thesis for the Doctor of Philosophy degree 104 – physics and astronomy

– Odessa I. I. Mechnikov National University, Odessa, 2025.

The dissertation work is devoted to an attempt to analytically determine

the temperature dependence of the surface tension at the ”liquid – vapor”

interface using the isomorphism approach with a lattice gas. Surface tension

is the most striking property of a liquid because of the spatial heterogeneity

of the phase interface. The theoretical description of such a situation is

also much more complicated because of the lack of spatial symmetry. The

global isomorphism (GI) approach was previously proposed by Kulinsky to

describe the volumetric characteristics of phases; in particular, it reproduced

the binodal in the coordinates (𝜌, 𝑇 ) for a wide set of substances, as well as

a model fluid with the Lennard-Jones interaction potential. Verification of

the validity and, in general, the limits of application of global isomorphism

transformations to surface tension is one of the main tasks of this work. This

task is solved using data for both model and real fluids.

It is proposed to use the term ”global isomorphism” to emphasize the dif-

ference from the known critical isomorphism. The main goal of the approach

is to establish the values of thermodynamic quantities over the entire tem-

perature range of coexistence of the liquid and gaseous phases, where there

is also surface tension at the liquid-vapor interface. It is also possible to es-

tablish the set of substances for which the transformations will be universal

in nature, and therefore global. In general, the results for surface tension

are often also an indicator of the adequacy of the equation of state, so the

analysis of the provisions of global isomorphism on the example of surface

tension can bring us closer to a new equation of state.

The well-known principle of corresponding states (PCS) of van der Waals,
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improved in his time by Guggenheim, plays an important role in the formu-

lation of the basic principles of isomorphism with lattice models. This is

primarily the experimental law of (”almost”) rectilinear diameter and the

existence of a zeno-element, tangent to the binodality in the coordinates

(𝜌, 𝑇 ) line, which determines the unit factor of volumetric compressibility.

These empirical laws are very clearly combined in the form of the concept of

the triangle of the liquid-gas state, considered by Apfelbaum.

The Ising model first finds its usefulness in describing the phase transi-

tion for magnetization, the exact solution of Onsager in the two-dimensional

case allows us to obtain the temperature dependence of the surface tension

coefficient for two-dimensional space in our case when describing the system

”liquid - vapor”.

In this work, we first present methods for quantitatively describing sur-

face tension and the problems associated with it. In addition to experimental

approaches, we present the evolution of ideas about the correct description

of the surface tension coefficient through intermolecular interactions, which

was described later than the similar to it parameter – the pressure. The

historical starting point is taken as the Laplace approach and the van der

Waals theory, and the branching point with the present-day methods for our

theory lies in the Kirkwood-Buff and Trizenberg-Zwanzig approaches. Mod-

ern methods rely heavily on machine power, that is, they actually reduce

to various approximations for the numerical calculation of the surface ten-

sion coefficient from complex integral and differential equations. We will use

isomorphism with a lattice gas. Accordingly, the task is to determine the

analytical expression for the surface tension coefficient of a lattice gas, its

control parameters, and apply the GI transformations for them.

To justify the chosen method, the principles of topological isomorphism

of phase diagrams for the isomorphic cubic lattice model and real fluids are

first demonstrated. Instead of the traditional PCS relations 𝑇/𝑇𝑐, 𝜌/𝜌𝑐, re-
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spectively 𝑇/𝑇*, 𝜌/𝜌*, and the parameter 𝑧 appear, which depends on the

type of system and in particular on the dimensionality of space. The points

(𝑇*, 0) and (0, 𝜌*) define a linear Zeno element. Some results for bulk proper-

ties were considered in order to extend the theoretical transformations to the

surface tension coefficient. The general form of the statistical sum of a lattice

gas, namely the property of the separation of its surface component from the

bulk component, allowed us to make a bold statement about the equality of

surface tensions when the spatial scale coincides: 𝜎𝑓𝑙(𝑇 ) = 𝜎𝑙𝑎𝑡𝑡

(︁
𝐿̂−1
𝐺𝐼(𝑇 )

)︁
,

where 𝐿̂𝐺𝐼 is the GI transformation. The reason for using the isomorphic Ising

model is that the form of the Hamiltonian function of the lattice model in the

attractive component returns an interaction proportional to 𝑟−6, as for the

hard sphere potential or the Lennard-Jones potential popular for describing

substances.

The problem of calculating surface tension is thus considered not only in

three-dimensional space, but also in two-dimensional space, since the exact

Onsager solution is known there. For fluids, practical applications of such

systems have been found in the framework of, for example, the study of the

thermodynamic properties of a methane monolayer on a graphite substrate.

The predicted theoretical critical temperature for the fluid 𝑇𝑐 = 0.5 allowed

us to compare the data of known computer simulations for the Lennard-Jones

fluid, as a result, the theory and the results of computer calculations were

consistent. The critical amplitudes of surface tension and density, as well as

the correlation lengths in the Ising model and the Lennard-Jones fluid, were

analyzed.

The analytical expression for surface tension in 2D, based on the Onsager

solution, is further used as the basis for constructing a computational formula

in three-dimensional space, where a modification of the Woodbury approach

is proposed for 3D fluid (J. Chem. Phys. 1972 57, 847). The modification

uses the Trizenberg–Zwanzig formula, which is known to be equivalent to
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the Kirkwood–Buff expression. As a result, this allowed us to reproduce the

correct critical asymptotics 𝜎 ∝ |𝜏 |2𝛽+𝜈(1−𝜂). This led to the appearance of a

spatial parameter with the dimension of length 𝜉𝑒𝑓𝑓 , called the ¡¡effective¿¿

thickness, for which the necessary asymptotics 𝜉𝑒𝑓𝑓 ∝ |𝜏 |−𝜈 is also specified.

The physical meaning of the specified spatial size of the system is proposed,

for this purpose independent considerations are given for a lattice gas, as

well as for a fluid. The application of the Ornstein-Zernike relation led to

the estimate of 𝜉𝑒𝑓𝑓 , in the role of which the correlation length will play

in the future. The above-mentioned relation also allowed us to derive a

lower bound for the triple point temperature, which limits the application

of the global isomorphism method from below. The need to find the triple

point is that the isomorphism transformations remain adequate, although by

default the lattice does not have a solid phase. The developed method for

calculating the surface width does not depend on the arbitrariness of the

“p/(1–p)” rule, where, for example, in “10/90” the width of the interfacial

surface is considered to be the distance on the density profile between the

points corresponding to the region between the densities 𝜌𝑔𝑎𝑠 + 10%Δ𝜌 and

𝜌𝑔𝑎𝑠 +90%Δ𝜌 ≡ 𝜌𝑙𝑖𝑞 − 10%Δ𝜌 at 𝑝 = 10%. For clarity, comparisons with the

results for the widths of the density profiles are also given.

The proposed algorithm for finding 𝜉𝑒𝑓𝑓 through the dimensionless corre-

lation length of the lattice gas and the application of isomorphism transfor-

mations is tested in two-dimensional and three-dimensional cases. This led to

the appearance of a scaling approximation factor 𝑎Δ between the correlation

lengths of the fluid and the lattice gas. In the three-dimensional space for

the Lennard-Jones fluid, a single scaling parameter 𝑎 is introduced, to agree

with the derived critical amplitude of the surface tension. As a result, the

effective amplitude changes over the entire range of available temperatures

by no more than 10%. In the current theory, the value of 𝑎 depends on the

density and is determined by the approximation used to calculate the Wood-
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bury eigenvector. In fact, this factor is the only relevant parameter of the

theory that has a clear physical meaning and can be fixed using the universal

Fisk-Widoma relation.

Thus, it is shown that the global isomorphism transformations in the case

of two-dimensional and three-dimensional Lennard-Jones fluids are consistent

with experimental data, requiring only a corresponding change in the param-

eters 𝑇* , 𝜌* and 𝑧 to obtain the surface tension without any additional fitting

parameters. The verification of the relations for the model systems was car-

ried out on the available results of computer simulations by Hunter, Huili,

Garrido, Najafi, Santra, Satinath, Werth, Zeng, Mederos and others.

For simple fluids from the NIST database, the temperature dependences

of the surface tension coefficient were compared with theoretical results. The

estimate for the triple point was also checked. Based on these data, the

collective concept of “Ising fluids“ was introduced, to which the possibility

of calculating thermodynamic characteristics through isomorphism with a

lattice gas is extended. The calculation data are presented graphically and

in the form of tables, confirming the argumentation regarding the tempera-

ture interval. It is noted that for substances with an unfulfilled rectilinear

diameter law or a noticeable asymmetric spatial symmetry, the description

using an isomorphic cubic lattice ceases to be adequate. Wei showed that the

introduction of the acentric Pitzer factor can improve the result.

Keywords: surface tension, water, alcohol, liquid state, temperature,

triple point, critical point, argon, thermodynamic parameters, drops,

condensation, evaporation, lattice gas, Lennard-Jones, coexistence curve,

universality.
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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ СКОРОЧЕНЬ ТА ОСНОВНИХ

ПОЗНАЧЕНЬ

ГI (Global Isomorphism) – глобальний iзоморфiзм

Л-Дж (LJ=Lennard-Jones) – Леннард-Джонс

ПВС (PCS=Principal of Corresponding States) – принцип вiдповiдних станiв

𝛽 = 1/𝑘𝐵 𝑇 (iнколи покладено 𝑘𝐵 = 1)

𝛽 – критичний показник густини та магнетизацiї

𝐶2 – просторова парна кореляцiйна функцiя

CP (Critical Point) – критична точка

d – дiаметр бiнодалi; дiаметр молекули

D – розмiрнiсть простору

𝜂 – критичний показник кореляцiйної функцiї

𝜀 – глибина енергетичної ями для потенцiалу Леннарда-Джонса

fl, fluid – флюїд, збiрний термiн для позначення стану «рiдина + її пар»

gas, vap – газоподiбний стан

ℎ – зовнiшнє магнiтне поле (для опису фазового переходу магнетика)

𝐻2, 𝐺2 – просторова пряма кореляцiйна функцiя

𝐽 – константа взаємодiї моделi Iзiнга

𝑘𝐵, 𝑘 – константа Больцмана

latt, LG (Lattice Gas) – гратковий газ

liquid, liq – рiдинний стан

𝜈 – критичний показник кореляцiйної довжини

𝑚 – магнетизацiя у 2D просторi

𝑀 – магнетизацiя у 3D просторi; молярна маса речовини

𝜎 – коефiцiєнт поверхневого натягу

𝑠(0) – критична амплiтуда для коефiцiєнта поверхневого натягу

SC (Simple Cube) – проста кубiчна модель.
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𝑡, 𝑡 – температура, або приведена через критичне значення температура

моделi граткового газу

𝑇 – температура для моделi флюїду (рiдини та газу)

𝑇*, 𝜌* – важливi коефiцiенти для нормування температур i густин флюїду

в перетвореннях ГI

Tr = triple – потрiйна точка

𝜉 – кореляцiйна довжина, те ж саме що радiус кореляцiї, iн. словами па-

раметр розмiрностi довжини, що вiдповiдає за експоненцiальне зменшення

просторової парної кореляцiйної функцiї

𝜉𝑒𝑓𝑓 – ефективна товщина мiжфазного шару на межi «рiдина – пара»

𝑥 – молярна частина зайнятих у гратцi мiсць, аналог «густини» для моделi

граткового газу

vdW – ван дер Ваальс, Йоханнес Дидерик

𝑧 – масштабувальний коефiцiєнт перетворень ГI

𝑍 – фактор стисливостi речовини; статистична сума
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ВСТУП

Поверхневий натяг реальних флюїдiв може бути обчислений теоретично

без необхiдностi розв’язування iнтегральних рiвнянь зi складним потенцi-

алом взаємодiї окремо для кожної речовини. Пiдхiд глобального iзоморфi-

зму мiж гратковими моделями i флюїдам Леннарда-Джонса дозволяє ви-

значити дану фiзичну величину. Поряд з поверхневим натягом вводиться

ефективна товщина поверхнi, що характеризує фазовий перехiд.

Актуальнiсть теми. Поверхневий натяг є тiєю термодинамiчною ха-

рактеристикою, для якої аналiтичний розгляд часто є досить складним, i

дуже часто неможливим внаслiдок просторової неоднорiдностi межi роздi-

лу фаз i через вiдсутнiсть просторової симетрiї. Досi в цiлому рядi дослi-

джень для кожної окремої речовини використовуються наближення для

функцiй розподiлу або вигляду кореляцiйних функцiй для аналiтично-

го опису поверхневого натягу. Немало результатiв отримано з числового

аналiзу профiлiв густини перехiдного процесу, якi супроводжуються оче-

видними складнощами у ходi iнтерпретацiї експериментальних даних, що

пов’язано, наприклад, з урiзанням потенцiалiв взаємодiї або iншими рiзно-

манiтними припущеннями. Самi речовини розглядаються незалежно одна

вiд одної, спiльнi властивостi визначаючи лише в межах принципу вiдпо-

вiдних станiв ван дер Ваальса.

Пiдхiд iзоморфiзму мiж iзоморфною кубiчною гратковою моделлю та

флюїдом Леннарда-Джонса вiдкриває можливостi для значного спрощення

аналiтичних розрахункiв. Це в свою чергу дозволяє повернутися до уявних

експериментiв, тобто до вiдкриттiв нових сполук у галузях, де поверхневi

явища мають велике значення, адже так i сумiшi речовин можуть бути

обчисленi аналiтично.
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Ще однiєю мотивацiєю до застосування iзоморфiзму з гратковим газом

є спроба розширити клас речовин, пiдпорядкованих емпiричним спостере-

женням, що досi не поясненi, та визначити параметри знерозмiрювання для

систем флюїдiв. До речi, iзоморфiзм з гратковим газом дозволяє не тiльки

узагальнити рiзноманiтнi речовини за їх термодинамiчними величинами,

але i по-новому подивитися на принцип ван дер Ваальса, сформований

бiльше столiття тому, про вiдсутнiсть принципової вiдмiнностi мiж рiдин-

ним та газоподiбним станами конкретної речовини, та надати йому бiльш

надiйного числового формулювання.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Роботу було розпочато на кафедрi теоретичної фiзики та астрономiї i в

науково-дослiднiй лабораторiї теоретичної та молекулярної фiзики (НДЛ

14) Одеського нацiонального унiверситету iменi I. I. Мечникова до її реор-

ганiзацiї у 2022 роцi та продовжено на кафедрi фiзики та астрономiї. Вона

є складовою частиною дослiджень за держбюджетними темами:

«Моделювання невпорядкованих гетерогенних та флуктуацiйно неоднорi-

дних систем та дiагностика їх електричних та оптичних характеристик»

№ держ. реєстрацiї 0120U104105;

«Теплофiзичнi та хiмiчнi процеси в багатокомпонентних та багатофазних

середовищах № держ. реєстрацiї 0122U000687.

Мета i задачi дослiдження. Метою роботи є застосування пере-

творень глобального iзоморфiзму для визначення коефiцiєнта поверхне-

вого натягу молекулярних рiдин, знайти межi застосування iзоморфiзму

з гратковим газом, вдосконалити iснуючу теорiю з визначення коефiцiєн-

та поверхневого натягу як молекулярних речовин для межi спiвiснування

«рiдина – пар» так i граткового газу. У зв’язку з цим були поставленi такi

задачi :

1. Дослiдити iснуючi методи, як теоретичнi, так i експериментальнi,

визначення поверхневих властивостей речовини.
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2. Розробити алгоритм для вiдтворення коефiцiєнта поверхневого на-

тягу на границi «рiдина – пар» через iзоморфiзм з гратковим газом.

Застосувати метод у двовимiрному i тривимiрному просторах.

3. Перевiрити можливiсть обчислення коефiцiєнта поверхневого натя-

гу модельних флюїдiв, типу ван дер Ваальса.

4. Визначити характернi параметри для опису мiжфазної поверхнi, та

перевiрити їх вiдтворюванiсть через iзоморфiзм з моделлю Iзiнга.

5. Оцiнити температуру потрiйної точки, тим самим визначити нижню

межу дiапазону температур для перетворень ГI.

6. Визначити границi застосування теорiї.

Об’єкти дослiдження: Коефiцiєнт поверхневого натягу реальних

флюїдiв та модельних з потенцiалом взаємодiї Леннарда-Джонса, поверхне-

вий натяг граткового газу з iзоморфною решiткою та iншi супроводжуючi

фазовий перехiд параметри, а саме ширина поверхнi, кореляцiйна довжи-

на, критичнi показники для поверхневого натягу та параметрiв довжини,

параметри перетворень ГI.

Предмети дослiдження: Температурнi залежностi коефiцiєнта по-

верхневого натягу флюїдiв, профiлiв густини поверхнi роздiлу фаз, крити-

чнi показники, критичнi амплiтуди.

Методи дослiдження: Методи класичної статистичної термодина-

мiки, методи проекцiйного та статистичного оператора, метод трансфер-

матриць, метод Монте-Карло (Gibbs Ensemble MC), методи статистичної

обробки даних.

Наукова новизна отриманих результатiв. В дисертацiйнiй роботi

були отриманi наступнi результати:

• Вдосконалено теорiю з розрахунку коефiцiєнта поверхневого натягу

граткового газу, а саме модифiковано вираз Вудбарi для вiдтворе-

ння правильної критичної асимптотики;
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• Застосовано перетворення iзоморфiзму з гратковим газом для ви-

значення поверхневого натягу флюїду як у 2D через розв’язок Он-

загера, та i у 3D просторi;

• Введено поняття «ефективної» товщини поверхнi, як одного з керу-

ючих параметрiв для визначення коефiцiєнта поверхневого натягу.

Продемонстровано, що її фiзичний змiст вiдповiдає кореляцiйнiй

довжинi;

• Застосовано перетворення глобального iзоморфiзму до кореляцiйної

довжини системи як у двовимiрному, так i тривимiрному просторах;

• Показано зв’язок кореляцiйної довжини у околi потрiйної точки з

середньою вiдстанню мiж частинками, визначено обмеження знизу

допустимого для iзоморфiзму з гратковим газом дiапазону темпе-

ратур;

• Окреслено множину «iзiнгiвських» флюїдiв, якi вiдтворються через

iзоморфiзм з iзоморфною моделлю граткового газу.

Практичне значення отриманих результатiв. Застосування гло-

бального iзоморфiзму до обчислення поверхневих властивостей флюїду до-

зволяє аналiтично значно спростити вiдому на сьогоднi методологiю роз-

рахункiв цiєї фiзичної величини. Використання кореляцiйної довжини, як

ще однiєї характеристики флюїду пiдпорядкованiй перетворенням ГI, до-

зволяє не лише ввести ще одну просторову величину, що вiдтворюється за

рахунок граткового газу, але i звести всi параметри пiдгонки до мiнiмуму

для незалежного обчислення поверхневого натягу, на вiдмiну вiд вiдомих

наближень. Наявнiсть аналiтичного виразу для поверхневих явищ вiдкри-

ває можливостi для дослiдження нових властивостей комбiнацiй речовин у

експериментальних галузях, що часто для теоретичного апарату у загаль-

ному виглядi є непiд’ємною задачею.

Особистий внесок здобувача. Загальна постановка задач у стат-

тях належить проф. В.Л. Кулiнському. При роботi над цими статтями здо-
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бувач виконував iз науковим керiвником паралельнi взаємоконтролюючi

теоретичнi розрахунки, брав участь в iнтерпретацiї результатiв та пiдго-

товцi їх до опублiкування. Особисто здобувачем було отримано вираз для

коефiцiєнта поверхневого натягу флюїду через застосування глобального

iзоморфiзму до двовимiрного граткового газу, модифiковано пiдхiд Вудба-

рi у наближеннi Брегга-Вiльямса. На основi перетворення глобального iзо-

морфiзму розрахованi критичнi амплiтуди поверхневого натягу, густини та

iнших термодинамiчних величин. Було зроблено переважну частину ана-

лiзу та обробки даних робiт з результатами комп’ютерного моделювання,

присвяченого фазовим переходам «рiдина - пар» для рiзноманiтних реаль-

них та модельних флюїдiв, а також граткових моделей.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi положення дисерта-

цiйної роботи доповiдалися та обговорювалися на семiнарах кафедри те-

оретичної фiзики та астрономiї i наукових конференцiях та семiнарах:

• 7-th International Workshop and Summer School on Nonequilibrium

Thermodynamics. Hilvarenbeek (Netherlands), July 5–10, 2015;

• MOLSIM: Understanding Molecular Simulation – Winter school at

Amsterdam Center for Multiscale Modeling. Amsterdam (Netherlands),

January 4–15, 2016;

• 8-th International Conference “Physics of Liquid Matter. Modern

Problems“. Kyiv (Ukraine), May 18–22, 2018;

• 22 Всеукраїнська школа-семiнар молодих вчених зi статистичної фi-

зики та теорiї конденсованої речовини, Львiв, 24–25 листопада, 2022;

• HEUREKA: International Conference of Students and Young Scientists

in Theoretical and Experimental Physics, Lviv (Ukraine), May 16-18,

2023;

Публiкацiї. За матерiалами дисертацiї опублiковано 2 статтi в

наукових журналах та в 5 тезах конференцiй.
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Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiйна робота складається

зi вступу, роздiлу з оглядом лiтератури та формулюванням методики

та двох роздiлiв основної частини, у яких викладенi результати

дослiджень дисертанта, а також загальних висновкiв, роздiлу з подяками,

перелiку використаних лiтературних джерел та додаткiв. Загальний обсяг

дисертацiї становить 127 сторiнок, обсяг основного тексту – 109 сторiнок.

Робота мiстить 45 рисункiв та 10 таблиць. Список використаних джерел

складається зi 104 найменувань та займає 17 сторiнок.

У вступi обгрунтовано актуальнiсть теми дослiдження, сформульовано

мету роботи, визначено наукову новизну i практичну цiннiсть отриманих

результатiв та наведено стислу характеристику дисертацiї.

Перший роздiл присвячено опису iснуючих методiв визначення кое-

фiцiєнта поверхневого натягу. Перш за все у фокусується увага на теорети-

чних методах з аналiтичного визначення коефiцiєнта поверхневого натягу

на границi «рiдина–пар». Але спочатку наводиться список експерименталь-

них пiдходiв. За точку вiдлiку у теоретичному дослiдженнi беруться пiдхiд

Лапласа та апроксимацiя ван дер Ваальса з його принципом вiдповiдних

станiв (ПВС). Спочатку показаний зв’язок поверхневого натягу з деяки-

ми термодинамiчними потенцiалами. При iснуючiй теорiї про обчислення

макроскопiчних термодинамiчних величин з мiкроскопiчних показано як

задача про знаходження iнтенсивних параметрiв, таких як тиск та поверх-

невий натяг, вимагає знання про профiль густини або функцiї розподiлу

частинок у фазах. Зокрема описано теорiю про тензор тиску та його засто-

сування в пiдходi Кiрквуда-Бафа до обчислення коефiцiєнта поверхневого

натягу. Наприкiнцi роздiлу перелiчено труднощi сьогодення при подаль-

шому обчисленнi коефiцiєнта поверхневого натягу рiзноманiтних речовин,

а саме, з точних iнтегральних рiвнянь можна отримати результат лише

внаслiдок побудови припущень або спрощень про профiль густини, коре-

ляцiйнi функцiї, потенцiали взаємодiї. Поставлена задача про визначення
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коефiцiєнта поверхневого натягу через iзоморфiзм з гратковою моделлю.

Другий роздiл присвячено опису пiдходу iзоморфiзму молекулярних

рiдин з гратковим газом. Спочатку описана топологiчна подiбнiсть мiж

гратковою моделлю для опису спонтанної намагнiченостi та фазовим пе-

реходом «рiдина – пар» через вигляд функцiй Гамiльтона, логiчним чином

вводиться поняття «флюїду». Для пiдготовки обгрунтування вибраної ме-

тодики далi сформульованi основнi емпiричнi спiввiдношення для речовин,

що узгоджуються з рiвнянням стану ван дер Ваальса. Описано пiдхiд гло-

бального iзоморфiзму, а саме трансформацiйнi перетворення, якi дозволя-

ють вiд густини 𝑥 та температури 𝑡 граткового газу на кривiй спiвiснування

перейти до таких же параметрiв густини 𝜌 та температури 𝑇 молекуляр-

ного флюїду, i навпаки. Дана спроба пояснити перетворення з мiкроскопi-

чної точки зору. Продемонстрована подiбнiсть мiж гратковою моделлю та

флюїдом Леннарда-Джонса, та наведено алгоритм з приведення важливих

величин до безрозмiрного вигляду. Далi були вiдтворенi для флюїду такi

об’ємнi властивостi як критична стисливiсть та фугiтивнiсть через гратко-

ву модель. Завершується роздiл частковими висновками.

Третiй роздiл присвячено застосуванню перетворень глобального iзо-

морфiзму до обчислення поверхневого натягу флюїду Леннарда-Джонса.

Продемонстровано, що складова термодинамiчного функцiоналу з поверх-

невим натягом вiдокремлюється вiд об’ємного вкладу не тiльки для флюї-

ду, але i для граткового газу, що значно спрощує використання перетворень

глобального iзоморфiзму. Показанi методи обчислення поверхневого натя-

гу для граткової моделi. Описано рiвняння Вудбарi для моделi Iзiнга будь-

якої розмiрностi простору. Далi використано точний розв’язок Онзагера

для двовимiрної гратки, щоб показати як в майбутнiх роздiлах адаптувати

пiдхiд Вудбарi, а також продемонструвати валiднiсть розробленого теоре-

тичного пiдходу. Отримано вираз для поверхневого (а фактично лiнiйного)

натягу двовимiрного флюїду. Далi порiвняно теоретичнi здобутки з досту-
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пними даними комп’ютерних моделювань. Проведено аналiз критичних ам-

плiтуд поверхневого натягу та густини, а також вiдношення кореляцiйних

довжин за допомогою спiввiдношення Фiска-Вiдома. Проаналiзовано вираз

для парахора у 2D i 3D випадку. Далi робиться перша спроба отримати ко-

ефiцiєнт поверхневого натягу через iзоморфiзм для простих флюїдiв, для

цього використанi вiдомi числовi данi для граткового газу Лiу та Фiшера.

Побудовано бiнодалi та температурнi залежностi для поверхневого натя-

гу. Вказана проблема знерозмiрювання для 𝜎 через константи Леннарда-

Джонса, та запропоновано тимчасове рiшення. Завершується роздiл час-

тковими висновками.

Четвертий роздiл присвячено бiльш розгорнутому розгляду пробле-

ми про ширину поверхнi роздiлу фаз. Спочатку формується проблема про

вiдсутнiсть точного розв’язку для граткової моделi у тривимiрному просто-

рi, на вiдмiну вiд 2D-гратки. За допомогою формули Трiценберга-Цванцiга

модифiковано вираз Вудбарi поверхневого натягу 3D гратки, щоб вiдтво-

рювалася правильна критична асимптотика. Введено поняття «ефектив-

ної» ширини поверхнi, вказана асимптотика для неї. Далi обчислено фiзи-

чний змiст ширини поверхнi для флюїду, незалежно вiд висновкiв граткової

моделi. В результатi показано, що кореляцiйна довжина може виступати ке-

руючим масштабним параметром. Застосовано перетворення глобального

iзоморфiзму до кореляцiйної довжини, проведено порiвняння теоретичної

залежностi коефiцiєнта поверхневого натягу вiд температури з результата-

ми симуляцiй для двовимiрного флюїду. Далi модифiкований пiдхiд Вудба-

рi застосовано для тривимiрного флюїду Леннарда-Джонса, де також про-

ведено аналiз ефективної амплiтуди поверхневого натягу. Наступним кро-

ком перевiрено вiдтворюванiсть поверхневого натягу для простих флюїдiв,

для 16-ти речовин приведенi графiки порiвнянь теорiї з експериментом.

Проаналiзовано значення кореляцiйної довжини для рiдкої фази у околi

потрiйної точки для 36-ти речовин, i як результат визначено клас флюї-
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дiв, що можуть бути репрезентованi гратковим газом через перетворення

глобального iзоморфiзму. Проведена оцiнка температури у потрiйнiй точцi

через ефективну ширину поверхнi. Роздiл завершено аналiзом результатiв

та частковими висновками.

Дисертацiйна робота завершується узагальненими Висновками, Спи-

ском використаних джерел та Додатками.
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РОЗДIЛ 1

IСНУЮЧI МЕТОДИ ВИЗНАЧЕННЯ КОЕФIЦIЄНТА

ПОВЕРХНЕВОГО НАТЯГУ

Явище поверхневого натягу ще здавна притягувало увагу фiзикiв, а в

повсякденностi кожний зустрiчається з ним майже щодня. В залежностi

вiд цiлей сьогоднi активно поверхнi матерiалiв оброблюють хiмiчними ре-

човинами, щоб надати їм гiдрофобних чи гiдрофiльних властивостей, або

досягають цих ефектiв за допомогою створення спецiальної геометричної

форми.

У цьому роздiлi ми зосередимо увагу на спробах експериментального

та теоретичного визначення коефiцiєнта поверхневого натягу.

1.1. Експериментальнi дослiдження поверхневого натягу

На практицi саме явище поверхневого натягу виникає у найрiзноманi-

тнiших випадках, спостерiгаються численнi ефекти, пов’язанi з ним. Вiд-

повiдно розроблено декiлька способiв кiлькiсного вимiрювання коефiцiєнту

поверхневого натягу та iнших важливих для поверхнi параметрiв. Вибор

оптимального методу залежить вiд поставленої задачi, природи дослiджу-

ваної рiдини, умов вимiрювання, стiйкостi поверхнi до деформацiї.

Метод кiльця Du Noüy: традицiйний метод, запропонований фран-

цузьким бiофiзиком Pierre Lecomte du Nouy у 1925 роцi. Вимiрювання вiд-

буваються за допомогою силового тензiометра, який зазвичай використо-

вує електроваги для вимiрювання надлишкової сили при спробi пiдняти

рiдину кiльцем i одразу розраховує коефiцiєнт поверхневого натягу, який

вiдповiдає данiй силi. Ранiше для цього використовували торсiоннi ваги. У

мiнiмiзованiй версiї методу замiсть кiльця використовується металева голка
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малого дiаметра в поєднаннi з високочутливими мiкровагами для вимiрю-

вання максимальної сили. Перевага цього методу полягає в тому, що навiть

дуже малi об’єми (менше нiж десятки мiкролiтрiв) можна вимiряти з дуже

високою точнiстю, не вносячи поправок на плавучiсть, особливо при вико-

ристаннi голки з правильною геометрiєю. Крiм того, вимiрювання можна

провести досить швидко, мiнiмум за 20 секунд.

Метод пластини Вiльгельмi: унiверсальний метод, придатний для

вимiрювання поверхневого натягу протягом тривалих iнтервалiв часу. Ду-

же схожий на попереднiй, адже вiдбувається занурення твердого об’єкту

у рiдину, але завдяки тому, що це тонка пластинка, вдається зiбрати бiль-

ше iнформацiї. Так визначається коефiцiєнт поверхневого натягу на межах

«рiдина – рiдина» та «рiдина – пара». Вертикальну пластину з вiдомим пе-

риметром прикрiплюють до терезiв, i вимiрюють силу притягування.

Метод обертання краплi: в горизонтальнiй трубцi, яка обертається

розмiщений малий об’єм рiдини. За рахунок вiдцентрової сили крапля де-

формується, поки сили поверхневого натягу не зупинять подальшi мета-

морфози. Установка пiдходить i для бульбашок, що дозволяє знаходити

вiдповiдний коефiцiєнт на межi «рiдина – пара».

Метод краплi-пiдвiски: оптично аналiзується геометрiя краплi, яку

вiдвiшено на голцi. Даний спосiб дозволяє аналiзувати поверхневий натяг

навiть за високих температур i тиску.

Метод Ребiндера (метод бульбашки): методика визначення кое-

фiцiєнту поверхневого натягу для поверхонь, якi не iснують довгий час.

Вимiрюється максимальний тиск на кожнiй бульбашцi.

Метод краплинного об’єму: метод визначення коефiцiєнту поверх-

невого натягу як функцiї часу iснування межi роздiлу. Для цього рiдина

однiєї густини закачується в рiдину iншої густини, i далi вимiрюється час

мiж утворення крапель.

Метод капiлярного пiдйому: кiнець капiлярної трубки занурюють
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у розчин. Висота, на яку пiднiмається розчин всерединi капiлярної трубки,

пов’язана з поверхневим натягом рiвнянням ℎ =
2𝜎𝑙𝑖𝑞−𝑎𝑖𝑟 cos 𝜃

𝜌𝑔𝑟 .

Сталагмометричний метод (метод вiдриву краплi): достатньо

популярний метод, який полягає у зважуваннi та аналiзi крапель рiди-

ни, якi падають з скляної трубки. Сумарну кiлькiсть крапель рахують i

зважують. Iснує пристрiй, який спрощує манiпуляцiї – скляна трубка з по-

товщенням посерединi i звуженням знизу, щоб знизу вiдривалися краплi у

той момент, коли буде звiшуватися критична маса порцiї дослiджуваного

розчину.

Метод сидячої краплi: метод визначення поверхневого натягу, а та-

кож густини шляхом розмiщення краплi на пiдкладцi та вимiрювання кон-

тактного кута.

Метод тестового чорнила: метод вимiрювання поверхневого натягу

пiдкладок за допомогою тестового чорнила, аналiзується поведiнка чорни-

ла, його реакцiї на рiзноманiтнi фактори.

Метод левiтуючих крапель: цей метод застосовувався для визначе-

ння власної частоти коливань крапель надтекучого гелiю-4, «левiтуючих»

у магнiтному полi. Значення коефiцiєнта поверхневого натягу в подаль-

шому було розраховано, в результатi отримано значення 0.375 дин/см при

𝑇 = 0𝐾.

Метод резонансу сферичної та квазiсферичної краплi: визна-

чається резонансна частота коливань крапель, якi приходяться у коли-

вальний рух за допомогою модульованого електричного поля. За резонан-

сними кривими окрiм коефiцiєнта поверхневого натягу визначають також

в’язкiсть рiдини.

Вище вказанi найбiльш популярнi пiдходи. Звiсно весь список методiв

на цьому не завершується. Визначення поверхневого натягу вiдiграє ва-

жливу роль в хiмiчнiй промисловостi, що стосується емульгаторiв та рi-

зноманiтних додаткiв, що допомагають досягти певних ефектiв у харчовiй
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промисловостi, у медицинi. Напевно, саме експериментальнi методи дають

можливiсть отримати результати з визначення поверхневих характеристик

найбiльш швидко для довiльного розчину.

Температурнi залежностi коефiцiєнта поверхневого натягу для чистих

рiдин узагальненi у виглядi емпiричний закон – правила Етвеша:

𝜎𝑉 2/3 = 𝑘(𝑇𝑐 − 6𝐾 − 𝑇 ), (1.1)

де 𝑉 = 𝑀/𝜌 – молярний об’єм, 𝑘 = 2.1 · 10−7Дж/(K моль2/3) – константа

Етвеша для всiх рiдин. Дана формула вже емпiрично демонструє принцип

вiдповiдних станiв. В майбутньому (1945) вираз (1.1) був удосконалений

Гуггенгеймом.

Теоретичнi методи допомагають встановити причинно-наслiдковi

зв’язки мiж фiзичними характеристиками, тому в наступних частинах ми

розглянемо еволюцiю теоретичних пiдходiв до обчислення коефiцiєнту по-

верхневого натягу.

1.2. Модель Лапласа для коефiцiєнта поверхневого натягу

Ще у 18 столiттi капiлярнi явища та iншi властивостi рiдин намагалися

пояснити через взаємодiю первинних частинок речовини. Явища когезiї рi-

дин i твердих тiл, конденсацiї пари у рiдину, випаровування та iншi простi

властивостi рiдини допомагали отримати краще уявлення про сили мiжмо-

лекулярного притягування. Сили мiжмолекулярного вiдштовхування по-

виннi теж iснувати, але довгий час про них не було складено адекватного

уявлення.

Загалом першовiдкривачем у спробах пов’язати поверхневий натяг з

мiжмолекулярними силами є Лаплас. Вiдштовхувальну частину взаємодiї

вiн описав як надлишковий тиск, який з’являється всерединi нестисливої

рiдини. Приведемо основнi результати розрахункiв Лапласа надлишкового

тиску.
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Якщо розглянути два напiвнескiнченi об’єми рiдини зi строго плоскими

границями, якi наблизили один до одного на вiдстань 𝑙, сила притягуван-

ня на одиницю площi мiж ними, яка виникає внаслiдок мiжмолекулярної

взаємодiї визначається наступним чином:

𝐹𝑠(𝑙) = −2𝜋𝜌2
𝑑∫︁

𝑙

𝑟(𝑟 − 𝑙)𝑢(𝑟)𝑑𝑟 (1.2)

Тут 𝑑 визначає величину далекодiйностi потенцiалу притягування 𝑢(𝑟).

Внутрiшнiй тиск є силою притягування на одиницю площi при контактi

двох поверхонь, тобто 𝑙 = 0, отже з (1.2):

Δ𝑃 = −1

2
𝜌2

𝑑∫︁
0

𝑢(𝑟)𝑑r

де 𝑑r – це просто елемент об’єму, який ми записали як 4𝜋𝑟2𝑑𝑟. В даному

розглядi припускається, що молекули розподiленi у напiвпросторах одно-

рiдно з густиною 𝜌, тобто рiдина не демонструє вiдмiнностi у структурi в

масштабi радiусу дiї сил 𝑑. Тепер спробуємо вказанi напiвпростори утво-

рити i вiддалити на вiдстань бiльшу за радiус дiї мiжмолекулярних сил,

для цього треба виконати роботу на одиницю площi проти сил 𝐹𝑠(𝑙), яка

визначатиметься наступним чином:

𝐻𝑠 =

𝑑∫︁
0

𝐹𝑠(𝑙)𝑑𝑙 = −𝜋𝜌2
𝑑∫︁

0

𝑙3𝑢(𝑙)𝑑𝑙

Звiдси коефiцiєнт поверхневого натягу визначається як половина цiєї ро-

боти на одиницю площi, адже так утворилися 2 поверхнi:

𝜎 = −1

8
𝜌2

𝑑∫︁
0

𝑟 𝑢(𝑟)𝑑𝑟

На Рис. 1.1 схематично показано прямокутний фрагмент поверхнi, яку ще

додатково вигнули, для цього перпендикулярно сторонам вдовж дотичних
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Рис. 1.1. Прямокутний фрагмент викривленої поверхнi

треба прикладати сили в 𝐹𝐹𝑟𝑜𝑛𝑡, 𝐹𝐵𝑎𝑐𝑘, 𝐹𝐿𝑒𝑓𝑡 та 𝐹𝑅𝑖𝑔ℎ𝑡, щоб форма зберiга-

лася. Тодi надлишковий внутрiшнiй тиск знаходиться наступним чином:

Δ𝑃𝑐𝑢𝑟𝑣𝑒 = 𝐾 + 𝜎(𝑅−1
𝑥 +𝑅−1

𝑦 ), (1.3)

тут 𝑅𝑥 та 𝑅𝑦 – головнi радiуси кривини поверхнi, 𝜎 – коефiцiєнт поверх-

невого натягу речовини. Даний вираз (1.3), адаптований для сферичної

краплi радiуса 𝑅 у виглядi

𝑝𝑙𝑖𝑞 − 𝑝𝑣𝑎𝑝 =
2𝜎

𝑅

активно використовується i сьогоднi, особливо в областi експерименталь-

ного визначення поверхневого натягу речовин.

Для опису мiжфазової границi у своєму пiдходi Лаплас вважав, що гу-

стина речовини змiнюється ступiнчасто при змiнi фази, тобто рiзко, а та-

кож використовував статичнi уявлення про природу речовини. Дiйсно, ме-

жа мiж рiдиною i газом для температур нижче нормальної точки кипiння є

оптично рiзкою у масштабi довжин близько 100 нм. Вiд уявлень про стати-

чнiсть молекул у рiдинi та газi згодом вiдмовилися на користь хаотичного

руху молекул i визначення тиску як середньої сили, що виникає вiд ударiв

молекул об площину. Теорiя коефiцiєнту поверхневого натягу, що базується

на цьому вперше розроблена ван дер Ваальсом у виглядi основної квадра-

тичної градiєнтої апроксимацiї [1]. Дана квазiтермодинамiчна модель ван

дер Ваальса стала основою для бiльш складних пiдходiв, розроблених його

послiдовниками [2–4].
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1.3. Визначення коефiцiєнту поверхневого натягу з

мiркувань термодинамiки

Для того щоб утворити поверхню, необхiдно затратити додаткову енер-

гiю. Навiть не займаючись фiзикою ми знаємо, що на утворення пiнистої

структури або емульсiй (наприклад, при змiшуваннi води з олiєю) потрiбно

виконувати роботу 𝑊 . Аналiтично це виражається так:

𝛿𝑊 = 𝜎 · 𝑑𝐴,

де коефiцiєнта поверхневого натягу 𝜎 є коефiцiєнтом пропорцiйностi мiж

роботою та приростом площi 𝑑𝐴 – це одне з його механiчних визначень.

Розглянемо тепер гiпотетичну систему з двома компонентами 𝛼 i 𝛽 у за-

α

β
F1 1z

F2 2z

Рис. 1.2. 𝛼 i 𝛽 рiзнi компоненти системи, наприклад, рiдина та її пар.

критiй посудинi з поршнем (див. Рис. 1.2). Нехай справа поршень можна

змiщувати, а також дещо нахиляти, регулюючи це пружинами з силами

𝐹1 та 𝐹2, розмiщених на рiзних висотах 𝑧1 та 𝑧2. Злiва є додатковi поршнi

меншого розмiру. Таким чином можна змiнювати об’єми обох компонент,

площу дотику i т.iн. Можна було б механiчним чином, визначивши обидвi

сили, точки їх прикладання, а також висоту положення поверхнi, експери-

ментально обчислити коефiцiєнт поверхневого натягу, але точнiсть визна-

чення вiдстаней не може перевищити товщину поверхнi, або буде подiбна

до величини радiусу дiї мiжмолекулярних сил. Робота 𝑑𝑊 над системою

може бути записана у цьому випадку як

𝑑𝑊 = −𝑃𝑑𝑉 + 𝜎𝛼𝛽𝑑𝐴,

де 𝑃 – тиск, а 𝑑𝑉 – прирiст об’єму. Якщо система iзольована, тобто пiд

час стиснення тепло не переходить до фаз та ними не втрачається, робота
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𝑑𝑊 цiлком переходить у змiну внутрiшньої енергiї 𝑑𝑈 . При адiабатичному

стисненнi (ентропiя 𝑆 постiйна) запишемо:

𝑑𝑈 = −𝑃 (𝑑𝑉 )𝑆 + 𝜎(𝑑𝐴)𝑆

звiдки 𝑃 = −(𝜕𝑈/𝜕𝑉 )𝑆,𝐴,n, та

𝜎 = −(𝜕𝑈/𝜕𝐴)𝑆,𝑉,n (1.4)

Диференцiювання вiдбувається тут при умовi, що кiлькiсть всiх ком-

понентiв системи n = {𝑛1, 𝑛2, ...} є сталою величиною. Якщо ж стиснення

iзотермiчне, робота пiде на прирiст вiльної енергiї Гельмгольца 𝐹 :

𝑑𝐹 = −𝑃𝑑𝑉 |𝑇 + 𝜎𝑑𝐴|𝑇 ⇒ 𝑃 = −𝜕𝐹

𝜕𝑉

⃒⃒⃒⃒
𝑇,𝐴,n

, 𝜎 = −𝜕𝐹

𝜕𝐴

⃒⃒⃒⃒
𝑇,𝑉,n

(1.5)

Якщо стиснення супроводжується пiдводом тепла 𝑑𝑞 = 𝑇𝑑𝑆, можна запи-

сати бiльш фундаментальний вираз (з урахуванням хiмiчного потенцiалу):

𝑑𝐹 = −𝑆 𝑑𝑇 − 𝑃 𝑑𝑉 + 𝜎 𝑑𝐴+ 𝜇 · dn

Окрiм (1.4) та (1.5) можна виразити 𝜎 через iнший термодинамiчний

потенцiал, а саме великий канонiчний ансамбль Ω:

𝑑Ω = −𝑆 𝑑𝑇 − 𝑃 𝑑𝑉 + 𝜎 𝑑𝐴− n · d𝜇 ⇒

𝑃 = −𝜕Ω

𝜕𝑉

⃒⃒⃒⃒
𝑇,𝐴,𝜇

, 𝜎 = −𝜕Ω

𝜕𝐴

⃒⃒⃒⃒
𝑇,𝑉,𝜇

.
(1.6)

Останнє справедливо для систем, якi можуть обмiнюватися молекулами

iз зовнiшнiми резервуарами. В положеннi термодинамiчної рiвноваги 𝜎𝛼𝛽

приймає одне i те саме значення вздовж всiєї поверхнi роздiлу компонент, а

також для температури, тиску i хiмiчного потенцiалу виконуються наступнi

рiвностi:

𝑇 𝛼 = 𝑇 𝛽, 𝑝𝛼 = 𝑝𝛽, 𝜇𝛼 = 𝜇𝛽

Таким чином розгорнутий вираз для поверхневого натягу далi може бу-

ти отриманий шляхом диференцiювання вiльної енергiї Гельмгольца (1.5),
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або великого канонiчного ансамблю (1.6). У випадку кривої поверхнi за-

дача значно ускладнюються, але є конкретнi результати для сферичної

поверхнi [5, 6] .

1.4. Квазiтермодинамiчний пiдхiд та градiєнтна

апроксимацiя

Уявiмо, що у кубi з ребром 𝐿 знаходиться однокомпонентна двофазна

система. Площа перерiзу буде 𝐴 = 𝐿2. Всерединi кожної об’ємної фази тиск

є скалярною величиною, а ось поблизу поверхнi, оскiльки iснує поверхне-

вий натяг, це тензор 𝑝 [2]. Симетрiя поверхнi вказує на те, щоб тензор був

дiагональним, при чому

𝑝𝑥𝑥(𝑧) = 𝑝𝑦𝑦(𝑧) = 𝑝𝜏(𝑧), 𝑝𝑧𝑧(𝑧) = 𝑝𝑁(𝑧) = 𝑝

Якщо змiщувати бiчну стiнку, то буде виконуватись робота проти танген-

цiйних сил

𝛿𝑊𝜏 = −𝛿𝐴

𝐿/2∫︁
−𝐿/2

𝑝𝜏(𝑧) 𝑑𝑧

При змiщеннi верхньої чи нижньої стiнки для збереження об’єму необхiдну

роботу можна записати як

𝛿𝑊𝑁 = 𝑝𝐴
𝛿𝐴

𝐿
= 𝑝𝐿 𝛿𝐴

Повна робота призводить до зростання вiльної енергiї

𝛿𝐹 = 𝜎𝛿𝐴 = 𝛿𝑊𝜏 + 𝛿𝑊𝑁 = 𝛿𝐴

𝐿/2∫︁
−𝐿/2

(𝑝− 𝑝𝜏(𝑧))𝑑𝑧

Оскiльки тангенцiйна складова тензору вiдрiзняється вiд значення тиску в

об’ємнiй фазi лише у околi поверхнi, межi iнтегрування можна розширити

до ±∞. Тодi отримуємо механiчне визначення поверхневого натягу:

𝜎 =

∞∫︁
−∞

(︀
𝑝− 𝑝𝜏(𝑧)

)︀
𝑑𝑧 (1.7)
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Таким чином, одним iз методiв визначення коефiцiєнта поверхневого на-

тягу є обчислення тензора тиску, а саме – його тангенцiйної складової. Далi

ми скористаємось апаратом статистичної фiзики, щоб вiдновити зв’язок по-

верхневого натягу з мiжмолекулярною взаємодiєю, i вкажемо результати

для 𝑝𝜏 , досягнутi Iрвiном та Кiрквудом.

1.5. Застосування методiв статистичної фiзики

Позначимо через ℋ(p𝑁 , r𝑁) Гамiльтонiан системи з 𝑁 молекул. Визна-

чимо його змiст наступним чином:

ℋ(p𝑁 , r𝑁) ≡ ℋ𝑁 =
𝑁∑︁
𝑖=1

p2
𝑖/2𝑚𝑖 + 𝒰(r𝑁) + 𝒱 ,

де 𝒱 = 𝒱𝑁 =
∑︀𝑁

𝑖=1 𝜐(r𝑖𝑗) – потенцiал зовнiшнього поля, 𝒰(r𝑁) – конфiгура-

цiйна енергiя, p𝑖 та 𝑚𝑖 – iмпульси та маси частинок вiдповiдно. Важливою

характеристикою системи є статистична сума 𝑍𝑁 (тут ℎ - стала Планка,

Λ = (ℎ2/2𝜋𝑚𝑘𝑇 )0.5 – характеристична довжина статистичної суми). Її мо-

жна записати так:

𝑍𝑁 =
1

ℎ3𝑁𝑁 !

∫︁ ∫︁
exp (−ℋ𝑁/𝑘𝑇 )𝑑p𝑁𝑑r𝑁

або 𝑍𝑁 =
1

Λ3𝑁𝑁 !

∫︁
exp (−(𝒰𝑁 + 𝒱𝑁)/𝑘𝑇 )𝑑r𝑁

Тодi також зi статистичної фiзики [2] вiдомо, що

𝐹 (𝑁, 𝑉, 𝑇 ) = −𝑘𝑇 ln𝑍𝑁 , Ω(𝜇, 𝑉, 𝑇 ) = −𝑘𝑇 ln Ξ

де Ξ =
∑︀
𝑁⩾0

𝜆𝑁𝑍𝑁 – велика статистична сума, 𝜆 – активнiсть, яка визна-

чається через 𝜇 = 𝑘𝑇 ln𝜆. Вимiрювальнi макропараметри системи з 𝑁 ча-

стинок можуть бути обчисленi за допомогою статистичної суми як середнє

значення по конфiгурацiї:

⟨𝑋⟩ = 1

Λ3𝑁𝑁 !𝑍𝑁

∫︁
𝑋(r𝑁) exp (−(𝒰𝑁 + 𝒱𝑁)/𝑘𝑇 )𝑑r𝑁
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Також через велику статистичну сумму водяться узагальненi густини 𝜌(𝑛):

𝜌(𝑛) =
1

Ξ

∑︁
𝑁⩾𝑛

(𝜆/Λ3)𝑁

(𝑁 − 𝑛)!

∫︁
exp (−(𝒰𝑁 + 𝒱𝑁)/𝑘𝑇 )𝑑r𝑛+1 . . . 𝑑r𝑁 (1.8)

В подальшому в статистичнiй фiзицi для опису розподiлу частино вво-

дяться прямi та парнi кореляцiйнi функцiї, або радiальну функцiю розпо-

дiлу однорiдної рiдини. Наприклад, за означенням через (1.8) повна коре-

ляцiйна функцiя 𝐻(𝑟⃗1, 𝑟⃗2) виражається iнтегральним рiвнянням (1.9):

𝜌(2)(r1, r2)− 𝜌(1)(r1)𝜌
(1)(r2) = 𝜌(1)(r1)𝜌

(1)(r2)𝐻(r1, r2) (1.9)

В рамках теорiї Орнштейна-Цернiке, повна кореляцiйна функцiя

𝐻(𝑟⃗1, 𝑟⃗2) дозволяє визначити пряму кореляцiйну функцiю середовища

𝐶(𝑟⃗1, 𝑟⃗2) через iнше iнтегральне рiвняння:

𝐻(r12) = 𝐶(r12) +

∫︁
𝜌(r3)𝐻(r3, r2)𝐶(r12)𝑑r3 (1.10)

Фiзичний змiст парної функцiї 𝐻(𝑟⃗12) полягає у тому, що величина

𝜌[𝐻(𝑟⃗12) + 1] являє собою середню локальну густину в точцi 𝑟⃗2, коли у

𝑟⃗1 є молекула. Для знаходження величин через функцiї розподiлу треба

визначатися з виглядом потенцiалу 𝒰(r𝑁). При 𝒰(r𝑁) = 0 одночастинковi

𝜌(1) демонструють просто барометричний закон. Бiльш складне наближен-

ня полягає у представленнi 𝒰(r𝑁) як суми парних потенцiалiв:

𝒰(r𝑁) =
∑︁
𝑖<𝑗

𝑢(𝑟𝑖𝑗)

Тодi пiсля диференцiювання (1.8) можна отримати послiдовнiсть (по 𝑛)

рiвнянь, що в лiтературi називаються iєрархiєю IБГ (Iвона-Борна-Грiна),

або iєрархiєю ББГКI (Боголюбова-Борна-Грiна-Кiрквуда-Iвона):

−𝑘𝑇∇1𝜌
(𝑛)(r𝑛) =𝜌(𝑛)(r𝑛)∇1𝜐(r1) + 𝜌(𝑛)(r𝑛)

𝑛∑︁
𝑖>1

∇1𝑢(𝑟𝑖𝑗)+

+

∫︁
𝜌(𝑛+1)(r𝑛+1)∇1𝑢(𝑟1,𝑛+1)𝑑r𝑛+1



38

Розв’язуванням рiвнянь в рiзний час займалися Триценберг [7], Ловет,

Му, Баф [8], Вертхейм, та iн.

Повернiмося до розгляду поверхневого натягу. Коефiцiєнт поверхневого

натягу може бути отриманий шляхом диференцiювання вiльної енергiї 𝐹

та великого канонiчного ансамблю Ω, як визначено у виразах (1.5) та (1.6)

вiдповiдно. Незалежно таку роботу виконали Баф [9, 10], Маклеллан [11]

та Харасiма [12]. Для, наприклад, Ω результат виглядає так:

𝜎 =

(︂
𝜕Ω

𝜕𝐴

)︂
𝑉,𝑇,𝜇

=
1

4

∞∫︁
−∞

𝑑𝑧1

∫︁ (︂
𝑟12 −

3𝑧212
𝑟12

)︂
𝑢′(𝑟12)𝜌

(2)(r1, r2)𝑑r12 (1.11)

Той самий результат, що у (1.11), можна отримати через тензор тиску 𝑝:

𝑝𝑁(𝑧) = 𝑘𝑇𝜌(𝑧)− 1

2

∫︁
𝑑𝑟⃗12

𝑧212
𝑟12

𝑢′(𝑟12)

1∫︁
0

𝑑𝛼𝜌2
(︀
𝑟12, 𝑧 − 𝛼𝑧12, 𝑧 + (1− 𝛼)𝑧12

)︀
𝑝𝜏(𝑧) = 𝑘𝑇𝜌(𝑧)− 1

4

∫︁
𝑑𝑟⃗12 𝑢′(𝑟12)

𝑥212 + 𝑦212
𝑟12

𝜌(2)(𝑟12, 𝑧, 𝑧 + 𝑧12)

(1.12)

Вираз Iрвiна та Кiрквуда (1.12) є загальноприйнятим, але можна отриму-

вати i iншi спiввiдношення для «нормальної» складової 𝑝𝑁 . Самi величини,

що вимiрюються у системi при цьому iнварiантнi до вибору тензора. Але з

тензору тиску вперше результат було отримано Кiрквудом i Бафом [13] че-

рез радiальну функцiю розподiлу однорiдної рiдини 𝑔(𝑟12), якщо вважати

густину системи 𝜌𝑙𝑖𝑞 для областi 𝑧 >= 0 та 𝜌𝑔𝑎𝑠 ≈ 0 для 𝑧 < 0:

𝜎 =
1

2
𝜋(𝜌𝑙𝑖𝑞)2

∞∫︁
0

𝑑𝑟12

∞∫︁∫︁
−∞

𝑑𝑧1𝑑𝑧2(𝑟
2
12 − 3𝑧212)𝑢

′(𝑟12)𝑔(𝑟12) (1.13)

Виконавши iнтегрування за частинами у (1.13) отримуємо вираз (1.14):

𝜎 =
𝜋

8
(𝜌𝑙𝑖𝑞)2

∞∫︁
0

𝑑𝑟12𝑟
4
12𝑢

′(𝑟12)𝑔(𝑟12) (1.14)

Вирази (1.13) та (1.11) нарештi дозволяють пов’язати коефiцiент поверхне-

вого натягу i мiжмолекурялнi сили, але далi розв’язки отримуються шля-

хом рiзноманiтних наближень для функцiї 𝑔(𝑟).
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Наприклад, у роботi [14] у якостi потенцiалу взаємодiї 𝑢(𝑟) прийнято

потенцiал Леннарда-Джонса (2n-n) з 𝑛 > 4 та мiнiмальним значенням −𝜀

при 𝑟 = 𝑟𝑚. В результатi отримано наступний вираз для поверхневого на-

тягу:

𝜎 =
1

2
𝜋(𝜌𝑙𝑖𝑞𝑢𝑖𝑑)2𝑘𝑇𝑟4𝑚(𝜀/𝑘𝑇 )

(4/𝑛)𝐼𝑛4/𝑛(𝜀/𝑘𝑇 ), (1.15)

де iнтегральнi функцiї 𝐼𝑛𝑝 (𝑥) мають вид

𝑥𝑝𝐼𝑛𝑝 (𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
∫︀∞
0 𝑟𝑝𝑛−1[exp(−𝑥𝑟−𝑛 + 2𝑥𝑟−𝑛/2)− 1]𝑑𝑟 (𝑛, 𝑥 > 0; 1

2 > 𝑝 > 0),∫︀∞
0 𝑟𝑝𝑛−1 exp(−𝑥𝑟−𝑛 + 2𝑥𝑟−𝑛/2)𝑑𝑟 (𝑛, 𝑥 > 0; 0 > 𝑝),

𝐼𝑛0 (𝑥) = ±∞

та вони є коренями конфлюентного гiпергеометричного рiвняння

𝑥
𝑑2𝐼𝑛𝑝
𝑑𝑥2

+

(︂
1

2
− 𝑥

)︂
𝑑𝐼𝑛𝑝
𝑑𝑥

+ 𝑝𝐼𝑛𝑝 = 0

Таке рiвняння виникло у роботi [14] при дослiдженнi Роулiнсоном третього

вiрiального коефiцiєнту рiвняння стану для потенцiалу взаємодiї Леннарда-

Джонса. Aсимптотично з (1.15) при низьких температурах поведiнка по-

верхневого натягу може бути визначена як

𝜎 =
1

𝑛
(𝜌𝑙𝑖𝑞𝑢𝑖𝑑)2𝜀𝑟4𝑚

(︁ 𝜋𝜀
𝑘𝑇

)︁1.5
exp(𝜀/𝑘𝑇 ),

що звiсно не є розв’язком дiйсним на всьому iнтервалi температур вiд по-

трiйної точки до критичної.

1.6. Наближенi методи обчислення поверхневого натягу

Таким чином ми бачимо, що подальшi труднощi з обчисленням по-

верхневого натягу виникають через необхiднiсть використання наближень

в функцiях розподiлю, профiлю густини або кореляцiйних функцiй при

розв’язуваннi iнтегральних та диференцiальних рiвнянь.

Методи комп’ютерного моделювання можуть забезпечити певну то-

чнiсть числових розв’язкiв, проте для цього необхiдно брати досить великi
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𝑁 125 103 6.4 · 105 106

𝑝𝑖𝑛𝑡 78% 49% 14% 6%
Таблиця 1.1

Вiдносна частка кiлькостi частинок 𝑝𝑖𝑛𝑡 на поверхнi у кубiчному

об’ємi з числом частинок 𝑁 .

системи. Навiть при моделюваннi для обчислення об’ємних характеристик

треба брати велику кiлькiсть частинок (див. Табл. 1.1), бо чим менше си-

стема, тим бiльший вклад буде у молекул на «поверхнi», що вноситиме

неточностi у розрахунки. Якщо ж термодинамiчно ми хочемо визначити

щось стосовно поверхневих явищ, потрiбно ще бiльше частинок, щоб бу-

ло достатньо статистики для тих поверхонь, якi входять в дослiджувану

множину.

Найсучаснiшi алгоритми для моделювання систем з кривою спiвiснува-

ннян i обчислення коефiцiєнта поверхневого натягу можна знайти у вiдомiй

книзi Френкеля та Смiта [15]. Це переважно варiацiї МС та MD. Для вра-

хування квантових ефектiв використовують методи DFT. На основi розро-

блених алгоритмiв iснує цiла низка симуляторiв (Gaussian, cp2k, gromacs i

т.i.). Точна природа сил взаємодiї досi не достатньо добре вiдома, тому в

залежностi вiд речовин тестують та вибирають тi чи iншi характеристики

як для базисного набору так i дiючим потенцiалом взаємодiї. Популярними

парними потенцiалами є потенцiал Леннарда-Джонса та Морзе, але взага-

лi їх iснує бiльше. Так для роботи, наприклад, у пакетi LAMMPS (Large-

scale Atomic/Molecular Massively Parallel Simulator) пропонується бiльше

200 парних потенцiалiв.

В данiй задачi ми iдемо iншим шляхом, через iзоморфiзм флюїду з гра-

тковим газом. В подальших роздiлах ми покажемо в чому полягає метод

глобального iзоморфiзму (ГI), та як вiн вiдкриває новий пiдхiд до обчисле-

ння термодинамiчних характеристик речовини. Порiвнювати нашу теорiю
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ми будемо з результатами робiт, якi будемо окремо згадувати у наступних

роздiлах.

1.7. Висновки до роздiлу 1

• Поверхневий натяг в природi проявляється найрiзноманiтнiшим чи-

ном, тому розроблено багато методiв його обчислення

• Точнiсть експериментальних установок є рiзною, але при вимiрю-

ваннi вiдстаней не може перевищувати товщину поверхнi, на визна-

чення силових характеристик є також обмеження на розмiр дослi-

джуваної макросистеми, так щоб вплив самої вимiрювальної уста-

новки в результат був мiнiмальним.

• Коефiцiєнт поверхневого натягу є один iз iнтенсивних термодинамi-

чних параметрiв, тому для нього розроблений апарат статистичної

фiзики схожий на такий для тиску. Так поверхневий натяг може бу-

ти обчисленний як похiдна вiльної енергiї або великого канонiчного

ансамблю за площею.

• Поняття «тензору» тиску вводиться, щоб продемонструвати iснува-

ння поверхнi – просторової неоднорiдностi, вздовж якої дiють си-

ли поверхневого натягу. Завдяки цьому iншим шляхом, тобто не

через диференцiювання термодинамiчних потенцiалiв, отримується

також коефiцiєнт поверхневого натягу через мiжмолекулярну взає-

модiю.

• Вiдомi точнi результати Кiрквуда-Бафа та iн. для обчислення кое-

фiцiєнту поверхневого натягу базуються на припущеннi про те, що

потенцiал взаємодiї частинок 𝒰(r𝑁) у функцiї Гамiльтона ℋ(p𝑁 , r𝑁)

є сумою парних взаємодiй. Хоча рiвняння при цьому припущеннi є

точними, але аналiтичне обчислення коефiцiєнта поверхневого на-

тягу ускладнено тим, що рiвняння є iнтегральними, i мiстять у собi

кореляцiйнi функцiї або iнформацiю про профiль густини 𝜌(𝑧) (це
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для плоскої межi).

• Термодинамiчний розгляд поверхневого натягу для кривої поверх-

нi значно складнiший, тому iснують теорiї для сферичної поверхнi.

Хоча плоска поверхня може бути розглянута як частковий випадок

сферичної (при 𝑅 → ∞), в нашiй задачi ми такi випадки не розгля-

даємо, не вбачаючи в цьому доцiльностi, та щоб не ускладнювати

теоретичнi викладки додатковими вкладами, пов’язаними з 𝑅.

• Неявно в усiх теоретичних викладках, де дослiджується плоска по-

верхня роздiлу фаз вважається, що система помiщена у зовнiшнє

гравiтацiйне поле. Величина його невелика, щоб впливати на ло-

кальнi густини, але достатня, щоб замiсть сферичної поверхнi, яку

приймає будь-яка надана сама собi рiдина, отримувати плоску.

• Щоб обiйти складнощi, пов’язанi з розв’язуванням iнтегральних

рiвнянь, сьогоднi аналiтичнi здобутки базуються переважно на ро-

ботi симуляторiв, що по своїй сутi є комп’ютерним експериментом.

Iзоморфiзм рiдини з гратковою моделлю може дати новий поштовх

у отриманнi аналiтичного виразу для розрахунку коефiцiєнта по-

верхневого натягу рiдин.
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РОЗДIЛ 2

ОБГРУНТУВАННЯ МЕТОДИКИ ОБЧИСЛЕННЯ

КОЕФIЦIЄНТА ПОВЕРХНЕВОГО НАТЯГУ ЧЕРЕЗ

IЗОМОРФIЗМ З ГРАТКОВИМ ГАЗОМ

2.1. Зв’язок мiж гратковим газом та флюїдом

Гратковi моделi вiдiграють важливу роль у нашому розумiннi поведiн-

ки реальних систем, якi надто складнi при прямому пiдходi. Зв’язок мiж

строго впорядкованою гратковою системою та флюїдом, до бiльш хаоти-

чний, не є очевидним. Згадаємо, що гратковi моделi вперше досить вдало

себе проявили у задачi про виникнення спонтанної магнетизацiї у феро-

магнетика, помiщеного у магнiтне поле: дiйсно поведiнка цього параметру

дуже нагадує фазовий перехiд, так як i змiна густини при фазовому пе-

реходi «рiдина-пара». Можна порiвняти мiж собою фазовi дiаграми запро-

понованих ситуацiй (див. Рис. 2.1). «Твердий стан» (III) для магнетиза-

0

Ising model Fluid

CP
CP

TT

T
p

cT

ph

T

T
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IIIII

Рис. 2.1. Фазовi дiаграми: злiва напiвплощина (I + II) (ℎ, 𝑇 ) з зображеним

розрiзом, при переходi через який намагнiченiсть спонтанно змiнюється,

терплячи розрив; справа - площина (𝑝, 𝑇 ) для деякої речовини.
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цiї позначено умовно, для демонстрацiї iзоморфностi дiаграм, i «потрiйна

точка» магнетика вiдповiдає нулю температур на дiаграмi Рис. 2.1 злiва.

Критична температура присутня в обох системах: тодi магнетик втрачає

свої властивостi, а рiдина в свою чергу є нерозрiзненною з паром – такий

стан i називається «флюїдом».

Iзiнг запропонував свою модель для найпростiшого запису функцiї Га-

мiльтона граткової системи (див., наприклад, [16])

ℋ𝐼𝑧𝑖𝑛𝑔 = −𝐽
∑︁
⟨𝑖𝑗⟩

𝑠𝑖𝑠𝑗 − ℎ
∑︁
𝑖

𝑠𝑖, (2.1)

тут енергiя взаємодiї двох спiнiв дорiвнює або 𝐽 у випадку притягування

спiнiв, або −𝐽 при вiдштовхуваннi, ℎ – зовнiшнє поле. За аналогiєю можна

ввести модель «граткового газу» (LG):

ℋ𝐿𝐺 = −𝜖
∑︁
⟨𝑖𝑗⟩

𝑛𝑖𝑛𝑗 − 𝜇
∑︁
𝑖

𝑛𝑖, 𝑛𝑖 = 0 або 1 (2.2)

Тут 𝜖 - енергiя притягування мiж двома найближчими вузлами решiтки,

вiдштовхувальна частина моделюється обмеженням на число заповнення

Рис. 2.2. Схематичне зображення граткового газу (справа) на основi хара-

ктеру взаємодiй спiнiв (злiва), закрiпленими у вузлах гратки у 2D.
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комiрки 𝑛𝑖 = 0, 1, а 𝜇 - хiмiчний потенцiал. Зазначимо, що у данiй си-

стемi також взаємодiють лише найближчi сусiди, тобто для бiльш далеких

частинок вважається, що потенцiальна енергiя взаємодiї дорiвнює нулю.

Вiзуально вiдповiднiсть можна зобразити наступним чином (див. Рис. 2.2).

Щiльне заповнення характеризує «рiдинну» фазу, а нещiльне – «газо-

подiбну». Для спiнiв вiдповiднi стани є дзеркальними (достатньо просто

змiнити полярнiсть зовнiшнього поля на протилежне). Тому як наслiдок i

для моделi граткового газу є симетричнiсть мiж рiдинним i газоподiбним

станами, адже рiдинна фаза для частинок у гратках є нiчим iншим як газо-

подiбним станом для «пустот», i навпаки. Це демонструється, наприклад,

симетричнiстю бiнодалi (див. Рис. 2.3).

Рис. 2.3. Крива спiвiснування фаз у 𝑡− 𝑥 координатах: 𝑡 - температура, 𝑥

- густина граткового газу 𝑥 = ⟨𝑛𝑖⟩.

Бiнодаль для фазового переходу «рiдина - пара» реальних речовин не є

симетричною, навiть у безрозмiрних координатах, але для великої кiлькостi

речовин вже давно були встановленi деякi емпiричнi спiввiдношення.

2.2. Емпiричнi спiввiдношення для флюїдiв

Ситуацiї, коли фiзичнi величини рiзних моделей або речовин можуть бу-

ти пов’язанi, становлять великий iнтерес. Важливу роль тут вiдiграє прин-

цип вiдповiдностi станiв (ПВС), сформований ван дер Ваальсом [17, 18].
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ПВС як глобальне твердження про фазову дiаграму деякого класу речо-

вин, якi мають подiбнi термодинамiчнi властивостi, допомагає у пошуку

простих емпiричних законiв у безрозмiрних змiнних.

Одним iз цих законiв є (приблизний) закон прямолiнiйного дiаметра

густини («law of rectilinear diameter»):

𝜌𝑑 =
𝜌𝑙 + 𝜌𝑔
2 𝜌𝑐

= 1 + 𝐴 ( 1− 𝑇/𝑇𝑐 ) , (2.3)

де 𝑇 – температура, 𝜌𝑙,𝑔 – густина рiдинної та парової фаз вiдповiдно, 𝜌𝑐,

𝑇𝑐 – критична густина та температура. Вiн вiдомий понад столiття пiсля

роботи Кайєлетта та Матiаса [19]. Вiн явно використовується у вiдомому

рiвняннi стану Гуггенхайма для простих рiдин [20]. Через це спiввiдно-

шення (2.3) можна використовувати для визначення критичної точки в

комп’ютерному моделюваннi [15]. Вiдхилення вiд лiнiйностi в (2.3) помi-

тнi для ртутi, де взаємодiя змiнюється залежно вiд термодинамiчного ста-

ну [21], i помiтнi у водi через немонотонну поведiнку коефiцiєнта теплового

розширення. Тим не менш, (2.3) може служити хорошим наближенням у

всiй областi спiвiснування пари та рiдини, за винятком близькостi до кри-

тичної точки.

Iншою важливою емпiричною залежнiстю є лiнiйнiсть Зено-лiнiї (ZL)

[22], яка визначає лiнiйну температурну поведiнку для лiнiї 𝜌(𝑇 ) для оди-

ничної стисливостi 𝑍. Якщо 𝑅 - газова стала, запишемо:

𝑍 =
𝑃

𝜌𝑅𝑇
⇒ 𝑇

𝑇𝐵
+

𝜌

𝜌𝐵
= 1 (2.4)

Останнє виконується тривiально для рiвняння ван дер Ваальса i вiдоме як

закон Батчiнського [23]. Тут 𝑇𝐵 (так звана точка Бойля) i 𝜌𝐵 визначаються

через вiрiальнi коефiцiєнти [22]:

𝐵2(𝑇𝐵) = 0 , 𝜌𝐵 =
𝑇𝐵

𝐵3 (𝑇𝐵 )

𝑑𝐵2

𝑑𝑇

⃒⃒⃒⃒
𝑇=𝑇𝐵

. (2.5)

Останнiм часом в серiї робiт Апфельбаума i Воробйова [24–26] було за-

значено, що ця лiнiйнiсть справедлива для широкого класу молекулярних
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рiдин i рiдких металiв.

2.3. Основнi положення iзоморфiзму моделi Iзiнга з

молекулярним флюїдом

Виявляється, що лiнiйнi спiввiдношення з роздiлу 2.2, наявнi i у гра-

тковiй моделi. Наприклад, у випадку моделi Iзiнга закон прямолiнiйного

дiаметра (2.3) виконується тривiально через спiн-флоп симетрiю. Для гра-

ткового газу аналогом Зено-лiнiї є лiнiя 𝑥 = 1, де 𝑥 — молярна частина

зайнятих мiсць у гратцi iз загальною сумою 𝑥 = ⟨𝑛𝑖⟩ вузлiв.

Пiдхiд, що базується на топологiчнiй еквiвалентностi мiж фазовою дiа-

грамою моделi Iзiнга та дiаграмою рiдина-пар був запропонований Кулiн-

ським (див. роботи [27–29]) та названий "глобальним iзоморфiзмом". Так

було введено афiннi перетворення до параметрiв бiнодалi флюїду 𝜌 та 𝑇 та

застосовано їх до дослiдження об’ємних властивостей флюїдiв Леннарда-

Джонса (Л-Дж). Результати для бiнодалей отриманi з через iзоморфiзм з

гратковим газом простої кубiчної гратки (SC) гарно узгоджуються з вiдо-

мими значеннями для широкого класу рiдин, для яких лiнiйностi (2.3),

(2.4) виконуються емпiрично з хорошою точнiстю.

ГI полягає у побудовi звичайного геометричного перетворення (Рис. 2.4)

мiж термодинамiчними станами рiдинної та граткових систем (див. [27,28]):

𝜌(𝑥, 𝑡) = 𝜌*
𝑥

1 + 𝑧 𝑡
, 𝑇 (𝑡) = 𝑇*

𝑧 𝑡

1 + 𝑧 𝑡
, де 𝑧 =

𝑇𝑐

𝑇* − 𝑇𝑐
(2.6)

Обернене перетворення:

𝑥 =
𝜌

𝜌*

𝑇*

𝑇* − 𝑇
, 𝑡 =

1

𝑧

𝑇

𝑇* − 𝑇
(2.7)

Тут 𝑡 — температурна змiнна моделi граткового газу, нормована значенням

критичної температури 𝑡𝑐: 𝑡 = 𝑡/𝑡𝑐. Параметр 𝑇* лiнiйного зено-елемента:

𝜌

𝜌*
+

𝑇

𝑇*
= 1
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визначається через точку Бойля в наближеннi ван дер Ваальса (vdW) (див.,

наприклад, [30]):

𝐵𝑣𝑑𝑊
2 (𝑇*) = 0 , 𝑇* = 𝑇

(𝑣𝑑𝑊 )
𝐵 =

𝑎𝑣𝑑𝑊
𝑏𝑣𝑑𝑊

,

а 𝜌* як асимптотичне продовження кривої спiвiснування 𝜌(𝑇 ) в область

нижче потрiйної точки зi сторони рiдинного стану.

Таким чином iдея ГI полягає в тому, що термодинамiчнi параметри

флюїдiв, якi задовольняють емпiричним спiввiдношенням (2.3) i (2.4), мо-

жуть бути отриманi з вiдповiдних характеристик граткового газу через

спiввiдношення (2.6) та (2.7):

𝐿̂𝐺𝐼

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝒰
𝒮
𝒫
𝛾

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝐿𝐺

⇒

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑈

𝑆

𝑃

𝜎

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝐹𝐿𝑈𝐼𝐷

Вiдмiтимо, що i тут принцип вiдповiдних станiв природним чином виконує-

ться. Дiйсно, молекулярнi рiдини, якi показують лiнiйнiсть дiаметра густи-

ни вздовж бiнодалi рiдина-пар i лiнiйнiсть зено-лiнiї, належать до одного

Zeno-line

diam
eter

Рис. 2.4. Схематичне зображення закону прямолiнiйного дiаметру та зено-

елементу на кривих спiвiснування фаз (злiва) граткового газу та (справа)

молекулярної рiдини.
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класу моделi iзоморфної гратки [31].

З мiкроскопiчної точки зору, якщо розглянути велику статистичну су-

му:

Ξ𝐹𝑙𝑢𝑖𝑑 =
∑︁
𝑁

𝑒𝛽 𝜇𝑁

𝑁 !

∫︁
𝑒
−𝛽

𝑁∑︀
𝑖<𝑗

𝑢(𝑟𝑖𝑗) ∏︁
𝑖

𝑑r𝑖

Координати r𝑖 є нiмими змiнними iнтегрування, i ймовiрнiсть конфiгурацiї

визначається тiльки значеннями 𝑢𝑖𝑗 потенцiалу. Iзiнго-подiбна модель може

теж бути описана через розподiл констант взаємодiї 𝐽 , викликаний хаоти-

чним розподiлом 𝑟𝑖-конфiгурацiї системи флюїду. Тодi велика статистична

флюїду може бути записана як велика статистична сума граткового газу з

додатковим усередненням по комiркам констант взаємодiї:

Ξ𝐹𝑙𝑢𝑖𝑑 =
∑︁
𝑁

𝑒𝛽 𝜇𝑁

𝑁 !

∫︁
𝑒
−𝛽

𝑁∑︀
𝑖<𝑗

𝐽𝑖𝑗
𝑝({𝐽}) 𝑑{𝐽}

2.4. Зв’язок мiж моделлю граткового газу та флюїдом з

Леннард-Джонсонiвською взаємодiєю

Клас рiдин, якi пiдкоряються вищезазначеним лiнiйностям (2.3) та (2.4),

включає не лише деякi iснуючi молекулярнi флюїди, але також модельнi

системи з потенцiалом взаємодiї Леннарда-Джонса, та iншi узагальненi по-

тенцiали типу Мi та Юкави, флюїди з квадратичним потенцiалом [32–34]

тощо. Для побудови спiввiдношень у пiдходi ГI важливо знайти параметри

𝑇* та 𝜌*, якi пов’язанi з точкою Бойля. Аналiтично це виражається через

вiрiальнi коефiцiєнти 𝐵2(𝑇 ) та 𝐵3(𝑇 ) (2.5). З найпростiшого рiвняння стану

ван дер Ваальса (2.8)

𝑃 = 𝜌𝑅𝑇

(︂
1

1− 𝑏𝑣𝑑𝑊𝜌
− 𝑎𝑣𝑑𝑊𝜌

𝑅𝑇

)︂
⇔ 𝑃 = 𝜌𝑅𝑇

(︀
1 + 𝜌𝐵2(𝑇 ) + 𝜌2𝐵3(𝑇 ) + ...

)︀
(2.8)

отримуємо

𝑇* = 𝑎𝑣𝑑𝑊/𝑏𝑣𝑑𝑊 , 𝜌* = 1/𝑏𝑣𝑑𝑊
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де константи 𝑏𝑣𝑑𝑊 = 2
3𝜋𝑑

3 – зайнятий молекулою об’єм у просторi (факти-

чно це 4 об’єми молекули дiаметром 𝑑), та 𝑎𝑣𝑑𝑊 = −2𝜋
∫︀ +∞
𝑑 Φ𝑎𝑡𝑡𝑟(𝑟) 𝑟

2 𝑑𝑟 ,

що пропорцiйно до величини мiжмолекулярного притягування.

Строго кажучи, вiрiальнi коефiцiєнти залежать вiд потенцiалу взаємодiї

частинок Φ(𝑟), який має бути заздалегiдь вiдомий:

𝐵2(𝑇 ) = −1

2

∫︁ (︂⟨
exp

(︂
−Φ(𝑟)

𝑘𝑇

)︂⟩
− 1

)︂
4𝜋𝑟2𝑑𝑟 (2.9)

Сама модель vdW припускає на близьких вiдстанях (𝑟 ⩽ 𝑑) взаємодiю

жорстких сфер, та слабку взаємодiю на бiльших вiдстанях. Тому вираз

(2.9) можна простiше записати для 𝑎𝑣𝑑𝑊 :

𝑎𝑣𝑑𝑊 = −2𝜋

+∞∫︁
𝑑

Φ𝑎𝑡𝑡𝑟(𝑟) 𝑟
2 𝑑𝑟 . (2.10)

Розглянемо класичний потенцiал Л-Дж (12 - 6), який просто складається

з суми вiдштовхувальної та притягувальної частин:

Φ𝐿𝐽(𝑟) = 𝜀

[︃(︂
𝑑

𝑟

)︂12

−
(︂
𝑑

𝑟

)︂6
]︃
, (2.11)

Вiн є бiльш досконалим, нiж потенцiал моделi жорстких сфер, але спiльним

у них є те, що складова притягування в обох випадках пропорцiйна до 𝑟−6.

Параметр 𝑧 з (2.6) пов’язаний iз властивостями масштабування гамiль-

тонiана (2.2) i, зокрема, з його асимптотичною притягувальною частиною

∝ 𝑟−6, подiбної до притягувальної частини потенцiалу Л-Дж, таким чином

з [28]:

𝑧 =
𝐷

6
.

де 𝐷 - просторовий розмiр [28]. Зв’язок мiж параметром Л-Дж 𝜀 у (2.11),

взаємодiєю граткового газу 𝜖 в (2.2) i спiн-спiновою взаємодiєю моделi Iзiнга

в (2.1) не залежить вiд просторової розмiрностi i виглядає наступним чином

(див., наприклад, [35] i [16]):

𝜀 = 𝜖 = 4 𝐽 (2.12)
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У 2D i 3D випадках для Л-Дж потенцiалу (12 - 6) 𝑇* = 2𝜀 i 𝑇* = 4𝜀

вiдповiдно до [28]. З цих значень (2.6) випливає проста оцiнка критичних

температур флюїду Л-Дж [28]:

𝑇 (𝐿𝐽)
𝑐 /𝜀 = 1/2 для 𝐷 = 2

𝑇 (𝐿𝐽)
𝑐 /𝜀 = 4/3 для 𝐷 = 3

Вони добре вiдповiдають результатам, вiдомим з комп’ютерного моделю-

вання (див. [36, 37]).

В подальшому для побудови ГI звичайно зручно буде користуватися

безрозмiрними координатами, i важливi для флюїдiв параметри 𝑇𝑐, 𝑃𝑐,

𝜌𝑐 будуть приведенi до унiверсального вигляду через параметри потенцiа-

лу (2.11). Таким чином для флюїду Л-Дж використовуються умовнi без-

розмiрнi одиницi для температури 𝑇 → 𝑇/𝜀, густини 𝜌 → 𝜌𝑑3 i тиску

𝑃 → 𝑃𝑑3/𝜀.

2.5. Iзоморфiзм флюїду та граткового газу для об’ємних

властивостей

У [29] було показано, що перетворення (2.6) можна вивести з наступного

спiввiдношення мiж об’ємними термодинамiчними потенцiалами флюїду

Л-Дж i граткового газу:

Ψ = 𝑃 (𝜇(ℎ), 𝑇 (𝑡))𝑉 = 𝐺(ℎ, 𝑡) = 𝒩 𝑔(ℎ, 𝑡) (2.13)

Тут Ψ i 𝐺 — потенцiали Гiббса флюїду та граткового газу (модель Iзiнга)

вiдповiдно, 𝑃 — тиск i 𝜇 — хiмiчний потенцiал флюїду Л-Дж, 𝑉 - його

об’єм; ℎ — польова змiнна, спряжена до густини 𝑥, 𝒩 — кiлькiсть комiрок

граткового разу. Дiйсно, враховуючи зв’язок мiж температурними змiнни-

ми 𝑡 i 𝑇 за допомогою термодинамiчних спiввiдношень:

𝜌 =
𝜕𝑃

𝜕𝜇

⃒⃒⃒⃒
𝑇

, 𝑥 =
𝜕𝑔

𝜕ℎ

⃒⃒⃒⃒
𝑡

,
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легко отримати спiввiдношення мiж густинами 𝜌 i 𝑥. На основi робо-

ти [38, 39] отримано таке спiввiдношення мiж критичними коефiцiєнтами

стисливостi даних систем:

𝑍(𝑓𝑙)
𝑐 =

𝑃𝑐

𝜌𝑐 𝑇𝑐
=

(1 + 𝑧)2

𝑧

𝑡𝑐
𝑇*

𝑍(𝐿𝐺)
𝑐 (2.14)

де 𝑍
(𝐿𝐺)
𝑐 — критичний коефiцiєнт стисливостi граткового газу. Останнє

пов’язане зi значенням статистичної суми на 1 спiн 𝐺1/𝑁 моделi Iзiнга

𝑍
(𝐿𝐺)
𝑐 = 2 ln𝐺

1/𝑁
𝑐 . У тривимiрному випадку 𝑡𝑐 ≈ 4.51 𝐽 [40] i 𝑍(𝐿𝐺)

𝑐 = 0.221

для кубiчної гратки [41], що призводить до:

𝑍(𝑓𝑙)
𝑐 ≈ 1.27𝑍(𝐿𝐺)

𝑐 = 0.281 (2.15)

Це значення узгоджується з вiдомим результатом для значення 3D-флюїдiв

Л-Дж та реальними даними для благородних рiдин, таких як Ar, Kr, Xe з

𝑍𝑐 ≈ 0.29, що, очевидно, належать до одного класу термодинамiчної подi-

бностi. Таким чином можна пояснити результати роботи [42]. Зазначимо,

що для класичних молекулярних рiдин, а також гелiю, водню та неону,

значення фугiтивностi

𝜁 = 𝑒
𝜇(𝑃,𝑇 )−𝜇𝑖𝑑(𝑃,𝑇 )

𝑇

у критичнiй точцi приймає унiверсальне значення 𝜁𝑐 = 1.51±0.01. Зауважи-

мо, що для того самого класу рiдин 𝑍𝑐 = 0.276± 0.009, що узгоджується зi

значенням, подiбним до Iзiнга (2.15). Отже, i унiверсальнiсть 𝑍𝑐, i 𝜁𝑐 мають

однакову природу в рамках пiдходу глобального iзоморфiзму. Конкретне

значення 𝜁 можна отримати на основi iнформацiї, доступної для моделi

Iзiнга, подiбним чином, як ми робили для 𝑍𝑐 вище (див. вираз (2.14)).

Цi результати вказують на те, що глобальний iзоморфiзм дiйсний для

об’ємних властивостей. Зокрема, вiдношення (2.13) може використовува-

тися як вiдправна точка для зв’язку мiжфазних властивостей цих систем.

В наступних главах зосередимо свою увагу на поверхневому натягу i пе-

ревiримо наскiльки точно працюють перетворення ГI для коефiцiєнту по-

верхневого натягу як одному з iнтенсивних параметрiв термодинамiчної
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системи та iнших параметрiв, необхiдних для його аналiтичного обчислен-

ня.

2.6. Висновки до роздiлу 2

• Припускаючи, що у випадку магнетизацiї, класичної характеристи-

ки, яку зазвичай описує модель Iзiнга, «потрiйна» точка спiвпадає

з нулем, iснує подiбнiсть мiж фазовими дiаграмами моделi Iзiнга

та молекулярної речовини, що спонукає знайти зв’язок мiж цими

моделями.

• Бiнодаль граткового газу є симетричною, що при аналогiї з рiди-

ною та газом може вказувати i на симетричнiсть мiж цими фазами.

Глобальний iзоморфiзм включає це твердження.

• Широкий клас молекулярних рiдин пiдпорядковується загальним

емпiричним спiввiдношенням, таких як прямолiнiйнiсть дiаметра

бiнодалi та дотичнiсть лiнiї одиничного фактора стисливостi до бi-

нодалi з перетином у точцi Бойля. Iснуючi рiзноманiтностi для рi-

дин у мiкроскопiчному масштабi, можуть знайти вiдображення у

вiдмiнностях мiж параметрами перетворення глобального iзомор-

фiзму, але структура розв’язку про термодинамiчнi потенцiали та

коефiцiєнт поверхневого натягу, як одного з них, є подiбною для

цих рiдин.

• Модель граткового газу хоча є системою з жорстко закрiпленими у

просторi частинками, вiдповiднiсть хаотичнiй рiдиннiй системi мо-

жлива при розглядi мiкроскопiчних характеристик, таких як велика

статистична сума.

• Визначено, що для флюїду з потенцiалом взаємодiї Леннарда-

Джонса параметр 𝑧 перетворення ГI залежить лише вiд розмiрностi

простору, тобто не залежить вiд значень констант 𝜀.
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РОЗДIЛ 3

ОБЧИСЛЕННЯ ТЕРМОДИНАМIЧНИХ ВЛАСТИВОСТЕЙ

МОДЕЛЬНОГО ФЛЮЇДУ ЛЕННАРДА-ДЖОНСА

3.1. Зв’язок поверхневих властивостей

Розгляд термодинамiки з урахуванням поверхневого внеску набагато

складнiший через неоднорiднiсть [43, 44]. Тим не менш, поведiнка коефi-

цiєнта поверхневого натягу також виявляє унiверсальнi особливостi [45] i

може розглядатися в рамках такого узагальненого формулювання ПВС.

Ми можемо розширити спiввiдношення (2.13) для врахування члена по-

верхневого натягу (ми покладемо 𝑘𝐵 = 1):

𝑇 ln Ξ𝑉 (𝜇, 𝑇 ) = 𝑃 𝑉 + 𝜎 𝐴 = 𝒩 g+ 𝜎𝑙𝑎𝑡𝑡𝒜 = 𝒩 𝑡 lnΣ𝒩 (ℎ, 𝑡) (3.1)

де Ξ𝑉 (𝜇, 𝑇 ) i Σ𝒩 (ℎ, 𝑡) — вiдповiднi статистичнi суми для ансамблiв 𝜎 i 𝜎𝑙𝑎𝑡𝑡 -

коефiцiєнт поверхневого натягу, 𝐴 - загальна площа мiжфазної поверхнi, g

- енергiя Гiббса на вузол в гратковому газi. Коефiцiєнт поверхневого натягу

у граткових моделях зумовлений наступним представленням статистичної

суми:

Σ
(𝑙𝑎𝑡𝑡)
𝒩 = Λ𝑚2

𝑚𝑎𝑥 + Λ𝑚2
1 + . . .

де 𝒩 = 𝑚1 × 𝑚2 — розмiр решiтки, Λ𝑚𝑎𝑥,Λ1 — максимальний i наступнi

власнi значення трансфер-матрицi вiдповiдно [16]. У випадках, коли немає

точного аналiтичного розв’язку для граткового газу, можна використову-

вати результати робiт [46,47].

Там було показано, що коефiцiєнт поверхневого натягу у моделях гра-

тки можна виразити як рiзницю мiж середнiми значеннями локальних фi-

зичних величин у спiвiснуючих фазах:

𝜎𝑙𝑎𝑡𝑡 = 𝑡
(︁
⟨ 𝑠 ⟩𝑔𝑎𝑠 − ⟨ 𝑠 ⟩𝑙𝑖𝑞

)︁
(3.2)
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Тут 𝑠 — локальна змiнна, яка вiдповiдає розподiлу спiнiв у зрiзi далеко вiд

межi роздiлу. Наприклад, у найпростiшому наближеннi Брегга-Вiльямса 𝑠

зводиться до

𝑠 ≈ 1

2

∑︁
𝑖

ln 𝑝(𝑠𝑖) (3.3)

де 𝑝(𝑠𝑖) — розподiл 𝑖-го спiну в зрiзi. Завдяки симетрiї мiж спiвiснуючими

фазами

𝑥𝑔𝑎𝑠 = 1− 𝑥𝑙𝑖𝑞 =
1−𝑚

2
, 𝑚 = ⟨ 𝑠 ⟩

замiна (3.3) на (3.2) призводить до

𝜎𝑙𝑎𝑡𝑡(𝑡) =
𝑡

2 𝑙𝐷−1
(𝑥𝑙𝑖𝑞 − 𝑥𝑔𝑎𝑠 ) ln

𝑥𝑙𝑖𝑞
𝑥𝑔𝑎𝑠

(3.4)

Тут 𝑙 — iнтервал гратки [48]. Для простоти ми поставили 𝑙 = 1 (у без-

розмiрних одиницях). Нехтування кореляцiями призводить до дуже грубої

апроксимацiї, особливо в областi коливань. Так пряме порiвняння (3.2) з

вiдомими значеннями коефiцiєнта поверхневого натягу дало неадекватну

рiзницю мiж теоретичним прогнозом i експериментальними даними [48].

Щоб виправити цю невiдповiднiсть, але зберегти аналiтичну простоту для

функцiональної залежностi 𝑠 вiд 𝑥, ми модифiкуємо (3.4). Для цього ми

проаналiзуємо внесок основних виразiв статистичної механiки в критичну

поведiнку коефiцiєнта поверхневого натягу в наступному роздiлi.

Зауважимо, що результат (3.2) має свiй аналог у випадку рiдинних си-

стем. Для цього згадаємо механiчне визначення коефiцiєнта поверхневого

натягу через тензор тиску (1.7). Згадаємо що межi iнтегрування у (1.7)

вiдповiдають однорiдним фазам, тому в кiнцевому пiдсумку iнтеграл є рi-

зницею об’ємних кiлькостей Π:

𝜎 = Π(+∞)− Π(−∞) , де Π(𝑧) = 𝑃 𝑧 −
𝑧∫︁

0

𝑃𝜏(𝑥) 𝑑𝑥. (3.5)

Обмеження в (3.5) можуть бути зменшенi до деякої характерної довжини

𝜉eff. Ми називаємо це ефективною товщиною поверхнi та визначаємо її в на-
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ступному роздiлi. Її температурна залежнiсть повинна нагадувати поведiн-

ку кореляцiйної довжини. Зокрема, така ефективна товщина розходиться в

критичнiй точцi з критичним показником 𝜈 кореляцiйної довжини [49,50].

Беручи до уваги спiввiдношення (2.6) мiж густинами в (3.4) отриму-

ємо таку залежнiсть коефiцiєнта поверхневого натягу флюїду Л-Дж вiд

густини:

𝜎 ∝ (𝜌𝑙𝑖𝑞 − 𝜌𝑔𝑎𝑠)
2

поблизу критичної точки, де 𝜌𝑙𝑖𝑞 i 𝜌𝑔𝑎𝑠 близькi один до одного. Це спiв-

вiдношення вiдповiдає результату [51,52], отриманому на основi класичної

формули Кiрквуда – Бафа для коефiцiєнта поверхневого натягу. Звернiмо

увагу, що у порiвняннi з пiдходом [53,54]:

𝜎 = 𝐶 (𝜌𝑙 − 𝜌𝑔)
𝑎 , 𝑎 ≈ 3.55 (3.6)

який широко використовується для обробки даних про поверхневий натяг

(див., наприклад, [55] та [56]), вираз (3.4) залежить не лише вiд рiзницi

густини 𝜌𝑙 − 𝜌𝑔 на бiнодалi, а також на дiаметрi бiнодалi (2.3). Хоча вираз

для парахори (3.6) виглядає дуже простим, здається, що його не можна

виправдати на основi точної формули Кiрквуда – Бафа для коефiцiєнта

поверхневого натягу (1.13). Крiм того, як ми побачимо нижче, у випадку

2D коефiцiєнт поверхневого натягу для граткової моделi не має простої

форми масштабування (3.6).

З огляду на основне спiввiдношення (3.1) i той факт, що лiнiйностi

(2.3), (2.4) поведiнки об’ємної фази вiдокремлюються вiд внеску поверх-

невих властивостей в (3.1), ми стверджуємо, що:

𝜎𝐿𝐽(𝑇 ) = 𝜎𝑙𝑎𝑡𝑡(𝑡(𝑇 )) (3.7)

за умови однакових геометричних розмiрiв вiдповiдних систем. Таким чи-

ном, (3.7) дозволяє отримати iнформацiю про поверхневий натяг флюїду

Л-Дж на основi iнформацiї для вiдповiдної моделi гратки.
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3.2. Двовимiрний випадок

Практичний iнтерес у застосуваннi моделi Iзiнга до поверхневого натя-

гу полягає у тому, що у 2D випадку iснує точний аналiтичний розв’язок

Онзагера для густини вiльної енергiї [57]:

𝑓(𝛽, ℎ) = −1

𝛽
ln

(︂
𝑒𝛽𝐽 cosh 𝛽ℎ+

√︁
𝑒2𝛽𝐽(sinh 𝛽ℎ)2 + 𝑒−2𝛽𝐽

)︂
Тодi ефективнiсть перетворень (2.6 - 2.7) можна продемонструвати роз-

глядом рiвноваги «рiдина-пар» для 2D флюїду Л-Дж на основi цього

розв’язку. Для об’ємних властивостей зауважимо, що порiвняння iснуючих

результатiв комп’ютерного моделювання з теоретичними схемами показує

досить великий розрив мiж ними [36, 58–60]. Використання проективного

перетворення (2.6) для вiдображення бiнодалi моделi Iзiнга в криву спiв-

iснування рiдини та пари дає бiльш адекватну оцiнку критичної точки та

правильно вiдтворює дуже плоский характер бiнодалi [61] у 2D-просторi.

Останнє є наслiдком низького значення критичного iндексу параметра по-

рядку 𝛽 = 1/8 та глобальностi такого степеневого закону поведiнки нама-

гнiченостi моделi Iзiнга.

Спiвiснування фаз у двовимiрнiй системi для флюїду було продемон-

стровано шляхом моделювання поверхнi роздiлу рiдина-пар флюїду Л-

Дж [62]. Феномен також знайшов практичне застосування в рамках вивче-

ння термодинамiчних властивостей моношару метану на графiтовiй пiд-

кладцi [63]. Тут ми застосовуємо результати попереднього роздiлу до дво-

вимiрного випадку. Для 2D-моделi Iзiнга точний результат для коефiцiєнта

поверхневого натягу 𝜎𝑙𝑎𝑡𝑡 вiдомий з рiшення Онсагера [57]:

𝜎𝑙𝑎𝑡𝑡(𝑡) = 2 + 𝑡 ln

(︂
tanh

1

𝑡

)︂
= 4 |𝜏 |+ 𝑜(𝜏) , 𝜏 = 1− 𝑡/𝑡𝑐 (3.8)

Це вираз для коефiцiєнта поверхневого натягу в поздовжньому напрям-

ку (тобто вздовж сторiн гратки) [64,65]. Ми використовуємо його, тому що

«сила» дiє в нормальному напрямку до поверхнi, i в такому випадку потен-
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цiал 𝐽 можна пов’язати з амплiтудою потенцiалу Л-Дж 𝜀, яка є сферично

симетричною. З чисельної точки зору залежнiсть коефiцiєнта поверхнево-

го натягу вiд напрямку незначна в розглянутiй областi температури [66].

Даний у (3.8) розв’язок є точним на всьому iнтервалi температур, але лише

для 2D систем.

З огляду на результат Вудбарi [47], який справедливий i для 3D, ми

можемо представити (3.8) у формi (3.4):

𝜎𝑙𝑎𝑡𝑡(𝑡) = 𝑡 ln

(︂
𝑒

2
𝑡 tanh

1

𝑡

)︂
= 𝑡 ln

(︂
𝒜(𝑚(𝑡))

𝒜(−𝑚(𝑡))

)︂
, (3.9)

де

𝑚(𝑡) =

(︃
1− 1

sinh4 2
𝑡

)︃1/8

. (3.10)

Функцiю 𝒜 можна розкласти на парнi та непарнi частини: 𝒜 = 𝒜+ +𝒜−,

тому з (3.9) ми отримуємо дуже схожу на (3.4) функцiю:

𝜎𝑙𝑎𝑡𝑡(𝑡) = 𝑡 ln

(︂
1 + 𝜆(𝑚(𝑡)))

1− 𝜆(𝑚(𝑡))

)︂
, 𝜆(𝑚) = 𝒜−(𝑚)/𝒜+(𝑚) .

Звичайно, використовуючи (3.9), ми можемо визначити 𝒜 лише з то-

чнiстю до довiльного множника. Елементарна алгебра дає:

𝜆(𝑚) =

(︀
1− 4

√
1−𝑚8

)︀ (︁√︀√
1−𝑚8 + 1 + 1

)︁
√
1−𝑚8 +

√︀√
1−𝑚8 + 1 + 1

.

i нарештi ми можемо записати

𝒜(𝑚) =
√︀

1−𝑚8 +

√︁√︀
1−𝑚8 + 1 + 1+

sign(𝑚)
(︁
1− 4

√︀
1−𝑚8

)︁(︂√︁√︀
1−𝑚8 + 1 + 1

)︂
Як ми зазначали вище, цей результат суперечить феноменологiчному пiд-

ходу з використанням парахори незалежно вiд конкретного вибору ефе-

ктивного показника 𝑎 в (3.6), адже залежнiсть вiд густини (тут магнетиза-

цiї) виглядає значно складнiшою.



59

Повернiмося до застосування точного розв’язку Онзагера до аналiзу

поверхневих властивостей, для цього здiйснимо над ним перетворення гло-

бального iзоморфiзму. Вiдповiдно до спiввiдношень (2.6) та (3.1) з 𝑧 = 1/3

у 2D випадку [61]:
𝑡(𝑇 )

𝑡𝑐
= 3

𝑇

𝑇* − 𝑇
(3.11)

Будемо використовувати безрозмiрнi величини 𝑇 → 𝑇/𝜀 i 𝜌 → 𝜌𝑑2. Тодi

𝑇𝑐 = 𝑇*/4 = 0.5 (3.12)

Таким чином, iзоморфiзм (див. (3.7) та (2.12)) приводить до наступного

результату для коефiцiєнта поверхневого натягу на межi роздiлу «рiдина-

пар» для 2D-флюїду Л-Дж у тих самих одиницях, що й для граткового

газу, але з поправкою на 𝑡𝑐 =
1
2 ln cot (𝜋/8) [57]:

𝜎𝑓𝑙(𝑇 ) =
1

4

(︂
2 +

3𝑡𝑐𝑇

𝑇* − 𝑇
ln tanh

𝑇* − 𝑇

3𝑇 · 𝑡𝑐

)︂
(3.13)

Вiдповiдна критична поведiнка (3.13) така:

𝜎𝑓𝑙(𝑇 ) =
𝑇→𝑇𝑐−0

16

3
(1− 𝑇/𝑇𝑐) + . . . , (3.14)

Коефiцiєнт поверхневого натягу для 2D-флюїду Л-Дж 𝜎𝑓𝑙(𝑇 ) як функцiя

приведеної температури 𝑇/𝑇𝑐 показаний на Рис. 3.1.

Зауважимо, що коефiцiєнт поверхневого натягу моделi решiтки в рiв-

няннях (3.8) i (3.13) подано в безрозмiрних одиницях. Нехай 𝐷 розмiрнiсть

простору, тодi для граткового газу маємо величини 𝜎𝐿𝐺 → 𝜎𝐿𝐺𝑙
𝐷−1/𝐽 , де 𝐽

— константа взаємодiї моделi Iзiнга [57], а 𝑙 — довжина ребра гратки; для

флюїду Л-Дж вiдповiдно 𝜎 → 𝜎𝑑𝐷−1/𝜀, де 𝜀 i 𝑑 — параметри потенцiалу

Л-Дж (2.11).

3.3. Порiвняння теорiї з даними для двовимiрних систем

Моделювання поверхневого натягу для 2D флюїду Л-Дж є доволi рiд-

кiсними, i ми використовуємо данi вiдомих нам робiт [59, 67, 68]. У робо-
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Рис. 3.1. Коефiцiєнт поверхневого натягу 2D-флюїду Леннарда-Джонса як

функцiї приведеної температури (в одиницях критичної температури) згi-

дно з (3.8) та (3.13)

тi [59] Zeng чисельно розв’язав рiвняння, якi описуються криву спiвiснува-

ння: 𝜇𝑙𝑖𝑞(𝜌𝑙𝑖𝑞, 𝑇 ) = 𝜇𝑣𝑎𝑝(𝜌𝑣𝑎𝑝, 𝑇 ), 𝑃𝑙𝑖𝑞(𝜌𝑙𝑖𝑞, 𝑇 ) = 𝑃𝑣𝑎𝑝(𝜌𝑣𝑎𝑝, 𝑇 ), чисельно роз-

рахував профiль густини через iнтегральне рiвняння для 𝜇 для декiлькох

температур, та звiдти обчислив коефiцiєнт поверхневого натягу. Зазначи-

мо, що Zeng сам вiдмiтив слабкiсть у прогнозi критичної точки при порiв-

няннi з [36], i її обчисленням вже не займався. Тому, оскiльки критична

температура для даних у [59] точно невiдома, ми використовуємо вира-

зи (3.8), (3.12) i (3.13) з 𝜎0 i 𝑇* як керуючими параметрами в наступному

виразi для коефiцiєнта поверхневого натягу

𝜎𝑓𝑙(𝑇 ) = 𝜎0

(︂
1 +

𝑡(𝑇 )

2
ln

(︂
tanh

1

𝑡(𝑇 )

)︂)︂
, (3.15)

де 𝑡(𝑇 ) задано виразом (3.11). Значення 𝜎0 можна отримати з огляду на

низькотемпературну асимптоту:

lim
𝑇→0

𝜎𝑓𝑙(𝑇 ) = 𝜎0 ,

воно визначає шкалу масштабування коефiцiєнта поверхневого натягу. З

низькотемпературної асимптоти результату Онзагера (3.8) i (2.12) ми отри-

муємо:

𝜎0 = 2
𝐽

𝜀
= 0.5 (3.16)
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що узгоджується з фiзичним значенням поверхневої енергiї, тому що при

𝑡 = 0 це точно дорiвнює роботi для переключення спiну. Температурний

параметр 𝑇* пов’язаний з критичною температурою за (3.12). Апрокси-

мування даних методом найменших квадратiв за виразом (3.15) дає такi

результати:

𝜎0 ≈ 0.50 , 𝑇* ≈ 2.46 = 4𝑇 (𝑑𝑎𝑡)
𝑐 , 𝑇 (𝑑𝑎𝑡)

𝑐 = 0.615 (3.17)

Цi значення добре вiдповiдають теоретичним значенням (3.12) i (3.16).

Крiм того, асимптотично 𝑇 → 𝑇𝑐 вiдповiдний нахил 𝜎𝑓𝑙(𝑇 ) дорiвнює

𝑑 𝜎𝑓𝑙
𝑑 𝑇/𝑇𝑐

≈ −1.346

Останнє добре узгоджується з (3.14) з урахуванням спiввiдношення (2.12).

Результат апроксимацiї даних показаний на Рис. 3.2. Зауважимо, що отри-

мане значення для 𝜎0 також iдеально вiдповiдає теоретичнiй оцiнцi (3.16).

Тепер перевiримо наш пiдхiд, використовуючи (3.15) для обробки даних

[60], визначаючи 𝑇* i 𝑧 як параметри апроксимацiї. Результат на Рис. 3.3.

Рис. 3.2. Порiвняння коефiцiєнтiв поверхневого натягу (3.13), включаючи

(3.17), з результатами обробки даних з [59].
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Рис. 3.3. Результат застосування (3.15) до даних [60] та [59], нормованих на

нашi значення критичної температури 𝑇𝑐 = 0.5 та 𝑇* = 2; 𝑧 = 1/3

Значення 𝑇* ≈ 1.66 та 𝑧 ≈ 0.44 отриманi в результатi апроксимацiї кривої

спiвiснування, також обчислено значення 𝑇𝑐 ≈ 0.505, що всього на 1% вiдрi-

зняється вiд теоретичного, та майже на 2% вiд представленого у роботi [60]

значення 0.513. Очевидно, що данi для коефiцiєнта поверхневого натягу до-

бре корелюють iз теоретичними значеннями, отриманими в рамках пiдходу

глобального iзоморфiзму, що виправдовує послiдовнiсть нашого пiдходу.

Зауважимо, що лише у роботi [60] саме данi симуляцiї досить точно

вiдтворюються за допомогою пiдходу ГI, це стосується не тiльки коефiцi-

єнта поверхневого натягу, але i бiнодалей у координатах (𝜌, 𝑇 ). Для си-

муляцiї використовувалася система з перiодичними граничними умовами,

з взаємодiючими Л-Дж дисками при значеннях хiмiчного потенцiалу та

температур, що вiдповiдають спiвiснуванню фаз. Використовувався метод

Монте-Карло великої канонiчної матрицi переходу (див. [69]). Теоретичнi ж

моделi, що вiдповiдають рiзноманiтним наближенням теорiї функцiонала

густини (DFT), зокрема теорiя пертурбацiй Баркера-Хендерсона у набли-

женнi випадкових фаз (RPA="random phase approximation"), наближення

Вiкса-Чендлера-Андерсена (WCA) з RPA та без, дають значно вищi перед-
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Рис. 3.4. Результат застосування (3.15) до даних [68]

бачення для критичної температури у порiвняннi з даними симуляцiї. Наш

теоретичний пiдхiд значно краще узгоджується з їх чисельними даними.

Iншим цiкавим прикладом двовимiрних систем є Ленгмюрiвська про-

ба [68] системи, що являє собою моношар частинок, взаємодiючих за усере-

дненим потенцiалом, отриманим з coarse-grained теорiї через вiдповiднiсть

силам у тривимiрному просторi. Основне, що нас цiкавить є те, що даний

потенцiал також задовольняє умову iзоморфностi з гратковою моделлю,

так як його притягувальна складова пропорцiйна 𝑟−6. Для обчислення лi-

нiйного натягу у роботi розраховується тензор тиску (1.7). Зазначимо, що

критична температура у [68] 𝑇𝑐 ≈ 0.548 досить близька до нашої теорiї

для Л-Дж 𝑇𝑐 = 0.5, з аналiзу бiнодалей також маємо 𝑧 ≈ 0.5 у найкра-

щому випадку, що також вiдповiдає традицiйному значенню 𝑧 = 𝐷/6, хо-

ча тривимiрна крива спiвiснування краще вiдтворює данi [68] з 𝑧 = 0.5.

У данiй роботi також зазначається, що значення критичної асимптотики

бiльше вiдповiдають тривимiрному випадку, нiж двовимiрному. Тому наше

теоретичне передбачення (див. Рис. 3.4) для двовимiрних систем виглядає

слабшим, нiж у порiвняннi зi справжнiми двовимiрними системами, адже

для даних симуляцiй навiть критична асимптотика не є достовiрною. Та-
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ким чином на прикладi коефiцiєнта поверхневого натягу стверджуємо, що

подiбний аналiз тривимiрних систем за допомогою Ленгмюрiвської проби

не зводить системи просто до двовимiрних.

3.4. Спiввiдношення мiж критичними амплiтудами деяких

величин граткового газу та флюїду Леннарда-Джонса

Iнший безпосереднiй наслiдок (3.7) стосується критичної амплiтуди 𝑠(0)

коефiцiєнта поверхневого натягу:

𝜎 = 𝑠(0) |𝜏 |(𝐷−1) 𝜈 + . . . , 𝜏 = 1− 𝑇/𝑇𝑐 (3.18)

Зв’язок критичних амплiтуд коефiцiєнта поверхневого натягу вiдповiдних

систем такий:

𝑠
(0)
𝐿𝐽 =

1

4
𝑠
(0)
𝐼𝑠 (1 + 𝑧)(𝐷−1) 𝜈 (3.19)

Коефiцiєнт 1/4 у (3.15) i (3.19) з’являється через спiввiдношення (2.12).

Крiм того, значення критичної амплiтуди в 2D випадку, яке випливає з

даних [60]:

𝑠
(0)
𝐿𝐽 ≈ 1.318 ,

що недалеко вiд теоретичного значення 𝑠
(0)
𝐿𝐽 = 4/3. Таким чином, принаймнi

у випадку 2D, загальна ситуацiя iз застосуванням (2.6 - 2.7) до цiєї систе-

ми виглядає набагато кращою на вiдмiну вiд iнших теоретичних пiдходiв,

використаних у [60] для порiвняння, оскiльки вони не змогли вiдтворити

як бiнодаль, так i коефiцiєнт поверхневого натягу.

Результати (3.19) узагальнено в таблицi 3.1. Там для порiвняння наве-

денi типовi значення амплiтуди, вiдомi з комп’ютерного моделювання для

3D флюїду Л-Дж. Зауважимо, що цi значення розсiянi в широкому iнтер-

валi 2.1 ⩽ 𝑠
(0)
𝐿𝐽 ⩽ 2.94. Така невизначенiсть зумовлена неточнiстю фiксацiї

положення критичної точки, на що також впливає процедура обрiзання по-

тенцiалу Л-Дж. Як зазначено у [52,70] це має вирiшальне значення для по-

верхневих властивостей просторово неоднорiдних станiв, нiж для об’ємних
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Таблиця 3.1

Критичнi амплiтуди коефiцiєнта поверхневого

натягу для Л-Дж флюїду згiдно з Вир. (3.19).

Ising LJ-fluid, Eq. (3.19) LJ-fluid (simulations)

D=2 D=3 D=2 D=3 D=2 D=3

2.31c

𝑠(0) 4a 6.77b 4/3 2.82 ≈ 1.32g 2.22d

2.60± 0.04e

2.94± 0.05f

a Onsager’s solution
d Ref. [72]
g Ref. [60]

b Ref. [73], [74]
e Ref. [75]

c Ref. [66]
f Ref. [76]

термодинамiчних властивостей гомогенних станiв (див. також [71], де ви-

вчалася 2D система). У той же час, здається, що незалежно вiд радiуса

зрiзання закон прямолiнiйного дiаметра i лiнiйнiсть Зено-лiнiї спостерiгаю-

ться в комп’ютерному моделюваннi для широкого набору модельних потен-

цiалiв, включаючи потенцiали Мi (див. [25] i посилання там). Вiдношення

(3.19) є прямим наслiдком пiдходу глобального iзоморфiзму та може бути

корисним для порiвняння результатiв для граткових i флюїдних систем.

Аналогiчне спiввiдношення можна отримати для критичних амплiтуд

будь-якої iншої термодинамiчної величини вiдповiдно до її визначення та

з урахуванням (2.6). Наприклад, для амплiтуди бiнодалi густини 𝐵:

𝜌𝑙 − 𝜌𝑔
2 𝜌𝑐

= 𝐵(0)|𝜏 |𝛽



66

це виглядає наступним чином :

𝐵
(0)
𝐿𝐽 = (1 + 𝑧)𝛽 𝐵

(0)
𝐼𝑠 (3.20)

Вiдповiднi оцiнки амплiтуди флюїду Л-Дж 𝐵(0) у 2D та 3D випадках наве-

дено в таблицi 3.2.

Таблиця 3.2

Критичнi амплiтуди густини

𝐵(0)

Ising LJ-fluid, (3.20)

D=2 D=3 D=2 D=3

𝐵(0) 1.1a 1.69b 1.14 1.93

a Onsager’s solution
c Ref. [66]

b Ref. [77]
d Ref. [72]

Крiм того, щоб зв’язати 𝜉𝐿𝐽 з 𝜉𝐼𝑠, ми можемо використати унiверсаль-

нiсть спiввiдношення Фiска-Вiдома для критичної асимптотики коефiцiєн-

та поверхневого натягу [50]:

𝑊− = lim
𝑡→𝑡𝑐−0

𝜎(𝑡)

𝑡
𝜉(𝑡)𝐷−1 (3.21)

де 𝜉 – кореляцiйна довжина. На основi точного результату Онзагера у 2-

вимiрному просторi 𝑊− = 0.310 з (3.4) та (3.21) ми можемо отримати оцiн-

ку:

𝜉𝑒𝑓𝑓(𝑡)/𝜉(𝑡) → 1.515, 𝑡 → 𝑡𝑐

Дiйсно, з (3.19) ми отримуємо наступне спiввiдношення мiж критичними

амплiтудами кореляцiйної довжини 𝜉(0) = 𝜉 |𝜏 |𝜈 , 𝜏 → 0:

𝜉
(0)
𝐼𝑠

𝜉
(0)
𝐿𝐽

=

(︃
𝑠
(0)
𝐿𝐽

𝑠
(0)
𝐼𝑠

𝑡𝑐/𝐽

𝑇𝑐/𝜀

)︃ 1
𝐷−1

=
𝐷 + 6

6

(︂
𝑡𝑐/𝐽

4𝑇𝑐/𝜀

)︂ 1
𝐷−1
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3.5. Аналiз парахор

Для широкого класу рiдин проводиться аналiз характеристики, яка вмi-

щує у собi коефiцiєнт поверхневого натягу рiдини з густинами рiдини i

пари, i називається парахор. Це було запропоновано ще на початку 20-го

столiття [53], i для речовин з молярною масою 𝑀 визначається наступним

чином:

𝑃𝑎𝑟 = 𝜎1/4𝑀/(𝜌𝑙𝑖𝑞 − 𝜌𝑣𝑎𝑝)

Дана характеристика майже не залежить вiд температури у досить широ-

кому дiапазонi температур (див. Рис. 3.5). Аналiтична формула, що вико-

ристовується нами для розрахунку коефiцiєнта поверхневого натягу дво-

вимiрних систем не вiдповiдає подiбному перетворенню. Також модельний

закон для тривимiрних систем матиме складнiший вигляд, нiж просто про-

порцiйнiсть поверхневого натягу деякому ступеню рiзницi густин рiдини i

пари. Але спочатку продемонструємо це на прикладi 2D систем. На Рис. 3.6

зображена температурна залежнiсть вiдношення 𝜎𝑎/(𝜌𝑙 − 𝜌𝑣) вiд зведеної

температури для двовимiрного флюїду, характеристики якого отриманi з

Рис. 3.5. Значення парахора для деяких простих 3D флюїдiв
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Рис. 3.6. Визначення показника 𝑎 при коефiцiєнтi поверхневого натягу для

iснування парахора у 2D.

граткової моделi. Дiйсно на iнтервалi температур вiд потрiйної точки до

критичної можна ввести такий показних 𝑎, при якому двовимiрний пара-

хор буде майже незмiнним, але в цiлому не спостерiгається просторового

масштабування для парахори як у випадку точного розв’язку, так i у фор-

мулi Кiрквуда-Бафа.

Загалом парахор широко використовується у фiзичнiй хiмiї як зручна

характеристика для пiдгонки коефiцiєнтiв поверхневого натягу рiзноманi-

тних сумiшей, але все ж перетворення ГI дозволяють краще вiдтворити

температурну поведiнку термодинамiчних властивостей у широкому iнтер-

валi температур.

3.6. Пряме зiставлення з тривимiрними флюїдами

Даних для коефiцiєнтiв поверхневого натягу рiзноманiтних речовин

iснує достатньо у випадку тривимiрних систем. Для порiвняння нашого

пiдходу у якомога бiльш широкому iнтервалi температур, ми використаємо
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Рис. 3.7. Кривi спiвiснування у зведених до 𝑇* та 𝜌* координатах.

Рис. 3.8. Коефiцiєнт поверхневого натягу граткового газу вiд температури

з роботи [78].
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данi з NIST (http://webbook. nist.gov/chemistry/fluid/). Проведемо перевiр-

ку на прикладi деяких простих флюїдiв. В майбутньому для перетворень

(2.6-2.7) константи для флюїдiв 𝜌*, 𝑇*, 𝑧 розрахуємо з кривих спiвiснувань

для них (див. Рис. 3.7).

Для використання перетворень iзоморфiзму з моделлю Iзiнга потрiбна

модель для поверхневого натягу граткового газу 𝜎𝐿𝐺, але точного розв’язку

навiть для найпростiшої гратки у 3D поки що не iснує. Але є роботи, в яких

розглянуто термодинамiчнi властивостi граткового газу чисельно. Напри-

клад, у роботi [78] є залежнiсть 𝜎𝐿𝐺(𝛽) у дiапазонi температур вiд [0.4𝑡𝑐, 𝑡𝑐],

там 𝛽𝑐 = 0.221652(3), тобто 𝑡𝑐 ≈ 4.51. Ми використаємо цi данi, викори-

ставши з перетворень iзоморфiзму лише ту частину, що стосується темпе-

ратури: 𝜎𝐿𝐺(𝑡) → 𝜎𝑓𝑙 = 𝜎𝐿𝐺(𝑇 (𝑡)).

Графiчно залежнiсть коефiцiєнта поверхневого натягу вiд температури

можна побачити на Рис. 3.8. Спробуємо застосувати перетворення (2.6) до

𝑇 , i порiвняємо значення для ряду речовин з бази даних NIST. Коефiцiєнт

поверхневого натягу, як i iншi фiзичнi величини зведемо до безрозмiрного

вигляду через 𝜀/𝑑2. Данi, використанi у нормуваннi, взято з Табл. 3.3.

Зобразимо температурнi залежностi коефiцiєнта поверхневого натягу

вiд температури для деяких флюїдiв. На Рис. 3.9 очевидною постає про-

блема нормування 𝜎, адже майже всi кривi мають рiзнi низькотемператур-

нi безрозмiрнi амплiтуди та вiдповiднi амплiтуди в околi критичної точки.

Припускаємо, що параметри потенцiалу Леннарда-Джонса, знайденi для

наведених флюїдiв, недостатньо точно описують реальний закон взаємодiї.

Спробуємо звести коефiцiєнт поверхневого натягу до безрозмiрного ви-

гляду iншим чином. Замiсть констант 𝜀 та 𝑑 потенцiалу Леннарда-Джонса

використаємо лише параметри флюїда, якi вiдомi для кривої спiвiснуван-

ня. Оскiльки параметр вiдстанi 𝑑 подiбний до розмiру молекули, то логiчно

його пов’язати з 𝑑* = (𝜌*/𝑁𝐴)
−1/3, в свою чергу енергiя взаємодiї 𝜀 може

бути подiбна до такої характеристики флюїду 𝜀* = 𝑘𝐵𝑇𝑐

𝑍𝑓𝑙
𝑐

, де 𝑍𝑓𝑙
𝑐 – фактор

http://webbook.nist.gov/chemistry/fluid/


71

Речовина 𝑑, Å 𝜀/𝑘𝐵, K 𝑍𝑓𝑙
𝑐 𝑇𝑐, K 𝑇*, K 𝜌*, mol/L

Ar 3.54 93.3 0.29 150.7 316.0 48.3

Ne 2.82 32.8 0.30 44.4 98.0 82.5

Kr 3.65 178.9 0.29 209.5 438.0 39.7

Xe 4.05 231.0 0.29 289.7 610.0 30.7

O2 3.47 106.7 0.29 154.6 367.0 47.9

CH4 3.76 148.6 0.29 190.6 427.0 35.7

CO2 3.94 195.2 0.27 304.1 545.0 44.5

H2S 3.62 301.1 0.28 373.1 775.0 38.4

N2 3.8 71.4 0.29 126.2 274.0 40.2

C6H12 6.18 297.1 0.27 553.6 1129.0 12.5

C6H6 5.35 412.3 0.27 562.0 1137.0 15.2

N2O 3.83 232.4 0.27 309.5 601.0 40.4

H2 2.83 59.7 0.30 33.1 107.0 43.9

He 2.66 10.2 0.30 5.2 62.0 37.8
Таблиця 3.3

Константи Л-Дж, обчисленi з даних про в’язкiсть [79], та

параметри ГI 𝜌*, 𝑇* (див. Рис. 3.7).
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Рис. 3.9. Коефiцiєнт поверхневого натягу рiзноманiтних флюїдiв. Суцiльна

крива – теорiя з прямої пiдстановки 𝜎 = 𝜎𝐿𝐺(𝑇 (𝑡))
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стисливостi у CP. Продемонструємо доречнiсть такої замiни для рiзних

флюїдiв за допомогою Рис. 3.10. Бачимо, що замiна може вiдбутися, так

як майже для всiх речовин величини вiдповiдно пропорцiйнi. Побудуємо

графiки для по-новому нормованого коефiцiєнта поверхневого натягу вiд

температур, нормованих на критичну 𝑇/𝑇𝑐 для флюїдiв З Рис. 3.11 видно,

що значення коефiцiєнта поверхневого натягу можуть бути асимптотично

продовженi в область низьких температурах, тобто можемо умовно визна-

чити значення 𝜎(0), яке, звичайно, у реальному випадку недосяжне, адже

потрiйна точка з переходом у тверду фазу спостерiгатиметься ранiше. У

Табл. 3.4 наведено цi значення, видно, що для бiльшостi флюїдiв це значе-

ння приблизно однакове i дорiвнює 0.44.

Для гелiю та водню бачимо значнi вiдхилення, пов’язуємо це з необ-

хiднiстю знання рiвняння стану для правильного обчислення 𝑇* та 𝜌* з

бiнодалi для даних флюїдiв, а не просто спираючись на дотичнiсть зено-

елементу. Також вiдхилення можливi через вагомiсть вкладу вiд квантових

ефектiв. В майбутньому для узагальнення нормуватимемо значення коефi-

цiєнта поверхневого натягу флюїду до його значення у потрiйнiй точцi –

тодi, коли реально спостерiгається найбiльше значення коефiцiєнта поверх-

невого натягу для бiльшостi речовин.

Зазначимо, що переважно чисельно розраховують коефiцiєнт поверхне-

вого натягу через тензор тиску з попереднiм моделюванням профiлю густи-

ни на межi «рiдина-пар». Тому, по-перше, крива спiвiснування є додатко-

вим фактором, що може бути використана нами у майбутньому, по-друге,

окрiм поверхневого натягу є логiчним аналiзувати ширину мiжфазної гра-

Ar Ne Kr Xe O2 CH4 CO2 H2S N2 C6H12 C6H6 N2O H2 He

0.44 0.42 0.44 0.44 0.37 0.41 0.53 0.44 0.42 0.44 0.45 0.48 0.29 0.09
Таблиця 3.4

Нормоване асимптотичне значення 𝜎 при 𝑇 = 0.
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Рис. 3.10. Порiвняння параметрiв знерозмiрювання для енергiї (злiва) та

довжини (справа).

Рис. 3.11. Знерозмiрений коефiцiєнт поверхневого натягу для флюїдiв вiд

температури 𝑇/𝑇𝑐.
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ницi. Бiльш детальний розгляд цього питання зроблено у наступному роз-

дiлi, де дається узагальнення виразу (3.4).

3.7. Висновки до роздiлу 3

Отриманi результати дозволяють зробити наступнi висновки:

• Поверхнева складова термодинамiчних потенцiалiв вiдокремлює-

ться вiд об’ємної, тому може бути розглянутою незалежно, тобто

пропонуємо коефiцiєнт поверхневого натягу флюїду шукати через

iзоморфiзм з гратковим газом, визначивши спочатку коефiцiєнт по-

верхневого натягу в моделi Iзiнга. Ми просто «прирiвнюємо» вiдпо-

вiднi термодинамiчнi параметри систем з поправкою на перетворе-

ння (2.6 - 2.7).

• Об’ємнi характеристики Леннард-Джонсонiвського флюїду досить

точно вiдтворюються за допомогою простої кубiчної моделi гратко-

вого газу iз взаємодiєю найближчих сусiдiв. Зокрема, отримано зна-

чення критичних параметрiв для фактора стисливостi i фугiтивно-

стi, i продемонстровано їх унiверсальнiсть.

• Перевiрено перетворення глобального iзоморфiзму на прикладi дво-

вимiрних систем з використанням точного розв’язку Онзагера, i

отримано майже точну вiдповiднiсть мiж моделюванням i резуль-

татами аналiтичних обчислень.

• На прикладi Ленгмюрiвської проби продемонстровано невiдповiд-

нiсть моношару з 3D системи двовимiрним моделям.

• Проаналiзовано узагальнений вираз Вудбарi для коефiцiєнта по-

верхневого натягу у просторi будь-якої розмiрностi, вказано на про-

блему неточнiсть у вiдтвореннi критичної асимптотики. Застосова-

но наближення Брегга-Вiльямса до вказаного пiдходу для вiдтво-

рення критичних показникiв.

• Виявлено, що парахора не є адекватним параметром для аналiзу
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фазових переходiв, i використання парахори для глобального iзо-

морфiзму не є виправданим, хоча вираз для цiєї фiзичної характе-

ристики є досить простим i iнтуїтивним. Показано, що двовимiрний

флюїд не має просторового масштабування для парахори, як i точна

формула Кiрквуда-Бафа.

• З доступних результатiв симуляцiй або чисельних розв’язкiв iнте-

гральних рiвнянь найновiшi результати для коефiцiєнта поверхне-

вого натягу повнiстю узгоджуються з нашою теорiєю при її застосу-

ваннi у двовимiрному просторi. Часто данi розрахункiв переоцiнюю

критичну точку форму бiнодалi у 2D випадку в околi критичної

температури.

• Продемонстровано широкий розкид значень для коефiцiєнта по-

верхневого натягу при прямому зiставленнi реальних флюїдiв зi зна-

ченнями флюїдiв, нормованими на константи Леннарда-Джонса. На

замiну їм запропоновано нормування через термодинамiчнi параме-

три 𝑇𝑐 та 𝜌* флюїду, що вже дозволяє майже всi флюїди звести

в один клас речовин. Значнi вiдхилення, що спостерiгаються для

водню та гелiю можуть вказувати на важливiсть врахування кван-

тових ефектiв у теорiї.

• Отримано результати для критичних амплiтуд коефiцiєнта поверх-

невого натягу та густини флюїду, що показують адекватнiсть засто-

сування граткових моделей через глобальний iзоморфiзм.
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РОЗДIЛ 4

ЗАСТОСУВАННЯ ГЛОБАЛЬНОГО IЗОМОРФIЗМУ ДО

ПОВЕРХНЕВОГО НАТЯГУ РЕАЛЬНИХ ФЛЮЇДIВ

4.1. Модифiкований вираз Вудбарi

У попереднiх роздiлах ми перевiрили валiднiсть застосування ГI до дво-

вимiрних систем за допомогою точного розв’язку Онзагера для 2D моде-

лi Iзiнга. Щоб адаптувати рiвняння для тривимiрного простору, ми муси-

мо звернутися до iснуючих спроб розв’язкiв тривимiрної гратки – таким

є, наприклад, вираз Вудбарi (3.4). Недолiком даного наближення є невiд-

повiднiсть критичних показникiв дiйсностi. Дiйсно, критична поведiнка з

(3.4): 𝜎 ∝ Δ𝜌2 ∝ (𝑡𝑐 − 𝑡)1, коли потрiбно 𝜎 ∝ Δ𝜌3.8 ∝ (𝑡𝑐 − 𝑡)1.287. Ми

спробуємо знайти просту модифiкацiю виразу Вудбарi, що вiдповiдатиме

правильнiй критичнiй асимптотицi, використовуючи формулу Трiценберга

– Цванцiга [80] з флуктуацiйної теорiї поверхневого натягу у локальному

наближеннi для прямої кореляцiйної функцiї:

𝜎 = 𝑘𝑇

∫︁∫︁
𝑑𝑧1 𝑑𝑧2

𝑑 𝜌(𝑧1)

𝑑𝑧1
𝐾2(𝑧1, 𝑧2)

𝑑 𝜌(𝑧2)

𝑑𝑧2
. (4.1)

Тут ядро

𝐾2(𝑧1, 𝑧2) =
1

4

∫︁
𝑑𝑧1 𝑑𝑧2 𝑑

𝐷−1𝑅 𝑅2𝐶2 ( 𝑧1, 𝑧2;𝑅 ) , (4.2)

де у 3D випадку 𝑅 = (𝑥, 𝑦) – вектор вздовж плоскої межi , а 𝐶2 – пряма

кореляцiйна функцiя для вiдповiдного неоднорiдного стану [43].

Як вiдомо з [81], вираз (4.1) еквiвалентний виразу знаходження коефi-

цiєнта поверхневого натягу через тензор тиску Кiрквуда – Бафа:

𝜎 =
1

2

∞∫︁
−∞

𝑑𝑧 [⟨𝑝𝑧(𝑅)⟩ − ⟨𝑝𝜏(𝑅)⟩] (4.3)
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Обидвi теорiї (4.1) та (4.3) претендують на аналiтичну точнiсть у всьому

дiапазонi температур.

В теорiї квазiтермодинамiки профiль густини можна представити на-

ступним чином :

𝜌(𝑧) = 𝜌0 −
Δ𝜌

2
𝑓 (𝑧) , 𝜌0 =

1

2
( 𝜌𝑙 + 𝜌𝑔 ) ,

де Δ𝜌 = 𝜌𝑙 − 𝜌𝑔, Δ𝜌 ∼ 𝜏𝛽, а функцiя профiлю має такi властивостi, при

умовi iснування перехiдного промiжку розмiром 𝐿:

𝑓(𝑧) →

⎧⎪⎨⎪⎩+1 , 𝑧 → +𝐿/2

−1 , 𝑧 → −𝐿/2

𝑑𝑓

𝑑𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝐿/2

= 0
𝑑𝑓

𝑑𝑧

⃒⃒⃒⃒
−𝐿/2

= 0.

Квадратний градiєнт ван дер Ваальсового наближення дає результат

𝜎𝑣𝑑𝑊 =
𝑏

2

+𝐿/2∫︁
−𝐿/2

(︂
𝑑𝜌(𝑧)

𝑑𝑧

)︂2

𝑑𝑧

з 𝑏 = −1
3

∫︀
𝑟2𝑢(𝑟)𝑑r = const випливає з (4.1) у локальному наближеннi

для ядра 𝐾2 ∼ 𝛿(𝑧1 − 𝑧2), це у свою чергу призводить до неточної кри-

тичної асимптотики 𝜎𝑣𝑑𝑊 ∝ |𝜏 |2𝛽+𝜈 замiсть 𝜎 ∝ |𝜏 |(𝐷−1)𝜈. Знайдемо iнше

наближення для ядра 𝐾2(𝑧1, 𝑧2).

Проаналiзуємо можливостi для вигляду 𝐶2 у (4.2). Зауважимо, що

основний внесок у критичну поведiнку коефiцiєнта поверхневого натягу в

(4.1) зумовлений симетричною частиною функцiї 𝐶2. Оскiльки коефiцiєнт

поверхневого натягу 𝜎 дорiвнює нулю в критичнiй точцi, його критична

поведiнка визначається надмiрною (понад критичне значення) частиною

𝐶2. Використовуючи стандартне спiввiдношення у наближеннi Орнштейна-

Цернiке отримуємо:

1

𝑇

(︂
𝜕 𝑝

𝜕𝜌

)︂
𝑇

= 1− 𝜌

∫︁
𝐶2(𝜌; r12) 𝑑r12 (4.4)

i критичну асимптотику 𝜕 𝑝
𝜕 𝜌

⃒⃒⃒
𝑇
∝ |𝜏 |𝛾, для надмiрної частини 𝐶2 з (4.4) ми
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отримуємо:

𝐶
(𝑒𝑥)
2 (𝜌; r12) ∝ |𝜏 |2−𝛼+𝛾 ∝ 1

𝜉𝐷+2−𝜂

Припускається, що характерний розмiр областi iнтегрування в (4.4) має

порядок кореляцiйної довжини 𝜉 принаймнi в околi критичної точки. Тому

ядро 𝐾2 масштабується в основному як

𝐾2(𝑧1, 𝑧2) =
1

4

∫︁
𝑑𝐷−1𝑅 𝑅2𝐶2 ( 𝑧1, 𝑧2;𝑅 ) ∝ 𝜉𝐷+1

𝜉𝐷+2−𝜂
∝ 1

𝜉1−𝜂

що дає вклад у критичну асимптотику коефiцiєнта поверхневого натягу.

Пiдстановка цього результату в (4.1) дає стандартний результат масштабу-

вання для 𝜎:

𝜎 ∝ Δ𝜌2

𝜉1−𝜂
∝ |𝜏 |2𝛽+𝜈(1−𝜂) = |𝜏 |(𝐷−1) 𝜈 (4.5)

У випадку флюїду iснує невизначенiсть стосовно параметра 𝜉, оскiльки

iснує цiлий ряд параметрiв, пов’язаних з поверхневими явищами: напри-

клад, довжина капiлярної хвилi, довжина Толмана, двi кореляцiйнi дов-

жини об’ємних фаз (в моделi Iзiнга двi об’ємнi кореляцiйнi довжини збiга-

ються через симетрiю «частинка-пустота»), а також ширина самої поверхнi

роздiлу, що може визначатися як частина просторового параметру 𝐿, де гу-

стини на профiлю вiдрiзняються вiд об’ємних значень 𝜌𝑙 та 𝜌𝑔, наприклад,

на 10%Δ𝜌. Беручи це до уваги, ми модифiкуємо формулу Вудбарi насту-

пним чином:

𝜎𝑙𝑎𝑡𝑡 =
𝜎0
4

𝑡

𝜉1−𝜂
eff

1− 2𝑥𝑔𝑎𝑠
𝑥𝑐

ln
1− 𝑥𝑔𝑎𝑠
𝑥𝑔𝑎𝑠

(4.6)

Тут 𝑥𝑐 = 1/2, а довжину 𝜉eff можна розглядати як ефективну товщину межi

роздiлу в одиницях молекулярного розмiру. Далi ми використовуємо без-

розмiрнi одиницi для масштабу довжини. Коефiцiєнт амплiтуди 𝜎0 визнача-

ється шляхом узгодження з деякою опорною точкою i далi буде використо-

вуватися як параметр обробки. Зазначимо, що вираз (4.6) має правильну

критичну асимптоту для коефiцiєнта поверхневого натягу 𝜎 ∝ |𝜏 |(𝐷−1) 𝜈 за

умови, що ефективна ширина поверхнi поводиться як 𝜉eff ∝ |𝜏 |−𝜈. Вiдтепер
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формулу (4.6) можна використати для отримання коефiцiєнта поверхнево-

го натягу флюїду Л-Дж, якщо ми доповнимо її спiввiдношеннями глобаль-

ного iзоморфiзму (2.6). Але спочатку надамо фiзичний змiст параметру

𝜉𝑒𝑓𝑓 .

4.2. Визначення ширини мiжфазної поверхнi флюїду

Поняття ширини Δ межi роздiлу разом iз поверхневим натягом є ва-

жливою iнтегральною характеристикою спiвiснування фаз i пов’язаного з

ним неоднорiдного стану. Поблизу критичної точки вона розходиться так

само швидко, як кореляцiйна довжина 𝜉 системи. Саме визначення мiж-

фазної поверхнi супроводжується часто ускладненнями, пов’язаними з не-

можливiстю її локалiзацiї у вiдсутностi стабiлiзуючого поля, наприклад,

такого як слабкого гравiтацiйного. Тобто внаслiдок великих вiдхилень мiж-

фазної поверхнi з площею 𝐴 → ∞ вiд рiвноважного положення (так званої

поверхнi Гiббса - положення нульової адсорбцiї) середня густина 𝜌(𝑧) на

будь-якiй висотi 𝑧 являє собою середнє мiж густинами двох фаз, а сама

мiжфазна поверхня виявляється нескiнченно великою. У околi критичної

точки це не є проблемою, адже тодi при прямуваннi кореляцiйної довжини

до нескiнченностi при кiнцевому розмiрi систем всi частинки є скорельова-

ними, але при iнших температурах без поля часто є нестабiльнiсть. Якщо ж

зафiксувати площу або додати гравiтацiю, то товщина поверхнi тепер буде

параметризована 𝐴 та 𝑔, i не буде по змiсту властивiстю фазової рiвноваги.

У свiй час Еванс [82] внiс яснiсть у це питання, i показав, що хоча профiль

у вiдсутностi гравiтацiї не може локалiзуватися у просторi, але має кiнцеву

товщину при граничному переходi 𝑔 → 0.

Спробуємо визначити ширину межi роздiлу як характеристику про-

фiлю густини з основ теорiї рiдинного стану. Розглянемо спiввiдношення

Орнштейна–Цернiке, подiбне до (1.10), мiж повною та прямою парними
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кореляцiйними функцiями 𝐺2 та 𝐶2 вiдповiдно в неоднорiдному станi [43]:

𝐺2(𝑟1, 𝑟2) = 𝐶2(𝑟1, 𝑟2) +

∫︁
𝐶2(𝑟1, 𝑟3)𝐺2(𝑟3, 𝑟2) 𝜌(𝑟3) 𝑑𝑟3 (4.7)

Вводимо оператор вигляду (4.8)

𝐺̂2 = 𝐶2 + 𝑄̂[𝜌] . (4.8)

Тут оператор 𝑄̂ як наслiдок такий

𝑄̂ = 𝐶2 ⋆ 𝐺̂2

де ⋆ означає згортку. У просторово однорiдному випадку єдиної об’ємної

фази з однорiдною рiвноважною густиною 𝜌𝑒𝑞 = 1/𝑣𝑒𝑞 спiввiдношення (4.7)

можна розглядати за допомогою Фур’є-представлення у бiльш компактнiй

формi

𝐶2(k) =
𝐺̂2(k)

1 + 𝜌𝑒𝑞𝐺̂2(k)
(4.9)

Вираз (4.9) можна записати як спiввiдношення мiж деякими конкретними

об’ємами, визначеними повною та прямою кореляцiйними функцiями:

1

𝐶2(k)
=

1

𝐺̃2(k)
+

1

𝑣𝑒𝑞
(4.10)

просто з мiркувань розмiрностi. Звернiмо увагу, що для молекулярних рi-

дин в околицях критичної точки 𝐺2 є довгодiючими навiть при кiнцевому

радiусi потенцiалу взаємодiї, коли 𝐶2 в свою чергу залишаються коротко-

дiйними функцiями вiдповiдно [43]. З фiзичної точки зору це означає, що

функцiя 𝐶2 описує вiдгук на локальне збудження густини, коли функцiя

𝐺2 вiдповiдає за розповсюдження впливу локальної флуктуацiї густини на

всю систему.

У випадку плоскої геометрiї важливою є лише 𝑧-залежнiсть, перпен-

дикулярна до плоскої поверхнi, i тому спiввiдношення Орнштейна-Цернiке

можна переписати як спiввiдношення мiж деякими характерними масшта-
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бами, пов’язаними з вiдповiдними кореляцiйними функцiями. Тому ми мо-

жемо записати формальну обернену форму (4.8):

𝑄̂−1𝐺̂2 = 𝜌(𝑧) + 𝑄̂−1𝐶2 (4.11)

Щоб визначити масштаб довжини, пов’язаний iз шириною поверхнi, до-

множимо праву i лiву частини (4.11) на площу, отриману за рахунок дифе-

ренцiювання по 𝑧 та iнтегрування за об’ємом 𝑑𝑉 , тодi з (4.11) отримуємо:∫︁
𝜕𝑧𝑄̂

−1𝐺̂2 𝑑𝑉 =

∫︁
𝜕𝑧 𝜌 𝑑𝑉 +

∫︁
𝜕𝑧𝑄̂

−1𝐶2 𝑑𝑉 (4.12)

Очевидно, що всi члени (4.12) мають розмiрнiсть оберненої довжини. По-

значимо

Λ ≡
∫︁

𝜕𝑧

(︁
𝑄̂−1𝐺̂2

)︁
𝑑𝑉 (4.13)

Вiдзначимо, що доданок з густиною у (4.12) та величина (4.13) мають

такий самий локальний характер, так як Λ визначається просторовою по-

ведiнкою прямої кореляцiйної функцiї 𝐺2, яку можна побачити при порiв-

няннi з (4.10). Вони вiдрiзняється у бiльшому масштабi, який iдентифiкує-

ться з характерною довжиною повного члена кореляцiйної функцiї в виразi

(4.12), який можна переписати в еквiвалентнiй формi:

1 = Λ−1

∫︁
𝜕𝑧 𝜌 𝑑𝑉 + Λ−1

∫︁
𝜕𝑧

(︁
𝑄̂−1𝐶2

)︁
𝑑𝑉 (4.14)

Перший доданок у (4.14) являє собою “подвiйний“ мiкроскопiчний мас-

штаб довжини, який пов’язаний iз прямою кореляцiйною функцiєю 𝐶2,

оскiльки вона залишається короткочасною навiть у критичнiй точцi, а її

iнтеграл по вiдстанi визначається густиною. Для нього введемо

𝜉−1
0 = Λ−1

∫︁
𝜕𝑧 𝜌 𝑑𝑉 (4.15)

Як було зазначено вище, iнший доданок у (4.14) визначається довго-

строковою кореляцiйною функцiєю, i може бути пов’язаний з 𝜉𝑤:

𝜉−1
𝑤 = Λ−1

∫︁
𝜕𝑧

(︁
𝑄̂−1𝐶2

)︁
𝑑𝑉 . (4.16)
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Вираз (4.16) природнiм чином визначає характерну мiжфазну ширину, яка

розходиться в критичнiй точцi так само, як i кореляцiйна довжина. Таким

чином, (4.14) приймає вигляд

1

𝜉0(𝑇 )
+

1

𝜉𝑤(𝑇 )
= 1. (4.17)

Зазначимо, що довжини (4.16) та (4.15) є безрозмiрними з точки зору

молекулярного розмiру. Очевидно, що припускається, що 𝜉0(𝑇𝑐) = 1 при

𝜉𝑒𝑓𝑓(𝑇𝑐) → ∞ та 𝜉𝑤(𝑇 ) > (≫)1. З фiзичної точки зору можна очiкува-

ти, що для флюїдiв 𝜉𝑤(𝑇 ) > 𝜉0(𝑇 ), оскiльки 𝜉0 пов’язана з просторовою

поведiнкою прямої кореляцiйної функцiї, яка проявляється лише на ма-

лих вiдстанях. Враховуючи монотонне зменшення мiжфазної ширини 𝜉𝑤

для простих рiдин, де орiєнтацiйнi кореляцiї досить слабкi, можна на базi

(4.17) вивести нижню оцiнку температури потрiйної точки 𝑇𝑡𝑟 у виглядi

нерiвностi:

𝜉𝑤(𝑇𝑡𝑟) ⩾ 2 (4.18)

В результатi запропоноване визначення мiжфазної ширини 𝜉𝑤 не зале-

жить вiд довiльностi правила “p/(1–p)“ або конкретного експоненцiального

коефiцiєнта, який визначає профiль густини. Зауважимо, що оскiльки ве-

личина 𝜉𝑤 пов’язана з власною шириною мiжфазної поверхнi та враховує

визначення 𝜉𝑒𝑓𝑓 , ми можемо вважати, що 𝜉𝑒𝑓𝑓(𝑇𝑡𝑟) > 𝜉𝑤(𝑇𝑡𝑟), оскiльки по-

верхневий натяг включає внесок капiлярної хвилi, що збiльшує значення

коефiцiєнта поверхневого натягу та розширює мiжфазний профiль, особли-

во поблизу потрiйної точки. В подальшому ми перевiримо дiйснiсть (4.18),

а поки що зосередимося на бiльш детальному формуваннi виразу для кое-

фiцiєнта поверхневого натягу, вважаючи, що 𝜉𝑒𝑓𝑓 подiбна до кореляцiйної

довжини.
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4.3. Ефективна ширина у випадку граткового газу

Як ми зазначали ранiше, визначення мiжфазної ширини поверхнi не є

строго фiксованим в рiзних дослiдженнях про аналiз спiвiснування декiль-

кох фаз. Найчастiше це просто ширина профiлю густини, для якої вибiр

кiлькiсної мiри залежить вiд його конкретної функцiональної форми (див.,

наприклад, [83]). Вираз моделi для розрахунку коефiцiєнта поверхневого

натягу флюїду (4.6) узгоджується з основною формулою Трiтценберга –

Цванцiга для поверхневого натягу (4.1). На цiй основi перевiрено, що рiв-

няння має правильну асимптотичну поведiнку

𝜎 ∝ Δ𝜌2

𝜉1−𝜂
𝑒𝑓𝑓

∝ |𝜏 |2𝛽+𝜈(1−𝜂) = |𝜏 |(𝐷−1) 𝜈 , 𝜉𝑒𝑓𝑓 ∝ 𝜉 (4.19)

подiбну до того, що випливає з базового результату (4.1).

Очевидно, щоб розширити вираз (4.19) на широкий дiапазон темпера-

тур, потрiбна модель для 𝜉𝑒𝑓𝑓 . У попереднiх роздiлах було показано, як

можна визначити цю величину власним чином прямо зi спiввiдношення

Орнштейна-Цернiке, а також було запропоновано вираз (4.6) для поверх-

невого натягу граткового газу. Нагадуємо, що останнiй вираз базується на

наближеннi Брегга-Вiльямса для власного вектора Вудбарi об’ємного пред-

ставлення поверхневого натягу граткового газу [48]. У позначеннях через

намагнiченiсть (див. Рис. 4.2) 0 ⩽ 𝑀(𝑡) ⩽ 1:

𝜎𝑙𝑎𝑡𝑡 = 𝜎0
𝑡

𝜉1−𝜂
𝑒𝑓𝑓

𝑀(𝑡) ln
1 +𝑀(𝑡)

1−𝑀(𝑡)
(4.20)

Тут характерна довжина 𝜉𝑒𝑓𝑓 розглядається як ефективна ширина межi

роздiлу в одиницях iнтервалу гратки, вважатимемо, що вона пропорцiйна

безрозмiрнiй кореляцiйнiй довжинi 𝜉𝑒𝑓𝑓 = 𝑎𝜉𝜉. Знайдемо коефiцiєнт про-

порцiйностi 𝑎𝜉. Зазначимо, що розв’язок Вудбарi (3.4) взагалi пропонував-

ся не лише для застосування у 3D просторi, але i у 2D, тому наше рiвняння

(4.20) використаємо тепер як визначення для 𝜉𝑒𝑓𝑓 , та застосуємо до вiдомих

результатiв з 2D та 3D моделi Iзiнга.
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Оскiльки у нас є готовий аналiтичний вираз (3.15) для обчислення ко-

ефiцiєнта поверхневого натягу двовимiрного флюїду, ми можемо викори-

стати (4.6) як визначення ефективної мiжфазної товщини 𝜉eff на основi

наближення Брегга-Вiльямса у 2D випадку (𝑚 беремо з (3.10)):

𝜉eff =

(︂
𝜎0
2

𝑚(𝑡)

𝜎𝐿𝐺(𝑡)
𝑡 ln

1 +𝑚(𝑡)

1−𝑚(𝑡)

)︂ 1
1−𝜂

(4.21)

Враховуючи спiввiдношення мiж температурними змiнними (3.11) у 2D, ми

отримуємо ефективну товщину флюїду Л-Дж як 𝜉eff(𝑡(𝑇 )).

Тепер ми порiвнюємо 𝜉eff(𝑡(𝑇 )) з доступними даними з [84] для кореля-

цiйної довжини та мiжфазної товщини 2D-флюїду Л-Дж. Так на Рис. 4.1

можна побачити рiзнi величини, оберненi до довжини — результат про пря-

мування функцiй до нуля у критичнiй точцi є очевидним. Тут для порiвня-

ння наведено температурнi залежностi товщини мiжфазної межi, отриманi

з NVE- i NVT-моделювань згiдно з правилом “10-90“ [85], але здається, що

лише значення кореляцiйної довжини [84] найкраще вiдповiдають теорети-

чнiй кривiй.

Важливо, що в цьому випадку ми не маємо жодних апроксимуючих

параметрiв, тому що всi величини, якi ми отримали ранiше, базуються ви-

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
1/ξeff(t)

T/Tc

theory: 2D LJ-fluid

correlation length

NVE '10-90'

NVT '10-90'

Рис. 4.1. Ефективна ширина поверхнi для 2D-флюїду Л-Дж з Вир. (3.15)

та (4.21) при 𝜎0 = 1/2, 𝜂 = 1/4.
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ключно на основi моделi ґраткового газу.

Зауважимо, що теоретична крива для 2D-флюїду Л-Дж має сенс лише

в iнтервалi мiж потрiйною та критичною точками, що є досить вузьким

iнтервалом температур: 0.41 < 𝑇/𝜀 < 0.5 [36,58,86]. Тепер ми можемо оцi-

нити температуру потрiйної точки на основi нерiвностi (4.18) i розв’язання

рiвняння 𝜉𝑒𝑓𝑓(𝑇𝑡𝑟) = 2. Розв’язок дає значення 𝑇𝑡 ≈ 0.38, яке є досить

близьким до значення 𝑇𝑡𝑟 ≈ 0.41, отриманого пiд час моделювання [87,88].

Як ми зазначали вище, 𝜉𝑒𝑓𝑓 > 𝜉𝑤 i оцiнка, заснована на наближенiй рiвностi

𝜉𝑒𝑓𝑓(𝑇𝑡𝑟) = 2, дiйсно недооцiнює температуру потрiйної точки.

На основi цього результату ми бачимо, що кореляцiйна довжина мо-

делi iзоморфної ґратки може бути ототожнена з ефективною товщиною

поверхнi для флюїду в (4.6).

Перевiримо застосування формули (4.20) як визначення ефективної тов-

щини у 3D випадку для простої кубiчної (SC = simple cube) решiтки моде-

лi Iзiнга. Для цього використаємо данi про намагнiченiсть та кореляцiйну

довжину у тривимiрнiй моделi Iзiнга, отриманi чисельними методами [89].

З огляду на критичну асимптотику, а також амплiтуди фiзичних ха-

рактеристик, що наведенi авторами [89], ми шукатимемо апроксимувальну

Рис. 4.2. Намагнiченiсть для простої кубiчної гратки. Тут критичний пока-

зник 𝛽 = 0.3305, 𝑡𝑐3𝐷 ≈ 4.512, параметр апроксимацiї з (4.22) 𝑡0 = 19.6237
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функцiю до даних моделювання (див. Рис. 4.2) у наступному виглядi:

𝑀(𝑡) =

(︂
1− exp

(︁𝑡0
𝑡𝑐
(1− 1/𝑡)

)︁)︂𝛽

(4.22)

В даному випадку ми використовуємо лише 1 параметр апроксимацiї 𝑡0,

щоб звести числовi данi для магнетизацiї у простiй кубiчнiй гратцi до без-

розмiрного вигляду, не втрачаючи функцiональної залежностi.

Для порiвняння теоретичної залежностi для 𝜉𝑒𝑓𝑓 з даними граткової

моделi використовуємо результати робiт [74] та [89]. У якостi функцiї, що

апроксимує результати, беремо наступну залежнiсть:

𝜉/𝑎 = 0.25 · |𝜏 |−𝜈 + 𝑏, 2𝜈 = 1.267. (4.23)

Теоретичнi залежностi мусять вiдповiдати правильним критичним амплi-

тудам та експонентам. Зазначимо, що деяка невизначенiсть виникає з вибо-

ром 𝑏 у (4.23) у областi низьких температур – експериментальнi точки там

вiдсутнi, тому аналiз проводимо лише за точками у дiапазонi температур

Рис. 4.3. Кореляцiйна довжина для моделi Iзiнга на простiй кубiчнiй (SC)

гратцi, нормована в одиницях довжини гратки 𝑎𝐿𝐺. Данi [74] та [89], а

також апроксимувальнi функцiї (4.23).



88

Рис. 4.4. Ефективна товщина поверхнi для 3D моделi Iзiнга на кубiчнiй

гратцi при 𝜎0 ≈ 0.45, 𝜂 ≈ 0.03 – червонi точки; нормоване наближення

(4.23) для кореляцiйної довжини при 𝑏 ≈ 0.1.

0.4 ⩽ 𝑡/𝑡𝑐 ⩽ 1, та вибираємо значення, яке найкраще узгоджується с обома

обчисленнями. Результати апроксимацiї можна побачити на Рис. 4.3.

Зауважимо, що у вище зазначених роботах абсолютнi значення кореля-

цiйної довжини, нормованi на деяку величину гратки 𝑎𝐿𝐺, тому у нашому

випадку, щоб провести знерозмiрювання, ми нормуємо їх на значення 𝜉(0), i

так в подальшому порiвнюємо цi значення з ефективною шириною з (4.20).

У якостi значень коефiцiєнта поверхневого натягу моделi Iзiнга використа-

ємо вже висвiтленi у попереднiй главi значення на Рис. 3.8. В результатi

порiвняння ефективної товщини з кореляцiйною довжиною єдиним пара-

метром апроксимацiї виступає коефiцiєнт 𝜎0, для якого отримане значення

𝜎0 ≈ 0.45, що майже узгоджується з двовимiрним випадком, для якого

𝜎0 = 0.5. Таким чином використання кореляцiйної довжини у якостi пара-

метра ефективної товщини ми вважаємо правомiрним, i застосовуватимемо

це у наступному аналiзi.

Що стосується потрiйної точки, то її оцiнка через 𝜉(𝑇𝑡𝑟) = 2 з (4.18)
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Рис. 4.5. Значення 𝑡(𝑇𝑡𝑟) для рiзних речовин

дає результат 𝑡𝑡𝑟 ≈ 0.51 ÷ 0.55. На Рис. (4.5) показанi значення для 𝑡(𝑇𝑡𝑟)

граткового газу для рiзноманiтних флюїдiв, обчисленi з використанням пе-

ретворень (2.6 - 2.7). Бачимо, що всi значення вище за 0.5, що показує

справедливiсть нашої оцiнки (4.18) знизу, хоч для даної вибiрки речовин

мода становить приблизно 0.66 для 𝑡𝑡𝑟, що є дещо бiльшим значенням. Це

не суперечить мiркуванням про недооцiненiсть товщини у потрiйнiй точцi,

викладеним ранiше.

4.4. Поверхневий натяг флюїду Леннарда-Джонса

У попереднiй главi вже застосовано перетворення ГI до двовимiрно-

го флюїду Л-Дж, тепер опишемо поверхневий натяг у 3D системi. Щоб

отримати коефiцiєнт поверхневого натягу флюїду Л-Дж на основi рiвнян-

ня (4.20), ми використовуємо числовi данi для намагнiченостi тривимiрної

моделi Iзiнга. Результат розрахунку показано на Рис. 4.6 разом iз даними

моделювання MD Galliero та iн. [55] для порiвняння. Ми вибрали цi данi,

тому що для них критична температура 𝑇
(𝑀𝐷)
𝑐 ≈ 1.31 i критичний iндекс

2𝜈 = 1.26. Цi значення близькi до оцiнки, отриманої з перетворень (2.6 -

2.7) 𝑇𝑐 = 4/3 i значення експоненти 2𝜈 = 1.25 [78], яке ми використовували



90

Рис. 4.6. Коефiцiєнт поверхневого натягу флюїду Л-Дж вiдповiдно до

(4.26). Точки представляють данi [55]. Справа показано вiдноснi вiдхилен-

ня вiд числових даних.

для кореляцiйної довжини 𝜉(𝑡) 3D моделi Iзiнга. Звичайно, рiзниця мiж

(4.6) i даними зростає в мiру наближення до критичної точки, але за ме-

жами асимптотичної областi рiзниця не перевищує 5%. Звернiмо увагу, що

згiдно з результатом глави 3.4 ми встановили критичну амплiтуду коефi-

цiєнта поверхневого натягу 𝑠
(0)
𝐿𝐽 ≈ 2.82, налаштувавши параметр масшта-

бування 𝑎 ≈ 0.3. Будь-якi додатковi параметри обробки не були введенi,

щоб узгодити данi (див. Рис. 4.6) Galliero та iн. [55] про 3D-флюїд Л-Дж,

оскiльки всю необхiдну iнформацiю ми отримали з результатiв моделi Iзiн-

га. На Рис. 4.7 поведiнка ефективної амплiтуди коефiцiєнта поверхневого

натягу

𝑠𝑒𝑓𝑓 = 𝜎(𝑇 ) (1− 𝑇/𝑇𝑐)
−2 𝜈 (4.24)

показана, оскiльки багато авторiв використовують просту формулу мас-

штабування (3.18) для обробки даних. Видно, що змiни значення ефектив-

ної амплiтуди не перевищують 10%. В цiлому спiввiдношення, що стосую-

ться поверхневого натягу та товщини поверхнi, ми перевiряли на наявних

даних робiт [60,66,76,90–97].

Повернiмося знову до аналiзу теоретичної формули для обчислення ко-

ефiцiєнта поверхневого натягу (3.4), доповнивши перетвореннями (2.7):

𝜎𝐿𝐽 =
𝜎0

4 𝜉1−𝜂
eff

𝑡𝑐
𝑧

𝑇/𝑇*

(1− 𝑇/𝑇*)
2

𝜌𝑙 − 𝜌𝑔
𝜌*

ln
𝜌𝑙
𝜌𝑔
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Рис. 4.7. Графiк ефективної амплiтуди коефiцiєнта поверхневого натя-

гу(4.24).

Залежна вiд густини частина виразу пов’язана з апроксимацiєю середнього

поля Брегга-Вiльямса (див. [48]). Коефiцiєнт амплiтуди 𝜎0 можна зафiксу-

вати низькотемпературною асимптотою в безрозмiрному виглядi:

𝜎𝑙𝑎𝑡𝑡(𝑡) → 2 , 𝜉𝑒𝑓𝑓 → 1 , 𝑡 → 0

Тут ми використовуємо природне припущення, що зi зниженням темпера-

тури мiжфазна ширина прагне до свого мiнiмального значення – кроку

гратки. Для граткової моделi з взаємодiєю найближчого сусiда це призво-

дить до 𝜎0 = 1/4, оскiльки 𝑥𝑔𝑎𝑠 → 𝑒−8 𝐽/𝑡 при 𝑡 → 0.

Незалежно вiд результатiв попереднього роздiлу застосуємо модифiко-

ваний вираз (4.6) для пошуку ефективної товщини поверхнi у тривимiрних

моделях для флюїду Л-Дж, тобто ще раз спробуємо продемонструвати до-

стовiрнiсть того, що величина 𝜉𝑒𝑓𝑓 , яку ми ввели в (4.6), пропорцiйна коре-

ляцiйнiй довжинi в моделi Iзiнга. Для цього використовуємо данi, отриманi

в [94] для ефективної мiжфазної ширини Δ межi роздiлу рiдина-пара Л-

Дж. Використаємо класичний ван дер Ваальсiв профiль густини:

𝜌(𝑧) = 𝜌𝑑 −
𝜌𝑙 − 𝜌𝑔

2
tanh

(︂
2 𝑧

Δ

)︂
для обробки даних. Щоб пов’язати значення мiжфазної ширини Δ з коре-

ляцiйною довжиною моделi Iзiнга (див. Рис. 4.3), ми використовуємо просте
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Рис. 4.8. Результат найкращого наближення (пунктирна крива) (4.25) з

𝑎Δ ≈ 0.173 до даних мiжфазної ширини [94] (точки) разом iз вiдносним

вiдхиленням (4.25) вiд даних (правий графiк).

масштабне перетворення:

Δ(𝑇 ) = 𝜉𝐼𝑠(𝑡(𝑇 ))/𝑎Δ (4.25)

i налаштуємо параметр 𝑎Δ, щоб знайти найкращу вiдповiднiсть даним [94].

Тут ми беремо до уваги спiввiдношення (2.6) мiж температурними змiн-

ними моделi Iзiнга та флюїдом Л-Дж для 𝐷 = 3 з 𝑧 = 1/2. Результат

показано на Рис. 4.8 iз найкращим значенням 𝑎Δ = 0.173. Там також пред-

ставленi вiдноснi вiдхилення. Цi вiдхилення зростають при наближеннi до

флуктуацiйної областi, де кореляцiйна довжина iстотно зростає. Останнє

разом iз урiзанням потенцiалу призводить до бiльших похибок.

Таким чином у рамках ГI єдиним розумним вибором для 𝜉𝑒𝑓𝑓 буде вели-

чина пропорцiйна кореляцiйнiй довжинi вiдповiдної моделi граткового газу

𝜉𝐼𝑠. Ми розглядаємо результат щодо мiжфазної ширини, представлений на

Рис. 4.8, як аргумент на користь цього вибору.

4.5. Застосування глобального iзоморфiзму до реальних

флюїдiв

Тепер ми можемо використовувати модель (4.6) для вiдтворення даних

коефiцiєнта поверхневого натягу флюїду Л-Дж з iнформацiї на бiнодалi.
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Вiдповiдно до виразiв (2.6) та (2.10) у випадку 3D:

𝑡(𝑇 ) =
1

𝑧

𝑇

𝑇* − 𝑇
, 𝑧 =

𝑇𝑐

𝑇* − 𝑇𝑐
та 2

𝜌𝑐
𝜌*

+
𝑇𝑐

𝑇*
= 1.

Пiдставляючи цi спiввiдношення, а також проективне перетворення для

густини (2.6) у (4.6) ми отримуємо

𝜎/𝜎𝑡𝑟 =
𝜎0

2 𝜉1−𝜂
eff

𝑡𝑐
𝑧

𝑇/𝑇*

(1− 𝑇/𝑇*)
2

𝜌liq − 𝜌gas

𝜌*
ln

𝜌liq

𝜌gas
(4.26)

де 𝜌liq, gas — густини спiвiснуючих фаз вздовж бiнодалi. На вiдмiну вiд 2D

випадку, розглянутого вище, ми не маємо унiверсальної низькотемператур-

ної асимптотики. Ми використовуємо значення коефiцiєнта поверхневого

натягу в потрiйнiй точцi 𝜎(𝑇𝑡𝑟) як природний масштабний коефiцiєнт, тому

що монотонне зростання 𝜎(𝑇 ) i, отже, зменшення 𝜉𝑒𝑓𝑓(𝑇 ) спостерiгається

зi зниженням температури по кривiй насичення. Важливо, що залежнiсть

густини в (4.26) визначається вiдповiдною апроксимацiєю для ґраткової мо-

делi i не використовує жодної апроксимацiї для парної кореляцiйної функцiї

системи флюїду.

Щоб перевiрити наш пiдхiд у якомога бiльш широкому iнтервалi тем-

ператур для цiлого ряду речовин, ми використовуємо вiдповiднi данi NIST

(http://webbook. nist.gov/chemistry/fluid/). Очiкується, що результати, за-

снованi на пiдходi глобального iзоморфiзму, будуть узгодженi з даними для

простих флюїдiв, таких як благороднi гази та CO2, CH4, i ми демонструємо

це нижче.

Як випливає з результатiв вище, ми ототожнюємо 𝜉𝑒𝑓𝑓 з кореляцiйною

довжиною моделi Iзiнга. Для цього ми використовуємо результати [78] для

кореляцiйної довжини 𝜉𝐼𝑠 тривимiрної моделi Iзiнга на основi низькотемпе-

ратурного розширення [98] в iнтервалi 0.01 ⩽ 1 − 𝑡/𝑡𝑐 ≲ 1 (див. Рис. 4.9).

Зазначимо, що данi NIST мають бiльшу похибку в безпосереднiй близькостi

вiд критичної точки. Це можна побачити з аналiзу поведiнки масштабува-

ння 𝜎 ∝ 𝜏 2𝜈 (див. Рис. 4.10 i Табл. 4.1). Тому ми вже не будемо аналiзувати

http://webbook.nist.gov/chemistry/fluid/
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Рис. 4.9. Значення 𝜉 𝜏 𝜈 , 𝜈 = 0.625 для 3D моделi Iзiнга, отриманi з низько-

температурного розширення (див. [78]).

Рис. 4.10. Логарифмiчний (Log-log) графiк даних коефiцiєнта поверхневого

натягу 𝜎(𝑇 ).
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fluid Ar Ne Kr Xe CH4 CO2 H2S N2 H2O H2 He

𝜈 0.64 0.7 0.65 0.63 0.66 0.64 0.63 0.63 0.63 0.72 0.69
Таблиця 4.1

Ефективний критичний показник 𝜈, отриманий з даних для

поверхневого натягу на основi асимптотики 𝜎 ∝ 𝜏 2𝜈, обчисленої з

логарифмiчного масштабу на Рис. 4.10.

критичну асимптотику. Таким чином, усi експоненти слiд розглядати як

ефективнi, а не як точнi асимптотичнi значення [99,100].

Тепер ми перевiряємо дiйснiсть (4.26) разом iз припущенням, що шири-

на 𝜉𝑒𝑓𝑓(𝑇 ) може бути безпосередньо пов’язана iз кореляцiйною довжиною

моделi Iзiнга в областi спiвiснування до потрiйної точки (див. Вир. (4.27)).

Маючи це на увазi, ми поклали 𝜂 = 0 в (4.26).

Використовуючи бiнодальнi данi, ми визначили 𝜉𝑒𝑓𝑓(𝑇 ) з (4.6) i тепер ми

можемо порiвняти це з кореляцiйною довжиною моделi Iзiнга. Для цього

ми виконали додаткове однорiдне, тобто незалежне вiд температури, пере-

творення кореляцiйної довжини моделi Iзiнга 𝜉𝐼𝑠:

𝜉−1
𝐼𝑠 → 𝜉−1

𝑒𝑓𝑓(𝑇 ) = 𝑎 𝜉−1
𝐼𝑠 (𝑡(𝑇 )) + κ0 (4.27)

Параметр масштабу 𝑎 походить вiд перетворення масштабу мiж просторо-

вими масштабами граткового газу та флюїду. Параметр зсуву κ0 врахо-

вує флуктуацiйний зсув критичної точки через неточнiсть даних, якi ми

опустили близько до неї через рiзницю мiж ефективним показником 𝜈 у

флюїдi та 𝜈𝐼𝑠 = 0.625, що використовується у [78] (див. також Рис. 4.9).

Вiдповiднi значення 𝑎 i κ0 наведено в Табл. (4.2). Результати обробки даних

коефiцiєнта поверхневого натягу на основi рiвнянь (4.6), (4.27) показанi на

рисунках 4.11-4.21 разом iз вiдповiдними вiдхиленнями.

Значення 𝜎0 визначається з (3.16), як i ранiше. З отриманих резуль-

татiв ми бачимо, що для простих речовин, якi прийнято розглядати як

флюїди з Леннард-Джонсонiвським типом взаємодiї мiж частинками, вiд-
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fluid Ar Ne Kr Xe CH4 CO2 H2S N2 H2O H2 He

𝑎 0.08 0.09 0.07 0.08 0.06 0.11 0.06 0.06 0.07 0.08 0.13

κ0 × 10−2 -0.3 3.5 -2.0 -0.2 1.1 -0.7 -1.3 -0.9 -0.8 -4.2 -2.0
Таблиця 4.2

Параметри апроксимацiї для трансформацiї (4.27)

хилення не перевищують 6% (див. Табл. 4.3). Тут ми вiдзначаємо над-

звичайно низьке вiдхилення (< 1%) вiд даних коефiцiєнта поверхнево-

го натягу для вуглекислого газу CO2. Цей флюїд можна розглядати як

“канонiчний“ приклад “iзiнгiвського“ флюїду не тiльки через тип взає-

модiї Леннарда-Джонса, а й через добре вiдомий факт, що її кристалi-

чна фаза має кубiчну симетрiю, а тому вона iдеально збiгається з кубi-

чною моделлю Iзiнга, яка використовується як модель iзоморфної гратки.

Отриманi результати дозволяють проаналiзувати значення мiжфазної ефе-

ктивної ширини в потрiйнiй точцi 𝜉𝑒𝑓𝑓(𝑇𝑡𝑟). Для класичних флюїдiв Л-Дж

ми отримуємо 𝜉𝑒𝑓𝑓(𝑇𝑡𝑟) ≈ 3.4 𝑑 (див. Табл. 4.4).

Усi вони задовольняють нерiвнiсть (4.18), за винятком випадку гелiю з

𝜉𝑒𝑓𝑓(𝑇𝑡𝑟) ≈ 1.43 𝑑 (див. Рис. 4.27). Останнє вказує на необхiднiсть врахува-

ння квантових поправок.
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Рис. 4.11. Результати для Ar



97

0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
σ(T), Ne

σexp(T) σIs(t(T))

0.6 0.7 0.8 0.9
T/Tc

-0.15

-0.10

-0.05

0.05

0.10
Deviation from data : Ne

δσ=σGI/σexp-1

Рис. 4.12. Результати для Ne
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Рис. 4.13. Результати для Kr
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Рис. 4.14. Результати для Xe
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Рис. 4.15. Результати для CH4
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Рис. 4.16. Результати для CO2
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Рис. 4.17. Результати для H2S
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Рис. 4.18. Результати для N2
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Рис. 4.19. Результати для N2O
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Рис. 4.20. Результати для H2
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Рис. 4.21. Результати для He
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Рис. 4.22. Результати для H2O
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Рис. 4.23. Результати для CH3OH
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Рис. 4.24. Результати для C2H6
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Рис. 4.25. Результати для C6H6
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Рис. 4.26. Результати для гексану (C6H12)
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Флюїд середнє вiдхилення, % дiапазон 𝑇/𝑇𝑐

Ar 0.57 (0.556, 0.940)

Ne 6.0 (0.552, 0.940)

Kr 0.52 (0.553, 0.940)

Xe 0.71 (0.557, 0.941)

CH4 1.78 (0.475, 0.930)

CO2 0.28 (0.712, 0.962)

H2S 1.57 (0.503, 0.934)

N2 1.37 (0.50, 0.933)

C6H12 2.06 (0.505, 0.934)

C6H6 2.8 (0.496, 0.933)

N2O 0.71 (0.589, 0.945)

H2 0.75 (0.421, 0.923)

He 1.34 (0.419, 0.923)
Таблиця 4.3

Значення середньої похибки для флюїдiв Л-Дж та вiдповiдного

температурного iнтервалу даних.

Можна помiтити, що для речовин з вiдхиленням вiд сферичної симетрiї

взаємодiй спостерiгається кореляцiя з бiльшим значенням мiжфазної шири-

ни, i тому можна очiкувати, що 𝜉𝑒𝑓𝑓(𝑇𝑡𝑟) ≳ 4. Хоча в такiй ситуацiї модель

(4.26) на основi Iзiнга стає неадекватною, i ми не можемо стверджувати,

що значення 𝜉𝑒𝑓𝑓(𝑇𝑡𝑟) правильнi. Справдi, результати застосування моделi

Iзiнга показують кореляцiйну довжину в (4.26) для поверхневого натягу

молекулярних рiдин, таких як вода, метанол, додекан, як 𝜉𝑒𝑓𝑓(𝑇𝑡𝑟) > 5 , що

також дає набагато бiльшi вiдхилення для коефiцiєнта поверхневого натягу

порядку 20%: див. Рис. 4.22 для води та Рис. 4.23 - 4.24 для CH3OH i C2H6

вiдповiдно. Зазначимо, що зено-лiнiя у водi та бiнодальний дiаметр мають

помiтну кривину в областi низьких температур потрiйної точки [101]. Тому
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fluid Ar Ne Kr Xe CH4 CO2 H2S N2 H2O H2 He
𝜉𝑒𝑓𝑓 (𝑇𝑡𝑟)

𝑑 3.2 3.0 3.3 3.3 3.5 3.4 3.9 3.6 3.8 2.2 1.4
Таблиця 4.4

Значення 𝜉𝑒𝑓𝑓(𝑇𝑡𝑟) для флюїду Л-Дж.

Рис. 4.27. Результати для ефективної товщини 𝜉eff(𝑇𝑡𝑟)

простi проективнi перетворення (2.6) не є адекватними, а модель iзомор-

фної гратки для таких флюїдiв складнiша за стандартну модель Iзiнга. Це

можна пояснити тим, що орiєнтацiйнi кореляцiї є важливими для таких

флюїдiв. Зазначимо, що в цiлому застосування сферосиметричного потен-

цiалу для несиметричних молекул не є проблемою, адже для температур

далеких вiд точки кипiння обертальнi ступенi вiльностi збуджуються до-

сить швидко, i характерний час обертання набагато менший характерного

часу зiткнення молекул. Це призводить до осереднення пза напрямками

несферичних взаємодiй [102].

Цiкаво порiвняти 𝜉𝑒𝑓𝑓(𝑇𝑡𝑟) з iншою характерною шкалою – середньою
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Fluid Ar Ne Kr Xe CH4 CO2 𝐻2S 𝑁2 𝑁2𝑂 H2 He
𝜉𝑒𝑓𝑓 (𝑇𝑡𝑟)

𝜉𝑡𝑟
1.2 1.35 1.14 1.06 1.2 1.14 1.36 1.26 1.31 0.85 0.53

Таблиця 4.5

Вiдношення 𝜉𝑒𝑓𝑓(𝑇𝑡𝑟)/𝜉𝑡𝑟 для простих флюїдiв

вiдстанню мiж частинками в рiдкiй фазi

𝜉𝑡𝑟 =

(︂
3

4𝜋 𝜌𝑙𝑖𝑞(𝑇𝑡𝑟)

)︂1/3

Вiдношення мiж 𝜉𝑒𝑓𝑓(𝑇𝑡𝑟) та 𝜉𝑡𝑟 показано у Табл. 4.5 для типових флюїдiв.

Це демонструє, що флюїди, узгодженi з моделлю ґраткового газу, типово

мають 𝜉𝑒𝑓𝑓(𝑇𝑡𝑟)/𝜉𝑡𝑟 ≃ 1. Кореляцiя мiж 𝜉𝑒𝑓𝑓(𝑇𝑡𝑟) i 𝜉𝑡𝑟 показана на Рис. 4.28.

Рис. 4.28. Кореляцiя мiж 𝜉𝑒𝑓𝑓(𝑇𝑡𝑟) i мiжчастинковою вiдстанню в рiдкiй

фазi в потрiйнiй точцi 𝜉𝑡𝑟 =
(︁

3
4𝜋 𝜌𝑙𝑖𝑞(𝑇𝑡𝑟)

)︁1/3
. Iзiнгiвськi флюїди знаходяться

нижче лiнiї.

Це демонструє, що “iзiнгiвськi“ флюїди вiдокремленi вiд бiльш складних
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(вище пунктирної лiнiї).

Як видно, що для таких речовин, як вода, метанол i амiак, де орiєн-

тацiйнi кореляцiї через водневi зв’язки важливi, спiввiдношення приймає

бiльшi значення. Також ми бачимо, що крiм стандартних простих флюїдiв

iснують двi речовини: бензол C6H6 i циклогексан C6H12, якi характеризую-

ться меншим значенням 𝜉𝑒𝑓𝑓(𝑇𝑡𝑟), нiж iншi речовини з тим самим значення

𝜉𝑡𝑟. Цi двi речовини демонструють досить хорошу вiдповiднiсть мiж моде-

ллю (4.26) на основi Iзiнга та даними (див. Рис. 4.25 - 4.26).

Бачимо, що лише тодi, коли внесок орiєнтацiйних ступенiв свободи не-

значний, iзотропна модель Iзiнга може служити дiйсною iзоморфною мо-

деллю граткового газу.

Ацентричний фактор Пiтцера 𝜔 зазвичай використовується як мiра не-

сферичностi [103]. У роботах [104] i [38] було продемонстровано, як вклю-

чити 𝜔 у пiдхiд глобального iзоморфiзму. Оскiльки 𝜔 визначено феномено-

логiчно, тепер ми не можемо пов’язати його з деяким параметром моделi

iзоморфної ґратки. Це дозволило б розширити пiдхiд для випадку флюї-

дiв з короткими лiнiйними ланцюжками Леннарда-Джонса, оскiльки їх по-

верхневий натяг вiдповiдає унiверсальнiй аргоноподiбнiй поведiнцi згiдно

з результатами [56].

Ми також зазначаємо, що нашi результати для C6H12 (гексану) i N2

можна порiвняти за помилками (див. Табл. 4.3) з результатами [93], де

використовувалися напiвемпiричнi рiвняння, якi включають ацентричний

фактор Пiтцера.
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4.6. Висновки до роздiлу 4

Отриманi результати дозволяють зробити наступнi висновки:

• Продемонстровано, що пiдхiд глобального iзоморфiзму, заснований

на найпростiшiй формi проективних перетворень, може бути засто-

сований не тiльки для дослiдження об’ємних властивостей спiвiсну-

ючих фаз, але й для опису поверхневих властивостей. Це свiдчить

про те, що термодинамiчнi параметри в рiдинах типу Леннарда-

Джонса можна отримати на основi iнформацiї про модель Iзiнга.

• Для тривимiрної моделi ґраткового газу недостатньо використа-

ти вираз Вудбарi. Його модифiкацiя для вiдтворення критичної

асимптотики була отримана з використанням формули Трiценберга-

Цванцiга.

• Було запропоновано поняття “ефективної товщини“ поверхнi для об-

числення коефiцiєнта поверхневого натягу граткового газу та вста-

новлено, що вона пов’язана з кореляцiйною довжиною моделi Iзiн-

га нижче критичної точки. Таким чином усувається двозначнiсть,

пов’язана з рiзницею кореляцiйних довжин спiвiснуючих фаз, че-

рез вiдновлення симетрiї спiвiснування фаз. Унiфiкацiя термодина-

мiчних властивостей, а також поверхневого натягу вздовж кривої

насичення для простих рiдин цiлком природна в рамках такого пiд-

ходу.

• Незалежно вiд ґраткових моделей встановлено асимптотику ефе-

ктивної ширини поверхнi для флюїду за допомогою спiввiдношен-

ня Орнштейна–Цернiке у “наївнiй“ формi. Також виявлено, що на

роль даного параметра найбiльш природно претендує кореляцiйна

довжина.

• Коефiцiєнт поверхневого натягу Леннард-Джонсонiвського флюїду

вiдтворено через гратковий газ iз застосуванням глобального iзо-

морфiзму у тривимiрному просторi. Данi теорiї з мiнiмальною кiль-
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кiстю параметрiв обробки узгоджуються у широкому дiапазонi тем-

ператур з результатами симуляцiй.

• Застосовано перетворення глобального iзоморфiзму до молекуляр-

них флюїдiв. Для багатьох простих флюїдiв вiдхилення не пере-

вищують 6% у всьому дiапазонi доступних температур. Виявленi

бiльшi розбiжностi для речовин зi значним вiдхиленням симетрiї

вiд сферичної, як наслiдок, параметр ширини поверхнi яких має

бути перевизначено.
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ВИСНОВКИ

Основнi висновки з результатiв роботи наступнi.

1. Застосовано перетворення iзоморфiзму флюїду з ґратковим газом

для опису поверхневих властивостей системи.

2. Перевiрено величину парахори для флюїдiв, та не пiдтверджена її

масштабованiсть.

3. Отримана повна вiдповiднiсть мiж результатами теоретичного об-

числення коефiцiєнта поверхневого натягу та симуляцiй у двовимiр-

ному та тривимiрному просторi.

4. Для вiдтворення правильної критичної асимптотики вдосконалено

пiдхiд Вудбарi за допомогою наближення Брегга-Вiльямса до обчи-

слення коефiцiєнта поверхневого натягу граткового газу будь-якої

розмiрностi простору.

5. Введено поняття «ефективної» товщини поверхнi, як ще одного па-

раметра для опису просторової неоднорiдностi на границi «рiдина -

пар». Показано, що на роль даного параметру довжини може пре-

тендувати кореляцiйна довжина. Перевiрено аналiтично та за допо-

могою комп’ютерних моделювань валiднiсть використання кореля-

цiйної довжини у якостi ефективної товщини поверхнi.

6. Застосовано перетворення ГI для аналiзу критичних амплiтуд по-

верхневого натягу, густини, а також кореляцiйних довжин Леннард-

Джонсонiвського флюїду та моделi Iзiнга.

7. Отримано теоретичну формулу для обчислення поверхневого натя-

гу флюїду через iзоморфiзм з ґратковим газом.

8. Проведено оцiнку для потрiйної точки флюїду через ефективну тов-

щину поверхнi.
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9. Приблизно визначено множину “iзiнгiвських“ флюїдiв, для яких пе-

ретворення (2.6) та (2.7) виконуються з високою точнiстю.

Загалом, пiдхiд, що базується на iзоморфiзмi з гратковим газом, дозволяє

усунути необхiднiсть розв’язувати iнтегро-диференцiальнi рiвняння i дає

хорошi результати для «класичних» флюїдiв Леннарда-Джонса, таких як

благороднi гази та вуглекислий газ, а також частинок з майже iдеальною

сферичною симетрiєю їх взаємодiї. Зауважимо, що простого iзоморфiзму з

простою кубiчною ґраткою недостатньо для бiльш складних рiдин, таких

як вода та бутан. Хоча загальний алгоритм побудови моделi iзоморфної

решiтки для даного класу рiдин не є вiдомим, деякi основнi фiзичнi мiрку-

вання, такi як значення критичного коефiцiєнта стисливостi i топологiчна

еквiвалентнiсть фазових дiаграм, є вказiвками для побудови вiдповiдних

iзоморфних ґраткових iзiнгiвських моделей для складних рiдин.

Наявнiсть точних результатiв для граткових моделей має велике зна-

чення для перевiрки пiдходу глобального iзоморфiзму. Наприклад, можна

мiркувати про аналог симетрiї Крамерса-Ваньє для двовимiрного флюїду

Леннарда-Джонса як копiї вiдповiдної симетрiї 2D моделi Iзiнга. У тако-

му випадку має iснувати вiдповiднiсть мiж термодинамiчними властиво-

стями вздовж бiнодальної медiани вище та нижче критичної точки. Цей

iнтригуючий прямий наслiдок глобального iзоморфiзму можна перевiрити

в майбутньому.
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