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АНОТАЦIЯ

Дрожжина А.В. Асимптотична поведiнка розв’язкiв нелiнiйних

неавтономних звичайних диференцiальних рiвнянь n-го порядку. —

Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiлософiї за

спецiальнiстю 111 — математика. — Одеський нацiональний унiверситет

iменi I.I. Мечникова, Одеса, 2020.

Пiдготовка дисертацiї здiйснювалася на кафедрi диференцiальних

рiвнянь, геометрiї та топологiї факультету математики, фiзики та

iнформацiйних технологiй Одеського нацiонального унiверситету iменi

I.I. Мечникова.

Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню асимптотичної

поведiнки розв’язкiв диференцiального рiвняння

y(n) = f
(
t, y, y′, . . . , y(n−1)

)
,

в якому f : [a, ω[×∆Y0
× · · · × ∆Yn−1

−→ R – неперервна функцiя, −∞ <

a < ω ≤ +∞, ∆Yi−1
– деякий однобiчний окiл Yi−1, Yi−1 дорiвнює або

нулю, або ±∞, i = 1, . . . , n. Предметом дослiдження є Pω(Y0, . . . , Yn−1, λ0)-

розв’язки цього рiвняння, умови їх iснування, а також асимптотичнi при

t ↑ ω зображення таких розв’язкiв та їх похiдних до порядку n−1 включно.

Клас Pω(Y0, . . . , Yn−1, λ0)-розв’язкiв був уведений в роботах В.М. Євтухова

i виявився достатньо широким класом монотоних розв’язкiв. Вiн мiстить в

собi правильно, повiльно i швидко змiннi при t ↑ ω розв’язки, а також деякi

типи сингулярних розв’язкiв.

Розв’язок y даного диференцiального рiвняння n-го порядку

називається Pω(Y0, . . . , Yn−1, λ0)-розв’язком, де −∞ ≤ λ0 ≤ +∞, якщо вiн
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визначений на промiжку [t0, ω[⊂ [a, ω[ i задовольняє наступнi умови

lim
t↑ω

y(i−1)(t) = Yi−1 (i = 1, . . . , n), lim
t↑ω

[
y(n−1)(t)

]2
y(n)(t)y(n−2)(t)

= λ0.

Згiдно з результатами В.М. Євтухова множина всiх можливих типiв таких

розв’язкiв за своїми асимптотичними при t ↑ ω властивостями розпадається

на n+2 неперетинних множин, що вiдповiдають наступним значеннням λ0:

λ0 ∈ R \
{

0,
1

2
, . . . ,

n− 2

n− 1
, 1

}
, λ0 = 1, λ0 = ±∞,

λ0 =
n− i− 1

n− i
(i = 1, . . . , n− 1).

При n = 2, тобто для диференцiального рiвняння другого по-

рядку, асимптотика Pω(Y0, Y1, λ0)-розв’язкiв встановлювалась в роботах

В. М. Євтухова i Л.I. Кусiк. При n ≥ 2 у роботах В.М. Євтухова,

А.М. Самойленко, а також у роботах В.М. Євтухова i О.М. Клопота

були одержанi асимптотичнi зображення Pω(Y0, . . . , Yn−1, λ0)-розв’язкiв та

їх похiдних до порядку n− 1 включно диференцiальних рiвнянь виду

y(n) = α0p(t)ϕ(y), y(n) =
m∑
i=1

αipi(t)
n−1∏
j=0

ϕij

(
y(j)
)
,

де α0, αi ∈ {−1; 1}, p, pi : [a, ω[−→]0,+∞[ (i = 1, . . . ,m)– неперервнi

функцiї, ϕ : ∆Y0
−→]0,+∞[, ϕij−1 : ∆Yj−1

−→]0,+∞[ – неперервнi i

правильно змiннi функцiї при y(j−1) −→ Yj−1, j = 1, . . . , n.

Першi результати про асимптотику розв’язкiв диференцiальних

рiвнянь з правильно змiнними нелiнiйностями були отриманi в роботах

V. Marić, M. Tomić, S.D. Taliaferro, В.М. Євтухова, Л.О. Кирилової i деяких

iнших авторiв для диференцiальних рiвнянь другого порядку виду

y′′ = α0p(t)ϕ(y).

Правильно змiнна функцiя є добутком степеневої i повiльно змiнної

функцiї. Тому дослiдження рiвнянь з правильно змiнними нелiнiйностями
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було пов’язано з бажанням поширити на такi рiвняння результати отриманi

на протязi ХХ столiття для рiвнянь зi степеневими нелiнiйностями, зокрема,

для узагальнених рiвнянь типу Емдена-Фаулера, частиннi випадки яких

виникають в багатьох галузях природознавства.

В дисертацiйнiй роботi кожний з вказаних вище n + 2 типiв

Pω(Y0, Y1, . . . , Yn−1, λ0)-розв’язкiв диференцiального рiвняння n-го порядку

загального виду вивчається окремо при виконаннi умови (RN)λ0
, суть якої

полягає в тому, що на будь-якому з таких розв’язкiв рiвняння є у деякому

сенсi асимптотично близьким до рiвняння

y(n) = α0p(t)
n∏
j=1

ϕj−1

(
y(j−1)

)
,

де α0 ∈ {−1; 1}, p : [a, ω[−→]0,+∞[ – неперервна функцiя, ϕj−1 : ∆Yj−1
−→

]0,+∞[ – неперервна правильно змiнна функцiя порядку σj−1 при y(j) −→

Yj−1, j = 1, . . . , n.

Наприклад, у випадку, коли λ0 ∈ R \
{

0, 1
2 , . . . ,

n−2
n−1

}
умова (RN)λ0

визначається наступним чином.

Будемо казати, що функцiя f у диференцiальному рiвняннi

задовольняє умову (RN)λ0
при λ0 ∈ R \

{
0, 1

2 , . . . ,
n−2
n−1

}
, якщо iснують

числа α0 ∈ {−1; 1}, t0 ∈ [a, ω[, неперервна функцiя p : [t0, ω[−→]0,+∞[

i неперервнi правильно змiннi при zj−1 → Yj−1 (j = 1, ..., n) функцiї

ϕj−1 : ∆Yj−1
→]0,+∞[ порядкiв σj−1 (j = 1, ..., n) такi, що для будь-яких

неперервно диференцiйовних функцiй zj−1 : [t0, ω[→ ∆Yj−1
(j = 1, ..., n), якi

задовольняють умови

lim
t↑ω

zj−1(t) = Yj−1, lim
t↑ω

πω(t)z′j−1(t)

zj−1(t)
=

a0j

λ0 − 1
(j = 1, ..., n),

де

a0j = (n− j)λ0 − (n− j − 1) (j = 1 . . . , n),
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πω(t) =

 t, якщо ω = +∞,

t− ω, якщо ω < +∞,

має мiсце зображення

f(t, z0(t), ..., zn−1(t)) = α0p(t)
n∏
j=1

ϕj−1(zj−1(t))[1 + o(1)] при t ↑ ω.

Для кожного з n + 2 вказаних вище можливих значень параметру λ0 при

виконаннi умови (RN)λ0
розроблено методику дослiдження асимптотичної

поведiнки Pω(Y0, . . . , Yn−1, λ0)-розв’язкiв розглядаємого в дисертацiї дифе-

ренцiального рiвняння n- го порядку загального виду. Вона базується на

застосуваннi апрiорних асимптотичних властивостях Pω(Y0, . . . , Yn−1, λ0)-

розв’язкiв, асимптотичних властивостей правильно змiнних функцiй,

побудованих ранiше пiдходiв i методiв дослiдження асимптотичної

поведiнки розв’язкiв диференцiальних рiвнянь зi степеневими та правильно

змiнними нелiнiйностями.

З використанням даної методики у другому

роздiлi дисертацiї одержано результати про умови iснування i асимптотику

Pω(Y0, . . . , Yn−1, λ0)-розв’язкiв розглядаємого диференцiального рiвняння

n-го порядку у випадку, коли λ0 ∈ R \
{

0, 1
2 , . . . ,

n−2
n−1

}
, у третьому i

четвертому роздiлах– у випадках λ0 = 1 i λ0 = ±∞ вiдповiдно, у п’ятому

- у випадках, коли λ0 = n−i−1
n−i (i = 1, . . . , n− 1). Перший роздiл дисертацiї

мiстить огляд дослiджень асимптотичної поведiнки розв’язкiв рiвнянь зi

степеневими та правильно змiнними нелiнiйностями.

В дисертацiйнiй роботi для кожного з n + 2 можливих значень

параметру λ0 при виконаннi умови (RN)λ0
вперше для розглядаємого

диференцiального рiвняння n-го порядку загального виду:

1) встановлено необхiднi умови iснування Pω(Y0, . . . , Yn−1, λ0)-

розв’язкiв;
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2) отримано асимптотичнi при t ↑ ω зображення Pω(Y0, . . . , Yn−1, λ0)-

розв’язкiв та їх похiдних до порядку n− 1 включно у неявному виглядi;

3) одержано достатнi умови iснування Pω(Y0, . . . , Yn−1, λ0)-розв’язкiв

з отриманими асимптотичними зображеннями i вирiшено питання про

кiлькiсть таких розв’язкiв;

4) при незначних додаткових обмеженнях на деякi з функцiй ϕj−1

(j ∈ {1, . . . , n}) з неявних асимптотичних формул для Pω(Y0, . . . , Yn−1, λ0)–

розв’язкiв одержано явнi асимптотичнi формули для таких розв’язкiв та їх

похiдних до порядку n− 1 включно.

Питання про фактичне iснування Pω(Y0, Y1, . . . , Yn−1, λ0)– розв’язкiв

зi знайденими асимптотичними зображеннями вирiшувалось шляхом зве-

дення за допомогою деяких перетворень до

питання про iснування зникаючих в особливiй точцi розв’язкiв у систем

квазiлiнiйних диференцiальних рiвнянь i застосуванням для таких систем

вiдомих результатiв, що були отриманi ранiше в роботах В.М. Євтухова i

А.М. Самойленка.

Одержанi в дисертацiї результати проiлюстровано на прикладi

важливого класу нелiнiйних диференцiальних рiвнянь n-го порядку виду

y(n) =

k∑
i=1

αipi(t)
n∏
j=1

ϕij−1(y
(j−1))

m∑
i=k+1

αipi(t)
n∏
j=1

ϕij−1(y(j−1))
,

де αi ∈ {−1; 1}, pi : [a, ω[−→]0,+∞[ – неперервна функцiя, ϕij−1 :

∆Yj−1
−→]0,+∞[ – неперервна i правильно змiнна функцiя порядку σij−1

при y(j) −→ Yj−1, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n.

Дисертацiйна робота має теоретичний характер. Усi результати є

новими, вони математично обґрунтованi й повнiстю викладенi у наукових

публiкацiях автора.
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Ключовi слова: диференцiальнi рiвняння n-го порядку загального

виду, правильно змiннi функцiї, асимптотичнi зображення розв’язкiв,

Pω(Y0, Y1, . . . , Yn−1, λ0)– розв’язки, необхiднi i достатнi умови iснування.

ABSTRACT

Drozhzhyna A.V. Asymptotic behavior of solutions of nonlinear

nonautonomous ordinary differential equations of the n-th order. — Qualification

research thesis with the rights of manuscript.

Thesis for the scientific degree of Doctor of Philosophy by the speciality

111 – Mathematics. — Odesa I.I. Mechnikov National University, Ministry of

Education and Science of Ukraine, Odesa, 2020.

The preparation of the thesis was carried out at the Department of

Differential Equations, Geometry and Topology of the Faculty of Mathematics,

Physics and Information Technologies of Odesa I.I. Mechnikov National

University.

The dissertation work is devoted to the study of asymptotic behaviour of

solutions of the differential equation

y(n) = f
(
t, y, y′, . . . , y(n−1)

)
.

Here f : [a, ω[×∆Y0
× · · · ×∆Yn−1

−→ R is a continuous ffunction, −∞ < a <

ω ≤ +∞, ∆Yi−1
is some one-sided neigbourhood of Yi−1, Yi−1 equals to zero or to

±∞, i = 1, . . . , n. The subject of the research is Pω(Y0, . . . , Yn−1, λ0)-solutions

of this equation, conditions of their existence and also asymptotic as t ↑ ω

representations of such solutions and their derivatives up to the order n − 1.

The class of Pω(Y0, . . . , Yn−1, λ0)-solutions was introducted in works of V. M.

Evtukhov and it appeared to be an enough wide class of monotone solutions. It

includes regularly, slowly and rapidly varying as t ↑ ω solutions and also some

types of singular solutions.
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The solution y of the considered differential equation of the n-th order is

called Pω(Y0, . . . , Yn−1, λ0)-solution, where −∞ ≤ λ0 ≤ +∞, if it is defined on

the half-interval [t0, ω[⊂ [a, ω[ and satifies the next conditions

lim
t↑ω

y(i−1)(t) = Yi−1 (i = 1, . . . , n), lim
t↑ω

[
y(n−1)(t)

]2
y(n)(t)y(n−2)(t)

= λ0.

According to the results of V. M. Evtukhov the set of all such solutions by

its asymptotic as t ↑ ω properties decomposes onto n + 2 disjoint sets, that

correspond the next values of λ0:

λ0 ∈ R \
{

0,
1

2
, . . . ,

n− 2

n− 1
, 1

}
, λ0 = 1, λ0 = ±∞,

λ0 =
n− i− 1

n− i
(i = 1, . . . , n− 1).

If n = 2 i. e., for the differential equation of the second order the asymptotics of

Pω(Y0, Y1, λ0)-solutions have been established in the works of V. M. Evtuckhov

and L. I. Kusik. If n ≥ 2 in works of V. M. Evtuckhov, A. M. Samoilenko

and also in the works of V.M. Evtuckhov and O.M. Klopot the asymptotic

representations of Pω(Y0, . . . , Yn−1, λ0)-solutions and their derivatives up to the

order n− 1 have been received for the differential equations of the type

y(n) = α0p(t)ϕ(y), y(n) =
m∑
i=1

αipi(t)
n−1∏
j=0

ϕij

(
y(j)
)
,

where α0, αi ∈ {−1; 1}, p, pi : [a, ω[−→]0,+∞[ (i = 1, . . . ,m) are continuous

functions, ϕ : ∆Y0
−→]0,+∞[, ϕij−1 : ∆Yj−1

−→]0,+∞[ are continuous and

regularly varying functions as y(j−1) −→ Yj−1, j = 1, . . . , n.

The first results on the asymtotics of solutions of differential equations

with regularly varying nonlinearities have been obtained in the works of

V. Marić, M. Tomić, S.D. Taliaferro, V. M. Evtukhov, L. O. Kirillova and some

other authors for the differential equations of the second order of the type

y′′ = α0p(t)ϕ(y).
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Any regularly varying function is a product of some power function and some

slowly varying function. Therefore researches of equations with regularly varying

nonlinearities have been connected with the wish to extend to such equations

the results, that have been received during the XX centuary for the equations

with power nonlinearities, in particular, for the generalized equation of Emden-

Fowler’s type, particular cases of which appear in a lot of sciences of nature.

In the dissertation work every of the mentioned above n + 2 types of

Pω(Y0, Y1, . . . , Yn−1, λ0)-solutions of the differential equation of the n-th order

of general form is studied separately by the fulfillment of the condition (RN)λ0
.

The kernel of the condition is the fact, that onto the any of such solutions the

equation is in some sense asymptotically near to the equation

y(n) = α0p(t)
n∏
j=1

ϕj−1

(
y(j−1)

)
,

where α0 ∈ {−1; 1}, p : [a, ω[−→]0,+∞[ is a continuous function, ϕj−1 :

∆Yj−1
−→]0,+∞[ is a continuous regularly varying function of the order σj−1

as y(j) −→ Yj−1, j = 1, . . . , n.

For example, if λ0 ∈ R \
{

0, 1
2 , . . . ,

n−2
n−1

}
the condition (RN)λ0

is

determined by the next way.

We consider the function f of the differential equat1ion satisfies the

condition (RN)λ0
when λ0 ∈ R \

{
0, 1

2 , . . . ,
n−2
n−1

}
, if there exist such numbers

α0 ∈ {−1; 1}, t0 ∈ [a, ω[, such continuous function p : [t0, ω[−→]0,+∞[

and continuous regularly varying as zj−1 → Yj−1 (j = 1, ..., n) functions

ϕj−1 : ∆Yj−1
→]0,+∞[ of the orders σj−1 (j = 1, ..., n) such that for all

continuously differentible functions zj−1 : [t0, ω[→ ∆Yj−1
(j = 1, ..., n), that

satisfy the conditions

lim
t↑ω

zj−1(t) = Yj−1, lim
t↑ω

πω(t)z′j−1(t)

zj−1(t)
=

a0j

λ0 − 1
(j = 1, ..., n),
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where

a0j = (n− j)λ0 − (n− j − 1) (j = 1 . . . , n),

πω(t) =

 t, if ω = +∞,

t− ω, if ω < +∞,

the next representation takes place

f(t, z0(t), ..., zn−1(t)) = α0p(t)
n∏
j=1

ϕj−1(zj−1(t))[1 + o(1)] as t ↑ ω.

By the condition (RN)λ0
takes place, for every of the pointed out n + 2

possible values of the parameter λ0 methods of investigation of asymptotic

behavior of Pω(Y0, . . . , Yn−1, λ0)-solutions of the considered in the dissertation

work the n-th order differential equation of general type are worked out. The

application of a priori asymptotic properties of Pω(Y0, . . . , Yn−1, λ0)-solutions,

asymptotic properties of regularly varying functions, approaches and methods

of investigation of asymptotic behavior of solutions of differential equations with

power and regularly varying nonlinearities that have been worked out before are

in their ground. The first part of the dissertation work is devoted to the review

of the last ones.

By the use of the developed methods in the second part of the dissertation

work there have been received the results about conditions of the existence

and asymptotics of Pω(Y0, . . . , Yn−1, λ0)-solutions of the considered n-th order

differential equation in the cases when λ0 ∈ R \
{

0, 1
2 , . . . ,

n−2
n−1

}
. In the third

and in the fourth parts of the work the analogous results have been obtained,

correspondingly, for the cases λ0 = 1 and λ0 = ±∞. In the fifth part with the

analogous outputs the cases λ0 = n−i−1
n−i (i = 1, . . . , n− 1) are investigated.

In the dissertation work for the every of n + 2 possible values of the

parameter λ0 by fulfilment of the condition (RN)λ0
for the considered n-th

order differential equation of general type at first
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1) there are established the necessary conditions of the existence of

Pω(Y0, . . . , Yn−1, λ0)-solutions;

2) in an implicit form asymptotic as t ↑ ω representations of

Pω(Y0, . . . , Yn−1, λ0)-solutions and their derivatives up to the order n − 1 are

received;

3) sufficient conditions of the existence of Pω(Y0, . . . , Yn−1, λ0)-solutions

with the received asymptotic representations are found and the problem of their

amount is solved;

4) by the insignificant additional restrictions onto some of the

functions ϕj−1 (j ∈ {1, . . . , n}) from the implicit asymptotic formulas for

the Pω(Y0, . . . , Yn−1, λ0)-solutions the explicit asymptotic formulas for such

solutions and their derivatives up to the (n− 1)-th order are received.

The question of the existence in fact the Pω(Y0, Y1, . . . , Yn−1, λ0)-solutions

with the found asymptotic representations is solved by its reduction with the

help of some transformations to the question of the existence of the vanishing in

a singular point solutions of the system of quasi-linear differential equations and

application for such systems the known results received formerly in the works

of V. M. Evtukhov and A. M. Samoilenko.

The results of the dissertation work are illustrated by examples of the

important class of nonlinear differential equations of the n-th order of the

following type

y(n) =

k∑
i=1

αipi(t)
n∏
j=1

ϕij−1(y
(j−1))

m∑
i=k+1

αipi(t)
n∏
j=1

ϕij−1(y(j−1))
,

where αi ∈ {−1; 1}, pi : [a, ω[−→]0,+∞[ is a continuous function, ϕij−1 :

∆Yj−1
−→]0,+∞[ is continuous regularly varying function of the order σij−1 as

y(j) −→ Yj−1, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n.
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The dissertation work has theoretical character. All the received results

are new, they are mathematically grounded and in a full represented in the

scientific publications of the author.

Key words: differential equations of the n-th order of general

type, regularly varying functions, asymptotic representations of solutions,

Pω(Y0, Y1, . . . , Yn−1, λ0)-solutions, necessary and sufficient conditions of the

existence.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Потреби сучасної науки призводять до

необхiдностi подальшого розвитку теорiї iстотно нелiнiйних неавтономних

звичайних диференцiальних рiвнянь. Такi рiвняння виникають в багатьох

галузях природознавства при побудовi математичних моделей реальних

процесiв. Важливу роль в розробцi пiдходiв i методiв дослiдження

поведiнки розв’язкiв iстотно нелiнiйних неавтономних диференцiальних

рiвнянь вiдiграли результати, що були отриманi з кiнця XIX столiття

по 90 роки XX столiття для диференцiальних рiвнянь зi степеневими

нелiнiйностями, зокрема, для рiвнянь Емдена-Фаулера i узагальнених

рiвнянь типу Емдена-Фаулера другого та n-го порядкiв. Серед робiт

виконаних у цей перiод особливо треба вiдзначити роботи R. V. Atkinson,

И. Т. Кигурадзе, Т. А. Чантурия, В. А. Кондратьева, Н. А. Изобова,

И.В. Асташовой, S. Belohorec, S.D. Taliaferro, J.S.W. Wong, О.В. Костiна,

В.М. Євтухова. Дослiдження бiльшостi з цих, а також багатьох iнших

авторiв були вiдображенi i пiдсумованi в монографiї I.Т. Кiгурадзе

i Т.А. Чантурiя "Асимптотические свойства решений неавтономных

обыкновенных дифференциальных уравнений"( М.: Наука. 1990). Бiльш

того, в цiй монографiї на пiдставi дослiджень рiвнянь зi степеневими

нелiнiйностями були визначенi для рiвнянь n-го порядку загального виду

правильнi та сингулярнi розв’язки i дана класифiкацiя таких розв’язкiв,

а також були встановленi умови iснування розв’язкiв з кожного з цих

класiв i асимптотичнi оцiнки для деяких з них. В роботах В.М. Євтухова,

присвячених узагальненим диференцiальним рiвнянням типу Емдена-

Фаулера n-го порядку, був визначений достатньо широкий клас Pω(λ0)-

розв’язкiв. Для кожного з n + 2 можливих типiв таких розв’язкiв були

одержанi умови їх iснування, а також асимптотичнi формули при t ↑ ω для
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цих розв’язкiв та їх похiдних до порядку n− 1 включно.

Починаючи з 80 рокiв XX столiття у зв’язку з бурхливим розвитком,

створеної Й. Карамата у 1930 роцi теорiї правильно змiнних функцiй,

проявляється iнтерес до її застосування в теорiї диференцiальних рiвнянь.

Оскiльки правильно змiнна функцiя є добутком степеневої функцiї на

повiльну змiнну функцiю, то цiлком природним виникає бажання про

поширення результатiв, що були отриманi ранiше для диференцiальних

рiвнянь зi степеневими нелiнiйностями, на диференцiальнi рiвняння з

правильно змiнними нелiнiйностями. Першi результати у цьому напрямку

були одержанi в роботах V. Marić, M. Tomić, S.D. Taliaferro для

двочлених диференцiальних рiвнянь з правильно змiнною нелiнiйнiстю. В

подальшому в роботах В.М. Євтухова, Л.О. Кирилової, М. О. Бiлозерової,

В. М. Харькова для двочлених диференцiальних рiвнянь другого порядку

з правильно змiнними нелiнiйностями були встановленнi умови iснування

i асимптотичнi зображення для всiх можливих типiв Pω(λ0)-розв’язкiв.

В роботах В.М. Євтухова i Л.I. Кусiк була здiйснена спроба подальшого

поширення цих дослiджень на диференцiальнi рiвняння другого порядку

загального виду, якi у деякому сенсi є асимптотично близькими до

диференцiальних рiвнянь з правильно змiнними нелiнiйностями. Найбiльш

вагомi результати про асимптотику Pω(λ0)-розв’язкiв, а точнiше про

асимптотику Pω(Y0, λ0)-розв’язкiв i Pω(Y0, Y1, . . . , Yn−1, λ0)-розв’язкiв були

отриманi в роботах В.М. Євтухова, А.М. Самойленко i В.М. Євтухова,

А.М. Клопота (вiдповiдно) для диференцiальних рiвнянь n-го порядку з

правильно змiнними нелiнiйностями.

У зв’язку з вище викладеним наразi є актуальною задача

про асимптотичну поведiнку Pω(λ0)-розв’язкiв неавтономних звичайних

диференцiальних рiвнянь n-го порядку загального виду, що в якомусь сенсi
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є близькими до рiвнянь з правильно змiнними нелiнiйностями.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Дисертацiйна робота виконана згiдно плану науково-дослiдної роботи

Одеського нацiонального унiверситету iменi I.I. Мечникова у рамках

держбюджетних тем кафедри диференцiальних рiвнянь,

геометрiї та топологiї: "Дослiдження асимптотичної поведiнки розв’язкiв

диференцiальних рiвнянь аналiтичними та якiсними методами"(номер

державної реєстрацiї 0109U003665) i "Функцiональнi класи в еволюцiйних

системах"(номер державної реєстрацiї 0116U001492).

Мета та задачi дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є

встановлення необхiдних та достатнiх умов iснування всiх можливих

типiв Pω(Y0, Y1, . . . , Yn−1, λ0)-розв’язкiв у диференцiального рiвняння n-го

порядку загального виду, що э асимптотично близьким у деякому сенсi

до рiвняння з правильно змiнними нелiнiйностями, а також асимптотичних

зображень для цих розв’язкiв та їх похiдних до n−1 включно з вирiшенням

питання про кiлькiсть таких розв’язкiв.

Об’єкт дослiдження. Диференцiальне рiвняння

y(n) = f
(
t, y, y′, . . . , y(n−1)

)
, (0.1)

в якому f : [a, ω[×∆Y0
× · · · × ∆Yn−1

−→ R – неперервна функцiя, −∞ <

a < ω ≤ +∞, ∆Yi−1
– деякий однобiчний окiл Yi−1, Yi−1 дорiвнює або нулю,

або ±∞, i = 1, . . . , n.

Предмет дослiдження. Асимптотична при t ↑ ω поведiнка

Pω(Y0, Y1, . . . , Yn−1, λ0) - розв’язкiв диференцiального рiвняння (0.1).

Методика дослiдження. В дисертацiйнiй роботi використовуються

методи теорiї диференцiальних рiвнянь, класичного аналiзу, лiнiйної

алгебри, теорiї правильно та повiльно змiнних функцiй, асимптотичнi

методи. Застосовуються також сучаснi результати теорiї звичайних дифе-
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ренцiальних рiвнянь.

Наукова новизна одержаних результатiв. Усi отриманi у

дисертацiї результати є новими. Зокрема, для диференцiального рiвняння

n-го порядку (0.1) загального виду при кожному з n+ 2 можливих значень

параметру λ0 визначено умову (RN)λ0
на праву частину рiвняння i при її

виконаннi вперше:

1) встановлено необхiднi умови iснування Pω(Y0, Y1, . . . , Yn−1, λ0)-

розв’язкiв у диференцiального рiвняння (0.1), а також асимптотичнi при

t ↑ ω зображення в певному видi для таких розв’язкiв та їх похiдних до

порядку n− 1 включно;

2) одержано достатнi умови iснування Pω(Y0, Y1, . . . , Yn−1, λ0)-

розв’язкiв рiвняння (0.1) з отриманими асимптотчними зображеннями i

визначена кiлькiсть таких розв’язкiв;

3) встановлено додатковi умови до (RN)λ0
при виконаннi яких

асимптотичнi зображення для Pω(Y0, Y1, . . . , Yn−1, λ0)-розв’язкiв можуть

бути записаними у явному видi.

Одержанi в роботi результати проiлюстровано на прикладах рiвнянь

n-го порядку, один з яких є класом неавтономних диференцiальних

рiвнянь n-го порядку з правильно змiнними нелiнiйностями, асимптотична

поведiнка розв’язкiв якого ранiше не дослiджувалась.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна

робота має теоретичний характер. Отриманi результати та застосована в

роботi методика можуть бути використанi при подальшому дослiдженнi

диференцiальних рiвнянь n-го порядку загального вигляду, а також для

опису асимптотичної поведiнки розв’язкiв диференцiальних рiвнянь, що є

математичними моделями реальних процесiв, що вивчаються на практицi.

Особистий внесок здобувача. Усi результати дисертацiйної роботи
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отриманi автором самостiйно. За результатами дисертацiї опублiковано

чотири роботи, з них двi у спiвавторствi з науковим керiвником

Євтуховим В.М., якому належать постановка задачi, визначення мети та

завдань дослiдження, вибiр методiв i напрямкiв розв’язання поставленої

задачi та загальне керiвництво роботою.

Апробацiя результатiв. Результати роботи доповiдались i обгово-

рювались на наукових семiнарах i конференцiях:

1) Мiжнародна конференцiя "Диференцiальнi рiвняння та їх

застосування"(м. Кам’янець-Подiльський, Україна, 19-21 травня 2017 р.);

2) Мiжнародна конференцiя "Сучаснi проблеми математики та її засто-

сування в природничих науках i iнформацiйних технологiях"(м. Чернiвцi,

17-18 вересня 2018 р.);

3)Мiжнародна конференцiя "International Conference of Young Mathemati-

cians": тези доповiдей (Kyiv, Ukraine, June 6-8,2019). Kyiv, 2019. P. 57.

4) Мiжнародна конференцiя "Функцiональнi методи в теорiї наближень,

диференцiальних рiвняннях та обчислювальнiй математицi IV"присвячена

100-рiччю з дня народження В. К. Дзядика (1919-1998): тези доповiдей

(с.Свiтязь, 20-26 червня, 2019 р.). Київ, 2019. С. 77.

5) International Workshop on the Qualitative Theory of Differential Equations

"QUALITDE - 2019"(Tbilisi, Georgia, December 7-9, 2019);

6) Мiжнародна конференцiя "Сучаснi проблеми диференцiальних рiвнянь

та їх застосування"(м. Чернiвцi, 16-19 вересня 2020 р.);

Публiкацiї. За результатами дисертацiйної роботи опублiковано

чотири статтi, двi з яких [31, 32] надрукованi в фахових виданнях, переклад

яких iндексований у наукометричнiй базi SCOPUS, та двi iншi [7, 8]

у наукових виданнях з перелiку фахових видань, затвердженого МОН
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України, i шiсть тез доповiдей на мiжнародних i вiтчизняних наукових

математичних конференцiях [9, 10, 11, 21, 76, 22].

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається з анотацiї,

вступу, 5 роздiлiв, висновкiв, списку використаних джерел, що мiстить 104

найменувань i додатку. Загальний обсяг дисертацiї становить 164 сторiнки,

основний текст займає 121 сторiнку.

Змiст роботи. У вступi обґрунтовується актуальнiсть обраної теми,

визначено мету, основнi завдання та методи дослiдження, а також наукову

новизну роботи та теоретичне значення отриманих результатiв.

У першому роздiлi дисертацiйної роботи подано огляд

дослiджень асимптотичної поведiнки розв’язкiв диференцiальних рiвнянь

зi степеневими та правильно змiнними нелiнiйностями. На пiдставi цих

дослiджень визначена задача, вирiшення якої може сприяти подальшому

розвитку даного напрямку дослiджень, а саме задача про умови iснування

та асимптотику Pω(Y0, Y1, . . . , Yn−1, λ0)-розв’язкiв диференцiальних рiвнянь

n-го порядку загального виду (0.1), якi є асимптотично близькими до

рiвнянь з правильно змiнними нелiнiйностями. Ця задача обрана у якостi

теми дисертацiйного дослiдження. У такiй постановцi вона потребує

визначення чiтких умов на праву частину рiвняння, при виконаннi яких

рiвняння є асимптотично близьким до рiвняння певного виду з правильно

змiнними нелiнiйностями. Для кожного з n + 2 значень параметру λ0,

шо вiдповiдають n + 2 можливим типам Pω(Y0, Y1, . . . , Yn−1, λ0)-розв’язкiв,

в дисертацiї була визначена така умова (RN)λ0
на праву частину

рiвняння (0.1), при виконаннi якої може бути здiйснено дослiдження

Pω(Y0, Y1, . . . , Yn−1, λ0)-розв’язкiв.

У другому роздiлi дисертацiї для неособливого випадку, коли λ0 ∈ R\{
0, 1

2 , . . . ,
n−2
n−1 , 1

}
, при виконаннi умови (RN)λ0

доведено двi теореми, в яких
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встановлено необхiднi та достатнi умови iснування, а також асимптотичнi

при t ↑ ω зображення Pω(Y0, Y1, . . . , λ0) - розв’язкiв диференцiального

рiвняння (0.1) та їх похiдних до порядку n − 1 включно. Одержанi тут

результати проiлюстровано на прикладах двох рiвнянь n-го порядку, одне

з яких є класом рiвнянь з правильно змiнними нелiнiйностями, що ранiше

не розглядалися.

Подiбнi результати були отриманi у роздiлах II-V для решти випадкiв

значень параметру λ0 (особливi випадки).
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ОГЛЯД ДОСЛIДЖЕНЬ ЗА ТЕМОЮ ДИСЕРТАЦIЇ

§1.1. Дослiдження асимптотичної поведiнки розв’язкiв

iстотно нелiнiйних неавтономних диференцiальних рiвнянь зi

степеневими нелiнiйностями

Iстотно нелiнiйнi неавтономнi звичайнi диференцiальнi рiвняння зi

степеневою нелiнiйнiстю вперше виникають в астрофiзичних дослiдженнях

Г. Лейна, А. Рiттера, А. Шустера й Р. Емдена, що проводились у другiй

половинi ХIХ столiття. Вони були частинними випадками рiвняння

y′′ = ±tγyσ (γ ∈ R, σ > 1). (1.1)

Пiзнiше рiвняння виду (1.1) починають з’являтися в дослiдженнях,

якi проводилися в газовiй динамiцi, ядернiй фiзицi, механiки рiдин та iнших

галузях природознавства, зокрема, у 1927 роцi воно у виглядi рiвняння

y′′ = t−
1
2y

3
2

з’являється в роботах Л. Томаса [103] i Е. Фермi [88] при вивченнi розподiлу

електронiв у важкому атомi.

Одержанi до 1907 року результати для рiвняння (1.1) були

пiдсумованi в монографiї Р. Емдена [82]. Достатньо повне дослiдження

асимптотичних властивостей розв’язкiв рiвняння (1.1) було здiйснене в

роботах Р. Фаулера [87], [85], [86], пiсля чого такi рiвняння в науковiй

лiтературi почали називатися рiвняннями Емдена-Фаулера. Результати

Р. Фаулера у повнiй мiрi були вiдображенi в монографiях Р. Беллмана [2] i

Дж. Сансоне [62], що були надрукованi у 1954 роцi. Цi монографiї сприяли

iнтересу дослiдникiв до побудови асимптотичної теорiї узагальненого

рiвняння типу Емдена-Фаулера

y′′ = α0p(t)|y|σ sign y, (1.2)
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в якому α0 ∈ {−1, 1}, p : [a,+∞[→]0,+∞[ - неперервна функцiя, σ 6= 1.

У 1955 роцi в роботi Ф.В. Аткiнсона [72] був одержаний при α0 = −1

i σ > 1 критерiй коливностi всiх правильних розв’язкiв рiвняння (1.2). Це

був перший вагомий результат для узагальненого рiвняння типу Емдена-

Фаулера. В подальшому I.T. Кiгурадзе [92, 93, 94, 95] розробив методику

встановлення асимптотики правильних неколивних i коливних, а також

сингулярних розв’язкiв рiвняння (1.2) при σ > 1. Пiзнiше в роботах

Ш. Бiлогорца [73, 74] та Т.А. Чантурiя [65, 66, 67, 68, 69] були отриманi

аналогiчнi результати для випадку 0 < σ < 1.

А.В. Костiним [54] для встановлення асимптотичної поведiнки

правильних неколивних розв’язкiв рiвняння (1.2) у випадку σ > 1, була

запропонована методика, що вiдрiзняється вiд тої, яка використовувалась

I.Т. Кiгурадзе. Ця методика дозволила в роботах А. В. Костiна,

В. М. Євтухова [55] i В.М. Євтухова [12, 13, 14, 15] дослiдити в

рамках єдиного пiдходу правильнi та рiзнi типи сингулярних розв’язкiв

диференцiального рiвняння

y′′ = α0p(t)|y|σ|y′|λ sign y (σ + λ 6= 1), (1.3)

в якому α0 ∈ {−1, 1}, σ, λ ∈ R, p : [a, ω[→ R – неперервна функцiя,

−∞ < a < ω ≤ +∞. При цьому були одержанi результати, якi охоплювали

для рiвняння (1.2) також випадки, якi ранiше не розглядалися, зокрема,

випадок, коли σ < 0.

Наступнi дослiдження асимптотичних властивостей правильних

та сингулярних розв’язкiв диференцiальних рiвнянь зi степеневими

нелiнiйностями були присвяченi узагальненим рiвнянням типу Емдена-

Фаулера n-го порядку i спробами їх поширення на рiвняння загального

виду

y(n) = f(t, y, y′, ..., y(n−1)), (1.4)
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в якому функцiя f задовольняє одну з нерiвностей

(−1)if(t, y, y′, ..., y(n−1))y ≥ 0 (i ∈ {0; 1}).

Тут особливо треба вiдзначити роботи Д.В. Iзюмової [33, 34, 35],

Д.В. Iзюмової, I.Т. Кiгурадзе [36], I.Т. Кiгурадзе [40, 42, 44, 93, 94],

I. В. Асташової [1], Ю.А. Клокова [50], С.Н. Олехника [60, 61],

Т.А. Чантурiї [69], В.Н. Шевело [71], В.Н. Шевело, В.Г. Штелика [70],

J.S.W. Wong [104], I.W. Heidel, D.V. Hinton [90], Г.Г. Квiнiкадзе, I.Т.

Кiгурадзе [37], Г.Г.Квiнiкадзе [38, 39].

Дослiдження бiльшостi з цих, а також багатьох iнших авторiв були

вiдображенi i пiдсумованi в монографiї I.Т. Кiгурадзе i Т.А. Чантурiя

[46]. Бiльш того, в цiй монографiї на пiдставi дослiджень рiвнянь зi

степеневими нелiнiйностями були визначенi для рiвнянь n-го порядку

загального виду (1.4) правильнi та сингулярнi розв’язки i дана класифiкацiя

таких розв’язкiв, а також були встановленi умови iснування розв’язкiв з

кожного з цих класiв i асимптотичнi оцiнки для деяких з них.

А.В. Костiн [56, 57] для достатньо широкого класу рiвнянь n-

го порядку зi степеневими нелiнiйностями дослiдив асимптотичну пове-

дiнку правильних неколивних розв’язкiв, якi визначаються формальним

застосуванням формул Г. Хардi [89]

y(i)(t)

y(t)
∼ ci

(
y′(t)

y(t)

)i
(i ≥ 1, ci 6= 0) при t→ +∞.

Бiльш загальний клас монотонних розв’язкiв був запроваджений

В. М. Євтуховим [16, 17, 18, 19] при дослiдженнi узагальненого рiвняння

типу Емдена-Фаулера

y(n) = α0p(t)|y|σ0|y′|σ1...|y(n−1)|σn−1 sign y, (1.5)

де n ≥ 2, α0 ∈ {−1, 1}, σ0, ..., σn−1 - дiйснi числа, що задовольняють
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нерiвнiсть σ0 +σ1 + ...+σn−1 6= 1, i p : [a, ω[→]0,+∞[ (−∞ < a < ω ≤ +∞)

— неперервна функцiя.

Означення 1.1. Розв’язок y рiвняння (1.5) називається Pω(λ0)-

розв’язком, де −∞ ≤ λ0 ≤ +∞, якщо вiн визначений на промiжку

[t0, ω[⊂ [a, ω[ i задовольняє умови:

y(n)(t) 6= 0 при t ∈ [t0, ω[;

lim
t↑ω

y(k−1)(t) = {0;±∞} (k = 1, n), lim
t↑ω

[
y(n−1)(t)

]2
y(n)(t) y(n−2)(t)

= λ0.

Для класу таких розв’язкiв були встановленi наступнi апрiорнi

асимптотичнi властивостi.

Лема 1.1. Нехай y : [t0, ω[→ R — довiльний Pω(λ0)–розв’язок

рiвняння (1.5) i

πω(t) =

 t, якщо ω = +∞,

t− ω, якщо ω < +∞.

Тодi:

1) якщо λ0 ∈ R \
{

0, 1
2 , . . . ,

n−2
n−1 , 1

}
, то при t ↑ ω мають мiсце

асимптотичнi спiввiдношення

lim
t↑ω

πω(t)y(k)(t)

y(k−1)(t)
=

a0k

λ0 − 1
(k = 1, n),

де a0i = (n− i)λ0 − (n− i− 1) (i = 1, n− 1);

2) якщо λ0 = 1, то при t ↑ ω

y′(t)

y(t)
∼ y′′(t)

y′(t)
∼ . . . ∼ y(n)(t)

y(n−1)(t)
i lim

t↑ω

πω(t)y′(t)

y(t)
= ±∞;

3) якщо λ0 = +∞, то при t ↑ ω мають мiсце асимптотичнi

спiввiдношення

y(k−1)(t) ∼ [πω(t)]n−k

(n− k)!
y(n−1)(t) (k = 1, n− 1),
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y(n)(t) = o

(
y(n−1)(t)

πω(t)

)
;

4) якщо λ0 = n−i−1
n−i для деякого i ∈ {1, . . . , n− 1}, то при t ↑ ω

y(k−1)(t) ∼ [πω(t)]i−k

(i− k)!
y(i−1)(t) (k = 1, i− 1)1,

y(i)(t) = o

(
y(i−1)(t)

πω(t)

)
,

y(k)(t) ∼ (−1)k−i
(k − i)!

[πω(t)]k−i
y(i)(t) (k = i+ 1, n),

причому у випадку, коли i = n− 1, останнє спiввiдношення має мiсце при

додатковiй умовi iснування скiнченної або рiвної +∞ lim
t↑ω

πω(t)y(n)(t)
y(n−1)(t)

.

З цiєї леми ясно, що за своїми асимптотичними властивостями

множина всiх Pω(λ0)–розв’язкiв розпадається на n + 2 неперетинних

множин, що вiдповiдають наступним значенням параметру λ0:

λ0 ∈ R \
{

0,
1

2
, . . . ,

n− 2

n− 1

}
; λ0 = 1; λ0 = ±∞; (1.6)

λ0 =
n− i− 1

n− i
(i = 1, n− 1). (1.7)

.

При виконаннi нерiвностi σ0 + . . . + σn−1 6= 1 для кожного з n + 2

можливих значень параметру λ0 було отримано з використанням леми

1.1 необхiднi та достатнi (див. Евтухов В.М.[17, 18, 19]) умови iснування

Pω(λ0)–розв’язкiв у диференцiального рiвняння (1.5) i встановлено

асимптотичнi при t ↑ ω зображення для таких розв’язкiв та їх похiдних

до порядку n− 1 включно.

1При i = 1 цi спiввiдношення вiдсутнi.
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§1.2. Дослiдження асимптотичної поведiнки розв’язкiв

неавтономних диференцiальних рiвнянь з правильно змiнними

нелiнiйностями

Теорiя правильно змiнних функцiй, що була створена Й. Караматою

[91] у 1930 роцi, достатньо повно викладена в монографiях Є. Сенети [63] i

N.H. Bingham, C.M. Goldie, J.L. Teugels [75]. Визначимо основнi положення

цiєї теорiї, якi будуть використовуватись в подальшому.

Означення 1.2. Вимiрна функцiя f : ∆Y −→]0,+∞[, де Y дорiвнює

або нулю, або ±∞, i ∆Y – деякий однобiчний окiл Y , називається

правильно змiнною при y → Y , якщо iснує таке число σ ∈ R, що для

довiльного λ > 0

lim
y→Y
y∈∆Y

f(λy)

f(y)
= λσ. (1.8)

При цьому σ називається порядком функцiї f (або показником).

Означення 1.3. Вимiрна функцiя L : ∆Y −→]0,+∞[, де Y дорiвнює

або нулю, або ±∞, i ∆Y – деякий однобiчний окiл Y , називається повiльно

змiнною при y → Y , якщо для будь-якого λ > 0

lim
y→Y
y∈∆Y

L(λy)

L(y)
= 1. (1.9)

Означення 1.4. Вимiрна функцiя f : ∆Y −→]0,+∞[, де Y дорiвнює

або нулю, або ±∞, i ∆Y – деякий однобiчний окiл Y , називається швидко

змiнною при y → Y , якщо виконується одна з наступних двох умов:

lim
y→Y
y∈∆Y

f(λy)

f(y)
=

 0 при 0 < λ < 1,

+∞ при λ > 1;
(1.10)

lim
y→Y
y∈∆Y

f(λy)

f(y)
=

 0 при λ > 1,

+∞ при 0 < λ < 1.
(1.11)
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Згiдно з цими означеннями повiльно змiнна при y → Y функцiя

є правильно змiнною функцiєю нульового порядку, а швидко змiнна при

y → Y функцiя f при умовi (1.10) має порядок σ = +∞ i при умовi (1.11)

— порядок σ = −∞.

Крiм того, з означень 1.2 i 1.3 випливає, що кожна правильно змiнна

при y → Y функцiя f : ∆Y −→]0,+∞[ порядку σ може бути поданою у

виглядi

f(y) = |y|σL(y), (1.12)

де L : ∆Y −→]0,+∞[ - повiльно змiнна функцiя при y → Y .

Зважаючи на це зображення, зрозумiло, що в подальшому достатньо

обмежитись лише властивостями повiльно та швидко змiнних при y → Y

функцiй.

Найпростiшими прикладами повiльно змiнних функцiй при y → Y ,

де Y дорiвнює або нулю, або ±∞, є функцiї, що мають вiдмiнну вiд нуля

скiнчену границю при y → Y , та функцiї

| ln |y||γ1, lnγ2 | ln |y||, γ1, γ2 ∈ R,

exp(| ln |y||γ3), 0 < γ3 < 1, exp

(
ln |y|

ln | ln |y||

)
,

а швидко змiнних функцiй при y → Y – функцiї

eσy, |y|reσ|y|m, |y|reσe|y|
m

(r ∈ R, σ 6= 0, m > 0) при Y = ±∞

i функцiї

e
σ
y , |y|reσ|y|−m, |y|reσe|y|

−m

(r ∈ R, σ 6= 0, m > 0) при Y = 0.

Означення 1.5. Будемо казати, що повiльно змiнна функцiя L :

∆Y →]0,+∞[, де Y дорiвнює або нулю або ±∞ i ∆Y - однобiчний окiл Y ,
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задовольняє умову S, якщо

L
(
νe[1+o(1)] ln |y|

)
= L(y)[1 + o(1)] при y → Y (y ∈ ∆Y ),

де ν = sign y.

Умову S свiдомо задовольняють першi з двох поданих вище прикладiв

повiльно змiнних функцiй, а також функцiї, що прямують до вiдмiнної вiд

нуля сталої при y → Y .

Найбiльш важливими результатами в теорiї правильно змiнних

функцiй є наступнi двi теореми (див., наприклад, [63], § 1.2, с. 10–15).

В цих теоремах i в подальшому будемо вважати, що Y (Z) дорiвнює або

нулю, або ±∞, i ∆Y (∆Z) – деякий однобiчний окiл Y (Z).

Теорема 1.1 (про рiвномiрну збiжнiсть). Якщо L : ∆Y −→

]0,+∞[ — повiльно змiнна функцiя при y → Y , то граничне

спiввiдношення (1.9) виконується рiвномiрно за λ на будь-якому

промiжку [c, d] ⊂]0,+∞[.

Теорема 1.2 (про зображення) Вимiрна функцiя L : ∆Y −→

]0,+∞[ є повiльно змiнною при y → Y тодi й лише тодi, коли для деякого

b ∈ ∆Y вона може бути зображена у виглядi

L(y) = c(y) exp

 y∫
b

ε(t)

t
dt

 при y ∈ ∆Y (b), (1.13)

де c — вимiрна на промiжку ∆Y (b) функцiя така, що c(y) → c0 ∈]0,+∞[

при y → Y , ε — неперервна на ∆Y (b) функцiя, що прямує до нуля при

y → Y , ∆Y (b) — промiжок ]Y, b], якщо ∆Y — правий окiл Y , i промiжок

[b, Y [, якщо ∆Y — лiвий окiл Y .

Якщо у зображеннi (1.13) замiнити функцiю c на сталу c0, то

отримаємо неперевно диференцiйовну повiльно змiнну при y → Y функцiю
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L0 : ∆Y (b) −→]0,+∞[ таку, що

lim
y→Y
y∈∆Y

L(y)

L0(y)
= 1, lim

y→Y
y∈∆Y

yL′0(y)

L0(y)
= 0. (1.14)

Таким чином, має мiсце наступне твердження.

Лема 1.2. Для будь-якої вимiрної повiльно змiнної при y → Y

функцiї L : ∆Y −→]0,+∞[ iснує повiльно змiнна при y → Y неперервно

диференцiйовна функцiя L0 : ∆Y (b) −→]0,+∞[, що задовольняє умови

(1.14).

Функцiю L0 з цiєї леми називають нормалiзованою повiльно змiнною

функцiєю при y → Y .

З леми 1.2 з урахуванням зображення (1.12) одержуємо також

наступний результат.

Лема 1.3. Для вимiрної правильно змiнної при y → Y функцiї

f : ∆Y −→]0,+∞[ порядку σ iснує неперервно диференцiйовна правильно

змiнна при y → Y функцiя f0 : ∆Y (b) −→]0,+∞[ порядку σ така, що

lim
y→Y
y∈∆Y

f(y)

f0(y)
= 1, lim

y→Y
y∈∆Y

yf ′0(y)

f0(y)
= σ. (1.15)

Функцiю f0 з леми 1.3 називають нормалiзованою правильно змiнною

функцiєю порядку σ при y → Y .

Для лем 1.2 i 1.3 справедливим є у деякому сенсi обернене твердження.

Лема 1.4. Якщо для неперервно диференцiйовної функцiї f : ∆Y −→

]0,+∞[ виконується умова

lim
y→Y
y∈∆Y

yf ′(y)

f(y)
= σ, (1.16)

то вона є нормалiзованою правильно змiнною при y → Y функцiєю

порядку σ.
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При σ = 0 функцiя f з леми 1.4 є нормалiзованою повiльно змiнною

функцiєю при y → Y0.

Зауваження 1.1. Якщо для неперервно диференцiйовної функцiї

f : ∆Y −→]0,+∞[

lim
y→Y
y∈∆Y

yf ′(y)

f(y)
= ±∞,

то вона є (див. монографiю V. Marić [99], Appendix, Proposition 10, p.117)

швидко змiнною функцiєю при y → Y .

Сформулюємо ще декiлька властивостей правильно та швидко

змiнних функцiй (див. монографiю V. Marić [99], Appendix, Proposition 1,

2, 4-6, p.115-116), якi можуть бути отриманi з теорем 1.1 i 1.2 а також лем

1.2 - 1.4.

Лема 1.5. Нехай f, f1, f2 : ∆Y −→]0,+∞[ — правильно змiннi

функцiї вiдповiдно порядкiв σ, σ1, σ2 при y → Y i f0 : ∆Z −→ ∆Y –

правильно змiнна функцiя порядку σ0 при z → Z0. Тодi:

1) f1(y) + f2(y), f1(y)f2(y) i fα(y) при будь-якому α ∈ R є правильно

змiнними функцiями вiдповiдно порядкiв max{σ1, σ2}, σ1 + σ2, ασ при

y → Y0;

2) f(f0(z)) – правильно змiнна функцiя порядку σσ0 при z → Z, якщо

f0(z) −→ Y при z −→ Z.

Лема 1.6 (про асимптотично обернену функцiю).Для довiльної

правильно змiнної при y → Y функцiї f1 : ∆Y −→ ∆Z, де Z = lim
y→Y
y∈∆Y

f1(y),

порядку σ 6= 0 iснує правильно змiнна при z → Z функцiя f2 : ∆Z −→ ∆Y

порядку 1
σ така, що

f1(f2(z)) ∼ z при z → Z i f2(f1(y)) ∼ y при y → Y.

Бiльш того, f2 визначається асимптотично однозначно, тобто якщо

будь-яка правильно змiнна при z → Z функцiя f3 : ∆Z −→ ∆Y при
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пiдстановцi замiсть f2 задовольняє хоча б одне з цих спiввiдношень, то

f3(z) ∼ f2(z) при z → Z.

Лема 1.7. Нехай L : ∆Y −→]0; +∞[ — повiльно змiнна функцiя при

y → Y . Тодi: 1)

lim
y→Y
y∈∆Y

lnL(y)

ln |y|
= 0;

2) для будь-якого γ > 0 при y → Y

|y|γL(y)→

 0, якщо Y = 0,

+∞, якщо Y = ±∞,
|y|−γL(y)→

 +∞, якщо Y = 0,

0, якщо Y = ±∞;

3) при α 6= −1

y∫
A

|t|αL(t)dt ∼ |y|
α+1 sign y

α + 1
L(y) при y → Y,

i при α = −1 функцiя l(y) =
y∫
A

L(t) dt
|t| є повiльно змiнною при y → Y ,

причому
L(y)

l(y)
→ 0 при y → Y,

де

A =



y0, якщо
Y∫
y0

|t|αL(t)dt = ±∞,

Y0, якщо

∣∣∣∣∣ Y∫y0

|t|αL(t)dt

∣∣∣∣∣ < +∞,

y0 ∈ ∆Y.

Зауваження 1.2. Означення правильно, повiльно та швидко

змiнних функцiй при y → Y були сформульованi для випадкiв, коли Y

дорiвнює або нулю, або ±∞. Для довiльного скiнченного Y , що вiдмiнний

вiд нуля, такi означення отримуємо з даних шляхом використання

замiни y − Y = z. При цьому для даного випадку значення Y легко

можуть бути одержанi вiдповiднi аналоги зазначених вище результатiв
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про асимптотичнi властивостi правильних, повiльно та швидко змiнних

функцiй. Зокрема, з умови

lim
y→Y
y∈∆Y

(y − Y )f ′(y)

f(y)
= σ

випливає, що функцiя f є нормалiзованою правильно змiнною функцiєю

порядку σ при y → Y .

К 80 рокам ХХ столiття, коли теорiя правильно змiнних функцiй

набула вже достатнього розвитку, проявився iнтерес дослiдникiв до її

застосування в теорii диференцiальних рiвнянь. Оскiльки кожна правильно

змiнна функцiя є добутком степеневої функцiї на деяку повiльно змiнну

функцiю, то цiлком природним постало питання про можливiсть поши-

рення результатiв про асимптотичну поведiнку розв’язкiв неавтономних

диференцiальних рiвнянь зi степеневими нелiнiйностями, зокрема, рiвнянь

типу Емдена-Фаулера, що були отриманi ранiше, на неавтономнi

диференцiальнi рiвняння з правильно змiнними нелiнiйностями. Першi

результати в цьому напрямку були одержанi в роботах V. Marić, M. Tomić

[97, 98] i S.D. Taliaferro [101, 102] для диференцiального рiвняння

y′′ = p(t)ϕ(y), (1.17)

де p : [a,+∞[−→]0,+∞[-неперервна функцiя, ϕ :]0,+∞[−→]0,+∞[ –

неперервна i правильно змiна в нулi функцiя порядку σ. Тут були одержанi

асимптотичнi оцiнки, а при додатковiй умовi, що функцiя p є правильно

змiнною при t → +∞ деякого порядку γ, асимптотичнi зображення в

неявному видi для всiх його розв’язкiв, якi прямують до нуля при t→ +∞.

Всi цi i деякi iншi результати про асимптотику зникаючих у нескiнченностi

розв’язкiв диферецiальних рiвнянь виду (1.17), що були одержанi до 2000

року, вiдображено в монографiї M. Мarič [99].

В подальшому в роботах В.М. Євтухова i Л.О. Кирилової [23, 47, 48,
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49] для диференцiального рiвняння

y′′ = α0p(t)ϕ(y), (1.18)

в якому α0 ∈ {−1, 1}, p : [a,+∞[−→]0,+∞[-неперервна функцiя, −∞ <

a < ω ≤ +∞, ϕ : ∆Y0
−→]0,+∞[ - двiчi неперервно диференцiйовна i

правильно змiнна при y → Y0 функцiя порядку σ, де Y0 дорiвнює або нулю,

або ±∞, ∆Y0
– деякий однобiчний окiл Y0, були одержанi умови iснування, а

також асимптотичнi при t ↑ ω зображення всiх можливих типiв Pω(Y0, λ0)-

розв’язкiв, тобто Pω(λ0)-розв’язкiв (див. Означення 1.1), якi прямують до Y0

при t ↑ ω. Встановленi тут результати суттєво (при гладкiсних обмеженнях

на функцiю ϕ) доповнюють результати отриманi для диференцiального

рiвняння (1.17). Вони охоплюють не тiльки розв’язки, що прямують до

нуля при t ↑ ω, але i розв’язки, що прямують до нескiнченностi при t ↑ ω,

а також рiзнi типи сингулярних розв’язкiв, причому не тiльки у випадку,

коли α0 = 1, але i у випадку, коли α0 = −1.

В роботах В.М. Євтухова i М.О. Бiлозерової [20, 3, 4, 5] результати,

отриманi для рiвняння (1.18), були поширенi на диференцiальнi рiвняння

виду

y′′ = α0p(t)ϕ0(y)ϕ1(y
′), (1.19)

де α0 ∈ {−1, 1}, p : [a,+∞[−→]0,+∞[-неперервна функцiя, −∞ < a < ω ≤

+∞, ϕi : ∆Yi −→]0,+∞[ – двiчi неперервно диференцiйовна i правильно

змiнна при y → Yi функцiя порядку σi, де Yi дорiвнює або нулю, або

±∞, ∆Yi– деякий однобiчний окiл Yi, i = 0, 1. Для цього рiвняння були

встановленi необхiднi i достатнi умови iснування, а також асимптотичнi

при t ↑ ω зображення всiх можливих типiв Pω(Y0, Y1, λ0)- розв’язкiв, тобто

Pω(λ0)-розв’язкiв, якi прямують до Y0, а їх похiднi першого порядку до Y1

при t ↑ ω.

Цi дослiдження сприяли постановцi задачi про асимптотичну
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поведiнку Pω(Y0, Y1, λ0)-розв’язкiв диференцiального рiвняння другого

порядку загального виду

y′′ = f(t, y, y′), (1.20)

де f : [a, ω[×∆Y0
× ∆Y1

−→ R– неперервна функцiя, −∞ < a <

ω ≤ +∞, Yi - дорiвнює або нулю, або ±∞, ∆Yi – однобiчний окiл Yi,

i = 0, 1, яке у деякому сенсi є асимптотично близьким до рiвняння

(1.19). В роботах В.М. Євтухова, Л.I. Кусiк [26, 27, 58, 59] для кожного

з чотирьох можливих значень параметру λ0 було визначено умову (RN)λ0

при виконаннi якої права частина рiвняння, у деякому сенсi є асимптотично

близькою до правої частини деякого рiвняння виду (1.19), i при виконаннi

цiєї умови одержано необхiднi i достатнi умови iснування у рiвняння (1.20)

Pω(Y0, Y1, λ0)- розв’язкiв, а також асимптотичнi зображення при t ↑ ω для

таких розв’язкiв та їх похiдних першого порядку.

Найбiльш вагомi результати для рiвнянь з правильно змiнними

нелiнiйностями були одержанi в роботах В.М. Євтухова, А.М. Самойленка

[29] i В.М. Євтухова, О.М. Клопота [24, 25, 51, 52, 53]. В першiй з цих робiт

розглядалось рiвняння

y(n) = α0p(t)ϕ(y), (1.21)

а в рештi робiт– рiвняння виду

y(n) =
m∑
i=1

αipi(t)
n−1∏
j=0

ϕij

(
y(j)
)
, (1.22)

де α, αi ∈ {−1; 1} p, pi : [a, ω[−→]0,+∞[– неперервнi функцiї, −∞ < a <

ω ≤ +∞, ϕ : ∆Y0
−→]0,+∞[, ϕij : ∆Yj −→]0,+∞[ – неперервнi правильно

змiннi при y → Y0, y(j) → Yj функцiї порядкiв σ i σij, Yj дорiвнює або нулю,

або ±∞, ∆Yj– деякий однобiчний окiл Yj, j = 0, 1, . . . , n− 1, i = 1, . . . ,m.

При дослiдженнi цих рiвнянь, на вiдмiну вiд дослiджень рiвнянь

(1.18), (1.19), тут були знятi обмеження на гладкiсть нелiнiйностей,
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що вдалося зробити завдяки отриманим у роботi В. М. Євтухова i

А. М. Самойленка [28] новим результатам про iснування зникаючих в

особливiй точцi розв’язкiв у систем квазiлiнiйних диференцiальних рiвнянь.

У цiлому, для рiвнянь (1.21), (1.22) при кожному з n+ 2 можливих значень

(1.6), (1.7) параметру λ0 були одержанi найбiльш закiнченi результати про

умови iснування вiдповiдно Pω(Y0, λ0) i Pω(Y0, Y1, . . . , Yn−1, λ0)-розв’язкiв,

а також про асимптотичнi зображення таких розв’язкiв та їх похiдних до

порядку n− 1 включно.

У зв’язку з отриманими для рiвнянь (1.21), (1.22) результатами

наразi цiлком природним постає питання про можливiсть їх поширення

на диференцiальне рiвняння n- порядку загального виду (0.1), яке є

асимптотично близькими до рiвнянь виду

y(n) = α0p(t)
n∏
j=1

ϕj−1

(
y(j−1)

)
, (1.23)

де α0 ∈ {−1; 1} p : [a, ω[−→]0,+∞[– неперервна функцiя, −∞ < a <

ω ≤ +∞, ϕj−1 : ∆Yj−1
−→]0,+∞[ – неперервна правильно змiнна при

y(j−1) → Yj−1 функцiя порядку σj−1, Yj−1 дорiвнює або нулю, або ±∞,

∆Yj−1
– деякий однобiчний окiл Yj−1, j = 1, n.

Вирiшенню актуальної задачi про умови iснування у диференцiаль-

ного рiвняння n-го порядку загального виду (0.1) Pω(Y0, Y1, . . . , Yn−1, λ0)-

розв’язкiв, а також про асимптотичнi при t ↑ ω зображення таких розв’язкiв

та їх похiдних до порядку n − 1 включно присвячена дана дисертацiйна

робота.

Означення 1.6. Нехай −∞ ≤ λ0 ≤ +∞. Неперервно

диференцiйовна n разiв функцiя y : [t0, ω[−→ R (t0 ∈]a, ω[) називається

Pω(Y0, Y1, . . . , Yn−1, λ0)-розв’язком диференцiального рiвняння (0.1), якщо
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вона задовольняє умови

y(n)(t) 6= 0, y(j−1)(t) ∈ ∆Yj−1
(j = 1, n) при t ∈ [t0, ω[, (1.24)

lim
t↑ω

y(j−1)(t) = Yj−1 (j = 1, n), lim
t↑ω

[y(n−1)(t)]2

y(n)(t)y(n−2)(t)
= λ0 (1.25)

i

y(n)(t) = f
(
t, y(t), y′(t), . . . , y(n−1)(t)

)
при t ∈ [t0, ω[.

Зауваження 1.3. Звернемо увагу на те, що згiдно з означеннями

1.6 i 1.1 Pω(Y0, Y1, . . . , Yn−1, λ0)-розв’язок є Pω(λ0)-розвязком, для якого

i його похiдних до порядку n − 1 включно конкретизованi можли-

вi граничнi значення при t ↑ ω. Тому апрiорнi асимптотичнi

властивостi Pω(Y0, Y1, . . . , Yn−1, λ0)-розв’язкiв спiвпадають з апрiорними

асимптотичними властивостями Pω(λ0)-розвязкiв, що визначенi у лемi

1.1. Пiсля застосування цiєї леми треба ще врахувати знаковi умови на

Pω(Y0, Y1, . . . , Yn−1, λ0)-розв’язки та їх похiднi до порядку n− 1 включно.

Висновки до першого роздiлу

У першому роздiлi подано огляд дослiджень асимптотичної поведiнки

розв’язкiв неавтономних диференцiальних рiвнянь зi степеневими та

правильно змiнними нелiнiйностями, визначено основнi поняття i

твердження, що при цьому використовувались, якi знадобляться i в

наступних роздiлах дисертацiї. В результатi аналiзу цих дослiджень, цiлком

природно вилучена актуальна задача про умови iснування та асимптотику

Pω(Y0, Y1, . . . , Yn−1, λ0)-розв’язкiв неавтономних диференцiальних рiвнянь

n-го порядку, що є асимптотично близькими до рiвнянь з правильно

змiнними нелiнiйностями. Ця задача є темою даної дисертацiйної роботи.
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РОЗДIЛ II

АСИМПТОТИКА Pω(Y0, Y1, . . . , Yn−1, λ0) - РОЗВ’ЯЗКIВ

РIВНЯННЯ (0.1) У ВИПАДКУ, КОЛИ λ0 ∈ R \
{

0, 1
2 , . . . ,

n−2
n−1 , 1

}
У цьому роздiлi для диференцiального рiвняння (0.1) встановлюються

необхiднi та достатнi умови iснування Pω(Y0, Y1, . . . , Yn−1, λ0) – розв’язкiв

у неособливому випадку, коли λ0 ∈ R \
{

0, 1
2 , . . . ,

n−2
n−1 , 1

}
, а також

встановлюються асимптотичнi при t ↑ ω зображення таких розв’язкiв

та їх похiдних до порядку n − 1 включно i вирiшується питання про

кiлькiсть розв’язкiв з отриманими асимптотичними зображеннями. У

даному випадку згiдно з апрiорними асимптотичними властивостями (лема

1.1) кожний Pω(Y0, Y1, . . . , Yn−1, λ0) – розв’язок y задовольняє умовi

lim
t↑ω

πω(t)y(k)(t)

y(k−1)(t)
=

a0k

λ0 − 1
(k = 1, n), (2.1)

де

a0k = (n− k)λ0 − (n− k − 1) (k = 1, n),

πω(t) =

 t, якщо ω = +∞,

t− ω, якщо ω < +∞.

Iз цих умов з урахуванням нерiвностей a0k 6= 0 (k = 1, n) приходимо на

пiдставi леми 1.4 i зауваження 1.2 до висновку, що кожний такий розв’язок

i всi його похiднi до порядку n−1 включно є правильно змiнними функцiями

з вiдмiнними вiд нуля порядками при t ↑ ω, тобто серед них немає повiльно

змiнних функцiй при t ↑ ω.

Дослiдження у цьому роздiлi здiйснюється у припущеннi, що функцiя

f у диференцiальному рiвняннi (0.1) задовольняє умову (RN)λ0
.

Означення 2.1. Будемо казати, що в диференцiальному рiвняннi

(0.1) функцiя f задовольняє умову (RN)λ0
при λ0 ∈ R \

{
0, 1

2 , ..,
n−2
n−1 , 1

}
,
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якщо iснують числа α0 ∈ {−1; 1}, t0 ∈ [a, ω[, неперервна функцiя p :

[t0, ω[−→]0,+∞[ i неперервнi правильно змiннi при zj−1 → Yj−1 (j = 1, n)

функцiї ϕj−1 : ∆Yj−1
→]0,+∞[ порядкiв σj−1 (j = 1, n) такi, що для будь-

яких неперервно диференцiйовних функцiй zj−1 : [t0, ω[→ ∆Yj−1
(j = 1, n),

якi задовольняють умови

lim
t↑ω

zj−1(t) = Yj−1, lim
t↑ω

πω(t)z′j−1(t)

zj−1(t)
=

a0j

λ0 − 1
(j = 1, n), (2.2)

має мiсце при t ↑ ω зображення

f(t, z0(t), ..., zn−1(t)) = α0p(t)
n∏
j=1

ϕj−1(zj−1(t))[1 + o(1)]. (2.3)

При виконаннi цiєї умови будемо використовувати у даному роздiлi

наступнi позначення:

γ = 1−
n∑
j=1

σj−1, µn =
n−1∑
j=1

σj−1(n− j), C =
|λ0 − 1|µn

n−1∏
j=1

n−1∏
i=j

|a0i|σj−1

.

Крiм того, в подальшому будемо вважати, що

∆Yj = ∆Yj(bj), ∆Yj(bj) =

 або [bj, Yj[,

або ]Yj, bj],
(j = 0, . . . , n− 1),

де bj ∈ ∆Yj обрано таким, що |bj| < 1 при Yj = 0 i bj > 1 (bj < −1) при

Yj = +∞ (Yj = −∞).

Уведемо також числа

νj−1 = sign bj−1 (j = 1, n),

якi визначають знаки будь-якого Pω(Y0, . . . , Y1, . . . , Yn−1, λ0)– розв’язку

диференцiального рiвняння (0.1) та його похiдних до порядку n − 1

включно. Враховуючи означення Pω(Y0, . . . , Y1, . . . , Yn−1, λ0)– розв’язку,

неважко зрозумiти, що для iснування такого розв’язку необхiдно, щоб при

будь-якому j ∈ {1, . . . , n− 1} виконувалась нерiвнiсть

νj−1νj < 0, якщо Yj−1 = 0, νj−1νj > 0, якщо Yj−1 = ±∞. (2.4)
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§2.1. Формулювання основних результатiв.

Щоб сформулювати отриманi в цьому роздiлi результати, введемо

поряд з вказаними вище позначеннями допомiжну функцiю

Jn(t) =

t∫
An

p(τ)|πω(τ)|µn dτ,

де границя iнтегрування An визначається наступним чином

An =


a, якщо

ω∫
a

p(t)|πω(t)|µn dt = +∞,

ω, якщо
ω∫
a

p(t)|πω(t)|µn dt < +∞.

Для рiвняння (0.1) має мiсце наступне твердження.

Теорема 2.1. Нехай λ0 ∈ R \
{

0, 1
2 , . . . ,

n−2
n−1 , 1

}
, функцiя f

задовольняє умову (RN)λ0
i γ 6= 0. Тодi для iснування у диференцiального

рiвняння (0.1) Pω(Y0, . . . , Yn−1, λ0)- розв’язкiв необхiдно, а якщо алгебраїчне

вiдносно ρ рiвняння
n∑
j=1

σj−1

n−1∏
k=j

a0k

j−1∏
k=1

(a0k + ρ) = (1 + ρ)
n−1∏
k=1

(a0k + ρ) (2.5)

не має коренiв з нульовою дiйсною частиною, то i достатньо, щоб поряд

з (2.4) виконувалась нерiвнiсть

α0νn−1 < 0, якщо Yn−1 = 0, α0νn−1 > 0, якщо Yn−1 = ±∞, (2.6)

а також умови

νj−1νja0j(λ0 − 1)πω(t) > 0 (j = 1, n), α0νn−1(λ0 − 1)πω(t) > 0, (2.7)

α0νn−1γJn(t) > 0 при t ∈]a, ω[, lim
t↑ω

πω(t)J ′n(t)

Jn(t)
=

γ

λ0 − 1
. (2.8)

Бiльш того, для кожного такого розв’язку мають мiсце при t ↑ ω

асимптотичнi зображення

y(j−1)(t) =
[(λ0 − 1)πω(t)]n−j

n−1∏
i=j

a0i

y(n−1)(t)[1 + o(1)] (j = 1, n− 1), (2.9)
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де y(n−1)(t) неявна функцiя виду

y(n−1)(t) = νn−1|πω(t)|
1

λ0−1+o(1) при t ↑ ω, (2.10)

що визначається з асимптотичного спiввiдношення∣∣y(n−1)(t)
∣∣γ

n−1∏
j=1

Lj−1

(
νj−1|πn−jω (t)y(n−1)(t)|

) = α0νn−1γCJn(t)[1 + o(1)], (2.11)

в якому Lj−1

(
y(j−1)

)
= |y(j−1)|−σj−1ϕj−1

(
y(j−1)

)
(j = 1, n) – повiльно

змiнна складова функцiї ϕj−1 (j = 1, n), причому iснує m- параметрична

сiм’я розв’язкiв з такими зображеннями у випадку, коли серед коренiв

алгебраїчного рiвняння (2.5) є m коренiв (з урахуванням кратних), дiйснi

частини яких мають знак, протилежний знаку (λ0 − 1)πω(t).

Зауваження 2.1. Алгебраїчне рiвняння (2.5) свiдомо не має коренiв

з нульовою дiйсною частиною, якщо виконується нерiвнiсть
n−1∑
j=1

|σj−1| < |σn−1 − 1|.

Дiйсно, якщо переписати рiвняння (2.5) у видi
n−1∑
j=1

σj−1

n−1∏
k=j

a0k

j−1∏
k=1

(a0k + ρ) = (1 + ρ− σn−1)
n−1∏
k=1

(a0k + ρ)

i припустити, що воно має розв’язок виду ρ = iρ0, де ρ0 ∈ R, i– уявна

одиниця, то, враховуючи, що модуль суми не перевищує суми модулiв,

отримуємо

|1 + iρ− σn−1|
n−1∏
k=1

|a0k + iρ0| =

∣∣∣∣∣∣
n−1∑
j=1

σj−1

n−1∏
k=j

a0k

j−1∏
k=1

(a0k + ρ)

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤

n−1∑
j=1

|σj−1|
n−1∏
k=j

|a0k|
j−1∏
k=1

|a0k + iρ0| ≤
n−1∑
j=1

|σj−1|
n−1∏
k=1

|a0k + iρ0|,
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звiдки в силу нерiвностей a0k 6= 0 (k = 1, n− 1) випливає, що
n−1∑
j=1

|σj−1| ≥ |1− σn−1 + iρ0| ≥ |1− σn−1|.

Звернемо увагу на те, що в теоремi 2.1 асимптотичнi зображення для

Pω(Y0, Y1, . . . , Yn−1, λ0)-розв’язкiв рiвняння (0.1) та їх похiдних до порядку

n − 1 включно поданi у неявному видi. Доповненням до цiєї теореми є

наступний, одержаний у роботi, результат про додатковi умови на функцiї

ϕj−1 (j = 1, n), при виконаннi яких цi зображення можуть бути записаними

у явному видi.

Теорема 2.2. Нехай λ0 ∈ R \
{

0, 1
2 , . . . ,

n−2
n−1 , 1

}
, функцiя f

задовольняє умову (RN)λ0
, γ 6= 0 i повiльно змiннi складовi Lj−1 функцiй

ϕj−1 (j = 1, n) в зображеннi (2.3) задовольняють умову S. Тодi для

кожного Pω(Y0, . . . , Yn−1, λ0)- розв’язку диференцiального рiвняння (0.1) (у

випадку їх iснування) мають мiсце при t ↑ ω асимптотичнi зображення

(2.9) i

y(n−1)(t) = νn−1

∣∣∣∣∣γCJn(t)
n∏
j=1

Lj−1

(
νj−1|πω(t)|

a0j
λ0−1

)∣∣∣∣∣
1
γ

[1 + o(1)]. (2.12)

Оскiльки −∞ < a < ω ≤ +∞, то теореми 2.1 i 2.2 охоплюють

випадок, коли ω < +∞. Це дає можливiсть отримувати з них i результати

про умови iснування, а також асимптотичнi зображення сингулярних

розв’язкiв диференцiального рiвняння (0.1). Дiйсно, якщо точка ω∗ ∈ [a, ω[

то при замiнi в теоремах 2.1 i 2.2 ω на ω∗ одержимо наступнi два твердження

про умови iснування та асимптотику Pω∗(Y0, Y1, . . . , Yn−1, λ0)-розв’язкiв, якi

свiдомо є сингулярними розв’язками рiвняння (0.1).

Наслiдок 2.1. Нехай λ0 ∈ R \
{

0, 1
2 , . . . ,

n−2
n−1 , 1

}
, ω∗ ∈]a, ω0[, функцiя

f задовольняє умову (RN)λ0
при замiнi в нiй ω на ω∗, p(ω∗) > 0 i
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γ 6= 0. Тодi для iснування у диференцiального рiвняння (0.1) сингулярних

Pω∗(Y0, Y1, . . . , Yn−1, λ0)– розв’язкiв, необхiдно, а якщо алгебраїчне вiдносно

ρ рiвняння (2.5) не має коренiв з нульовою дiйсною частиною, то i

достатньо, щоб виконувалась умова

µn + 1 =
γ

λ0 − 1
,

а також нерiвностi

α0νn−1 < 0, якщо Yn−1 = 0, α0νn−1 > 0, якщо Yn−1 = ±∞,

νj−1νja0j(λ0 − 1) < 0 (j = 1, n), α0νn−1(λ0 − 1) < 0.

Бiльш того, для кожного такого розв’язку має мiсце при t ↑ ω∗

асимптотичнi зображення

y(j)(t) =

(
γ(t−ω∗)
µn+1

)n−j−1

n−1∏
i=j+1

[
1 + (n− i)µn+1

γ

]y(n−1)(t)[1 + o(1)] (j = 0, . . . , n− 2),

де y(n−1)(t) неявна функцiя виду

y(n−1)(t) = νn−1(ω∗ − t)
µn+1
γ +o(1) при t ↑ ω∗,

що визначається з асимптотичного при t ↑ ω∗ спiввiдношення

|y(n−1)(t)|γ
n−1∏
j=0

Lj
(
νj(ω∗ − t)n−j−1|y(n−1)(t)|

) =

= −α0νn−1γCp(ω)

µn + 1
(ω∗ − t)µn+1[1 + o(1)],

в якому Lj
(
y(j)
)

= |y(j)|−σjϕj
(
y(j)
)

(j = 0, n− 1) – повiльно змiннi

складовi функцiй ϕj (j = 0, . . . , n − 1), причому iснує m- параметрична

сiм’я розв’язкiв з такими зображеннями у випадку, коли серед коренiв

алгебраїчного рiвняння (2.5) є m коренiв (з урахуванням кратних), дiйснi

частини яких мають знак, спiвпадаючий зi знаком числа γ(µn + 1).
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Наслiдок 2.2. Нехай виконуються умови наслiдка 2.1 i

повiльно змiннi складовi Lj функцiй ϕj (j = 0, 1, . . . , n − 1) в

зображеннi (2.3) задовольняють умову S. Тодi для кожного сингулярного

Pω∗(Y0, . . . , Yn−1, λ0)- розв’язку диференцiального рiвняння (0.1) (у випадку

їх iснування) мають мiсце при t ↑ ω∗ асимптотичнi зображення

y(j)(t) =

(
γ(t−ω∗)
µn+1

)n−j−1

n−1∏
i=j+1

[
1 + (n− i)µn+1

γ

]y(n−1)(t)[1 + o(1)] (j = 0, . . . , n− 2),

y(n−1)(t) ∼ νn−1

∣∣∣∣∣γCp(ω∗)µn + 1
(ω∗ − t)µn+1

n−1∏
j=0

Lj

(
νj(ω∗ − t)

µn+1+(n−j−1)γ
γ

)∣∣∣∣∣
1
γ

.

Зауваження 2.2 Аналогiчнi два твердження можуть бути

отриманi i для випадку, коли p(ω∗) = 0. У цьому випадку в умовах цих

тверджень i асимптотичних зображеннях залишиться, так само, як i в

теоремах 1.1, 1.2, iнтеграл Jn, оскiльки вiн вже асимптотично при t ↑ ω∗
не визначається.

§2.2. Допомiжнi твердження

При доведеннi теореми 2.1 знадобиться один вiдомий результат про

умови iснування у дiйсної квазiлiнiйної системи диференцiальних рiвнянь

зникаючих в особливiй точцi розв’язкiв.

Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь виду
z′j = h(t)[Fj(t, z1, . . . , zn) +

∑n
k=1 cjkzk + Zj(t, z1, . . . , zn)]

(2.13)

j = 1, n,
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в якiй cjk ∈ R (j, k = 1, n), h : [t0, ω[−→ R– неперервна функцiя така, що

h(t) 6= 0 при t ∈ [t0, ω[,

ω∫
t0

|h(t)| dt = +∞, (2.14)

Fj, Zj : [t0, ω[×Rn
c −→ R (j = 1, n)- неперервнi функцiї, що задовольняють

умови

lim
t→ω

Fj(t, z1, . . . , zn) = 0 (j = 1, n) (2.15)

рiвномiрно за (z1, . . . , zn) ∈ Rn
c ,

lim
|z1|+···+|zn|→0

Zj(t, z1, . . . , zn)

|z1|+ · · ·+ |zn|
= 0 (j = 1, n) (2.16)

рiвномiрно за t ∈ [t0, ω[, де

−∞ < t0 < ω ≤ +∞, Rn
c = {(z1, . . . , zn) ∈ Rn : |zi| ≤ c (i = 1, n), c > 0}.

Iз теореми 2.2 роботи В.М. Євтухова, А.М. Самойленка [28]

безпосередньо випливає наступний результат.

Лемма 2.1. Нехай виконуються умови (2.14)-(2.16) i матриця

C = (cjk)
n
j,k=1 не має власних значень з нульовою дiйсною частиною. Тодi

система диференцiальних рiвнянь (2.13) має хоча б один розв’язок (zj)
n
j=1 :

[t1, ω[−→ Rn
c (t1 ∈ [t0, ω[), який прямує до нуля при t ↑ ω, причому таких

розв’язкiв iснує m- параметрична сiм’я, якщо серед власних значень

матрицi C є m власних значень (с урахуванням кратних), дiйснi частини

яких мають знак, протилежний знаку функцiї h на промiжку [t0, ω[.
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§2.3. Доведення теорем

Доведення теореми 2.1. Необхiднiсть. Нехай y : [t0, ω[−→ ∆Y0

– довiльний Pω(Y0, Y1, . . . , Yn−1, λ0)-розв’язок диференцiального рiвняння

(0.1). Тодi sign y(k−1)(t) = νk−1 (k = 1, n) при t ∈ [t0, ω[, для кожного

k ∈ {1, . . . , n−1} виконується нерiвнiсть (2.4) i (2.1). Згiдно з цими умовами

справедливими є першi n− 1 з нерiвностей (2.7). Крiм того, з (1.24) i (2.1)

ясно, що для функцiй zk(t) = y(k)(t) (k = 0, 1, . . . , n−1) виконуються умови

(2.2). Тому в силу виконання умови (RN)λ0

f
(
t, y(t), y′(t), . . . , y(n−1)(t)

)
= α0p(t)

n−1∏
k=0

ϕk(y
(k)(t))[1 + o(1)] при t ↑ ω.

Звiдси з урахуванням (0.1) отримуємо, що

y(n)(t) = α0p(t)[1 + o(1)]
n−1∏
j=0

ϕj(y
(j)(t)) при t ↑ ω. (2.17)

Таким чином, sign y(n)(t) = α0 в деякому лiвому околi ω. Тому на пiдставi

виконання при k = n − 1 умов (1.24) справедливою є нерiвнiсть (2.6) i в

силу (2.1) при k = n – остання з нерiвностей (2.7).

Далi, враховуючи, що

y(j−1)(t) =
y(j−1)(t)

y(j)(t)
· · · y

(n−2)(t)

y(n−1)(t)
y(n−1)(t) (j = 1, n),

з використанням (2.1) одержуємо

y(j−1)(t) =
[(λ0 − 1)πω(t)]n−j

n−1∏
i=j

a0i

y(n−1)(t)[1 + o(1)] (j = 1, n) при t ↑ ω,

тобто мають мiсце асимптотичнi спiввiдношення (2.9). Iз (2.1) при k = n

випливає також справедливiсть представлення (2.10).

В (2.17) кожна функцiя ϕj : ∆Yj −→]0,+∞[ (j ∈ {0, 1, . . . , n − 1}) є

правильно змiнною функцiєю порядку σj при прямуванi аргументу до Yj i
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тому допускає зображення виду

ϕj(y
(j)) = |y(j)|σjLj(y(j)), (2.18)

де Lj : ∆Yj −→]0,+∞[– повiльно змiнна функцiя при y(j) → Yj. В силу

цих зображень при j = 0, 1, . . . , n− 1, асимптотичних спiввiдношень (2.9) i

теореми 1.1. про рiвномiрну збiжнiсть для повiльно змiнних функцiй мають

мiсце при t ↑ ω асимптотичнi спiввiдношення

ϕj(y
(j)(t)) =

|(λ0 − 1)πω(t)|σj(n−j−1)

n−1∏
i=j+1

|a0j|σj
|y(n−1)(t)|σj×

×Lj
(
νj|πn−j−1

ω (t)y(n−1)(t)|
)

[1 + o(1)] (j = 0, 1, . . . , n− 1).

З використанням цих спiввiдношень з (2.17) одержуємо, що при t ↑ ω

y(n)(t)|y(n−1)(t)|γ−1

n−1∏
j=0

Lj

(
νj|πn−j−1

ω (t)y(n−1)(t)|
) = α0C|πω(t)|µnp(t)[1 + o(1)]. (2.19)

Згiдно з лемою 1.2 про одну з властивостей повiльно змiнних функцiй для

кожного j ∈ {0, 1, . . . , n − 1} iснує неперервно диференцiйовна функцiя

L0j : ∆Yj −→]0,+∞[ така, що

lim
y(j)→Yj
y(j)∈∆Yj

Lj(y
(j))

L0j(y(j))
= 1, lim

y(j)→Yj
y(j)∈∆Yj

y(j)L′0j(y
(j))

L0j(y(j))
= 0. (2.20)

В силу другого з цих спiввiдношень, а також умов γ 6= 0,

νj|πn−j−1
ω (t)y(n−1)(t)| −→ Yj (j = 0, 1, . . . , n− 1) при t ↑ ω,

lim
t↑ω

πω(t)y(n)(t)

y(n−1)(t)
=

1

λ0 − 1

маємо  |y(n−1)(t)|γ
n−1∏
j=0

L0j

(
νj|πn−j−1

ω (t)y(n−1)(t)|
)

′

=
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= νn−1
y(n)(t)|y(n−1)(t)|γ−1

n−1∏
j=0

L0j

(
νj|πn−j−1

ω (t)y(n−1)(t)|
)
 γ − y(n−1)(t)

πω(t)y(n)(t)
×

×
n−1∑
j=0

νj|πn−j−1
ω (t)y(n−1)(t)|L′0j

(
πn−j−1
ω (t)y(n−1)(t)|

)
L0j

(
πn−j−1
ω (t)y(n−1)(t)|

) ×

×
(
n− j − 1 +

πω(t)y(n)(t)

y(n−1)(t)

)]
=

= νn−1γ
y(n)(t)|y(n−1)(t)|γ−1

n−1∏
j=0

L0j

(
νj|πn−j−1

ω (t)y(n−1)(t)|
) [1 + o(1)] при t ↑ ω.

Тому (2.19) з урахуванням першої з умов (2.20) може бути переписано при

t ↑ ω у видi |y(n−1)(t)|γ
n−1∏
j=0

L0j

(
νj|πn−j−1

ω (t)y(n−1)(t)|
)

′

= α0νn−1γC|πω(t)|µnp(t)[1 + o(1)].

Iнтегруючи це спiввiдношення на промiжку вiд t0 до t i приймаючи до уваги

правило обрання границi iнтегрування An у функцiї Jn, одержимо

|y(n−1)(t)|γ
n−1∏
j=0

L0j

(
νj|πn−j−1

ω (t)y(n−1)(t)|
) = α0νn−1γCJn(t)[1 + o(1)] при t ↑ ω,

звiдки з урахуванням першої з умов (2.20) випливає справедливiсть

асимптотичного представлення (2.11).

Справедливiсть першої з умов (2.8) безпосередньо випливає з (2.11),

а другої – iз асимптотичних спiввiдношень (2.11), (2.19) i граничного

спiввiдношення (2.1) при k = n.

Достатнiсть. Нехай виконуються умови (2.6) - (2.8) i алгебраїчне

рiвняння (2.5) не має коренiв з нульовою дiйсною частиною. Покажемо, що
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у цьому випадку диференцiальне рiвняння (0.1) має Pω(Y0, . . . , Yn−1, λ0)-

розв’язки, якi допускають асимптотичнi зображення (2.9)– (2.11) i з’ясуємо

питання про кiлькiсть таких розв’язкiв.

Спочатку розглянемо спiввiдношення

|Y |γ
n−1∏
j=0

L0j

(
νj|πn−j−1

ω (t)Y |
) = α0νn−1γCJn(t)[1 + vn], (2.21)

де L0j : ∆Yj −→]0,+∞[ (j = 0, 1, . . . , n − 1)-неперервно диференцiйовнi

нормалiзованi повiльно змiннi при y(j) → Yj функцiї, що задовольняють

умови (2.20), якi iснують в силу леми 1.2 про одну з властивостей повiльно

змiнних функцiй.

Таким самим чином, як у роботi [25] при розглядi там спiввiдношення

(2.13), встановлюємо, що (2.21) однозначно визначає визначену на множинi

[t0, ω[×R 1
2
, де t0 ∈ [a, ω[ i R 1

2
=

{
vn ∈ R : |vn| ≤ 1

2

}
, неперервно

диференцiйовну неявну функцiю Y (t, vn) виду

Y (t, vn) = νn−1|πω(t)|
1

λ0−1+z(t,vn), (2.22)

де функцiя z така, що

lim
t↑ω

z(t, vn) = 0 рiвномiрно за vn ∈ R 1
2
, (2.23)

яка задовольняє при (t, vn) ∈ [t0, ω[×R 1
2
включення

νj|πω(t)|n−j−1|Y (t, vn)| ∈ ∆Yj (j = 0, n− 1), (2.24)

i наступнi граничнi умови

lim
t↑ω

νj|πω(t)|n−j−1|Y (t, vn)| = Yj (j = 0, n− 1) (2.25)

рiвномiрно за vn ∈ R 1
2
,

lim
t↑ω

πω(t)(Y (t, vn))
′
t

Y (t, vn)
=

1

λ0 − 1
(2.26)
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рiвномiрно за vn ∈ R 1
2
.

Тепер рiвняння (0.1) за допомогою замiн

y(j)(t)
y(n−1)(t)

= [(λ0−1)πω(t)]n−j−1

n−1∏
i=j+1

a0i

[1 + vj+1(t)] (j = 0, n− 2),

y(n−1)(t) = Y (t, vn(t)),

(2.27)

з урахуванням того, що функцiя y(n−1)(t) = Y (t, vn(t)) при t ∈ [t0, ω[

задовольняє рiвнянню

|y(n−1)(t)|γ
n−1∏
j=0

L0j

(
νj|πω(t)|n−j−1|y(n−1)(t)|

) = α0νn−1γCJn(t)[1 + vn(t)], (2.28)

зведемо до системи диференцiальних рiвнянь

v′j = h(t)[1 + a0jvj+1 − (n− j)(λ0 − 1)vj−

−R(t, v1, . . . , vn)(1 + vj)] (j = 1, . . . , n− 2),

v′n−1 = h(t) [1− (λ0 − 1)vn−1 −R(t, v1, . . . , vn)(1 + vn−1)]

v′n = (λ0 − 1)h(t)
[

γ
λ0−1R(t, v1, . . . , vn)(1 + vn)−

− πω(t)J ′n(t)
Jn(t) (1 + vn)− ε(t, v1, . . . , vn)(1 + vn)

]
,

(2.29)

де

h(t) =
1

(λ0 − 1)πω(t)
, ε(t, v1, . . . , vn) =

=
n−1∑
j=0

νj|πω(t)|n−j−1|Y (t, vn)|L′0j
(
νj|πω(t)|n−j−1|Y (t, vn)|

)
L0j (νj|πω(t)|n−j−1|Y (t, vn)|)

[
n− j − 1+

+
1

λ0 − 1
R(t, v1, . . . , vn)

]
, R(t, v1, . . . , vn) = (λ0 − 1)πω(t)×
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×

f

t, [(λ0−1)πω(t)]n−1Y (t,vn)(1+v1)
n−1∏
i=1

a0i

, . . . , (λ0−1)πω(t)Y (t,vn)(1+vn−1)
a0n−1

, Y (t, vn)


Y (t, vn)

,

Цю систему розглянемо

множинi [t1, ω[×Rn
1
2

, де Rn
1
2

=
{

(v1, . . . , vn) ∈ Rn : |vi| < 1
2 , i = 1, . . . , vn

}
i

t1 ∈ [t0, ω[ обрано з урахуванням (2.7), (2.24), (2.25) таким чином, щоб при

t ∈ [t1, ω[, (v1, . . . , vn) ∈ Rn
1
2

виконувались умови

[(λ0 − 1)πω(t)]n−j−1Y (t, vn)
n−1∏
i=j+1

a0i

(1 + vj+1) ∈ ∆Yj (j = 0, . . . , n− 2).

На цiй множинi правi частини систем (2.29) неперервнi. Крiм того, в силу

(2.26)

πω(t)

 [(λ0−1)πω(t)]n−j−1Y (t,v1)(1+vj+1)
n−1∏
i=j+1

a0i

′
t

[(λ0−1)πω(t)]n−j−1Y (t,v1)(1+vj+1)
n−1∏
i=j+1

a0i

= n− j − 1 +
πω(t)(Y (t, vn)

′
t

Y (t, vn)
−→

−→ n− j − 1 +
1

λ0 − 1
=

a0j+1

λ0 − 1
(j = 0, . . . , n− 2)

рiвномiрно за (v1, . . . , vn) ∈ Rn
1
2

. Тому згiдно з умовою (RN)λ0

f

t, [(λ0−1)πω(t)]n−1Y (t,vn)(1+v1)
n−1∏
i=1

a0i

, . . . , (λ0−1)πω(t)Y (t,vn)(1+vn−1)
a0n−1

, Y (t, vn)



= α0p(t)ϕn−1(Y (t, vn))
n−2∏
j=0

ϕj

 [(λ0−1)πω(t)]n−j−1Y (t,vn)(1+vj+1)
n−1∏
i=j+1

a0i

×
×[1 + δ1(t, v1, . . . , vn)],

де δ1(t, v1, . . . , vn) −→ 0 при t ↑ ω рiвномiрно за (v1, . . . , vn) ∈ Rn
1
2

. Тут на

пiдставi зображення (2.18), а також теореми 1.1 i леми 1.2 про властивостi
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повiльно змiнних функцiй

ϕn−1(Y (t, vn))
n−2∏
j=0

ϕj

 [(λ0 − 1)πω(t)]n−j−1Y (t, vn)(1 + vj+1)
n−1∏
i=j+1

a0i

 =

= |Y (t, vn)|
∑n−1
j=0 σj

n−2∏
j=0

|(λ0 − 1)πω(t)|σj(n−j−1)

n−2∏
j=0

|aoi|σj

n−2∏
j=0

(1 + vj+1)
σj×

×
n−2∏
j=0

Lj

 [(λ0 − 1)πω(t)]n−j−1Y (t, vn)(1 + vj+1)
n−1∏
i=j+1

a0i

 =

= C|Y (t, vn)|1−γ|πω(t)|µn
n−2∏
j=0

(1 + vj+1)
σj×

×
n−1∏
j=0

Lj
(
νj|πω(t)|n−j−1|Y (t, vn)|

)
[1 + δ2(t, v1, . . . , vn)] =

= C|Y (t, vn)|1−γ|πω(t)|µn
n−2∏
j=0

(1 + vj+1)
σj×

×
n−1∏
j=0

L0j

(
νj|πω(t)|n−j−1|Y (t, vn)|

)
[1 + δ(t, v1, . . . , vn)],

де L0j (j = 0, . . . , n − 1) – функцiї з (2.21), δ2(t, v1, . . . , vn) −→ 0 при t ↑ ω

рiвномiрно за (v1, . . . , vn) ∈ Rn
1
2

i

lim
t↑ω

δ(t, v1, . . . , vn) = 0 рiвномiрно за (v1, . . . , vn) ∈ Rn
1
2
. (2.30)

Згiдно з вище викладеним i спiввiдношенням (2.28), якому задовольняє

функцiя y(n−1)(t) = Y (t, vn), маємо

R(t, v1, . . . , vn) =
α0νn−1(λ0 − 1)πω(t)p(t)|πω(t)|µn

|Y (t, vn)|γ
×
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×
n−2∏
j=0

(1 + vj+1)
σj

n−1∏
j=0

L0j

(
νj|πω(t)|n−j−1|Y (t, vn)|

)
[1 + δ(t, v1, . . . , vn)] =

=
(λ0 − 1)πω(t)J ′n(t)

γJn(t)(1 + vn)

n−2∏
j=0

(1 + vj+1)
σj [1 + δ(t, v1, . . . , vn)], (2.31)

де функцiя δ задовольняє умову (2.30).

Тепер, враховуючи (2.20), (2.24), (2.25), (2.31) i (2.8), помiчаємо також,

що

lim
t↑ω

ε(t, v1, . . . , vn) = 0 рiвномiрно за (v1, . . . , vn) ∈ Rn
1
2
. (2.32)

Уведемо функцiю

V (v1, . . . , vn) =

n−2∏
j=0

(1 + vj+1)

1 + vn
− 1−

n−2∑
j=0

σjvj+1 + vn.

Враховуючи, що вона задовольняє умови

V (0, . . . , 0) = 0, lim
|v1|+···+|vn|→0

V (v1, . . . , vn)

|v1|+ · · ·+ |vn|
= 0, (2.33)

i приймаючи до уваги представлення (2.31) перепишемо систему

диференцiальних рiвнянь (2.29) у видi

v′j = h(t)

[
fj(t, v1, . . . , vn)− a0jvj + a0jvj+1 −

n−2∑
i=0

σivi+1 + vn+

+ Vj(v1, . . . , vn)] , j = 1, . . . , n− 2,

v′n−1 = h(t)

[
fn−1(t, v1, . . . , vn)− λ0vn−1 −

n−2∑
i=0

σivi+1 + vn+

+ Vn−1(v1, . . . , vn)] ,

v′n = h(t)

[
fn(t, v1, . . . , vn) + γ

n−2∑
i=0

σivi+1 − γvn + Vn(v1, . . . , vn)

]
,
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де

fj(t, v1, . . . , vn) =

= −(λ0 − 1)πω(t)J ′n(t)

γJn(t)

(1 + vj)
n−2∏
i=0

(1 + vi+1)
σi

1 + vn
δ(t, v1, . . . , vn)+

+

(
1 +

(λ0 − 1)πω(t)J ′n(t)

γJn(t)

) (1 + vj)
n−2∏
i=0

(1 + vi+1)
σi

1 + vn)
, Vj(v1, . . . , vn) =

= −V (v1, . . . , vn)(1 + vj)− vj

(
n−2∑
i=0

σivi+1 − vn

)
(j = 1, . . . , n− 1),

fn(t, v1, . . . , vn) = −(λ0 − 1)ε(t, v1, . . . , vn) +

+
(λ0 − 1)πω(t)J ′n(t)

Jn(t)

n−2∏
i=0

(1 + vi+1)
σiδ(t, v1, . . . , vn)+

+

(
(λ0 − 1)πω(t)J ′n(t)

Jn(t)
− γ
)(n−2∏

i=0

(1 + vi+1)
σi − 1− vn

)
,

Vn(v1, . . . , vn) == γ(1 + vn)V (v1, . . . , vn) + γvn

(
n−2∑
i=0

σivi+1 − vn

)
i згiдно з умовами (2.8), (2.30), (2.32), (2.33) такi, що

lim
t↑ω

fj(t, v1, . . . , vn) = 0 (j = 1, . . . , n) (2.34)

рiвномiрно за (v1, . . . , vn) ∈ Rn
1
2

,

Vj(0, . . . , 0) = 0, lim
n∑
i=1

|vi|→0

Vj(v1, . . . , vn)
n∑
i=1

|vi|
= 0 (j = 1, . . . , n). (2.35)

До даної системи диференцiальних рiвнянь, з метою спрощення її

вигляду, застосуємо додаткове перетворення

vj = zj −
1

γ
zn (j = 1, . . . , n− 1), vn = zn. (2.36)
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У результатi одержимо систему диференцiальних рiвнянь

z′j = h(t) [Fj(t, z1, . . . , zn)− a0jzj + a0jzj+1+

Zj(z1, . . . , zn)] (j = 1, n),

z′n−1 = h(t)
[
Fn−1(t, z1, . . . , zn)− a0n−1zn−1 + a0n−1

γ zn+

+Zn−1(z1, . . . , zn)] ,

z′n = h(t)

[
Fn(t, z1, . . . , zn) + γ

n−1∑
k=1

σk−1zk + (σn−1 − 1)zn

+Zn(z1, . . . , zn)] ,

(2.37)

де

Fn(t, z1, . . . , zn) = fn

(
t, z1 −

1

γ
zn, . . . , zn−1 −

1

γ
zn, zn

)
,

Yn(z1, . . . , zn) = Vn

(
z1 −

1

γ
zn, . . . , zn−1 −

1

γ
zn, zn

)
,

Fj(t, z1, . . . , zn) = fj

(
t, z1 −

zn
γ
, . . . , zn−1 −

zn
γ
, zn

)
− 1

γ
Fn(t, z1, . . . , zn),

Zj(z1, . . . , zn) = Vj

(
z1 −

zn
γ
, . . . , zn−1 −

zn
γ
, zn

)
− 1

γ
Zn(z1, . . . , zn),

j = 1, n− 1.

Таким чином, отримана система диференцiальних рiвнянь (2.13),

в якiй функцiя h(t) = 1
(λ0−1)πω(t) задовольняє умови (2.14), а функцiї

Fj, Yj (j = 1, . . . , n) задовольняють в силу (2.34) i (2.35) умови (2.15) i

(2.16). Крiм того, матриця C = (cjk)
n
j,k=1 з системи (2.13) у даному випадку

складається з елементiв виду

cjk = 0 при k ∈ {1, . . . , n} \ {j, j + 1} (j = 1, . . . , n− 1),

cjj = −a0j, cjj+1 = a0j при j = 1, . . . , n− 1, cn−1n−1 = −a0n−1,
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cn−1n =
a0n−1

γ
, cnk = γσk−1 при k = 1, . . . , n− 1, cnn = σn−1 − 1.

Неважко перевiрити, що характеристичне рiвняння цiєї матрицi det(C −

ρE) = 0, де E- одинична n × n матриця, має вид (2.5), i тому згiдно

з умовами теореми не має коренiв з нульовою дiйсною частиною. Отже,

для системи диференцiальних рiвнянь (2.37) виконано всi умови леми 2.1.

На пiдставi цiєї леми система диференцiальних рiвнянь (2.37) має хоча

б один розв’язок (zj)
n
j=1 : [t2, ω[−→ Rn (t2 ∈ [t1, ω[), що прямує до

нуля при t ↑ ω, причому таких розв’язкiв iснує m- параметрична сiм’я,

якщо серед коренiв рiвняння (2.5) є m коренiв (з урахуванням кратних),

дiйснi частини яких мають знак, протилежний знаку функцiї (λ0 − 1)πω(t)

на промiжку [a, ω[. Кожному такому розв’язку системи диференцiальних

рiвнянь (2.37) в силу замiн (2.36) i (2.27) вiдповiдає розв’язок y : [t2, ω[−→

∆Y0
рiвняння (0.1) з асимптотичними при t ↑ ω зображеннями (3.9), (2.9),

що є Pω(Y0, Y1, . . . , Yn−1, λ0)– розв’язком.

Теорему повнiстю доведено.

Доведення теореми 2.2. Припустимо, що диференцiальне рiвняння

(0.1) має Pω(Y0, Y1, . . . , Yn−1, λ0)-розв’язок y : [t0, ω[−→ ∆Y0
. тодi згiдно з

теоремою 2.1 виконуються умови (2.6)-(2.8) i для даного розв’язку мають

мiсце при t ↑ ω асимптотичнi зображення (2.9) - (2.11). Оскiльки функцiї

Lj (j = 0, 1, . . . , n − 1) задовольняють умову S (див. Означення 1.5) i має

мiсце зображення (2.11), то

Lj

(
νj|πω(t)|n−j−1|y(n−1)(t)|

)
= Lj

(
νj|πω(t)|n−j−1+ 1

λ0−1+o(1)
)

=

= Lj

(
νj|πω(t)|

a0j+1
λ0−1 +o(1)

)
= Lj

(
νje

(1+o(1)] ln |πω(t)|
a0j+1
λ0−1

)
=

= Lj

(
νj|πω(t)|

a0j+1
λ0−1

)
[1 + o(1)] (j = 0, 1, . . . , n− 1) при t ↑ ω.

Враховуючи цi асимптотичнi спiввiдношення з (2.11) одержуємо, що при
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t ↑ ω

|y(n−1)(t)|γ = α0νn−1γCJn(t)
n−1∏
j=0

Lj

(
νj|πω(t)|

a0j+1
λ0−1

)
[1 + o(1)].

Звiдси безпосередньо випливає асимптотичне при t ↑ ω зображення

(2.12) для n − 1 першої похiдної даного Pω(Y0, Y1, . . . , Yn−1, λ0)-розв’язку

диференцiального рiвняння (0.1). Теорему доведено.

§2.4. Приклади

Проiлюструємо одержанi результати на прикладах трьох диферен-

цiальних рiвнянь n-го порядку. Спочатку розглянемо диференцiальне

рiвняння

y(n) =

l∑
k=1

αkpk(t)
n−1∏
j=0

ϕkj
(
y(j)
)

m∑
k=l+1

αkpk(t)
n−1∏
j=0

ϕkj
(
y(j)
) , (2.38)

в якому αk ∈ {−1, 1}, pk : [a, ω[−→]0,+∞[ (ω ≤ +∞) - неперервна функцiя,

ϕkj : ∆Yj −→]0,+∞[ - неперервна i правильно змiнна при yj → Yj функцiя

порядку σkj, Yj дорiвнює або нулю, або ±∞, ∆Yj– деякий однобiчний окiл

Yj, k = 1, . . . ,m, j = 0, 1, . . . , n− 1.

Обрав довiльним чином число λ0 ∈ R \
{

0, 1
2 , . . . ,

n−2
n−1 , 1

}
, припустимо,

що iснують s ∈ {1, . . . , l} i r ∈ {l + 1, . . . ,m}, для яких виконуються

нерiвностi

lim sup
t↑ω

ln pk(t)− ln ps(t)

ln |πω(t)|
<

signπω(t)

λ0 − 1

n−1∑
j=0

(σsj − σkj)a0j+1 (2.39)

при всiх k ∈ {1, . . . , l} \ {s} i

lim sup
t↑ω

ln pk(t)− ln pr(t)

ln |πω(t)|
<

signπω(t)

λ0 − 1

n−1∑
j=0

(σrj − σkj)a0j+1 (2.40)

при всiх k ∈ {l+ 1, . . . ,m}\{r}, де a0k (k = 1, . . . , n) визначенi в формулах

(2.1).
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Покажемо, що при виконаннi цих умов права частина рiвняння (2.38)

задовольняє умову (RN)λ0
.

Нехай zj : [t0, ω[−→ ∆Yj (j = 0, 1, . . . , n − 1) – довiльнi неперервно

диференцiйовнi функцiї, що задовольняють умови (2.2). Тодi для них мають

мiсце асимптотичнi спiввiдношення

ln |zj(t)| =
(
a0j+1

λ0 − 1
+ o(1)

)
ln |πω(t)| (j = 0, 1, . . . , n− 1) при t ↑ ω.

Враховуючи їх, а також зображення виду

ϕkj(y
(j)) = |y(j)|σkjLkj(y(j)) (k = 1, . . . ,m; j = 0, . . . , n− 1),

де Lkj(y(j)) : ∆Yj −→]0,+∞[ - неперервна повiльно змiнна функцiя при

y(j) −→ Yj, i твердження 1) леми 1.7 про властивостi повiльно змiнних

функцiй, будемо при k ∈ {1, . . . , l} \ {s} мати

ln


pk(t)

n−1∏
j=0

ϕkj(zj(t))

ps(t)
n−1∏
j=0

ϕsj(zj(t))

 = ln pk(t)− ln ps(t)+

+
n−1∑
j=0

(lnϕkj(zj(t))− lnϕsj(zj(t))) = ln pk(t)− ln ps(t)+

+
n−1∑
j=0

((σkj − σsj) ln |zj(t)|+ lnLkj(zj(t))− Lsj(zj(t))) = ln pk(t)−

− ln ps(t) + +
n−1∑
j=0

ln |zj(t)|
(
σkj − σsj +

lnLkj(zj(t))

ln |zj(t)|
− lnLsj(zj(t))

ln |zj(t)|

)
=

= ln pk(t)− ln ps(t) + ln |πω(t)|
n−1∑
j=0

(
(σkj − σsj)a0j+1

λ0 − 1
+ o(1)

)
=

= | ln |πω(t)||
(

ln pk(t)− ln ps(t)

| ln |πω(t)||
−

−signπω(t)

λ0 − 1

(
n−1∑
j=0

(σsj − σkj)a0j+1 + o(1)

))
при t ↑ ω.
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Звiдси в силу виконання нерiвностi (2.39) випливає, що вираз, який стоїть

лiворуч, прямує до −∞ при t ↑ ω i тому

lim
t↑ω


pk(t)

n−1∏
j=0

ϕkj(zj(t))

ps(t)
n−1∏
j=0

ϕsj(zj(t))

 = 0 при всех k ∈ {1, . . . , l} \ {s}.

Аналогiчно, з використанням нерiвностi (3.40) встановлюємо, що

lim
t↑ω


pk(t)

n−1∏
j=0

ϕkj(zj(t))

pr(t)
n−1∏
j=0

ϕrj(zj(t))

 = 0 при всех k ∈ {l + 1, . . . ,m} \ {r}.

Згiдно з цими граничними спiввiдношеннями
l∑

k=1

αkpk(t)
n−1∏
j=0

ϕkj (zj(t))

m∑
k=l+1

αkpk(t)
n−1∏
j=0

ϕkj (zj(t))

=

αsps(t)
n−1∏
j=0

ϕsj(zj(t))

αrpr(t)
n−1∏
j=0

ϕrj(zj(t))

[1 + o(1)] при t ↑ ω,

тобто має мiсце асимптотичне спiввiдношення (2.3), в якому

α0 = αsαr, p(t) =
ps(t)

pr(t)
, ϕj(zj(t)) =

ϕsj(zj(t))

ϕrj(zj(t)
(j = 0, 1, . . . , n− 1),

причому тут ϕj - неперервна повiльно змiнна при zj −→ Yj функцiя порядку

σj = σsj−σrj i ї ї повiльно змiнна складова Lj дорiвнює вiдношенню повiльно

змiнних складових Lsj i Lrj функцiй ϕsj i ϕrj.

Таким чином, права частина рiвняння (2.38) задовольняє умову

(RN)λ0
. Тому у випадку, коли при деяких s ∈ {1, . . . , l}, r ∈ {l + 1, . . . ,m}

виконуються умови (2.39), (2.40) i вiдмiнна вiд нуля стала γ = 1 −∑n−1
j=0 (σsj−σrj), для рiвняння (2.38) є справедливими твердження теорем 2.1

i 2.2 про умови iснування i асимптотику Pω(Y0, Y1, . . . , Yn−1, λ0)-розв’язкiв з

замiною в цих твердженнях сталих α0, σj (j = 0, 1, . . . , n− 1) i функций p,

ϕj, Lj (j = 0, 1, . . . , n− 1) на вказанi вище вiдповiднi сталi i функцiї.
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Якщо ω∗ ∈]a, ω[, то нерiвностi (2.39), (2.40) при замiнi в них ω на ω∗

приймають вiдповiдно наступний вид

(λ0 − 1)
n−1∑
j=0

(σsj − σkj)a0j+1 < 0 при всех k ∈ {1, . . . , l} \ {s},

i

(λ0 − 1)
n−1∑
j=0

(σrj − σkj)a0j+1 < 0 при всех k ∈ {l + 1, . . . ,m} \ {r}.

В даному випадку при виконаннi цих нерiвностей i нерiвностi 1−
∑n−1

j=0 (σsj−

σrj) 6= 0 для диференцiального рiвняння(2.38) справедливими є твердження

наслiдкiв 2.1 i 2.2 про умови iснування i асимптотику сингулярних

Pω∗(Y0, Y1, . . . , Yn−1, λ0)-розв’язкiв з замiною в цих твердженнях сталих

α0, σj (j = 0, 1, . . . , n − 1) i функцiй p, ϕj, Lj (j = 0, 1, . . . , n − 1), на тi

ж самi, що i вище.

Розглянемо тепер диференцiальне рiвняння

y(n) = p(t)|y|σ ln(1 + |y|), (2.41)

де p : [a,+∞[−→]0,+∞[– неперервна функцiя i σ > 1. Вiдомо (див.

[46], §11, стор. 267 - 271), що при будь-якому ω∗ > a рiвняння (2.41) має

сингулярний розв’язок другого роду y : [a, ω∗[−→]0,+∞[ (за термiнологiєю

I.Т. Кiгурадзе) такий, що

lim
t↑ω∗

y(t) = +∞.

З’ясуємо з використанням наслiдкiв 2.1 i 2.2 питання про наявнiсть

для будь-якого ω∗ > a у диференцiального рiвняння (2.41) сингулярних

Pω∗(Y0, . . . , Yn−1, λ0)– розв’язкiв при деякому λ0 ∈ R \
{

0, 1
2 , . . . ,

n−2
n−1

}
.

Права частина даного рiвняння при будь-яких λ0 ∈ R \{
0, 1

2 , . . . ,
n−2
n−1 , 1

}
i ω∗ > a свiдомо задовольняє умову (RN)λ0

з замiною

в нiй ω на ω∗, причому тут

α0 = 1, ϕ(y) = |y|σ ln(1 + |y|), γ = 1− σ < 0, µn = σ(n− 1) > 0,
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повiльно змiнна при y → Y0 складова функцiї ϕ задовольняє умову S i

алгебраїчне рiвняння (2.5) має вид

(1 + ρ)
n−1∏
k=1

(a0k + ρ)− σ
n−1∏
k=1

a0k = 0. (2.42)

Згiдно з наслiдком 2.1 необхiдними умовами для iснування таких розв’язкiв

є умови:

νj−1 = 1 (j = 1, n) i тому Yj−1 = +∞ (j = 1, n);

µn + 1 6= 0, λ0 = 1 +
1− σ

σ(n− 1) + 1
.

Враховуючи останню з цих умов будемо також мати

λ0 < 1, a0k > 0 (k = 1, n− 1),

звiдки випливає, що
n− 2

n− 1
< λ0 < 1.

Приймаючи до уваги цi умови i нерiвнiсть σ > 1, неважко переконатися

в тому, що алгебраїчне рiвняння (2.42) не має коренiв з нульовою дiйсною

частиною. Тому на пiдставi наслiдкiв 2.1 i 2.2 диференцiальне рiвняння

(2.41) при будь-якому ω∗ > a має cингулярний Pω∗(+∞, . . . ,+∞, λ0)-

розв’язок лише у випадку, коли λ0 = 1 + 1−σ
σ(n−1)+1 i для цього розв’язку

мають мiсце при t ↑ ω∗ асимптотичнi зображення

y(j)(t) = [σ(n−1)+1]j [(1−σ)(t−ω∗)]n−j−1

n−1∏
i=j+1

[σ(i−1)+n−i+1]
y(n−1)(t)[1 + o(1)],

j = 0, . . . , n− 2,

y(n−1)(t) =

=

∣∣∣∣∣∣ (n−1)(σ−1)σ(n−1)+1p(ω∗)

[σ(n−1)+1]
n−1∏
i=0

[σ(i−1)+n−i+1]σ
(ω∗ − t)σ(n−1)+1 ln(ω∗ − t)

∣∣∣∣∣∣
1

1−σ

[1 + o(1)].
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На вiдмiну вiд вказаного вище результату з [46] тут подається ще i

асимптотичнi зображення для сингулярного розв’язку.

Далi, розглянемо диференцiальне рiвняння

y(n) = (−1)np(t)|y|σ ln(1 + |y|), (2.43)

де p : [a,+∞[−→]0,+∞[– неперервна функцiя i σ > 1. Вiдомо (див.

монографiю [46], §13, стор. 280 - 289), що якщо
+∞∫
a

tn−1p(t) dt = +∞, (2.44)

то рiвняння (2.41) має континуум зникаючих у нескiнченностi

кнезеровських розв’язкiв.

З’ясуємо, використовуючи теореми 2.1 i 2.2 питання про iснування

у диференцiального рiвняння (2.43) при деякому λ0 ∈ R \
{

0, 1
2 , . . . ,

n−2
n−1

}
зникаючих у нескiнченностi P+∞(0, 0, . . . , 0, λ0)– розв’язкiв. Згiдно з

теоремою 2.1 необхiдними умовами iснування таких розв’язкiв у

диференцiального рiвняння (2.43) є наступнi:

n− 2

n− 1
< λ0 < 1, (−1)nνn−1 = −1, νj−1 = (−1)n+j−1 (j = 1, . . . , n),

lim
t→+∞

tJ ′n(t)

Jn(t)
=

1− σ
λ0 − 1

, (2.45)

тобто, повинна iснувати скiнчена i вiдмiнна вiд нуля границя lim
t→+∞

tJ ′n(t)
Jn(t) i

число λ0 має визначатися наступним чином

λ0 = 1 + (1− σ) lim
t→+∞

Jn(t)

tJ ′n(t)
.

З (2.45) знаходимо, що

Jn(t) = t
1−σ
λ0−1+o(1) при t→ +∞

i тому

p(t)tσ(n−1)+1 ∼ 1− σ
λ0 − 1

t
1−σ
λ0−1+o(1) при t→ +∞.

65



Звiдси маємо

p(t)tn−1 ∼ 1− σ
λ0 − 1

t
1−σ
λ0−1 [(n−1)λ0−(n−2)]+o(1)

Тодi з урахуванням нерiвностей σ > 1, n−2
n−1 < λ0 < 1 приходимо до висновку,

що справджується умова (2.44).

Крiм того, враховуючи нерiвностi σ > 1 i a0k > 0 (k = 1, n− 1),

помiчаємо, що алгебраїчне рiвняння (2.42) не має коренiв з нульовою

дiйсною частиною, серед яких iснує (див. монографiю Б.П. Демидовича

[6], Роздiл II, §8, стор. 91) хоча б один з вiд’ємною дiйсною частиною.

Тодi згiдно з теоремами 2.1 i 2.2 у диференцiального рiвняння (2.43) iснує

нескiнченна множина P+∞(0, 0, . . . , 0, λ0)– розв’язкiв i для кожного з них

мають мiсце при t→ +∞ асимптотичнi зображення

y(j)(t) = [(λ0−1)t]n−j−1

n−1∏
i=j+1

a0i

y(n−1)(t)[1 + o(1)],

j = 0, 1, . . . , n− 2,

y(n−1)(t) =

= (−1)n−1

∣∣∣∣∣∣ (1−σ)|λ0−1|σ(n−1)−1[(n−1)λ0−(n−2)]
n−1∏
i=1

|a0i|σ
Jn(t) ln t

∣∣∣∣∣∣
1

1−σ

[1 + o(1)].

Такi розв’язки свiдомо є кнезеровськими (за термiнологiєю I. Т. Кi-

гурадзе. Бiльш того, на вiдмiнну вiд [46], §13, стор. 280 - 289), тут даються

також i асимптотичнi зображення для цих розв’язкiв.

Висновки до другого роздiлу

У другому роздiлi дисертацiї дослiджувались асимптотичнi

властивостi Pω(Y0, Y1, . . . , Yn−1, λ0)-розв’язкiв диференцiального рiвняння

n-го порядку загального виду (0.1) у неособливому випадку, коли λ0 ∈

R \
{

0, 1
2 , . . . ,

n−2
n−1 , 1

}
.
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Для цього випадку:

1) визначено умову (RN)λ0
на праву частину рiвняння, при виконаннi

якiй стає можливим провести дослiдження асимптотичної поведiнки

Pω(Y0, Y1, . . . , Yn−1, λ0)-розв’язкiв диференцiального рiвняння (0.1);

2) при виконаннi умови (RN)λ0
вперше встановлено необхiднi

умови iснування у диференцiального рiвняння (0.1) Pω(Y0, Y1, . . . , Yn−1, λ0)-

розв’язкiв, а також асимптотичнi зображення у неявному видi для таких

розв’язкiв та їх похiдних до порядку n− 1 включно;

3) при деякiй незначнiй додатковiй (до необхiдних)

умовi вперше встановлено фактичне iснування у диференцiального рiвнян-

ня (0.1) Pω(Y0, Y1, . . . , Yn−1, λ0)-розв’язкiв з отриманими асимптотичними

зображеннями i вирiшено питання про кiлькiсть таких розв’язкiв;

4) визначено додатковi умови, при виконаннi яких отриманi

асимптотичнi зображення можуть бути поданими у явному видi;

5) з основних теорем другого роздiлу вперше одержано

результати про умови iснування i асимптотичнi зображення сингулярних

Pω∗(Y0, Y1, . . . , Yn−1, λ0)-розв’язкiв диференцiального рiвняння (0.1);

6) встановленi результати проiлюстровано на трьох прикладах

диференцiальних рiвнянь n-го порядку, один з яких представляє клас

рiвнянь з правильно змiнними нелiнiйностями, який ранiше в лiтературi не

розглядався, а два iнших з метою їх порiвняння з вiдомими результатами.
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РОЗДIЛ III

АСИМПТОТИКА Pω(Y0, Y1, . . . , Yn−1, λ0) - РОЗВ’ЯЗКIВ

РIВНЯННЯ (0.1) У ВИПАДКУ, КОЛИ λ0 = 1

У цьому роздiлi для диференцiального рiвняння (0.1) встановлюються

необхiднi та достатнi умови iснування Pω(Y0, Y1, . . . , Yn−1λ0) – розв’язкiв в

особливому випадку, коли λ0 = 1, а також встановлюються асимптотичнi

при t ↑ ω зображення таких розв’язкiв та їх похiдних до порядку n − 1

включно i вирiшується питання про кiлькiсть розв’язкiв з отриманими

асимптотичними зображеннями. У даному випадку згiдно з апрiорними

асимптотичними властивостями (лема 1.1) кожний Pω(Y0, Y1, . . . , Yn−1, 1) –

розв’язок y задовольняє умови
y′(t)

y(t)
∼ y′′(t)

y′(t)
∼ . . . ∼ y(n)(t)

y(n−1)(t)
i lim

t↑ω

πω(t)y′(t)

y(t)
= ±∞. (3.1)

Iз цих умов на пiдставi леми 1.4 i зауваження 1.2 випливає, що кожний

такий розв’язок i всi його похiднi до порядку n − 1 включно є швидко

змiнними функцiями при t ↑ ω.

Дослiдження у цьому роздiлi здiйснюється у припущеннi, що функцiя

f у диференцiальному рiвняннi (0.1) задовольняє умову (RN)λ0
при λ0 = 1.

У вiдповiдностi до (3.1) ця умова визначається наступним чином.

Означення 3.1. Будемо казати, що в диференцiальному рiвняннi

(0.1) функцiя f задовольняє умову (RN)1, якщо iснують числа α0 ∈

{−1; 1}, t0 ∈ [a, ω[, неперерервна функцiя p : [t0, ω[−→]0,+∞[ i

неперервнi правильно змiннi при zj → Yj (j = 0, n− 1) функцiї

ϕj : ∆Yj →]0,+∞[ порядкiв σj (j = 0, n− 1) такi, що для будь-яких

неперервно диференцiйовних функцiй zj : [t0, ω[→ ∆Yj (j = 0, n− 1), якi

задовольняють умови

lim
t↑ω

zj(t) = Yj, lim
t↑ω

πω(t)z′j(t)

zj(t)
= ±∞ (j = 0, n− 1), (3.2)
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lim
t↑ω

z′j−1(t)zj(t)

zj−1(t)z′j(t)
= 1, (j = 1, n− 1). (3.3)

має мiсце при t ↑ ω зображення

f(t, z0(t), ..., zn−1(t)) = α0p(t)
n−1∏
j=0

ϕj(zj(t))[1 + o(1)]. (3.4)

При виконаннi цiєї умови будемо використовувати у даному роздiлi

позначення γ, µn, ∆Y0
(b) i νj (j = 0, n− 1), що були уведенi на початку

другого роздiлу до §2.1.

§3.1. Формулювання основних результатiв

Для формулювання отриманих в цьому роздiлi результатiв введемо

поряд з вказаними вище позначеннями допомiжнi функцiї

J0(t) =

t∫
A0

p(s) ds, J00(t) =

t∫
A00

J0(s) ds,

де

A0 =


a, якщо

ω∫
a

p(s) ds = +∞,

ω, якщо
ω∫
a

p(s) ds < +∞,

A00 =


a, якщо

ω∫
a

|J0(s)| ds = +∞,

ω, якщо
ω∫
a

|J0(s)| ds < +∞.

(Основним результатом цього роздiлу є теорема)

Теорема 3.1. Нехай функцiя f задовольняє умову (RN)1 i при

цьому γ 6= 0. Тодi для iснування у диференцiального рiвняння (0.1)

Pω (Y0, . . . , Yn−1, 1)- розв’язкiв необхiдно, а якщо алгебраїчне вiдносно ρ

рiвняння

(1 + ρ)n =
n−1∑
j=0

σj(1 + ρ)j (3.5)
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не має коренiв з нульовою дiйсною частиною, то i достатньо, щоб

p(t)

J0(t)
∼ J0(t)

J00(t)
при t ↑ ω, lim

t↑ω

πω(t)p(t)

J0(t)
= ±∞ (3.6)

νj lim
t↑ω
|J0(t)|

1
γ = Yj (j = 0, n− 1), (3.7)

i при t ∈]a, ω[ виконувалися нерiвностi

α0νn−1γJ0(t) > 0, νjνn−1 (γJ0(t))
n−j−1 > 0 (j = 0, n− 1). (3.8)

Бiльш того, для кожного такого розв’язку мають мiсце при t ↑ ω

асимптотичнi зображення

y(j)(t) =

(
γJ00(t)

J0(t)

)n−j−1

y(n−1)(t)[1 + o(1)] (j = 0, n− 1), (3.9)

|y(n−1)(t)|γ
n−1∏
j=0

Lj

((
γJ00(t)
J0(t)

)n−j−1

y(n−1)(t)

) =

= α0νn−1γJ0(t)

∣∣∣∣γJ00(t)

J0(t)

∣∣∣∣µn [1 + o(1)], (3.10)

де Lj
(
y(j)
)

= |y(j)|−σjϕj
(
y(j)
)

(j = 0, n− 1)– повiльно змiннi складовi

функцiй ϕj, причому розв’язкiв з такими зображеннями iснує m-

параметрична сiм’я, якщо серед коренiв алгебраїчного рiвняння (3.5) є

m коренiв (з урахуванням кратних), дiйснi частини яких мають знак,

протилежний знаку α0νn−1.

Зауваження 3.1. Можна показати (див. Зауваження 2.1), що

алгебраїчне рiвняння (3.5) свiдомо не має коренiв з нульовою дiйсною

частиною, якщо
n−2∑
j=0

|σj| < |1− σn−1|.

Зауваження 3.2. Згiдно з першої з умов (3.6) i теоремою 1.1

(про рiвномiрну збiжнiсть) щодо властивостей повiльно змiнних функцiй

вiдношення γJ00(t)
J0(t) у зображеннях (3.9) i (3.10) може бути замiнено на

γJ0(t)
p(t) .

70



Зауваження 3.3. З умов (3.6) випливає (див. Зауваження 1.1,

1.2), що функцiї J0, J00 є швидко змiнними при t ↑ ω. Тому функцiя p

у зображеннi (3.4) не може бути правильно змiнною при t ↑ ω.

Далi, сформулюємо результат щодо додаткових (до необхiдних) умов,

при виконаннi яких поданi у теоремi 3.1 асимптотичнi зображення (3.9),

(3.10) можуть бути записаними у явному видi.

Теорема 3.2 Нехай виконуються умови теореми 3.1 i повiльно

змiннi складовi Lj (j = 0, n− 1) функцiй ϕj (j = 0, n− 1) задовольняють

умову S. Тодi для кожного Pω(Y0, . . . , Yn−1, 1)- розв’язку рiвняння (0.1)

мають мiсце при t ↑ ω асимптотичнi зображення

y(j)(t) = νn−1

(
γJ0(t)
p(t)

)n−j−1

×

(3.11)

×

∣∣∣∣∣γJ0(t)
∣∣∣γJ0(t)
p(t)

∣∣∣µn n−1∏
j=0

Lj

(
νj|J0(t)|

1
γ

)∣∣∣∣∣
1
γ

[1 + o(1)] (j = 0, n− 1).

Якщо ω∗ ∈]a, ω[, то друга з умов (3.6) при замiнi в нiй ω на ω∗

виконуватись не буде, оскiльки ця границя буде дорiвнювати 1. Тому з

теореми 3.1 безпосередньо випливає наступний висновок щодо iснування

сингулярних розв’язкiв у диференцiального рiвняння (0.1).

Наслiдок 3.1 Якщо ω∗ ∈]a, ω[, функцiя f задовольняє умову (RN)1

при замiнi в нiй ω на ω∗, p(ω∗) > 0 i γ 6= 0, то диференцiальне рiвняння

(0.1) не має сингулярних Pω∗(Y0, Y1, . . . , Yn−1, 1)– розв’язкiв.
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§3.2. Доведення теорем

Доведення теореми 3.1. Необхiднiсть. Нехай y : [t0, ω[−→ ∆Y0
–

довiльний Pω (Y0, . . . , Yn−1, 1)- розв’язок диференцiального рiвняння (0.1).

Тодi на пiдставi означення 1.6 iснує t1 ∈ [t0, ω[ таке, що

sign y(j)(t) = νj (j = 0, n− 1) при t ∈ [t1, ω[.

Крiм того, згiдно з властивостями (3.1) цього розв’язку для функцiй zj(t) =

y(j)(t) (j = 0, n− 1) справджуються умови (3.2) i (3.3). Тому в силу

виконання умови (RN)1 для функцiї f має мiсце при t ↑ ω зображення

f
(
t, y(t), y′(t), . . . , y(n−1)(t)

)
= α0p(t)

n−1∏
j=0

ϕj(y
(j)(t))[1 + o(1)],

з якого, враховуючи, що y це розв’язок диференцiального рiвняння (0.1),

одержуємо асимптотичне спiввiдношення

y(n)(t) = α0p(t)
n−1∏
j=0

ϕj(y
(j)(t))[1 + o(1)] при t ↑ ω. (3.12)

Тут ϕj : ∆Yj −→]0,+∞[ (j = 0, n− 1) – правильно змiннi при

y(j) → Yj (j = 0, n− 1) функцiї порядкiв σj (j = 0, n− 1). Тому вони

допускають зображення виду

ϕj(y
(j)) = |y(j)|σjLj(y(j)) (j = 0, n− 1) (3.13)

де Lj (j = 0, n− 1)– повiльно змiннi функцiї при y(j) → Yj (j = 0, n− 1).

Крiм того, вiдповiдно до леми 1.2 про властивостi повiльно змiнних

функцiй iснують нормалiзованi (неперервно диференцiйовнi) повiльно
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змiннi функцiї L0j : ∆Yj −→]0,+∞[ (j = 0, n− 1) такi, що

lim
y(j)→Yj
y(j)∈∆Yj

Lj(y
(j))

L0j(y(j))
= 1,

lim
y(j)→Yj
y(j)∈∆Yj

y(j)L′0j(y
(j))

L0j(y(j))
= 0 (j = 0, n− 1).

(3.14)

Звiдси випливає, що неперервно диференцiйовнi правильно змiннi

(нормалiзованi) функцiї

ϕ0j = |y(j)|σjL0j(y
(j)) (j = 0, n− 1) (3.15)

задовольняють умови

lim
y(j)→Yj
y(j)∈∆Yj

ϕj(y
(j))

ϕ0j(y(j))
= 1,

lim
y(j)→Yj
y(j)∈∆Yj

y(j)ϕ0j(y
(j))

ϕ0j(y(j))
= σj (j = 0, n− 1).

(3.16)

В силу цих умов, (1.25) i перших з спiввiдношень (3.1) y(k−1)(t)
n−1∏
j=0

ϕ0j(y(j)(t))


′

=

=
y(k)(t)

n−1∏
j=0

ϕ0j(y(j)(t))

[
1−

n−1∑
j=0

y(k−1)(t)y(j+1)(t)

y(k)(t)y(j)(t)
·
y(j)(t)ϕ′0j(y

(j)(t))

ϕ0j(y(j)(t))

]
=

=
y(k)(t)

n−1∏
j=0

ϕ0j(y(j)(t))

[γ + o(1)] (k = 1, . . . , n) при t ↑ ω. (3.17)
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З урахуванням цього спiввiдношеня при k = n перепишемо (3.12) у

видi  y(n−1)(t)
n−1∏
j=0

ϕ0j(y(j)(t))


′

= α0γp(t)[1 + o(1)] при t ↑ ω.

Iнтегруючи дане спiввiдношення на промiжку вiд t1 до t, одержуємо

y(n−1)(t)
n−1∏
j=0

ϕ0j(y(j)(t))

= C + α0γJ0(t)[1 + o(1)] при t ↑ ω.

де C- деяка дiйсна стала.

У випадку, коли в iнтегралi J0 границя iнтегрування A0 = a, J0(t)→

+∞ при t ↑ ω i одержане спiввiдношення може бути записаним у видi

y(n−1)(t)
n−1∏
j=0

ϕ0j(y(j)(t))

= α0γJ0(t)[1 + o(1)] при t ↑ ω. (3.18)

Покажемо, що у випадку A0 = ω, коли J0(t) → 0 при t ↑ ω, стала C = 0.

Припустимо супротивне, що у цьому випадку C 6= 0. Тодi

y(n−1)(t)
n−1∏
j=0

ϕ0j(y(j)(t))

= C + o(1) при t ↑ ω,

i в силу (3.12), (3.16)

y(n)(t)

y(n−1)(t)
= p(t)

(α0

C
+ o(1)

)
при t ↑ ω,

звiдки випливає, що

ln |y(n−1)(t)| = C1 + J0(t)
(α0

C
+ o(1)

)
при t ↑ ω,

де C1- деяка дiйсна стала. Однак цього бути не може, оскiльки тут лiва

частина згiдно з означенням 1.6 прямує до нескiнченостi при t ↑ ω, а права

- до сталої C1. Отже, при A0 = ω також має мiсце зображення (3.18).
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Аналогiчно iз (3.18) з використанням (3.17) при k = n− 1 отримуємо,

що
y(n−2)(t)

n−1∏
j=0

ϕ0j(y(j)(t))

= α0γ
2J00(t)[1 + o(1)] при t ↑ ω. (3.19)

Iз (3.12), (3.18) i (3.19) з урахуванням першої iз умов (3.16) маємо

y(n)(t)

y(n−1)(t)
∼ p(t)

γJ0(t)
,

y(n−1)(t)

y(n−2)(t)
∼ J0(t)

γJ00(t)
при t ↑ ω.

Тому в силу (3.1) справджуються умови (3.6) i згiдно з тотожнiстю

y(j)(t) =
y(j)(t)

y(j+1)(t)
· · · y

(n−2)(t)

y(n−1)(t)
y(n−1)(t) (j = 0, n− 2)

мають мiсце асимптотичнi зображення (3.9). Крiм того, з (3.18) i (3.9)

випливає, що виконуються нерiвностi (3.8).

Справедливiсть умов (3.7) безпосередньо випливає iз (1.24) i

асимптотичних спiввiдношень

y(j+1)(t)

y(j)(t)
∼ p(t)

γJ0(t)
(j = 0, n− 1) при t ↑ ω. (3.20)

Використовуючи тепер зображення (3.15),

асимптотичнi спiввiдношення (3.9) i теорему 1.1 про властивостi повiльно

змiнних функцiй, знаходимо

ϕ0j(y
(j)(t)) = |y(j)(t)|σjL0j(y

(j)(t)) ∼

∼

∣∣∣∣∣
(
γJ00(t)

J0(t)

)n−j−1

y(n−1)(t)

∣∣∣∣∣
σj

×

×L0j

((
γJ00(t)

J0(t)

)n−j−1

y(n−1)(t)[1 + o(1)]

)
∼

∼
∣∣∣∣γJ00(t)

J0(t)

∣∣∣∣(n−j−1)σj ∣∣∣y(n−1)(t)
∣∣∣σj ×

×L0j

((
γJ00(t)

J0(t)

)n−j−1

y(n−1)(t)

)
(j = 0, n− 1) при t ↑ ω.
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В силу цих спiввiдношень iз (3.18) отримуємо при t ↑ ω зображення

|yn−1(t)|γ
∣∣∣ J0(t)
γJ00(t)

∣∣∣µn
n−1∏
j=0

L0j

((
γJ00(t)
J0(t)

)n−j−1

y(n−1)(t)

) = α0νn−1γJ0(t)[1 + o(1)],

з якого з урахуванням перших iз спiввiдношень (3.14) випливає зображення

(3.10).

Достатнiсть. Нехай виконуються умови (3.6) - (3.8) i алгебраїчне

рiвняння (3.5) не має коренiв з нульовою дiйсною частиною.

Покажемо, що у даному випадку у рiвняння (0.1) iснують

Pω(Y0, . . . , Yn−1, 1)-розв’язки, що допускають при t ↑ ω асимптотичнi

зображення (3.9), (3.10) i з’ясуємо питання про кiлькiсть таких розв’язкiв.

Спочатку розглянемо спiввiдношення

|Y |γ
n−1∏
j=0

L0j

((
γJ00(t)
J0(t)

)n−j−1

Y

) = Q(t)(1 + vn), (3.21)

де L0j : ∆Yj −→]0,+∞[ (j = 0, n− 1) - неперервно диференцiйовнi повiльно

змiннi при y(j) → Yj функцiї, що задовольняють умови (3.14), якi iснують

в силу леми 1.2 про властивостi повiльно змiнних функцiй, i

Q(t) = α0νn−1γJ0(t)

∣∣∣∣γJ00(t)

J0(t)

∣∣∣∣µn .
Покладемо

d =
1

2|γ|
, Rd = {z ∈ R : |z| ≤ d}, R 1

2
=

{
vn ∈ R : |vn| ≤

1

2

}
i використовуючи пiдхiд розроблений [24] при розглядi спiввiдношення

(3.11) з цiєї роботи, що спiввiдношення (3.21) однозначно визначає задану

на множинi [t0, ω[×R 1
2
, де t0 ∈ [a, ω[, неперервно диференцiйовну неявну

функцiю Y = Y (t, vn) виду

Y (t, vn) = νn−1 |J0(t)|
1
γ+z(t,vn) , (3.22)
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де функцiя z така, що

|z(t, vn)| ≤ d при (t, vn) ∈ [t0, ω[×R 1
2

(3.23)

i

lim
t↑ω

z(t, vn) = 0 рiвномiрно за vn ∈ R 1
2
. (3.24)

Покладаючи в (3.21)

Y = νn−1 |J0(t)|
1
γ+z (3.25)

i потiм логарифмуючи отримане при цьому спiввiдношення, знаходимо, що

z = a(t) + b(t, vn) + Z(t, z), (3.26)

де

a(t) =
1

γ

(
lnQ(t)

ln |J0(t)|
− 1

)
, b(t, vn) =

ln(1 + vn)

γ ln |J0(t)|
,

Z(t, z) =
1

γ ln |J0(t)|

n−1∑
j=0

lnL0j

(
νn−1

(
γJ00(t)

J0(t)

)n−j−1

|J0(t)|
1
γ+z

)
.

Так як згiдно з правилом Лопiталя i першої iз умов (3.6)

lim
t↑ω

ln |γJ00(t)|
ln |J0(t)|

= lim
t↑ω

J2
0 (t)

p(t)J00(t)
= 1, (3.27)

то в силу нерiвностей (3.8), а також умови (3.7)

νn−1 lim
t↑ω

(
γJ00(t)

J0(t)

)n−j−1

|J0(t)|
1
γ+z = νj lim

t↑ω

∣∣∣∣γJ00(t)

J0(t)

∣∣∣∣n−j−1

|J0(t)|
1
γ+z =

= νj lim
t↑ω

exp

(
ln |J0(t)|

[
1

γ
+ z + (n− j − 1)

(
ln |γJ00(t)|
ln |J0(t)|

− 1

)])
=

= νj lim
t↑ω

exp

(
ln |J0(t)|

[
1

γ
+ z + o(1)

])
=

= νj lim
t↑ω
|J0(t)|

1
γ = Yj (j = 0, n− 1) при |z| ≤ d.

Тому права частина в (3.26) неперервно диференцiйовна на множинi

[t1, ω[×R 1
2
× Rd, де t1- деяке число з промiжку [a, ω[.
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Помiчаємо також, що в (3.26)

lim
t↑ω

b(t, vn) = 0 рiвномiрно за vn ∈ R 1
2

(3.28)

i згiдно з видом функцiї a, першої iз нерiвностей (3.8) i (3.27)

lim
t↑ω

a(t) =
1

γ
lim
t↑ω

(
lnQ(t)

ln |J0(t)|
− 1

)
=

=
1

γ
lim
t↑ω

[
ln |γ|

ln |J0(t)|
+ µn

(
ln |γJ00(t)|
ln |J0(t)|

− 1

)]
= 0. (3.29)

Крiм того, враховуючи, що

Z(t, z) =
1

γ

n−1∑
j=0

[
1

γ
+ z + (n− j − 1)

(
ln |γJ00(t)|
ln |J0(t)|

− 1

)]
lnL0j (Yj(t, z))

ln (Yj(t, z))
,

i
∂Z(t, z)

∂z
=

1

γ

n−1∑
j=0

Yj(t, z)L
′
0j (Yj(t, z))

L0j (Yj(t, z))
,

де

Yj(t, z) = νn−1

(
γJ00(t)

J0(t)

)n−j−1

|J0(t)|
1
γ+z ,

з використанням (3.14), першим твердженням леми 1.7 про

властивостi повiльно змiнних функцiй i умови (3.27) маємо

lim
t↑ω

Z(t, z) = 0, lim
t↑ω

∂Z(t, z)

∂z
= 0 рiвномiрно за z ∈ Rd. (3.30)

Згiдно з умовами (3.28)-(3.30) iснує число t2 ∈ [t1, ω[ таке, що на множинi

[t2, ω[×R 1
2
× Rd справджується нерiвнiсть

|a(t) + b(t, v1, v2) + Z(t, z)| ≤ d (3.31)

i виконується умова Лiпшиця

|Z(t, z1)− Z(t, z2)| ≤
1

2
|z1 − z2| при t ∈ [t2, ω[ i z1, z2 ∈ Rd. (3.32)

Пiдiбрав таким чином число t2, позначемо через B банахiв простiр

неперервних i обмежених на множинi Ω = [t2, ω[×R 1
2
функцiй z : Ω −→ R

з нормою

‖z‖ = sup {|z(t, vn)| : (t, vn) ∈ Ω} .
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Вилучимо з нього пiдпростiр B0 тих функцiй iз B, для яких ‖z‖ ≤ d,

i розглянемо на B0, обрав поперед довiльним чином число ν ∈ (0, 1),

оператор

Φ(z)(t, vn) = z(t, vn)−

−ν [z(t, vn)− a(t)− b(t, vn)− Z(t, z(t, vn)] . (3.33)

Для будь-якого z ∈ B0 згiдно з умовою (3.31) маємо

|Φ(z)(t, vn)| ≤ (1− ν)|z(t, vn)|+ νd ≤ d при (t, vn) ∈ Ω.

Отже, ‖Φ(z)‖ ≤ d, тобто Φ(B0) ⊂ B0.

Нехай тепер z1, z2 ∈ B0. Тодi в силу (3.32) при (t, vn) ∈ Ω

|Φ(z1)(t, vn)− Φ(z2)(t, vn)| ≤

≤ (1− ν)|z1(t, vn)− z2(t, vn)|+ ν|Z(t, z1(t, vn))− Z(t, z2(t, vn)| ≤

≤ (1− ν)|z1(t, vn)− z2(t, vn)|+
ν

2
|z1(t, vn)− z2(t, vn)| ≤

(
1− ν

2

)
‖z1 − z2‖.

Звiдси маємо, що

‖Φ(z1)− Φ(z2)‖ ≤
(

1− ν

2

)
‖z1 − z2‖.

Таким чином, доведено, що оператор Φ вiдображає простiр B0 у

себе i є на ньому оператором стиску. Тодi вiдповiдно до принципу стислих

вiдображень iснує єдина функцiя z ∈ B0 така, що z = Φ(z). В силу (3.33)

ця неперервна на множинi Ω функцiя є єдиним розв’язком рiвняння (3.26),

який задовольняє умову ‖z‖ ≤ d. Iз (3.26) з урахуванням цiєї умови i (3.28)

- (3.30) випливає, що цей розв’язок прямує до нуля при t ↑ ω рiвномiрно

за vn ∈ R 1
2
. Неперервна диференцiйовнiсть цього розв’язку на множинi

[t0, ω[×R 1
2
, де t0- деяке число з промiжку [t2, ω[, безпосередньо випливає iз

вiдомої локальної теореми про iснування неявної функцiї, що визначається

спiввiдношенням (3.26). В силу замiни (3.25) одержанiй функцiї z вiдповiдає
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неперервно диференцiйовна на множинi [t0, ω[×R 1
2
функцiя Y виду (3.22),

яка є розв’язком рiвняння (3.21) i задовольняє при j = 0, n− 1 умови(
γsJs00(t)

Js0(t)

)n−j−1

Y (t, vn) ∈ ∆Yj при (t, vn) ∈ [t0, ω[×R 1
2
, (3.34)

lim
t↑ω

(
γsJs00(t)

Js0(t)

)n−j−1

Y (t, vn) = Yj рiвномiрно за vn ∈ R 1
2
. (3.35)

Крiм того, для цiєї функцiї має мiсце спiввiдношення

γ(Y (t, vn))
′
t

Y (t, vn)
−

n−1∑
j=0

(
γJ00(t)
J0(t)

)n−j−1

Y (t, vn)L
′
0j

((
γJ00(t)
J0(t)

)n−j−1

Y (t, vn)

)
L0j

((
γJ00(t)
J0(t)

)n−j−1

Y (t, vn)

) ×

×

(n− j − 1)

(
γJ00(t)
J0(t)

)′
γJ00(t)
J0(t)

+
(Y (t, vn))

′
t

Y (t, vn)

 =

(
J0(t)

∣∣∣γJ00(t)
J0(t)

∣∣∣µn)′
J0(t)

∣∣∣γJ00(t)
J0(t)

∣∣∣µn ,

звiдки випливає, що

(Y (t,vn))′t
Y (t,vn)

γ − n−1∑
j=0

(
γJ00(t)
J0(t)

)n−j−1

Y (t,vn)L′0j

((
γJ00(t)
J0(t)

)n−j−1

Y (t,vn)

)
L0j

((
γJ00(t)
J0(t)

)n−j−1

Y (t,vn)

)
 =

= p(t)
J0(t)

[
1 + J2

0 (t)
p(t)J00(t)

(
1− J00(t)p(t)

J2
0 (t)

)
(µn+

+
n−1∑
j=0

(n−j−1)
(
γJ00(t)
J0(t)

)n−j−1

Y (t,vn)L′0j

((
γJ00(t)
J0(t)

)n−j−1

Y (t,vn)

)
L0j

((
γJ00(t)
J0(t)

)n−j−1

Y (t,vn)

)
 .

Тому згiдно з умовами (3.6), (3.14), (3.34) i (3.35)

lim
t↑ω

J0(t)(Y (t,vn))′t
p(t)Y (t,vn) = 1

γ ,

lim
t↑ω

πω(t)(Y (t,vn))′t
Y (t,vn) = ±∞ рiвномiрно за vn ∈ R 1

2
.

(3.36)
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Тепер з використанням замiн

y(j)(t)
y(n−1)(t)

=
(
γJ00(t)
J0(t)

)n−j−1

[1 + vj+1(t)] (j = 0, n− 2),

y(n−1)(t) = Y (t, vn(t)),

(3.37)

i урахуванням того, що функцiя y(n−1)(t) = Y (t, vn(t) при t ∈ [t0, ω[ i

vn(t) ∈ R 1
2 задовольняє рiвняння

|y(n−1)(t)|γ
n−1∏
j=0

L0j

((
γJ00(t)
J0(t)

)n−j−1

y(n−1)(t)

) = Q(t)[1 + vn(t)],

зведемо диференцiальне рiвняння (0.1) до системи диференцiальних

рiвнянь

v′i = J0(t)
γJ00(t) [1 + vi+1 − (1 + vi)g(t, v1, . . . , vn)−

− (n− i)(1− h(t))(1 + vi)] (i = 1, n− 2),

v′n−1 = J0(t)
γJ00(t) [1− (1 + vn−1)g(t, v1, . . . , vn−1)−

− (1− h(t))(1 + vn−1)] , (3.38)

v′n = J0(t)(1+vn)
γJ00(t)

[
g(t, v1, . . . , vn)

(
γ −

n−1∑
j=0

Hj(t, vn)

)
−

−γ(1− h(t))
n−1∑
j=0

(n− j − 1)Hj(t, vn)− γ(h(t) + µn(1− h(t)))

]
,

де

h(t) =
p(t)J00(t)

J2
0 (t)

, Hj(t, vn) =
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=

(
γJ00(t)
J0(t)

)n−j−1

Y (t, vn)L
′
0j

((
γJ00(t)
J0(t)

)n−j−1

Y (t, vn)

)
L0j

((
γJ00(t)
J0(t)

)n−j−1

Y (t, vn)

) (j = 0, n− 1),

g(t, v1, . . . , vn) =

=
γJ00(t)

J0(t)

f(t, z0(t, v1, vn), z1(t, v2, vn), . . . , zn−2(t, vn−1, vn), zn−1(t, vn))

Y (t, vn)
,

zj(t, vj+1, vn) =

(
γJ00(t)

J0(t)

)n−j−1

(1 + vj+1)Y (t, vn) (j = 0, n− 2),

zn−1(t, vn) = Y (t, vn).

В силу умов (3.34), (3.35) правi частини цiєї системи неперервнi на

множинi [t∗, ω[×Rn
1
2

, де t∗– деяке число з промiжку [t0, ω[ i Rn
1
2

={
(v1, . . . , vn) ∈ Rn : |vi| ≤ 1

2 (i = 1, n)
}
. Крiм того, в силу першої з умов

(3.6), а також (3.35) i другої з умов (3.14)

lim
t↑ω

h(t) = 1

i

lim
t↑ω

Hj(t, vn) = 0 (j = 0, n− 1) рiвномiрно за vn ∈ R 1
2
. (3.39)

Далi, одержимо зображення для функцiї g. Оскiльки

(zj(t, vj+1, vn))
′
t

zj(t, vj+1, vn)
= (n− j − 1)(1− h(t))

J0(t)

J00(t)
+

(Y (t, vn))
′
t

Y (t, vn)
(j = 0, n− 2),

(zn−1(t, vn))
′
t

zn−1(t, vn)
=

(Y (t, vn))
′
t

Y (t, vn)

то згiдно з умовами (3.6), (3.35), (3.36) i першої з умов (3.39) рiвномiрно за

(v1, . . . , vn) ∈ Rn
1
2

мають мiсце граничнi спiввiдношення

lim
t↑ω

zj−1(t, vj, vn) = Yj−1 (j = 1, n− 1), lim
t↑ω

zn−1(t, vn) = Yn−1,

lim
t↑ω

(zj−1(t, vj, vn))
′
tzj(t, vj+1, vn)

zj−1(t, vj, vn)(zj(t, vj+1, vn))′t
= 1,

lim
t↑ω

πω(t)(zj(t, vj+1, vn)
′
t

zj(t, vj+1, vn)
= ±∞ (j = 1, n− 2),
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lim
t↑ω

(zn−2(t, vn−1, vn))
′
tzn−1(t, vn)

zn−2(t, vn−1, vn)(zn−1(t, vn))′t
= 1, lim

t↑ω

πω(t)(zn−1(t, vn))
′
t

zn−1(t, vn)
= ±∞.

Тодi, враховуючи, що функцiя f задовольняє

умову (RN)1, з використанням (3.12), теореми 1.1 про властивостi повiльно

змiнних функцiй, першої з умов (3.14), спiввiдношення (3.21) i виду функцiї

Q знаходимо

f (t, z0(t, v1, vn), . . . , zn−2(t, vn−1, vn), zn−1(t, vn)) =

= α0p(t)[1 + r1(t, v1 . . . , vn)]×

×ϕn−1(Y (t, vn)
n−2∏
j=0

ϕj

((
γJ00(t)

J0(t)

)n−j−1

Y (t, vn)(1 + vj+1)

)
=

= α0p(t)[1 + r2(t, v1, . . . , vn)]

∣∣∣∣γJ00(t)

J0(t)

∣∣∣∣µn |Y (t, vn)|1−γ×

×
n−2∏
j=0

|1 + vj+1|σj
n−1∏
j=0

Lj

((
γJ00(t)

J0(t)

)n−j−1

Y (t, vn)

)
=

= νn−1α0p(t)[1 + r3(t, v1, . . . , vn)]×

×
Y (t, vn)

n−2∏
j=0

|1 + vj+1|σj
n−1∏
j=0

Lj

((
γJ00(t)
J0(t)

)n−j−1

Y (t, vn)

)
|Y (t, vn)|γ

=

=
p(t)Y (t, vn)

γJ0(t)
[1 + r3(t, v1, . . . , vn)] ·

n−2∏
j=0

|1 + vj+1|σj

1 + vn
,

де

lim
↑ω
rk(t, v1, . . . , vn) = 0 (k = 1, 2, 3) рiвномiрно за (v1, . . . , vn) ∈ Rn

1
2
.

Тому функцiя g допускає зображення виду

g(t, v1, . . . , vn) = h(t)[1 + r3(t, v1, . . . , vn)]

n−2∏
j=0

|1 + vj+1|σj

1 + vn
.
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В силу цього зображення i (3.39) система дифернцiальних рiвнянь (3.38)

може бути записаною наступним чином

v′i = J0(t)
γJ00(t)

Fi(t, v1, . . . , vn) + 1 + vi+1 −
(1+vi)

n−2∏
j=0

|1+vj+1|σj

1+vn


i = 1, n− 2,

v′n−1 = J0(t)
γJ00(t)

Fn−1(t, v1, . . . , vn) + 1−
(1+vn−1)

n−2∏
j=0

|1+vj+1|σj

1+vn

 ,

v′n = J0(t)
γJ00(t)

[
Fn(t, v1, . . . , vn)− γ(1 + vn) + γ

n−2∏
j=0

|1 + vj+1|σj
]
,

де

lim
t↑ω

Fi(t, v1, . . . , vn) = 0 (i = 1, n) рiвномiрно за (v1, . . . , vn) ∈ Rn
1
2

Видiляючи тепер лiнiйнi частини в доданках, що стоять у квадратних

дужках пiсля функцiй Fi (i = 1, n), отримуємо систему диференцiальних

рiвнянь
v′i = J0(t)

γJ00(t)

(
Fi(τ, v1, . . . , vn) +

n∑
k=1

cikvk + Vi(v1, . . . , vn)

)
(3.40)

i = 1, n,

в якiй

cii = −1− σi−1, cii+1 = 1− σi,

cik = −σk−1 при k 6= i, i+ 1 (i, k = 1, n− 1),

cin = 1 (i = 1, n− 2), cn−1k = −σk−1 (k = 1, n− 2),

cn−1n−1 = −1− σn−2, cn−1n = 1, cnk = γσk−1 (k = 1, n− 1),

cnn = −γ, Vi(v1, . . . , vn) = −
(1 + vi)

n−2∏
j=0

|1 + vj+1|σj

1 + vn
−
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−vn + (1 + σi−1)vi +
n−1∑
k=1
k 6=i

σk−1vk (i = 1, n− 1),

Vn(v1, . . . , vn) = γ
n−2∏
j=0

|1 + vj+1|σj − γ
n−1∑
k=1

σk−1vk.

Тут

Vi(0, . . . , 0) = 0 (i = 1, n),

lim
|v1|+···+|vn|→0

∂Vi(v1, . . . , vn)

∂vk
= 0 (i, k = 1, n),

i в силу першої з умов (3.6), першої з нерiвностей (3.8), а також правила

обрання границь iнтегрування у функцiях J0, J00

sign

(
J0(t)

γJ00(t)

)
= α0νn−1, lim

t↑ω

t∫
t∗

J0(τ) dτ

γJ00(τ)
= ±∞.

Таким чином, система диференцiальних рiвнянь (3.40) належить до

класу систем, якi розглядалися у §2.2 другого роздiлу роботи. Не важко

також перевiрити, що, для системи (3.40) характеристичне рiвняння det[−

ρE] = 0, де C = (cik)
n
i,k=1 i E- одинична матриця розмiру n × n, має вид

(3.5). Згiдно з умовами теореми це алгебраїчне рiвняння не має коренiв з

нульовою дiйсною частиною. Тому на пiдставi леми 2.1 система (3.40) має

хоча б один розв’язок (vi)
n
i=1 : [t∗, ω[−→ Rn, де t∗ ∈ [t∗, ω[, що прямує

до нуля при t ↑ ω, причому таких розв’язкiв iснує m- параметрична сiм’я,

якщо серед коренiв алгебраїчного рiвняння (3.5) єm коренiв (з урахуванням

кратних) дiйснi частини яких мають знак протилежний знаку числа α0νn−1.

Кожному такому розв’язку системи (3.40) в силу замiн (3.37)

вiдповiдає розв’язок y : [t∗, ω[−→ R, де t∗ ∈ [a, ω[, диференцiального

рiвняння (0.1), який допускає при t ↑ ω асимптотичнi зображення (3.9)

i

y(n−1)(t) = νn−1|J0(t)|
1
γ+o(1), (3.41)
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причому y(n−1) задовольняє при t ↑ ω, асимптотичне спiввiдношення

|y(n−1)(t)|γ
n−1∏
j=0

L0j

((
γJ00(t)
J0(t)

)n−j−1

y(n−1)(t)

) = Q(t)[1 + o(1)],

яке згiдно з (3.35) i перших iз умов (3.14) може бути записаним у видi

(3.10). Використовуючи цi зображення, а також умови (3.6)-(3.8) неважко

переконатися в тому, що кожний такий розв’язок диференцiального

рiвняння (0.1) є Pω(Y0, . . . , Yn−1, 1)- розв’язком.

Теорему повнiстю доведено.

Доведення теореми 3.2. Припустимо, що диференцiальне рiвняння

(0.1) має Pω(Y0, . . . , Yn−1, 1)- розв’язок y : [t0, ω[−→ ∆Y0
. Тодi в силу

теореми 2.1 виконуються умови (3.6)-(3.8) i для даного розв’язку мають

мiсце при t ↑ ω асимптотичнi спiввiдношення (3.9), (3.10). Так як функцiї

Lj (j = 0, 1, . . . , n−1) задовольняють умову S i згiдно з правилом Лопiталя

lim
t↑ω

ln
∣∣∣γJ00(t)
J0(t)

∣∣∣
ln |J0(t)|

= lim
t↑ω

1− J00(t)p(t)
J2

0 (t)

J00(t)p(t)
J2

0 (t)

= 0,

то з урахуванням (3.6)-(3.8) i (3.41) знаходимо, що

Lj

((
γJ00(t)

J0(t)

)n−j−1

y(n−1)(t)

)
=

= Lj

(
νj exp

[
(n− j − 1) ln

∣∣∣∣γJ00(t)

J0(t)

∣∣∣∣+

(
1

γ
+ o(1)

)
ln |J0(t)|

])
=

= Lj

(
νj exp

[(
1

γ
+ o(1)

)
ln |J0(t)|

])
= Lj

(
νje

[1+o(1)] ln |J0(t)|
1
γ

)
=

=  Lj

(
νj|J0(t)|

1
γ

)
[1 + o(1)] (j = 0, 1, . . . , n− 1) при t ↑ ω.

Враховуючи цi асимптотичнi спiввiдношення перепишемо (3.10) у видi

|y(n−1)(t)|γ = α0νn−1γJ0(t)

∣∣∣∣γJ00(t)

J0(t)

∣∣∣∣µn n−1∏
j=0

Lj

(
νj|J0(t)|

1
γ

)
[1 + o(1)].
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Звiдси випливає, що при t ↑ ω

y(n−1)(t) = νn−1

∣∣∣∣∣γJ0(t)

∣∣∣∣γJ00(t)

J0(t)

∣∣∣∣µn n−1∏
j=0

Lj

(
νj|J0(t)|

1
γ

)∣∣∣∣∣
1
γ

[1 + o(1)]

i тому в силу (3.9) мають мiсце асимптотичнi зображення (3.11).

Зауваження 3.4. При доведеннi теореми 3.1 було показано, що

при виконаннi умови (RN)1 i γ 6= 0 для кожного Pω(Y0, . . . , Yn−1, 1)-

розв’язку диференцiального рiвняння (0.1) мають мiсце асимптотичнi

спiввiдношення (3.20). Тому при перевiрцi виконання умови (RN)1 можна

обмежитись лише розглядом таких функцiй zj : [a, ω[−→ ∆j (j =

0, n− 1), для яких поряд (3.2), (2.3) справджуються умови

z′j(t)

zj(t)
=

p(t)

γJ0(t)
[1 + o(1)] (j = 0, n− 1) при t ↑ ω. (3.42)

3.3. Приклади.

Спочатку розглянемо диференцiальне рiвняння (2.38). При цьому

будемо припускати, що для деяких s ∈ {1, . . . , l} i r ∈ {l + 1, . . . ,m}

виконуються нерiвностi

lim sup
t↑ω

ln pk(t)− ln ps(t)

βsr ln |J0sr(t)|
<
βsr(γk − γs)

γsr
(3.43)

при k ∈ {1, . . . , l} \ {s},

lim sup
t↑ω

ln pk(t)− ln pr(t)

βsr ln |J0sr(t)|
<
βsr(γk − γr)

γsr
(3.44)

при k ∈ {l + 1, . . . ,m} \ {r}, де

γk = 1−
n−1∑
j=0

σkj (k = 1,m), γsr = 1− (γr − γs), J0sr(t) =

t∫
Asr

ps(τ) dτ

pr(τ)
,
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Asr =


a, якщо

ω∫
a

ps(τ) dτ
pr(τ) = +∞,

ω, якщо
ω∫
a

ps(τ) dτ
pr(τ) < +∞,

βsr =

 1, якщо Asr = a,

−1, якщо Asr = ω.

Покажемо, що при цих умовах права частина рiвняння (2.38)

задовольняє умову RN 1.

Нехай zj : [t0, ω[−→ ∆Yj (j = 0, 1, . . . , n − 1) – довiльнi неперервно

диференцiйовнi функцiї, якi задовольняють умови (3.2), (3.3). Згiдно з

зауваженням 3.4 (i вказаним вище асимптотичним спiввiдношенням (3.42))

можна обмежитись розглядом таких з них, для яких мають мiсце при t ↑ ω

асимптотичнi спiввiдношення

z′j(t)

zj(t)
∼

ps(t)
pr(t)

γsrJ0sr(t)
(j = 0, n− 1),

звiдки випливає, що

ln |zj(t)| =
(

1

γsr
+ o(1)

)
ln |J0sr(t)| при t ↑ ω.

Враховуючи цi асимптотичнi спiввiдношення, а також зображення

ϕkj(y
(j)) = |y(j)|σkjLkj(y(j)) (k = 1, . . . ,m; j = 0, . . . , n− 1),

де Lkj(y(j)) : ∆Yj −→]0,+∞[– неперервна повiльно змiнна функцiя при

y(j) −→ Yj, i перше твердження леми 1.7 про властивостi повiльно змiнних

функцiй, будемо при k ∈ {1, . . . , l} \ {s} мати

ln


pk(t)

n−1∏
j=0

ϕkj(zj(t))

ps(t)
n−1∏
j=0

ϕsj(zj(t))

 = ln pk(t)− ln ps(t)+

+
n−1∑
j=0

(lnϕkj(zj(t))− lnϕsj(zj(t))) = ln pk(t)− ln ps(t)+
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+
n−1∑
j=0

((σkj − σsj) ln |zj(t)|+ lnLkj(zj(t))− Lsj(zj(t))) = ln pk(t)−

− ln ps(t) +
n−1∑
j=0

ln |zj(t)|
(
σkj − σsj +

lnLkj(zj(t))

ln |zj(t)|
− lnLsj(zj(t))

ln |zj(t)|

)
=

= ln pk(t)− ln ps(t) +
ln |J0sr(t)|

γsr

n−1∑
j=0

(σkj − σsj + o(1)) =

= | ln |J0sr(t)||
(

ln pk(t)− ln ps(t)

βsr ln |J0sr(t)|
− βsr

γsr
(γk − γs + o(1))

)
при t ↑ ω.

Звiдси в силу виконання умови (3.43) випливає, що вираз, який стоїть

лiворуч, прямує до −∞ при t ↑ ω i тому

lim
t↑ω


pk(t)

n−1∏
j=0

ϕkj(zj(t))

ps(t)
n−1∏
j=0

ϕsj(zj(t))

 = 0 при всех k ∈ {1, . . . , l} \ {s}.

Аналогiчно, з використанням нерiвностей (3.44) встановлюємо, що

lim
t↑ω


pk(t)

n−1∏
j=0

ϕkj(zj(t))

pr(t)
n−1∏
j=0

ϕrj(zj(t))

 = 0 при всiх k ∈ {l + 1, . . . ,m} \ {r}.

В силу цих граничних спiввiдношень при t ↑ ω
l∑

k=1

αkpk(t)
n−1∏
j=0

ϕkj (zj(t))

m∑
k=l+1

αkpk(t)
n−1∏
j=0

ϕkj (zj(t))

=

αsps(t)
n−1∏
j=0

ϕsj(zj(t))

αrpr(t)
n−1∏
j=0

ϕrj(zj(t))

[1 + o(1)], (3.45)

тобто має мiсце асимптотичне спiввiдношення (3.4), в якому

α0 = αsαr, p(t) =
ps(t)

pr(t)
, ϕj(zj(t)) =

ϕsj(zj(t))

ϕrj(zj(t)
(j = 0, 1, . . . , n− 1),

причому тут ϕj - неперервна правильно змiнна при zj −→ Yj функцiя

порядку σj = σsj−σrj i ї ї повiльно змiнна складова Lj дорiвнює вiдношенню

повiльно змiнних складових Lsj i Lrj функцiй ϕsj i ϕrj.
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Отже, права частина рiвняння (2.38) задовольняє умову (RN)1.

Тому у випадку, коли при деяких s ∈ {1, . . . , l}, r ∈ {l + 1, . . . ,m}

виконуються умови (3.43), (3.44) i вiдмiна вiд нуля стала γ = γsr, для

рiвняння (2.38) справедливi твердження теорем 3.1 i 3.2 про iснування та

асимптотику Pω(Y0, Y1, . . . , Yn−1, 1)-розв’язкiв з замiною в цих твердженнях

сталих α0, σj (j = 0, 1, . . . , n − 1) i функций p, ϕj, Lj (j = 0, 1, . . . , n − 1)

на вказанi вище сталi i функцiї.

Тепер розглянемо диференцiальне рiвняння

y(n) = α0p(t)|y|σ ln(1 + |y|), (3.46)

де α0 ∈ {−1; 1}, σ 6= 1, p : [a,+∞[−→]0,+∞[– неперервна функцiя.

Права частина даного рiвняння свiдомо задовольняє умову (RN)1 i

при цьому повiльно змiнна при y → Y0 (Y0 дорiвнює або нулю, або ±∞)

складова правильно змiнної функцiї ϕ(y) = |y|σ ln(1 + |y|) задовольняє

умову (S). Тому для нього можуть бути застосованi обидвi теореми 3.1 i

3.2.

Крiм того, для цього рiвняння

γ = 1− σ 6= 0, µn = (n− 1)σ

i алгебраїчне рiвняння (3.5) має вид

(1 + ρ)n = σ.

Воно не має коренiв з нульовою дiйсною частиною i має хоча б один корiнь

з вiд’ємною дiйсною частиною (оскiльки при замiнi ρ на ρ1 = −ρ не будемо

мати стандартного полiнома Гурвiца вiдносно ρ1), а також при σ > 1 – хоча

б один корiнь з додатною дiйсною частиною.

Тодi на пiдставi теорем 3.1 i 3.2 для iснування у диференцiального

рiвняння (3.46) P+∞(Y0, . . . , Yn−1, 1)-розв’язкiв необхiдно i достатньо, щоб
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виконувались умови

lim
t→+∞

p(t)
t∫

A00

τ∫
A0

p(s) ds dτ[
t∫

A0

p(s) ds

]2 = 1, lim
t→+∞

tp(t)
t∫

A0

p(s) ds

= ±∞, (3.47)

а також умови

νj = α0, Yj = ±∞ (j = 0, n− 1) (3.48)

у випадку, коли

(1− σ)

t∫
A0

p(s) ds > 0 при t > a, (3.49)

i умови

νj = α0(−1)n−j, Yj = 0 (j = 0, n− 1) (3.50)

у випадку, коли

(1− σ)

t∫
A0

p(s) ds < 0 при t > a. (3.51)

Крiм того, для кожного такого розв’язку у випадку (3.49) мають мiсце при

t→ +∞ асимптотичнi зображення

y(j)(t) = α0

(
(1−σ)J0(t)

p(t)

)n−j−1+ (n−1)σ
1−σ ×

(3.52)

× |J0(t) ln |J0(t)||
1

1−σ [1 + o(1)] (j = 0, n− 1),

а у випадку (3.51) - асимптотичнi зображення

y(j)(t) = α0(−1)n−j
∣∣∣ (1−σ)J0(t)

p(t)

∣∣∣n−j−1+ (n−1)σ
1−σ ×

(3.53)

×
∣∣∣(1− σ)|J0(t)|

2−σ
1−σ

∣∣∣ 1
1−σ

[1 + o(1)] (j = 0, n− 1),

причому розв’язкiв з такими зображеннями iснує нескiнчена кiлькiсть,

якщо σ > 1.
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Звернемо увагу на те, що тут розв’язки з асимптотичними

зображеннями (3.52) є швидко зростаючими, а з асимптотичними

зображеннями (3.53) - кнезеровськими (за термiнологiєю I.Т. Кiгурадзе).

Висновки до третього роздiлу

У третьому роздiлi дисертацiї дослiджувались асимптотичнi

властивостi Pω(Y0, Y1, . . . , Yn−1, λ0)-розв’язкiв диференцiального рiвняння

n-го порядку загального виду (0.1) в особливому випадку, коли λ0 =

1. Для розгляду цього випадка було визначено умову (RN)1 на праву

частину рiвняння, яка допускає провести дослiдження асимптотичної

поведiнки Pω(Y0, Y1, . . . , Yn−1, 1)-розв’язкiв диференцiального рiвняння

(0.1). При виконаннi цiєї умови вперше були отриманi необхiднi, а

також достатнi умови iснування у диференцiального рiвняння n-го

порядку загального виду (0.1) Pω(Y0, Y1, . . . , Yn−1, 1)-розв’язкiв, а також

асимптотичнi зображення для таких розв’язкiв та їх похiдних до порядку

n− 1 включно. Спочатку асимптотичнi зображення Pω(Y0, Y1, . . . , Yn−1, 1)-

розв’язкiв були одержанi в неявному видi. Потiм були визначенi незначнi

додатковi обмеження, при виконаннi яких цi зображення можуть бути

поданими у явному видi.

Встановленi у цьому роздiлi результати було проiлюстровано на

прикладах двох рiвнянь n-го порядку. Один з цих прикладiв представляє

клас iстотно нелiнiйних диференцiальних рiвнянь, який ранiше в лiтературi

не розглядався. Другий приклад розглянуто з метою порiвняння отриманих

результатiв з вiдомими результатами I.Т. Кiгурадзе.
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РОЗДIЛ IV

АСИМПТОТИКА Pω(Y0, Y1, . . . , Yn−1, λ0) - РОЗВ’ЯЗКIВ

РIВНЯННЯ (0.1) У ВИПАДКУ, КОЛИ λ0 = ±∞

У цьому роздiлi для диференцiального рiвняння (0.1) встановлюються

необхiднi та достатнi умови iснування Pω(Y0, Y1, . . . , Yn−1λ0) – розв’язкiв в

особливому випадку, коли λ0 = ±∞, а також встановлюються асимптотичнi

при t ↑ ω зображення таких розв’язкiв та їх похiдних до порядку n − 1

включно i вирiшується питання про кiлькiсть розв’язкiв з отриманими

асимптотичними зображеннями. У даному випадку згiдно з апрiорними

асимптотичними властивостями (лема 1.1) кожний Pω(Y0, Y1, . . . , Yn−1,±∞)

– розв’язок y задовольняє умови

y(k−1)(t) ∼ [πω(t)]n−k

(n−k)! y(n−1)(t) (k = 1, n− 1),

y(n)(t) = o
(
y(n−1)(t)
πω(t)

)
,

(4.1)

з яких випливає, що

lim
t↑ω

πω(t)y(k)(t)

y(k−1)(t)
= n− k (k = 1, n). (4.2)

Iз цих умов на пiдставi леми 1.4 i зауваження 1.2 випливає, що кожний

такий розв’язок i всi його похiднi до порядку n − 2 включно є правильно

змiнними функцiями при t ↑ ω з вiдмiнними вiд нуля порядками, а похiдна

n− 1-го порядку є повiльно змiнною функцiєю при t ↑ ω.

Дослiдження у цьому роздiлi здiйснюються у припущеннi, що функцiя

f у диференцiальному рiвняннi (0.1) задовольняє умову (RN)∞. У

вiдповiдностi до (4.1) ця умова визначається наступним чином.

Означення 4.1. Будемо казати, що функцiя f у диференцiальному

рiвняннi (0.1) задовольняє умову (RN)∞, якщо iснує число α0 ∈ {−1, 1},

неперервна функцiя p : [a, ω[−→]0,+∞[ i неперервнi правильно змiннi при
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zj → Yj (j = 0, n− 1) функцiї ϕj : ∆Yj −→]0,+∞[ (j = 0, n− 1) порядкiв

σj (j = 0, n− 1), такi, що для будь-яких неперервно диференцiйовних

функцiй zj : [a, ω[−→ ∆Yj (j = 0, n− 1), якi задовольняють умови

lim
t↑ω

zj(t) = Yj, lim
t↑ω

πω(t)z′j(t)

zj(t)
= n− j − 1 (j = 0, n− 1), (4.3)

має мiсце при t ↑ ω асимптотичне зображення

f(t, z0(t), z1(t), . . . , zn−1(t)) = α0p(t)
n−1∏
j=0

ϕj(zj(t))[1 + o(1)]. (4.4)

Функцiї ϕj (j = 0, n− 1) в (4.4) згiдно з властивостями правильно

змiнних функцiй (див. §1.2) мають зображення виду

ϕj(zj) = |zj|σjLj(zj) (j = 0, n− 1), (4.5)

де Lj– повiльно змiнна функцiя при zj → Yj, j = 0, n− 1.

При виконаннi умови (RN)∞ в даному роздiлi поряд з позначеннями

∆Y0
(b) i νj (j = 0, n− 1), що були уведенi на початку другого роздiлу

дисертацiї, будуть також використовуватись додатковi позначення

γ = 1−
n−1∑
j=0

σj, µn =
n−2∑
j=0

σj(n− j − 1), Cn =
n−2∏
j=0

∣∣∣∣ 1

(n− j − 1)!

∣∣∣∣σj .
§4.1. Формулювання основних результатiв.

Для

формулювання при виконаннi умови (RN)∞ основних результатiв даного

роздiлу поряд з уведеними вище позначеннями знадобиться ще наступна

допомiжна функцiя

Jn∗(t) =

t∫
An∗

p(s)|πω(s)|µn
n−2∏
j=0

Lj
(
νj|πω(s)|n−j−1

)
ds,
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де

An∗ =


t0, якщо

t∫
t0

p(s)|πω(s)|µn
n−2∏
j=0

Lj
(
νj|πω(s)|n−j−1

)
ds = +∞,

ω, якщо
t∫
t0

p(s)|πω(s)|µn
n−2∏
j=0

Lj
(
νj|πω(s)|n−j−1

)
ds < +∞,

t0 ∈ [a, ω[ i Lj– повiльно змiнна при zj → Yj складова правильно змiнної

функцiї ϕj, j = 0, n− 2.

Теорема 4.1. Нехай функцiя f задовольняє умову (RN)∞, γ 6=

0 i повiльно змiннi функцiї Lj (j = 0, n− 2) з (4.5) задовольняють

умову S. Тодi для iснування у диференцiального рiвняння (0.1)

Pω (Y0, . . . , Yn−1,±∞)- розв’язкiв необхiдно i достатньо, щоб виконувались

нерiвностi

νjνn−1π
n−j−1
ω (t) > 0 (j = 0, n− 2), α0νn−1γJn∗(t) > 0 (4.6)

в деякому лiвому околi ω i умови

νj lim
t↑ω
|πω(t)|n−j−1 = Yj (j = 0, n− 2), (4.7)

νn−1 lim
t↑ω
|Jn∗(t)|

1
γ = Yn−1, lim

t↑ω

πω(t)J ′n∗(t)

Jn∗(t)
= 0. (4.8)

Бiльш того, для кожного такого розв’язку мають мiсце при t ↑ ω

асимптотичнi зображення

y(j)(t) =
[πω(t)]n−j−1

(n− j − 1)!
y(n−1)(t)[1 + o(1)] (j = 0, n− 2), (4.9)

|y(n−1)(t)|γ

Ln−1(y(n−1)(t))
= α0νn−1γCnJn∗(t)[1 + o(1)], (4.10)

причому таких розв’язкiв у випадку, коли ω = +∞ iснує n- параметрична

сiм’я, якщо α0νn−1γ > 0, i n− 1- параметрична сiм’я, якщо α0νn−1γ < 0,

а у випадку, коли ω < +∞ i α0νn−1γ > 0 iснує однопараметрична сiм’я

таких розв’язкiв.
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Теорема 4.2. Нехай виконуються умови теореми 4.1 i функцiя Ln−1

задовольняє умову S. Тодi для кожного Pω(Y0, . . . , Yn−1,±∞)- розв’язку

диференцiального рiвняння (0.1) (у випадку їх iснування) мають мiсце

при t ↑ ω асимптотичнi спiввiдношення

y(j)(t) =
νn−1[πω(t)]n−j−1

(n− j − 1)!
×

×
∣∣∣γCnJn∗(t)Ln−1

(
νn−1|Jn∗(t)|

1
γ

)∣∣∣ 1
γ

[1 + o(1)] (j = 0, n− 1). (4.11)

Зауваження 4.1. Якщо в теоремi 4.1 в деякому лiвому околi ω

виконується нерiвнiсть γJn∗(t) > 0, то згiдно з першої з умов (4.8)

похiдна n−1-го порядку Pω (Y0, . . . , Yn−1,±∞)- розв’язку диференцiального

рiвняння (0.1) буде прямувати до нескiнченностi при t ↑ ω. При цьому

у випадку, коли ω = +∞, сам цей розв’язок i його похiднi до порядку

n − 2 включно також в силу умов (4.7) прямують до нескiнченностi

при t → +∞, тобто у даному випадку розв’язок є швидко зростаючим

(за термiнологiєю I.Т. Кiгурадзе). Якщо ж у теоремi 4.1 виконується

нерiвнiсть γJn∗(t) < 0 в деякому лiвому околi ω, то похiдна n − 1-

го порядку Pω (Y0, . . . , Yn−1,±∞)- розв’язку буде прямувати до нуля при

t ↑ ω. При цьому у випадку ω = +∞ сам розв’язок i його похiднi до порядку

n− 2 включно будуть прямувати до нескiнченностi при t→ +∞.

Припустимо тепер, що ω∗ ∈]a, ω[. Тодi при замiнi в iнтегралi Jn∗(t)

ω на ω∗ i урахуванням того, що p(ω∗) = const > 0, на пiдставi другого

твердження леми 1.5 i третього твердження леми 1.7 будемо мати

lim
t→ω∗

(t− ω∗)J ′n∗(t)
Jn∗(t)

= µn + 1.

Тому друга iз умов (4.8) при замiнi в нiй ω на ω∗ запишеться у виглядi

рiвностi µn+ 1 = 0, а умова (4.7) у виглядi Yj = 0 (j = 0, n− 2). При цьому
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будемо також мати

Jn∗(t) = p(ω∗)J̄n∗(t)[1 + o(1)] при t ↑ ω∗,

де

J̄n∗(t) =

t∫
Ān∗

n−2∏
j=0

Lj
(
νj|ω∗ − s)|n−j−1

)
ω∗ − s

ds,

де

Ān∗ =


t0, якщо

ω∗∫
t0

n−2∏
j=0

Lj(νj |ω∗−s)|n−j−1)

ω∗−s ds = +∞,

ω∗, якщо
ω∗∫
t0

n−2∏
j=0

Lj(νj |ω∗−s)|n−j−1)

ω∗−s ds < +∞,

t0 ∈]a, ω∗[.

Отже, з теорем 4.1 i 4.2 безпосередньо випливають наступнi два

наслiдки щодо iснування сингулярних Pω∗(Y0, . . . , Yn−1,±∞)-розв’язкiв у

диференцiального рiвняння (0.1).

Наслiдок 4.1. Нехай ω∗ ∈]a, ω0[, функцiя f задовольняє

умову (RN)∞ при замiнi в нiй ω на ω∗, p(ω∗) > 0 i γ 6= 0.

Нехай, крiм того, повiльно змiннi функцiї Lj (j = 0, n− 2) з

(4.5) задовольняють умову S. Тодi для iснування у диференцiального

рiвняння (0.1) сингулярних Pω∗ (Y0, . . . , Yn−1,±∞)- розв’язкiв необхiдно i

достатньо, щоб виконувались нерiвностi

νj = νn−1(−1)n−j > 0 (j = 0, n− 2), α0νn−1γJ̄n∗(t) > 0 (4.12)

в деякому лiвому околi ω i умови

Yj = 0 (j = 0, n− 2), µn + 1 = 0, (4.13)

νn−1 lim
t↑ω∗
|J̄n∗(t)|

1
γ = Yn−1. (4.14)
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Бiльш того, для кожного такого розв’язку мають мiсце при t ↑ ω

асимптотичнi зображення

y(j)(t) =
(t− ω∗)n−j−1

(n− j − 1)!
y(n−1)(t)[1 + o(1)] (j = 0, n− 2), (4.15)

|y(n−1)(t)|γ

Ln−1(y(n−1)(t))
= α0νn−1γCnp(ω∗)J̄n∗(t)[1 + o(1)], (4.16)

причому у випадку, коли α0νn−1γ > 0 iснує однопараметрична сiм’я таких

розв’язкiв.

Наслiдок 4.2. Нехай виконуються умови наслiдка 4.1 i фун-

кцiя Ln−1 задовольняє умову S. Тодi для кожного сингулярного

Pω∗(Y0, . . . , Yn−1,±∞)- розв’язку диференцiального рiвняння (0.1) (у

випадку їх iснування) мають мiсце при t ↑ ω∗ асимптотичнi

спiввiдношення

y(j)(t) =
νn−1(t− ω∗)n−j−1

(n− j − 1)!
× (4.17)

×
∣∣∣γCnp(ω∗)J̄n∗(t)Ln−1

(
νn−1|J̄n∗(t)|

1
γ

)∣∣∣ 1
γ

[1 + o(1)] (j = 0, n− 1).

Зауваження 4.2. Якщо в умовах наслiдку 4.1 виконується

нерiвнiсть γJ̄n∗(t) < 0 в деякому лiвому околi ω∗, то згiдно з умовою (4.14)

Yn−1 = 0, i тому кожний сингулярний Pω∗(Y0, Y1, . . . , Yn−1,±∞)-розв’язок

рiвняння (0.1) буде кнезеровським (за термiнологiєю I.Т. Кiгурадзе)

сингулярним розв’язком, прямуючим до нуля при t ↑ ω∗. В протилежному

випадку, а саме, коли виконується нерiвнiсть γJ̄n∗(t) > 0, згiдно з

умовами (4.13) i (4.14) похiдна n − 1-го порядку сингулярного розв’язку

буде прямувати до нескiнченостi при t ↑ ω∗, а сам розв’язок i його похiднi

до порядку n− 2 включно - до нуля.
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§4.2. Допомiжнi твердження

При доведеннi достатностi теореми 4.1 знадобиться один допомiжний

вiдомий результат про умови iснування у дiйсної квазiлiнiйної системи

диференцiальних рiвнянь зникаючих в особливiй точцi розв’язкiв.

Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь
y′i = hi(t)

[
fi(t, y1, . . . , yn) +

n∑
j=1

cijyj + Yi(t, y1, . . . , yn)

]
,

i = 1, . . . , n

(4.18)

в якiй cij ∈ R (i, j = 1, n), hi : [t0, ω[−→ R (i = 1, n)– неперервнi функцiї

такi, що

ciihi(t) 6= 0 при t ∈ [t0, ω[,

ω∫
t0

|hi(t)| dt = +∞ (i = 1, n), (4.19)

fi, Yi : [t0, ω[×Rn
c −→ R (i = 1, n)- неперервнi функцiї, якi задовольняють

умови

lim
t→ω

fi(t, y1, . . . , yn) = 0 (i = 1, n) (4.20)

рiвномiрно за (y1, . . . , yn) ∈ Rn
c ,

lim
|y1|+···+|yn|→0

Yi(t, y1, . . . , yn)

|y1|+ · · ·+ |yn|
= 0 (i = 1, n) (4.21)

рiвномiрно за t ∈ [t0, ω[, де

−∞ < t0 < ω ≤ +∞, Rn
c = {(y1, . . . , yn) ∈ Rn :

n∑
i=1

|yi| ≤ c, c > 0}.

З теореми 2.1 роботи В.М. Євтухова, А.М. Самойленка [28]

безпосередньо випливає наступний результат.
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Лема 4.1. Нехай виконуються умови (4.19)–(4.21) i сталi

B0
i (i = 1, n), що визначаються рекуррентними (починаючи з i = n)

спiввiдношеннями

B0
i =

1

|aii|

(
i−1∑
j=1

|cij|+
n∑

j=i+1

B0
j |cij|

)
(i = 1, n), (4.22)

задовольняють нерiвностi B0
i < 1 (i = 1, n). Тодi система

диференцiальних рiвнянь (4.18) має хоча б один розв’язок (yi)
n
i=1 : [t1, ω[−→

Rn, де t1 ∈ [t0, ω[, який прямує до нуля при t ↑ ω, причому iснує m-

параметрична сiм’я таких розв’язкiв, якщо серед функцiй ciihi(x) (i =

1, n) є m вiд’ємних функцiй на промiжку [t0, ω[.

§4.3. Доведення теорем

Доведення теореми 4.1. Необхiднiсть. Нехай y : [t0, ω[−→ R–

Pω(Y0, . . . , Yn−1,±∞)- розв’язок диференцiального рiвняння (0.1). Тодi в

силу умов (1.24) i першої з умов (1.25) означення 1.6 iснує t1 ∈ [t0, ω[

таке, що на промiжку [t1, ω[ цей розв’язок i його похiднi до порядку n − 1

включно зберiгають знаки, причому sign y(j)(t) = νj (j = 0, n− 1) при t ∈

[t1, ω[. Крiм того, в силу апрiорних властивостей Pω(Y0, Y1, . . . , Yn−1,±∞)-

розв’язкiв мають мiсце при t ↑ ω асимптотичнi спiввiдношення (4.1), з яких,

зокрема, випливає справедливiсть виконання перших з нерiвностей (4.6) на

промiжку [t1, ω[, асимптотичних зображень (4.9) i граничних спiввiдношень

lim
t↑ω

πω(t)y(j+1)(t)

y(j)(t)
= n− j − 1 (j = 0, n− 1). (4.23)

З (4.23) ясно, що для функцiй zj(t) = y(j)(t) (j = 0, n− 1) виконуються

умови (4.3)), i тому згiдно з умовою (RN)∞ i видом рiвняння (0.1)

одержуємо асимптотичне спiввiдношення

y(n)(t) = α0p(t)
n−1∏
j=0

ϕj

(
y(j)(t)

)
[1 + o(1)] при t ↑ ω,
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або з урахуванням (4.1), (4.5), означень µn, γ i Cn– асимптотичне

спiввiдношення

y(n)(t) = α0Cnp(t)|πω(t)|µn|y(n−1)(t)|1−γ×

×
n−1∏
j=0

Lj

(
y(j)(t)

)
[1 + o(1)] при t ↑ ω. (4.24)

Оскiльки в силу (4.23)

ln |y(j)(t)| = [n− j − 1 + o(1)] ln |πω(t)| =

= [1 + o(1)] ln |πω(t)|n−j−1 (j = 0, n− 2) при t ↑ ω

i функцiї Lj (j = 0, n− 2) задовольняють умову S, то

Lj

(
y(j)(t)

)
= Lj

(
νje

[1+o(1)] ln |πω(t)|n−j−1
)

=

= Lj
(
νj|πω(t)|n−j−1

)
[1 + o(1)] (j = 0, n− 2) при t ↑ ω.

Тому з (4.24) отримуємо при t ↑ ω асимптотичне спiввiдношення виду

y(n)(t)|y(n−1)(t)|γ−1

Ln
(
y(n−1)(t)

) = α0p(t)Cn|πω(t)|µn×

×
n−2∏
j=0

Lj
(
νj|πω(t)|n−j−1

)
[1 + o(1)]. (4.25)

Крiм того, з вищевикладеного i (1.24), (1.25) ясно, що виконуються умови

(4.7) i функцiї Lj
(
νj|πω(t)|n−j−1

)
(j = 0, n− 2) визначеннi на деякому

промiжку [t2, ω[, де t2 ∈ [t1, ω[.

Iнтегруючи тепер (4.25) на промiжку вiд t2 до t, одержимо

y(n−1)(t)∫
y0

|z|γ−1 dz

Ln−1(z)
=

= α0Cn

t∫
t2

p(τ)|πω(τ)|µn
n−2∏
j=0

Lj
(
νj|πω(τ)|n−j−1

)
[1 + o(1)] dτ,
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де y0 = y(n−1)(t2).

Оскiльки тут y(n−1)(t) −→ Yn−1 при t ↑ ω, то невласнi iнтеграли
Yn−1∫
y0

|z|γ−1 dz

Ln−1(z)
i

ω∫
t2

p(τ)|πω(τ)|µn
n−2∏
j=0

Lj
(
νj|πω(τ)|n−j−1

)
dτ

або одночасно збiгаються, або розбiгаються. У випадку, коли вони

розбiгаються з використанням третього твердження леми 1.7 про

властивостi повiльно змiнних функцiй отримуємо спiввiдношення виду
νn−1|y(n−1)(t)|γ

γLn−1

(
y(n−1)(t)

) [1 + o(1)] = α0CnJn∗(t)[1 + o(1)] при t ↑ ω,

де в Jn∗ границя iнтегрування An∗ дорiвнює t2, а у випадку, коли вони

збiгаються - спiввiдношення

C01 +

y(n−1)(t)∫
Yn−1

|z|γ−1 dz

Ln−1(z)
= C02+

+α0Cn

t∫
ω

p(τ)|πω(τ)|µn
n−2∏
j=0

Lj
(
νj|πω(τ)|n−j−1

)
[1 + o(1)] dτ,

де C01, C02 - деякi сталi, з якого випливає, що C01 = C02, i тому з

використанням третього твердження леми 1.7 одержуємо асимптотичне

спiввiдношення
νn−1|y(n−1)(t)|γ

γLn−1

(
y(n−1)(t)

) [1 + o(1)] = α0CnJn∗(t)[1 + o(1)] при t ↑ ω,

де в Jn∗ границя iнтегрування An∗ дорiвнює ω.

З отриманих двох спiввiдношень ясно, що має мiсце при t ↑ ω

асимптотичне зображення (4.10).

В свою чергу з (4.10) випливає виконання другої з нерiвностей (4.6) i

першої з умов (4.8).

Крiм того, з (4.10) i (4.25) маємо, що
y(n)(t)

y(n−1)(t)
=

J ′n∗(t)

γJn∗(t)
[1 + o(1)] при t ↑ ω. (4.26)
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Звiдси з урахуванням останнього асимптотичного спiввiдношення (4.1)

одержуємо умову (4.8).

Достатнiсть. Нехай виконуються умови (4.6)-(4.8). Доведемо, що

у цьому випадку диференцiальне рiвняння (0.1) має Pω(Y0, . . . , Yn−1,±∞)-

розв’язок, який допускає при t ↑ ω асимптотичнi зображення (4.9), (4.10), а

також з’ясуємо питання про кiлькiсть розв’язкiв з такими асимптотичними

зображеннями.

Розглянемо спочатку спiввiдношення

|Y |γ

L0n−1(Y )
= α0νn−1γCnJn∗(t)[1 + vn], (4.27)

де L0n−1 : ∆Yn−1
−→]0,+∞[ - неперервно диференцiйовна повiльно змiнна

функцiя при Y → Yn−1, що iснує згiдно з лемою 1.2 про властивостi повiльно

змiнних функцiй, яка задовольняє умови

lim
Y→Yn−1
Y ∈∆Yn−1

Ln−1(Y )

L0n−1(Y )
= 1, lim

Y→Yn−1
Y ∈∆Yn−1

Y L′0n−1(Y )

L0n−1(Y )
= 0. (4.28)

Аналогiчно тому, як при доведеннi теореми 2.1 у роботi [24], встановлюємо

з використанням умов (4.6)-(4.8) i принципу стислих вiдображень, що

спiввiдношення (4.27) однозначно визначає неперервно диференцiйовну на

множинi [t0, ω[×{vn ∈ R : |vn| ≤ 1
2}, де t0- деяке число з промiжку [a, ω[,

неявну функцiю Y (t, vn) з наступними властивостями

Y (t, vn) ∈ ∆Yn−1
при t ∈ [t0, ω[, vn ∈

[
−1

2
,
1

2

]
, (4.29)

lim
t↑ω

Y (t, vn) = Yn−1,

lim
t↑ω

Jn(t)(Y (t,vn))′t
J ′n(t)Y (t,vn) = 1

γ рiвномiрно за vn ∈
[
−1

2 ,
1
2

]
.

(4.30)

Тепер рiвняння (0.1) за допомогою замiн

y(j−1)(t)

y(n−1)(t)
=

[πω(t)]n−j

(n− j)!
[1 + vj] (j = 1, n− 1), (4.31)
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|y(n−1)(t)|γ

L0n−1(y(n−1)(t)
= α0νn−1γCnJn(t)[1 + vn], (4.32)

i урахуванням того, що тут y(n−1)(t) = Y (t, vn), зведемо до системи

диференцiальних рiвнянь виду

v′j = 1
πω(t) [(n− j)vj+1 − (n− j)vj − (1 + vj)G(t, v1, . . . , vn)] ,

j = 0, 1, . . . , n− 2,

(4.33)

v′n−1 = 1
πω(t) [−vn−1 − (1 + vn−1)G(t, v1, . . . , vn)] ,

v′n = 1+vn
πω(t)

[
G(t, v1, . . . , vn)

(
γ − Y (t,vn)(L0n−1(Y (t,vn))′t

L0n−1(Y (t,vn))

)
− πω(t)J ′n∗(t)

Jn∗(t)

]
,

де

G(t, v1, . . . , vn) =

=
πω(t)

Y (t, vn)
f (t, Y0(t, vn)(1 + v1), . . . , Yn−2(t, vn)(1 + vn−1), Y (t, vn)) ,

Yj(t, vn) =
[πω(t)]n−j−1

(n− j − 1)!
Y (t, vn) (j = 0, n− 2).

Оскiльки для функцiй

zj(t, vn, vj+1) = Yj(t, vn)(1 + vj+1) (j = 0, n− 2),

zn−1(t, vn) = Y (t, vn)

в силу (4.30) i (4.8) виконуються граничнi спiввiдношення

lim
t↑ω

πω(t) (zj(t, vn, vj+1)
′
t

zj(t, vn, vj+1)
= n− j − 1 (j = 0, n− 2),

lim
t↑ω

πω(t) (zn−1(t, vn))
′
t

zn−1(t, vn)
= 0 рiвномiрно за (v1, . . . , vn) ∈ Rn

1
2
,

де Rn
1
2

=
{

(v1, . . . , vn) ∈ Rn : |vi| ≤ 1
2 , i = 1, n

}
, то згiдно з умовою (RN)∞,

яку задовольняє функцiя f , одержуємо асимптотичне спiввiдношення

f (t, Y0(t, vn)(1 + v1), . . . , Yn−2(t, vn)(1 + vn−1), Y (t, vn)) =
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= α0p(t)ϕn−1(Y (t, vn))[1 + r1(t, v1, . . . , vn)]×

×
n−2∏
j=0

ϕj

(
[πω(t)]n−j−1

(n− j − 1)!
Y (t, vn)(1 + vj+1)

)
,

де

lim
t↑ω

r1(t, v1, . . . , vn) = 0 рiвномiрно за (v1, . . . , vn) ∈ Rn
1
2
.

Звiдси з урахуванням того, що мають мiсце зображення (4.5), виконуються

умови (4.30)), (4.29), (4.8)) i функцiї Lj (j = 0, n− 2) задовольняють умову

S, а Ln−1 - першу з умов (4.28), отримуємо

f (t, Y0(t, vn)(1 + v1), . . . , Yn−2(t, vn)(1 + vn−1), Y (t, vn)) =

= α0Cnp(t)|πω(t)|µn[1 + r1(t, v1, . . . , vn)]×

×|Y (t, vn)|1−γLn−1 (Y (t, vn))
n−2∏
j=0

|1 + vj+1|σjLj (Yj(t, vn)(1 + vj+1)) =

= α0Cnp(t)|πω(t)|µn|Y (t, vn)|1−γL0n−1 (Y (t, vn)) [1 + r2(t, v1, . . . , vn)]×

×
n−2∏
j=0

Lj
(
νj|πω(t)|n−j−1

)
|1 + vj+1|σj = α0Cn|Y (t, vn)|1−γ×

×L0n−1(Y (t, vn))J
′
n∗(t)[1 + r2(t, v1, . . . , vn)]

n−2∏
j=0

|1 + vj+1|σj ,

де

lim
t↑ω

r2(t, v1, . . . , vn) = 0 рiвномiрно за (v1, . . . , vn) ∈ Rn
1
2
.

Якщо, крiм того, врахувати, що функцiя Y = Y (t, vn) задовольняє рiвнiсть

(4.27) i умову (4.25), то одержимо для функцiї G представлення

G(t, v1, . . . , vn) =
πω(t)J ′n∗(t)

Jn∗(t)

n−2∏
j=0

|1 + vj+1|σj

γ(1 + vn)
[1 + r2(t, v1, . . . , vn)].

В силу цього виду функцiї G, умови (4.8), властивостей (4.29), (4.30)

функцiї Y , а також другої з властивостей (4.28), система диференцiальних
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рiвнянь (4.33) має наступний вид

v′j = 1
πω(t) [Fj(t, v1, . . . , vn) + (n− j)vj+1 − (n− j)vj] ,

j = 0, 1, . . . , n− 2,

(4.34)

v′n−1 = 1
πω(t) [Fn−1(t, v1, . . . , vn)− vn−1] ,

v′n = J ′n(t)
Jn(t)

[
Fn(t, v1, . . . , vn)− vn +

n−2∑
j=0

σj+1vj + V (v1, . . . , vn−1)

]
,

де функцiї Fj (j = 1, n) неперервнi на множинi [t0, ω[×Rn
1
2

i такi, що

lim
t↑ω

Fj(t, v1, . . . , vn) = 0 (j = 1, n) рiвномiрно за (v1, . . . , vn) ∈ Rn
1
2
,

а V - функцiя виду

V (v1, . . . , vn−1) =
n−2∏
j=0

|1 + vj+1|σj − 1−
n−2∑
j=0

σjvj+1,

що задовольняє умови

V (0, . . . , 0) = 0,
∂V (0, . . . , 0)

∂vj
= 0 (j = 1, n− 1).

Ця система за допомогою додаткового перетворення

vj(t) = δyj(t) (j = 1, n− 1), vn(t) = yn(t), (4.35)

де стала δ > 0 обрана так, щоб виконувалась нерiвнiсть

0 ≤ δ
n−2∑
j=0

|σj| < 1,
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зводиться до системи диференцiальних рiвнянь

y′j = 1
πω(t)

[
1
δFj(t, δy1, . . . , δyn−1, yn) + (n− j)yj+1 − (n− j)yj

]
,

j = 0, 1, . . . , n− 2,

y′n−1 = 1
πω(t)

[
1
δFn−1(t, δy1, . . . , δyn−1, yn)− yn−1

]
,

(4.36)

y′n = J ′n(t)
Jn(t)

[
Fn(t, δy1, . . . , δyn−1, yn)− yn + δ

n−2∑
j=0

σj+1yj+

+ V (δy1, . . . , δyn−1)] .

Одержана система диференцiальних рiвнянь (4.36) є системою

диференцiальних рiвнянь (4.18), в якiй функцiї

hi(t) =
1

πω(t)
(i = 1, n− 1, hn(t) =

J ′n∗(t)

Jn∗(t)

задовольняють умови (4.19), а функцiї

f(t, y1, . . . , yn) = Fi(t, y1, . . . , yn), Yi(t, y1, . . . , yn) = 0 (i = 1, n− 1),

Yi(t, y1, . . . , yn) = V (δy1, . . . , δyn−1)

задовольняють умови (4.20) i (4.21) в силу умов на функцiї Fi (i = 1, n) i

V . Крiм того, сталi B0
i (i = 1.n) , що визначаються формулами (4.22), в

розглядаємому випадку мають вид

B0
n = δ

n−2∑
j=0

|σj| < 1, B0
i = 0 (i = 1, n− 1).

Тому на пiдставi леми 4.1 система диференцiальних рiвнянь (4.36) має хоча

б один розв’язок (yj)
n
j=1 : [t1, ω[−→ R (t1 ∈ [t0, ω[), що прямує до нуля

при t ↑ ω. Бiльш того, з даної леми випливає, що при ω = +∞ iснує n-

параметрична сiм’я таких розв’язкiв у випадку коли Jn∗(t) > 0 при t ∈

]t0, ω[, тобто з урахуванням другої з умов (4.6), коли виконується нерiвнiсть
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α0νn−1γ > 0, i n − 1- параметрична сiм’я - у випадку, коли α0νn−1γ <

0, а при ω < +∞ iснує однопараметрична сiм’я зникаючих в точцi ω

розв’язкiв у випадку, коли α0νn−1γ > 0. Кожному такому розв’язку системи

диференцiальних рiвнянь (0.1) в силу замiн (4.31), (4.32) i (4.35) вiдповiдає

Pω(Y0, . . . , Yn−1,±∞)- розв’язок y : [t1, ω[−→ R диференцiального рiвняння

(0.1), для якого мають мiсце асимптотичнi зображення (4.9) i

|y(n−1)(t)|γ

L0n−1(y(n−1)(t))
= α0νn−1γCnJn(t)[1 + o(1)] при t ↑ ω.

Враховуючи першу з умов (4.28), помiчаємо, що остання з асимптотичних

формул може бути записана у виглядi (4.10). Теорему повнiстю доведено.

Доведення теореми 4.2. Нехай диференцiальне рiвняння (0.1) має

Pω(Y0, . . . , Yn−1,±∞)- розв’язок y : [t0, ω[−→ R. Тодi згiдно з теоремою

4.1 виконуються умови (4.6)–(4.8) i для цього розв’язку мають мiсце

асимптотичнi спiввiдношення (4.9), (4.10). Крiм того, як було доведено

в першiй частинi цiєї теореми, для даного розв’язку має мiсце також

асимптотичне спiввiдношення (4.26), з якого випливає, що

ln |y(n−1)(t)| = [1 + o(1)] ln |Jn∗(t)|
1
γ при t ↑ ω.

Тодi, враховуючи, що функцiя Ln−1 задовольняє умову S, будемо мати

Ln−1(y
(n−1)(t)) = Ln−1

(
νn−1e

ln |y(n−1)|
)

=

= Ln−1

(
νn−1e

[1+o(1)] ln |Jn∗(t)|
1
γ

)
=

= Ln−1

(
νn−1|Jn∗(t)|

1
γ

)
[1 + o(1)] при t ↑ ω.

Використовуючи це асимптотичне спiввiдношення перепишемо (4.10) у

виглядi

|y(n−1)(t)|γ = α0νn−1γCnJn(t)Ln−1

(
νn−1|Jn∗(t)|

1
γ

)
[1 + o(1)] при t ↑ ω,

108



звiдки випливає, що

y(n−1)(t) = νn−1

∣∣∣γCnJn∗(t)Ln−1

(
νn−1|Jn∗(t)|

1
γ

)∣∣∣ 1
γ

[1 + o(1)] при t ↑ ω.

Тому з (4.9) i (4.10) отримуємо явнi асимптотичнi спiввiдношення (4.11).

Теорему доведено.

§4.4. Приклади

Спочатку розглянемо клас iстотно нелiнiйних диференцiальних

рiвнянь (2.28).

Припустимо, що для деяких s ∈ {1, . . . , l} i r ∈ {l + 1, . . . ,m}

виконуються нерiвностi

lim sup
t↑ω

ln pk(t)− ln ps(t)

β ln |πω(t)|
< β

n−1∑
j=0

(n− j − 1)(σsj − σkj) (4.37)

при k ∈ {1, . . . , l} \ {s}, нерiвностi

lim sup
t↑ω

ln pk(t)− ln pr(t)

β ln |πω(t)|
< β

n−1∑
j=0

(n− j − 1)(σrj − σkj) (4.38)

при k ∈ {l + 1, . . . ,m} \ {r}, де

β = signπω(t) =

 1, якщо ω = +∞,

−1, якщо ω < +∞,

i покажемо, що у даному випадку права частина рiвняння (2.28)

задовольняє умову (RN)∞.

Нехай zj : [a, ω[−→ ∆Yj (j = 0, n− 1) - довiльнi функцiї, що

задовольняють умови (4.3). В силу другої з цих умов

ln |zj(t)| = [n− j − 1 + o(1)] ln |πω(t)| (j = 0, n− 1) при t ↑ ω.

З використанням цих асимптотичних спiввiдношень, першої з умов (4.3),

зображень

ϕkj(zj) = |zj|σkjLkj(zj) (j = 0, n− 1, k = 1,m),
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де Lkj : ∆Yj −→]0,+∞[ - повiльно змiннi функцiї при zj → Yj, а також

твердженням 1) леми 1.7, для k ∈ {1, . . . , l} знаходимо

ln

pk(t)
n−1∏
j=0

ϕkj(zj(t))

ps(t)
n−1∏
j=0

ϕsj(zj(t))

= ln pk(t)− ln ps(t)+

+
n−1∑
j=0

[(σkj − σsj) ln |zj(t)|+ lnLkj(zj(t))− lnLsj(zj(t))] =

= ln pk(t)− ln ps(t)+

+
n−1∑
j=0

ln |zj(t)|
(
σkj − σsj +

LnLkj(zj(t))

ln |zj(t)|
− lnLsj(zj(t))

ln |zj(t)|

)
=

= ln pk(t)− ln ps(t) +
n−1∑
j=0

ln |zj(t)| (σkj − σsj + o(1)) =

= ln pk(t)− ln ps(t) + ln |πω(t)|
n−1∑
j=0

[(n− j − 1)(σkj − σsj) + o(1)] =

= β ln |πω(t)|

(
pk(t)− ps(t)
β ln |πω(t)|

+ β

n−1∑
j=0

(n− j − 1)(σkj − σsj + o(1)

)
при t ↑ ω. Тут згiдно з нерiвнiстю (4.37) права частина прямує до −∞ при

t ↑ ω i тому

lim
t↑ω

pk(t)
n−1∏
j=0

ϕkj(zj(t))

ps(t)
n−1∏
j=0

ϕsj(zj(t))

= 0 при k ∈ {1, . . . , l} \ {s}.

Аналогiчним чином з використанням нерiвностей (4.38) встановлюємо, що

lim
t↑ω

pk(t)
n−1∏
j=0

ϕkj(zj(t))

pr(t)
n−1∏
j=0

ϕrj(zj(t))

= 0 при k ∈ {l + 1, . . . ,m} \ {r}.
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В силу цих граничних спiввiдношень одержуємо зображення
l∑

k=1

αkpk(t)
n−1∏
j=0

ϕkj(zj(t))

m∑
k=l+1

αkpk(t)
n−1∏
j=0

ϕkj(zj(t))

=

αsps(t)
n−1∏
j=0

ϕsj(zj(t))

αrpr(t)
n−1∏
j=0

ϕrj(zj(t))

[1 + o(1)] при t ↑ ω,

тобто має мiсце асимптотичне зображення (4.4), в якому

α0 =
αs
αr
, p(t) =

ps(t)

pr(t)
, ϕj(zj(t)) =

ϕsj(zj(t))

ϕrj(zj(t))
(j = 0, n− 1). (4.39)

Тут ϕj(zj) згiдно з властивостями правильно змiнних функцiй є правильно

змiнною функцiєю порядку

σj = σsj − σrj (j = 0, n− 1) (4.40)

при zj → Yj, причому її повiльно змiнна складова є функцiєю виду

Lj(zj) =
Lsj(zj)

Lrj(zj)
(j = 0, n− 1). (4.41)

Таким чином, права частина рiвняння (2.28) задовольняє умову (RN)∞.

Тому у випадку, коли для деяких s ∈ {1, . . . , l} i r ∈ {l + 1, . . . ,m}

виконуються нерiвностi (4.37), (4.38) i при цьому стала γ = 1−
∑n−1

j=0 (σsj −

σrj) не дорiвнює нулю, для рiвняння (2.28) справедливi твердження теорем

4.1 i 4.2 (а також твердження наслiдкiв 4.1 i 4.2), у яких замiсть α0,

σj (j = 0, n− 1), p i Lj (j = 0, n− 1) треба обрати їх вирази з формул

(4.39) - (4.41).

Далi розглянемо диференцiальне рiвняння (3.46). Це рiвняння свiдомо

задовольняє умову (RN)∞ i повiльно змiнна при y → Y0 складова його

нелiнiйностi ϕ(y) = |y|σ ln(1+ |y|) задовольняє умову (S). При цьому маємо

ω = +∞, γ = 1− σ 6= 0, µn = (n− 1)σ,

Jn∗(t) =

t∫
An∗

p(s)s(n−1)σ ln
(
1 + sn−1

)
ds.
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Тому згiдно з теоремами 4.1 i 4.2 рiвняння (3.46)

має P+∞(Y0, . . . , Yn−1,±∞)-розв’язки тодi i лише тодi, коли виконуються

умови

lim
t→+∞

tJ ′n∗(t)

Jn∗(t)
= 0,

νj−1 = νn−1 (j = 1, n− 1), α0νn−1(1− σ)Jn∗(t) > 0 при t > a > 0,

Yj−1 = ±∞ (j = 1, n), Yn−1 = νn−1 lim
t→+∞

|Jn∗(t)|
1

1−σ .

Крiм того, для кожного такого розв’язку мають мiсце при t → +∞

асимптотичнi зображення

y(j−1)(t) =
νn−1t

n−j

(n− j)!
|(1− σ)CnJn∗(t)|

1
1−σ [1 + o(1)] (j = 1, n),

причому iснує n параметрична сiм’я розв’язкiв з такими зображеннями,

якщо α0νn−1(1−σ) > 0 i n−1 параметрична сiм’я, якщо α0νn−1(1−σ) < 0.

Звернемо увагу на те, що у випадку, коли (1−σ)Jn∗(t) > 0 при t > a,

такi розв’язки (за термiнологiєю I.Т. Кiгурадзе) є швидко зростаючими,

якщо α0 = 1, i швидко спадаючими, якщо α0 = −1. В протилежному

випадку похiднi n − 1-го порядку таких розв’язкiв прямують до нуля при

t→ +∞, а самi розв’язки та їх похiднi до порядку n−2 включно – до нуля.

Тепер, обрав довiльним чином число ω∗ > a, з’ясуємо з використанням

наслiдкiв 4.1 i 4.2 питання про умови iснування i асимптотику

сингулярних Pω∗(Y0, . . . , Yn−1,±∞)-розв’язкiв у диференцiального рiвняння

(3.46). Згiдно з цими наслiдками для iснування таких розв’язкiв необхiдно

i достатньо, щоб (n− 1)σ = −1 (тобто σ = − 1
n−1) i виконувались умови

νj = νn−1(−1)n−j > 0 (j = 0, n− 2),

α0νn−1J̄n∗(t) > 0 в деякому лiвому околi ω∗

Yj−1 = 0 (j = 1, n− 1), νn−1 lim
t↑ω∗
|J̄n∗(t)| = Yn−1,

112



де

J̄n∗(t) =

t∫
Ān∗

ln
(
1 + (ω∗ − s)n−1

)
ω∗ − s

ds,

де

Ān∗ =


t0, якщо

ω∗∫
t0

ln(1+(ω∗−s)n−1)
ω∗−s ds = +∞,

ω∗, якщо
ω∗∫
t0

n−2∏
j=0

Lj(νj |ω∗−s)|n−j−1)

ω∗−s ds < +∞,

t0 ∈]a, ω∗[.

Тут

J̄n∗(t) = −(ω∗ − t)n−1

n− 1
[1 + o(1)] при t ↑ ω∗

i тому

Yn−1 = 0, νn−1 = −α0.

Отже при ω∗ > a для iснування у диференцiального рiвняння (3.46)

сингулярних Pω∗(Y0, . . . , Yn−1,±∞)-розв’язкiв необхiдно i достатньо, щоб

σ = − 1
n−1 i виконувались умови

Yj−1 = 0, νj−1 = (−1)n−jα0 (j = 1, n).

Бiльш того, згiдно з наслiдками 4.1 i 4.2 для кожного такого розв’язку

мають мiсце при t ↑ ω∗ асимптотичнi зображення

y(j−1)(t) =
(−1)n−jα0

(n− j)!

∣∣∣∣nCnp(ω∗)(n− 1)2

∣∣∣∣n−1
n

×

×(ω∗ − t)n−j+
(n−1)2

n [1 + o(1)] (j = 1, n).

Такий розв’язок є кнезеровським сингулярним розв’язком (за

термiнологiєю I.Т. Кiгурадзе) диференцiального рiвняння (3.46).
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Висновки до четвертого роздiлу

У четвертому роздiлi дисертацiї було визначено умову (RN)∞ на

праву частину диференцiального рiвняння (0.1), при виконаннi якої

виявилось можливим дослiдити питання про умови iснування i асимптотику

Pω(Y0, . . . , Yn−1,±∞)-розв’язкiв цього рiвняння.

При виконаннi умови (RN)∞ в даному роздiлi були отриманi

необхiднi i достатнi умови iснування Pω(Y0, . . . , Yn−1,±∞)-розв’язкiв у

диференцiального рiвняння (0.1) i встановленi асимптотичнi зображення

при t ↑ ω у неявному видi для цих розв’язкiв та їх похiдних до

порядку n − 1 включно, а також з’ясовано питання про кiлькiсть таких

розв’язкiв. Крiм того, були визначенi додатковi умови, при виконаннi яких

отриманi асимптотичнi зображення можуть бути поданими у явному видi. З

урахуванням того, що ω може бути не тiльки нескiнченим, але i скiнченим,

з основних результатiв були одержанi наслiдки про умови iснування i

асимптотику сингулярних Pω∗(Y0, . . . , Yn−1,±∞)-розв’язкiв.

Результати даного роздiлу проiлюстровано з метою повного опису

на прикладах класiв iстотно нелiнiйних диференцiальних рiвнянь n-го

порядку, якi розглядались у попереднiх двох роздiлах.
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РОЗДIЛ V

АСИМПТОТИКА Pω(Y0, Y1, . . . , Yn−1, λ0) - РОЗВ’ЯЗКIВ

РIВНЯННЯ (0.1) У ВИПАДКАХ, КОЛИ λ0 = n−i−1
n−i (i = 1, n− 1)

Останнiй п’ятий роздiл дисертацiї присвячений дослiдженню асимп-

тотичної поведiнки Pω(Y0, Y1, . . . , Yn−1λ0) – розв’язкiв диференцiального

рiвняння (0.1) у рештi з можливих випадкiв, а саме, коли λ0 = n−i−1
n−i (i =

1, n− 1). Такi розв’язки є найбiльш складними при їх дослiдженнi.

Згiдно з апрiорними асимптотичними властивостями (лема 1.1)

кожний Pω
(
Y0, Y1, . . . , Yn−1,

n−i−1
n−i

)
-розв’язок y при i ∈ {1, . . . , n − 1}

задовольняє при t ↑ ω асимптотичнi спiввiдношення

y(k−1)(t) ∼ [πω(t)]i−k

(i− k)!
y(i−1)(t) (k = 1, i− 1), 1 (5.1)

y(i)(t) = o

(
y(i−1)(t)

πω(t)

)
, (5.2)

y(k)(t) ∼ (−1)k−i
(k − i)!

[πω(t)]k−i
y(i)(t) (k = i+ 1, n), (5.3)

причому у випадку, коли i = n−1, спiввiдношення (5.3) має мiсце лише при

додатковiй умовi iснування скiнченої, або рiвної ±∞ границi lim
t↑ω

πω(t)y(n)(t)
y(n−1)(t)

.

З цих умов, зокрема, випливає що для такого розв’язку мають мiсце

граничнi спiввiдношення

lim
t↑ω

πω(t)y(j+1)(t)

y(j)(t)
= i− j − 1 (j = 0, n− 1). (5.4)

Iз (5.4) на пiдставi леми 1.4 i зауваження 1.2 ясно, що кожний такий

розв’язок i всi його похiднi до порядку n−1 включно, окрiм похiдної i−1-го

порядку є правильно змiнними при t ↑ ω функцiями з вiдмiнними вiд нуля

порядками, а похiдна i − 1-го порядку є повiльно змiнною функцiєю при

t ↑ ω.
1При i = 1 цi спiввiдношеннi вiдсутнi.
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Дослiдження у цьому роздiлi здiйснюється у припущеннi, що функцiя

f у диференцiальному рiвняннi (0.1) задовольняє при деякому i ∈

{1, . . . , n − 1} умову (RN)n−i−1
n−i

. У вiдповiдностi до (5.1) - (5.3) ця умова

визначається наступним чином.

Означення 5.1. Будемо казати, що функцiя f в диференцiальному

рiвняннi (0.1) задовольняє умову (RN)λ0
при λ0 = n−i−1

n−i для деякого

i ∈ {1, . . . , n − 1}, якщо iснує число α0 ∈ {−1, 1}, неперервна функцiя p :

[a, ω[−→]0,+∞[ i неперервнi правильно змiннi при zj → Yj (j = 0, n− 1)

функцiї ϕj : ∆Yj −→]0,+∞[ (j = 0, n− 1) порядкiв σj (j = 0, n− 1)

такi, що для будь-яких неперервно диференцiйовних функцiй zj : [a, ω[−→

∆Yj (j = 0, n− 1), якi задовольняють умови

lim
t↑ω

zj(t) = Yj, lim
t↑ω

πω(t)z′j(t)

zj(t)
= i− j − 1 (j = 0, n− 1), (5.5)

має мiсце асимптотичне при t ↑ ω зображення

f(t, z0(t), z1(t), . . . , zn−1(t)) = α0p(t)
n−1∏
j=0

ϕj(zj(t))[1 + o(1)]. (5.6)

Функцiї ϕj (j = 0, n− 1) в (5.6) згiдно з властивостями правильно

змiнних функцiй (див. §1.2) мають зображення виду

ϕj(zj) = |zj|σjLj(zj) (j = 0, n− 1), (5.7)

де Lj– повiльно змiнна функцiя при zj → Yj, j = 0, n− 1.

При виконаннi для деякого i ∈ {1, . . . , n − 1} умови (RN)n−i−1
n−i

в даному роздiлi поряд з позначеннями ∆Y0
(b) i νj (j = 0, n− 1),

що були уведенi на початку другого роздiлу дисертацiї, будуть також

використовуватись наступнi додатковi позначення:

γ = 1−
n−1∑
j=0

σj, γi = 1−
n−1∑
j=i

σj,
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µi = n− i− 1 +
i−2∑
j=0

σj(i− j − 1)−
n−1∑
j=i+1

σj(j − i),

Ci =
1

(n− i)!

i−1∏
j=0

[(i− j − 1)!]−σj
n−1∏
j=i+1

[(j − i)!]σj .

§5.1. Формулювання основних результатiв

Для формулювання при виконаннi для деякого i ∈ {1, . . . , n − 1}

умови (RN)n−i−1
n−i

основних результатiв даного роздiлу поряд уведеними

вище позначеннями знадобляться ще наступнi допомiжнi функцii

Ji(t) =

t∫
Ai

p(s)|πω(s)|µi
n−1∏
j=0
j 6=i−1

Lj
(
νj|πω(s)|i−j−1

)
ds,

Jii(t) =

t∫
Aii

|Ji(s)|
1
γi ds,

де кожна з границь iнтегрування Ai, Aii обирається рiвною точцi a0 ∈

[a, ω[ (праворуч вiд якої, тобто при t ∈ [a0, ω[ пiдiнтегральна функцiя

неперервна), якщо при цьому значеннi границi iнтегрування вiдповiдний

iнтеграл прямує до ±∞ при t ↑ ω, i рiвним ω, якщо при такому значеннi

границi iнтегрування вiн прямує до нуля при t ↑ ω.

Теорема 5.1. Нехай i ∈ {1, . . . , n − 1}, функцiя f задовольняє

умову (RN)n−i−1
n−i

, виконується нерiвнiсть γγi 6= 0 i функцiї Lj при всiх

j ∈ {0, . . . , n − 1} \ {i − 1} задовольняють умову S. Тодi для iснування

у диференцiального рiвняння (0.1) Pω
(
Y0, . . . , Yn−1,

n−i−1
n−i

)
- розв’язкiв (для

яких у частинному випадку i = n−1 iснує скiнчена або рiвна ±∞ границя

lim
t↑ω

πω(t)y(n)(t)
y(n−1)(t)

) необхiдно щоб виконувались нерiвностi

νjνj−1(i− j)πω(t) > 0 при всiх j ∈ {1, . . . , n− 1} \ {i}, (5.8)

νiνi−1γγiJii(t) > 0, νiα0γi(−1)n−i−1πn−i−1
ω (t)Ji(t) > 0 (5.9)
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в деякому лiвому околi ω, а також умови

νj−1 lim
t↑ω
|πω(t)|i−j = Yj−1 при всех j ∈ {1, . . . , n} \ {i}, (5.10)

νi−1 lim
t↑ω
|Jii(t)|

γi
γ = Yi−1, (5.11)

lim
t↑ω

πω(t)J ′i(t)

Ji(t)
= −γi, lim

t↑ω

πω(t)J ′ii(t)

Jii(t)
= 0. (5.12)

Бiльш того, для кожного такого розв’язку мають мiсце при t ↑ ω

асимптотичнi зображення

y(j−1)(t) =
[πω(t)]i−j

(i− j)!
y(i−1)(t)[1 + o(1)] (j = 1, . . . , i− 1), (5.13)

y(j)(t) = (−1)j−i
(j − i)!

[πω(t)]j−i
·γiJ

′
ii(t)

γJii(t)
y(i−1)(t)[1+o(1)] (j = i, . . . , n−1), (5.14)

|y(i−1)(t)|γ

Li−1(y(i−1)(t))
= |γiCi|

∣∣∣∣ γγiJii(t)
∣∣∣∣γi [1 + o(1)]. (5.15)

В данiй теоремi асимптотичне зображення для похiдної i − 1-

го порядку Pω
(
Y0, . . . , Yn−1,

n−i−1
n−i

)
- розв’язку подано в неявному видi.

Вкажемо додатковi до (5.8) - (5.12) обмеження, при виконаннi яких

асимптотичне зображення (5.15) може бути записаними у явному видi.

Теорема 5.2. Нехай виконуються умови теореми 5.1 i, крiм

того, функцiя Li−1 задовольняє умову S. Тодi для кожного

Pω
(
Y0, . . . , Yn−1,

n−i−1
n−i

)
- розв’язку диференцiального рiвняння (0.1) (для

якого у частинному випадку i = n−1 iснує скiнчена або рiвна ±∞ границя

lim
t↑ω

πω(t)y(n)(t)
y(n−1)(t)

) у випадку їх iснування мають мiсце при t ↑ ω поряд з

асимптотичними зображеннями (5.13), (5.14)) наступне асимптотичне

зображення для похiдної i− 1 порядку

y(i−1)(t) = νi−1|γiCi|
1
γ

∣∣∣∣ γγiJii(t)
∣∣∣∣
γi
γ

L
1
γ

i−1

(
νi−1|Jii(t)|

γi
γ

)
[1 + o(1)].(5.16)
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Питання про фактичне iснування Pω
(
Y0, . . . , Yn−1,

n−i−1
n−i

)
- розв’язкiв

у диференцiального рiвняння (0.1), а також про їх кiлькiсть вирiшується в

наступнiй теоремi.

Теорема 5.3. Нехай виконуються умови теореми 5.1 i поряд з

необхiдними умовами (5.8) - (5.12) алгебраїчне вiдносно ρ рiвняння
n−1∑
j=i+1

σj
(j − i)!

j−i∏
m=1

(m− ρ) + σi =
1

(n− i)!

n−i∏
m=1

(m− ρ) (5.17)

не має коренiв з нульовою дiйсною частиною. Тодi у диференцiального

рiвняння (0.1) iснує хоча б один Pω
(
Y0, . . . , Yn−1,

n−i−1
n−i

)
- розв’язок з

асимптотичними при t ↑ ω зображеннями (5.13) - (5.15), причому таких

розв’язкiв у випадку, коли ω = +∞ iснує l+ i- параметрична сiм’я, якщо

виконується нерiвнiсть νiνi−1γ < 0 i l + i− 1- параметрична сiм’я, якщо

виконується нерiвнiсть νiνi−1γ > 0, а у випадку, коли ω < +∞ - iснує

n − i − l + 1- параметрична сiм’я таких розв’язкiв, якщо виконується

нерiвнiсть νiνi−1γ < 0 i n− i− l- параметрична сiм’я, якщо виконується

нерiвнiсть νiνi−1γ > 0, де l- число коренiв (з урахуванням кратних)

рiвняння (5.17) з вiд’ємною дiйсною частиною.

Зауваження 5.1. Аналогiчно тому, як у зауваженi 2.1, легко

довести, що алгебраїчне рiвняння (5.17)) свiдомо не має коренiв з нульовою

дiйсною частиною, якщо виконується нерiвнiсть
n−1∑
j=i

|σj| ≤ 1. Крiм того,

звернемо увагу на те, що при i = n− 1 рiвняння (5.17) має вид

σn−1 = 1− ρ

i тому згiдно з умовою γγn−1 6= 0 не має коренiв з нульовою дiйсною

частиною.

Припустимо тепер, що ω∗ ∈]a, ω[. Тодi при замiнi в iтегралi Ji ω на ω∗

i урахуванням того, що p(ω∗) = const > 0, на пiдставi другого твердження
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леми 1.5 i третього твердження леми 1.7 будемо мати

lim
t→ω∗

(t− ω∗)J ′i(t)
Ji(t)

= µi + 1.

Тому перша iз умов (5.12) при замiнi в нiй ω на ω∗ запишеться у виглядi

рiвностi µi + 1 = −γi i при цьому будемо мати, що

Ji(t) =
p(ω∗)

γi
(ω∗ − t)−γi

n−1∏
j=0
j 6=i−1

Lj
(
νj(ω∗ − s)i−j−1

)
[1 + o(1)] при t ↑ ω.

Тодi друга з умов (5.12) буде свiдомо виконуватись, а умови (5.8) - (5.11)

запишуться наступним чином

νj−1 = (−1)i−j−1νi−1 при j = 1, i− 1, (5.18)

νj−1 = α0 при j = i, n− 1 (5.19)

α0νi−1γγiJii(t) > 0 при t ∈]a, ω∗[, α0νi > 0, (5.20)

Yj−1 = 0 при j = 1, i− 1, Yj−1 = ±∞ при j = i+ 1, n− 1, (5.21)

Yi−1 = νi−1 lim
t↑ω
|Jii(t)|

γi
γ . (5.22)

Отже, з теорем 5.1 - 5.3 безпосередньо випливають наступнi три

наслiдки щодо iснування сингулярних Pω∗(Y0, . . . , Yn−1,±∞)-розв’язкiв у

диференцiального рiвняння (0.1).

Наслiдок 5.1. Нехай ω∗ ∈]a, ω0[, функцiя f для деякого i ∈

{1, . . . , n − 1} задовольняє умову (RN)n−i−1
n−i

при замiнi в нiй ω на ω∗,

p(ω∗) > 0 i γγi 6= 0. Нехай, крiм того, повiльно змiннi функцiї Lj при всiх

j ∈ {0, . . . , n − 1} \ {i − 1} задовольняють умову S. Тодi для iснування

у диференцiального рiвняння (0.1) сингулярних Pω∗
(
Y0, . . . , Yn−1,

n−i−1
n−i

)
-

розв’язкiв (для яких, якщо i = n−1, iснує скiнчена, або рiвна ±∞ границя

lim
t↑ω∗

(t−ω∗)y(n)(t)
y(n−1)(t)

) необхiдно, щоб µi + 1 + γi = 0 i виконувались умови (5.18)
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- (5.22). Бiльш того, для кожного такого розв’язку мають при t ↑ ω∗
асимптотичнi зображення

y(j−1)(t) = (−1)i−j (ω∗−t)i−j
(i−j)! y(i−1)(t)[1 + o(1)] (j = 1, . . . , i− 1), (5.23)

y(j)(t) = (j−i)!
(ω∗−t)j−i ·

γiJ
′
ii(t)

γJii(t)
y(i−1)(t)[1 + o(1)] (j = i, . . . , n− 1), (5.24)

|y(i−1)(t)|γ
Li−1(y(i−1)(t))

= |γiCi|
∣∣∣ γγiJii(t)∣∣∣γi [1 + o(1)]. (5.25)

Наслiдок 5.2. Нехай виконуються умови наслiдка 5.1 i фун-

кцiя Li−1 задовольняє умову S. Тодi для кожного сингулярного

Pω∗(Y0, . . . , Yn−1,±∞)- розв’язку диференцiального рiвняння (0.1) (для

якого у частинному випадку i = n−1 iснує скiнчена або рiвна ±∞ границя

lim
t↑ω∗

(t−ω∗)y(n)(t)
y(n−1)(t)

) у випадку їх iснування мають мiсце при t ↑ ω∗ поряд з

асимптотичними зображеннями (5.23), (5.24)) наступне асимптотичне

зображення для похiдної i− 1 порядку

y(i−1)(t) = νi−1|γiCi|
1
γ

∣∣∣∣ γγiJii(t)
∣∣∣∣
γi
γ

L
1
γ

i−1

(
νi−1|Jii(t)|

γi
γ

)
[1 + o(1)].(5.26)

Наслiдок 5.3. Нехай виконуються умови наслiдка 5.1 i поряд

з рiвнiстю µi + 1 + γi = 0, а також умовами (5.18) - (5.22)

алгебраїчне вiдносно ρ рiвняння (5.17) не має коренiв з нульовою дiйсною

частиною. Тодi у диференцiального рiвняння (0.1) iснує хоча б один

сингулярний Pω∗
(
Y0, . . . , Yn−1,

n−i−1
n−i

)
- розв’язок з асимптотичними при

t ↑ ω∗ зображеннями (5.23) - (5.25), причому таких розв’язкiв iснує

n−i−l+1- параметрична сiм’я, якщо виконується нерiвнiсть νiνi−1γ < 0

i n− i− l- параметрична сiм’я, якщо виконується нерiвнiсть νiνi−1γ > 0,

де l- число коренiв (з урахуванням кратних) рiвняння (5.17) з вiд’ємною

дiйсною частиною.
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Звернемо увагу на те, що в (5.25) i (5.26)

Jii(t) =

∣∣∣∣p(ω∗)γi

∣∣∣∣ 1
γi

t∫
Aii

n−1∏
j=0
j 6=i−1

L
1
γi

j

(
νj(ω∗ − s)i−j−1

)
ω∗ − s

ds[1 + o(1)]

при t ↑ ω∗.

§5.2. Допомiжнi твердження

При доведеннi теореми 5.3 буде використаний один вiдомий результат

про умови iснування у дiйсної квазiлiнiйної системи диференцiальних

рiвнянь зникаючих в особливiй точцi розв’язкiв.

Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь

y′i = h(t)

[
fi(t, y1, . . . , yn) +

n∑
j=1

cijyj + Yi(t, y1, . . . , yn)

]
,

i = 1, n− 1, (5.27)

y′n = hn(t)

[
fn(t, y1, . . . , yn) +

n∑
j=1

cnjyj + Yn(t, y1, . . . , yn)

]
в якiй cij ∈ R (i, j = 1, n), h, hn : [t0, ω[−→ R (i = 1, n)– неперервно

диференцiйовнi функцiї такi, що

h(t)hn(t) 6= 0 при t ∈ [t0, ω[,

ω∫
t0

hn(s) ds = ±∞, (5.28)

lim
t↑ω

hn(t)

h(t)
= 0, lim

t↑ω
h−1
n (t)

(
hn(t)

h(t)

)′
= 0. (5.29)

fi, Yi : [t0, ω[×Rn
c −→ R (i = 1, n)- неперервнi функцiї, що задовольняють

умови

lim
t→ω

fi(t, y1, . . . , yn) = 0 (i = 1, n) (5.30)
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рiвномiрно за (y1, . . . , yn) ∈ Rn
c ,

lim
|y1|+···+|yn|→0

Yi(t, y1, . . . , yn)

|y1|+ · · ·+ |yn|
= 0 (i = 1, n) (5.31)

рiвномiрно за t ∈ [t0, ω[, де

−∞ < t0 < ω ≤ +∞, Rn
c = {(y1, . . . , yn) ∈ Rn :

n∑
i=1

|yi| ≤ c, c > 0}.

З теореми 2.6 роботи В.М. Євтухова, А.М. Самойленка [28]

безпосередньо випливає наступний результат.

Лема 5.1. Нехай виконуються умови (5.28)-(5.31). Нехай, крiм

того, матрицi n = (ij)
n
i,j=1 i n−1 = (aij)

n−1
i,j=1 такi, що det n 6= 0 i n−1

не має власних значень з нульовою дiйсною частиною. Тодi система

диференцiальних рiвнянь (5.27) має хоча б один розв’язок (yi)
n
i=1 : [t1, ω[−→

Rn
c (x1 ∈ [x0, ω[), який прямує до нуля при t ↑ ω. Бiльш того,

якщо матриця n−1 має m власних значень (з урахуванням кратних),

дiйснi частини яких мають знак, протилежний знаку функцiї h на

промiжку [t0, ω[, то при виконаннi нерiвностi hn(x)(detAn)(detAn−1) >

0 у системи (5.27) iснує m-параметрична, а при виконаннi нерiвностi

hn(x)(detAn)(detAn−1) < 0 - m + 1- параметрична сiм’я зникаючих в ω

розв’язкiв.
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§5.3. Доведення теорем

Доведення теореми 5.1. Нехай y : [t0, ω[−→ R– довiльний

Pω
(
Y0, . . . , Yn−1,

n−i−1
n−i

)
- розв’язок диференцiального рiвняння (0.1). Тодi

згiдно з означенням 1.6 iснує t1 ∈ [t0, ω[ таке, що на промiжку [t1, ω[ цей

розв’язок та його похiднi до порядку n − 1 включно зберiгають знаки,

причому sign y(j−1)(t) = νj−1 (j = 1, n) при t ∈ [t1, ω[. Крiм того, в силу

апрiорних асимптотичних властивостей таких розв’язкiв мають мiсце при

t ↑ ω асимптотичнi спiввiдношення (5.1) - (5.4), з яких, зокрема, випливає

справедливiсть асимптотичних зображень (5.13). Крiм того, з (5.4) випливає

справедливiсть нерiвностей (5.8) i умов (5.10). В силу (5.4) також ясно, що

для функцiй zj(t) = y(j)(t) (j = 0, n− 1) виконуються умови (5.5) i тому

згiдно з умовою (RN)n−i−1
n−i

iз (0.1)) отримуємо асимптотичне спiввiдношення

y(n)(t) = α0p(t)
n−1∏
j=0

ϕj

(
y(j)(t)

)
[1 + o(1)] при t ↑ ω,

або з урахуванням зображень (5.7) - спiввiдношення виду

y(n)(t) = α0p(t)[1 + o(1)]
n−1∏
j=0

|y(j)(t)|σjLj(y(j)(t)) при t ↑ ω. (5.32)

Тут згiдно з умовами теореми функцiї Lj при всiх j ∈ {0, 1, . . . , n−1}\{i−1}

задовольняють умову S i в силу (5.4)

ln |y(j)(t)| = [i− j − 1 + o(1)] ln |πω(t)| (j = 0, n− 1) при t ↑ ω.

Тому для всiх j ∈ {0, 1, . . . , n− 1} \ {i− 1}

Lj(y
(j)(t)) = Lj

(
νje

[1+o(1)] ln |πω(t)|i−j−1
)

=

= Lj
(
νj|πω(t)|i−j−1

)
[1 + o(1)] при t ↑ ω.

З урахуванням (5.4) також знаходимо, що

y(n)(t) =
y(n)(t)

y(n−1)(t)
· · · y

(i+2)(t)

y(i+1)(t)
y(i+1)(t) =
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=
(−1)n−i−1(n− i)!

πn−i−1
ω (t)

y(i+1)(t)[1 + o(1)] при t ↑ ω.

Використовуючи цi асимптотичнi спiввiдношення, а також асимптотичнi

спiввiдношення (5.1) - (5.3) та уведенi позначення µi, γ, γi i Ci iз (5.32)

отримуємо спiввiдношення виду

y(i+1)(t)|y(i)(t)|γi−1

|y(i−1)(t)|γi−γLi−1(y(i−1)(t))
=

= α0(−1)n−i−1
(
sign [πω(t)]n−i−1

)
Cip(t)|πω(t)|µi×

×
n−1∏
j=0
j 6=i−1

Lj
(
νj|πω(t)|i−j−1

)
[1 + o(1)] при t ↑ ω, (5.33)

В силу леми 1.2 про властивостi повiльно змiнних функцiй iснує

неперервно диференцiйовна нормалiзована повiльно змiнна при y(i−1) →

Yi−1 функцiя L0i−1 : ∆Yi−1
−→]0,+∞[, що задовольняє умови

lim
y(i−1)→Yi−1

y(i−1)∈∆Yi−1

Li−1(y
(i−1))

L0i−1(y(i−1))
= 1, lim

y(i−1)→Yi−1

y(i−1)∈∆Yi−1

y(i−1)L′0i−1(y
(i−1))

L0i−1(y(i−1))
= 0. (5.34)

З використанням цих умов, (1.24) i (5.4) знаходимо(
|y(i)(t)|γi

|y(i−1)(t)|γi−γL0i−1(y(i−1)(t))

)′
=

νiy
(i+1)(t)|y(i)(t)|γi−1

|y(i−1)(t)|γi−γL0i−1(y(i−1)(t))
×

×
(
γi + (γ − γi)

y(i)(t)

y(i+1)(t)
· y

(i)(t)

y(i−1)(t)
−

− y(i)(t)

y(i+1)(t)
· y

(i)(t)

y(i−1)(t)
·
y(i−1)(t)L′0i−1(y

(i−1)(t))

L0i−1(y(i−1)(t))

)
=

=
y(i+1)(t)|y(i)(t)|γi−1

|y(i−1)(t)|γi−γL0i−1(y(i−1)(t))
[νiγi + o(1)] при t ↑ ω.

Тому (5.33) може бути записаним у видi(
|y(i)(t)|γi

|y(i−1)(t)|γi−γL0i−1(y(i−1)(t))

)′
=

= νiα0(−1)n−i−1γi
(
sign [πω(t)]n−i−1

)
Cip(t)|πω(t)|µi×
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×
n−1∏
j=0
j 6=i−1

Lj
(
νj|πω(t)|i−j−1

)
[1 + o(1)] при t ↑ ω.

Iнтегруючи це спiввiдношення на промiжку вiд t1 до t i враховуючи, що

дрiб пiд знаком похiдної в силу умови γi 6= 0 прямує або до нуля, або до

±∞ при t ↑ ω, одержимо

|y(i)(t)|γi
|y(i−1)(t)|γi−γL0i−1(y(i−1)(t))

=

= νiα0(−1)n−i−1γi
(
sign [πω(t)]n−i−1

)
CiJi(t)[1 + o(1)] при t ↑ ω.

Звiдси насамперед випливає, що виконується друга з нерiвностей (5.9). Крiм

того, звiдси i (5.33) на пiдставi еквiвалентностi функцiй Li−1 i L0i−1 при

y(i−1) → Yi−1 знаходимо, що

y(i+1)(t)

y(i)(t)
=

J ′i(t)

γiJi(t)
[1 + o(1)] при t ↑ ω,

звiдки з урахуванням (5.4) при j = i випливає справедливiсть першої iз

умов (5.12).

З отриманого спiввiдношення також маємо при t ↑ ω

y(i)(t)

|y(i−1)(t)|
γi−γ
γi L

1
γi

i−1(y
(i−1)(t))

= νi |CiγiJi(t)|
1
γi [1 + o(1)]. (5.35)

Iнтегруючи тепер це спiввiдношення на промiжку вiд t1 до t, з урахуванням

умови γγi 6= 0 i використанням третього твердження леми 1.7 про

властивостi повiльно змiнних функцiй, знаходимо, що

|y(i−1)(t)|
γ
γi

L
1
γi

i−1(y
(i−1)(t))

=
νiνi−1γ

γi
|γiCi|

1
γi Jii(t)[1 + o(1)] при t ↑ ω,

тобто справедливими є асимптотичне зображення (5.15) i перша iз

нерiвностей (5.9). Крiм того, iз (5.35) i (5.15) випливає, що

y(i)(t)

y(i−1)(t)
=
γiJ

′
ii(t)

γJii(t)
[1 + o(1)] при t ↑ ω. (5.36)
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Згiдно з цим спiввiдношенням справджується умова (5.11) i з (5.4) випливає

справедливiсть другої iз умов (5.12), а також асимптотичних спiввiдношень

(5.14). Теорему доведено.

Доведення теореми 5.2. Нехай y : [t0, ω[−→ ∆Y0
–

Pω
(
Y0, . . . , Yn−1,

n−i−1
n−i

)
- розв’язок диференцiального рiвняння (0.1). Тодi

згiдно з теоремою 5.1 виконуються умови (5.8)-(5.12), (5.36) i для даного

розв’язку мають мiсце при t ↑ ω асимптотичнi зображення (5.13)-(5.15). В

силу умови (5.36)

ln |y(i−1)(t)| = [1 + o(1)] ln |Jii(t)|
γi
γ при t ↑ ω.

Тому, враховуючи, що функцiя Li−1 задовольняє умову S, отримуємо

Li−1(y
(i−1)(t)) = Li−1

(
νi−1e

[1+o(1)] ln |Jii(t)|
)

=

= Li−1

(
νi−1|Jii(t)|

γi
γ

)
[1 + o(1)] при t ↑ ω.

Приймаючи до уваги це зображенння, запишемо (5.15) у видi

|y(i−1)(t)|γ = |γiCi|
∣∣∣∣ γγiJii(t)

∣∣∣∣γi Li−1

(
νi−1|Jii(t)|

γi
γ

)
[1 + o(1)] при t ↑ ω,

звiдки отримуємо (5.16). Теорему доведено.

Доведення теореми 5.3. Спочатку розглянемо спiввiдношення
|Y |γ

L0i−1(Y )
= |γiCi|

∣∣∣∣ γγiJii(t)
∣∣∣∣γi [1 + yn], (5.37)

де L0i : ∆Yi −→]0,+∞[ - неперервно диференцiйовна повiльно змiнна при

Y → Yi−1 функцiя, що задовольняє умови (5.34), яка iснує в силу леми 1.2

про властивостi повiльно змiнних функцiй.

Обрав довiльним чином число d ∈
]
0,
∣∣∣γiγ ∣∣∣[, покажемо, що при деякому

t0 ∈]a, ω[ спiввiдношення (5.37) однозначно визначає, визначену на множинi

[t0, ω[×R 1
2
, де R 1

2
=
{
y ∈ R : |y| ≤ 1

2

}
, неперервно диференцiйовну неявну

функцiю Y = Y (t, yn) виду

Y (t, yn) = νi−1 |Jii(t)|
γi
γ +z(t,yn) , (5.38)
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де функцiя z така, що

|z(t, yn)| ≤ d при (t, yn) ∈ [t0, ω[×R 1
2

i

lim
t↑ω

z(t, yn) = 0 рiвномiрно за yn ∈ R 1
2
.

Покладаючи в (5.37)

Y = νi−1 |Jii(t)|
γi
γ +z , (5.39)

знаходимо, що

z = a(t) + b(t, yn) + Z(t, z), (5.40)

де

a(t) =
γi
γ
·

ln
∣∣∣ γγi ∣∣∣+ 1

γi
ln |γiCi|

ln |Jii(t)|
, b(t, yn) =

γi
γ
· ln[1 + yn]

ln |Jii(t)|
,

Z(t, z) =
1

γ
·

lnL0i−1

(
νi−1 |Jii(t)|

γi
γ +z
)

ln |Jii(t)|
.

Тут згiдно з умовою (5.17) i лемою 1.2 про властивостi повiльно змiнних

функцiй

νi−1 lim
t↑ω
|Jii(t)|

γi
γ +z = Yi−1 рiвномiрно за z ∈ [−d, d],

lim
t↑ω

a(t) = 0, lim
t↑ω

b(t, yn) = 0 рiвномiрно за yn ∈ R 1
2
,

lim
t↑ω

Z(t, z) = 0 рiвномiрно за z ∈ [−d, d].

Оскiльки

∂Z(t, z)

∂z
=

1

γ
·
νi−1|Jii(t)|

γi
γ +zL′0i−1

(
νi−1|Jii(t)|

γi
γ +z
)

L0i−1

(
νi−1|Jii(t)|

γi
γ +z
) ,

то в силу (5.11) i другої з умов (5.34) маємо

lim
t↑ω

∂Z(t, z)

∂z
= 0 рiвномiрно за z ∈ [−d, d].

128



Згiдно з цими умовами iснує число t1 ∈ [a, ω[ таке, що

νi−1|Jii(t)|
γs
γ +z ∈ ∆Yi−1

при (t, z) ∈ [t1, ω[×[−d, d],

|a(t) + b(t, v1, y2) + Z(t, z)| ≤ d при (t, yn, z) ∈ [t1, ω[×R 1
2
× [−d, d]

i

|Z(t, z1)− Z(t, z2)| ≤
1

2
|z1 − z2| при t ∈ [t1, ω[ s z1, z2 ∈ [−d, d].

Пiдiбрав таким чином число t1, позначимо через B банахiв простiр

неперервних i обмежених на множинi Ω = [t1, ω[×R 1
2
функцiй z : Ω −→ R

з нормою

‖z‖ = sup {|z(t, yn)| : (t, yn) ∈ Ω} .

Вилучим iз нього пiдпростiр B0 тих функцi з B, для яких ‖z‖ ≤ d,

i розглянемо на B0, обрав попереду довiльним чином число ν ∈ (0, 1),

оператор

Φ(z)(t, yn) = z(t, yn)− ν [z(t, yn)− a(t)− b(t, yn)− Z(t, z(t, yn)] . (5.41)

Iз вказаних вище властивостей функцiй a, b i Z ясно, що Φ(B0) ⊂ B0

i ‖Φ(z1)− Φ(z2)‖ ≤
(
1− ν

2

)
‖z1 − z2‖ для будь яких z1, z2 ∈ B0.

Отже, оператор Φ вiдображає простiр B0 в себе i є на ньому

оператором стиску. Тому згiдно до принципу стислих вiдображень iснує

єдина функцiя z ∈ B0 така, що z = Φ(z). В силу (5.41) ця неперервна на

множинi Ω функцiя є єдиним розв’язком рiвняння (5.40), що задовольняє

умову ‖z‖ ≤ d. Iз (5.40)) з урахуванням цiєї умови i властивостей функцiй

a, b, Z випливає, що даний розв’язок прямує до нуля при t ↑ ω рiвномiрно

за yn ∈ R 1
2
. Неперервна диференцiйовнiсть цього розв’язку на множинi

[t0, ω[×R 1
2
, де t0- деяке число з промiжку [t1, ω[ безпосередньо випливає iз

вiдомої локальної теореми про iснування неявної функцiї, що визначається

спiввiдношенням (5.40). В силу замiни (5.39) одержанiй функцiї z вiдповiдає
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неперервно диференцiйовна на множинi [t0, ω[×R 1
2
функцiя Y виду (5.38),

яка є розв’язком рiвняння (5.37) i задовольняє умови

Y (t, yn) ∈ ∆Yi−1
при (t, yn) ∈ [t0, ω[×R 1

2
, (5.42)

lim
t↑ω

Y (t, yn) = Yi−1 рiвномiрно за yn ∈ R 1
2
, (5.43)

lim
t↑ω

γJii(t)
∂Y (t,yn)

∂t

γiJ ′ii(t)Y (t, yn)
= 1 рiвномiрно за yn ∈ R 1

2
. (5.44)

Застосовуючи тепер до диференцiального рiвняння (0.1)

перетворення

y(j−1)(t) =
[πω(t)]i−j

(i− j)!
y(i−1)(t)[1 + yj(t)]

j = 1, . . . , i− 1,

y(j)(t) = (−1)j−i
(j − i)!

[πω(t)]j−i
· γiJ

′
ii(t)

γJii(t)
y(i−1)(t)[1 + yj(t)]

j = i, . . . , n− 1,

y(i−1)(t) = Y (t, yn(t))

(5.45)

i враховуючи, що функцiя y(i−1)(t) = Y (t, yn(τ)) при t ∈ [t0, ω[ i yn(τ) ∈ R 1
2

задовольняє рiвняння

|y(i−1)(t)|γ

L0i−1(y(i−1)(t))
= |γiCi|

∣∣∣∣ γγiJii(t)
∣∣∣∣γi [1 + yn(t)],

одержимо з використанням знакових умов (5.8), (5.9) систему
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диференцiальних рiвнянь виду

y′j = 1
πω(t)

[
(i− j)(yj+1 − yj)− γi

γ h1(t)(1 + yj)(1 + yi)
]

j = 1, . . . , i− 2,

y′i−1 = 1
πω(t)

[
−yi−1 − γi

γ h1(t)(1 + yi−1)(1 + yi)
]
,

v′j = 1
πω(t)

[
(j − i)(1 + yj)− (j + 1− i)(1 + yj+1)−

− 1
γi
h2(t)(1 + yj) + 1

γh1(t)(1 + yj)(γ − γi − γiyi)
]

j = i, . . . , n− 2,

y′n−1 = 1
πω(t)

[
(−1)n−i−1γJii(t)[πω(t)]n−iG(t,y1,...,yn)

(n−i−1)!γiJ ′ii(t)Y (t,yn) +

+(n− i− 1)(1 + yn−1)− 1
γi
h2(t)(1 + yn−1)+

+ 1
γh1(t)(1 + yn−1)(γ − γi − γiyi)

]
,

y′n = J ′ii(t)
Jii(t)

[
(1 + yn)(1 + yi)− (1 + yn)− 1

γH(t, yn)(1 + yn)(1 + yi)
]
,

в якiй

h1(t) =
πω(t)J ′ii(t)

Jii(t)
, h2(t) =

πω(t)J ′i(t)

Ji(t)
,

H(t, yn) =
Y (t, yn)L

′
0i−1(Y (t, yn))

L0i−1(Y (t, yn))
, G(t, y1, . . . , yn) =

= f(t, z0(t, y1, . . . , yn), . . . , zn(t, y1, . . . , yn)), zj(t, y1, . . . , yn) =

=


πi−j−1
ω (t)

(i−j−1)!Y (t, yn)(1 + yj+1) при j = 0, i− 2,

Y (t, yn) при j = i− 1,

(−1)j−i (j−i)!
πj−iω (t)

γi
γ
J ′ii(t)
Jii(t)

Y (t, yn)(1 + yj) при j = i, n− 1.
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Тут в силу умов (5.12), (5.42), (5.43) i другої з умов (5.34)

lim
t↑ω

h1(t) = 0, lim
t↑ω

h2(t) = − 1

γi
(5.46)

i

lim
t↑ω

H(t, yn) = 0 рiвномiрно за yn ∈ R 1
2
. (5.47)

Крiм того, вiдповiдно до умов (5.42)-(5.44), (5.10)-(5.12)

lim
t↑ω

zj(t, y1, . . . , yn) = Yj,

lim
t↑ω

πω(t)
∂zj(t,y1,...,yn)

∂t

zj(t,y1,...,yn) = i− j − 1 (j = 0, n− 1)

(5.48)

рiвномiрно за (y1, . . . , yn) ∈ Rn
1
2

, де

Rn
1
2

=

{
(y1, . . . , yn) ∈ R : |yj| ≤

1

2
(j = 1, n)

}
.

Тому згiдно з виконанням умови (RN)n−i−1
n−i

має мiсце зображення

G(t, y1, . . . , yn) = α0p(t)
n−1∏
j=0

ϕj(zj(t, y1, . . . , yn))[1 + r1(t, y1, . . . , yn)],

де функцiя r1 : [t0, ω[×Rn
1
2

−→ R неперервна i така, що

lim
t↑ω

r1(t, y1, . . . , yn) = 0 рiвномiрно за (y1, . . . , yn) ∈ Rn
1
2
.

Звiдси з урахуванням зображень (5.7) i виду функцiй zj (j = 0, n− 1)

знаходимо

G(t, y1, . . . , yn) = α0Ci(n− i)!p(t)|πω(t)|µi+i+1−n
∣∣∣∣γiJ ′ii(t)γJii(t)

∣∣∣∣1−γi ×
×|Y (t, yn)|1−γ

i−2∏
j=0

|1 + yj+1|σj
n−1∏
j=i

|1 + yj|σj×

×
n−1∏
j=0

Lj (zj(t, y1, . . . , yn)) [1 + r1(t, y1, . . . , yn)].
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Оскiльки в силу умов (5.48)

lim
t↑ω

ln |zj(t, y1, . . . , yn)|
ln |πω(t)|

= i− j − 1 (j = 0, n− 1)

рiвномiрно за (y1, . . . , yn) ∈ Rn
1
2

i функцiї Lj (j = 0, n− 1) при j 6= i − 1

задовольняють умову S, то спiввiдношення для G може бути записаним у

видi

G(t, y1, . . . , yn) =
α0Ci(n− i)!p(t)|πω(t)|µi

|πω(t)|n−i−1
∣∣∣γiJ ′ii(t)γJii(t)

∣∣∣γi−1 |Y (t, yn)|1−γLi−1(Y (t, yn))×

×
i−2∏
j=0

|1 + yj+1|σj
n−1∏
j=i

|1 + yj|σj
n−1∏
j=0
j 6=i−1

Lj
(
νj|πω(t)|i−j−1

)
[1 + r2(t, y1, . . . , yn)],

де функцiя r2 : [t0, ω[×Rn
1
2

−→ R неперервна i така, що

lim
t↑ω

r2(t, y1, . . . , yn) = 0 рiвномiрно за (y1, . . . , yn) ∈ Rn
1
2
,

звiдки з урахуванням виду функцiї Ji маємо

G(t, y1, . . . , yn) =
α0Ci(n− i)!J ′i(t)

|πω(t)|n−i−1
∣∣∣γiJ ′ii(t)γJii(t)

∣∣∣γi−1×

×|Y (t, yn)|1−γLi−1(Y (t, yn))
i−2∏
j=0

|1 + yj+1|σj×

×
n−1∏
j=i

|1 + yj|σj [1 + r2(t, y1, . . . , yn].

Нарештi, враховуючи, що Y (t, yn) є розв’язком рiвняння (5.37) i

справджуються умови (5.35), (5.42), (5.43), а також вид функцiй Ji i Jii,

знаходимо

G(t, y1, . . . , yn) =
α0νi−1(n− i)!J ′i(t)Y (t, yn)

|γi||πω(t)|n−i−1
∣∣∣ γγiJii(t)∣∣∣γi ∣∣∣γiJ ′ii(t)γJii(t)

∣∣∣γi−1

(1 + yn)
×

×
i−2∏
j=0

|1 + yj+1|σj
n−1∏
j=i

|1 + yj|σj [1 + r3(t, y1, . . . , yn] =
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=
α0νi−1(n− i)!J ′i(t)J ′ii(t)Y (t, yn)

|γ||πω(t)|n−i−1|Ji(t)||Jii(t)|
×

×

i−2∏
j=0

|1 + yj+1|σj
n−1∏
j=i

|1 + yj|σj

1 + vn
[1 + r3(t, y1, . . . , yn],

де функцiя r3 : [t0, ω[×Rn
1
2

−→ R неперервна i така, що

lim
t↑ω

r3(t, y1, . . . , yn) = 0 рiвномiрно за (y1, . . . , yn) ∈ Rn
1
2
.

Тодi з вживанням нерiвностей (5.9) маємо

(−1)n−i−1γJii(t)[πω(t)]n−iG(t, y1, . . . , yn)

(n− i− 1)!γiJ ′ii(t)Y (t, yn)
=

=
n− i
γi

πω(t)J ′i(t)

Ji(t)

i−2∏
j=0

|1 + yj+1|σj
n−1∏
j=i

|1 + yj|σj

1 + yn
[1 + r3(t, y1, . . . , yn)].

В силу цього зображення, а також умов (5.46), (5.47), отримана вище

система диференцiальних рiвнянь має наступний вид

y′j = 1
πω(t) [fj(t, y1, . . . , yn) + (i− j)(yj+1 − yj)] ,

j = 1, . . . , i− 2,

y′i−1 = 1
πω(t) [fi−1(t, y1, . . . , yn−1)− yi−1] ,

y′j(t) = 1
πω(t) [fj(t, y1, . . . , yn) + (j − i+ 1)(yj − yj+1)] (5.49)

j = i, . . . , n− 2,

y′n−1 = 1
πω(t)

[
fn−1(t, y1, . . . , yn)− (n− i)

(
i−1∑
k=1

σk−1yk +
n−2∑
k=i

σkyk

)

+(n− i)(1− σn−1)yn−1 + (n− i)yn + Yn−1(y1, . . . , yn)] ,

y′n = J ′ii(t)
Jii(t)

[fn(t, y1, . . . , yn)− yi + Yn(y1, . . . , yn)] ,

де функцiї fi (i = 1, n) неперервнi на множинi [t0, ω[×Rn
1
2

i такi, що

lim
τ→+∞

fi(τ, y1, . . . , yn) = 0 (i = 1, n) рiвномiрно за (y1, . . . , yn) ∈ Rn
1
2
,
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Yn−1(y1, . . . , yn) = −(n− i)


i−2∏
k=0

|1 + yk+1|σk
n−1∏
k=i

|1 + yk|σk

1 + yn
−

−1−
i−1∑
k=1

σk−1yk −
n−1∑
k=i

σkyk + yn

]
, Yn(y1, . . . , yn) = yiyn.

Тут

Yj(0, . . . , 0) = 0,

lim
|y1|+···+|yn|→0

∂Yj(y1, . . . , yn)

∂yk
= 0 (k = 1, n) при j = n− 1, n.

Таким чином маємо систему диференцiальних рiвнянь (5.27), в якiй

h(t) =
1

πω(t)
, hn(t) =

J ′ii(t)

Jii(t)
.

Цi функцiї вiдмiннi вiд нуля на промiжку ]t0, ω[ i згiдно з означеннями

функцiй πω, Jii(t) а також умовами (5.9), (5.12) мають наступнi властивостi

signh(t) =

 1, якщо ω = +∞,

−1, якщо ω < +∞,
,

signhn(t) = sign Jii(t) = νiνi−1sign (γγi)

t∫
t0

h(s) ds == ln |πω(τ)|

∣∣∣∣∣∣
t

t0

−→ ±∞ при t ↑ ω,

t∫
t0

hn(s) ds = ln |Jii(τ)|

∣∣∣∣∣∣
t

t0

−→ ±∞ при t ↑ ω

lim
t↑ω

hn(t)

h(t)
= lim

t↑ω

πω(t)J ′ii(t)

Jii(t)
= 0,

lim
t↑ω

h−1
n (t)

(
hn(t)

h(t)

)′
= lim

t↑ω

(
πω(t)J ′ii(t)
Jii(t)

)′
J ′ii(t)
Jii(t)

=

= lim
t↑ω

[
1 +

πω(t)J ′i(t)

γiJi(t)
+
πω(t)J ′ii(t)

Jii(t)

]
= 0,
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тобто поряд з умовами (5.30), (5.31) виконуються умови (5.28) i (5.29).

Крiм того, неважко перевiрити, що в одержанiй системi виду (5.27)

матрицi Cn = (cik)
n
i,k=1 i Cn−1 = (cik)

n−1
i,k=1 мають наступнi властивостi

detCn−1 = (−1)i−1(i− 1)!(n− i)!γi, detCn = (−1)i−1(i− 1)!(n− i)!

i

det[Cn−1 − ρEn−1] = (−1)i−1
i−1∏
k=1

(k + ρ)×

×

[
n−i∏
m=1

(m− ρ)− (n− i)!
n−1∑
j=i+1

σj
(j − i)!

j−i∏
m=1

(m− ρ)− (n− i)!σi

]
,

де En−1– одинична матриця розмiру (n− 1)× (n− 1).

Iз виду характеристичного многочлена матрицi n−1 ясно, що вiн має

i− 1 коренiв ρk = −k (k = 1, i− 1), а решта його n− i коренiв є коренями

алгебраїчного рiвняння (5.17), яке в силу умов теореми не має коренiв з

нульовою дiйсною частиною. Тому матриця Cn−1 не має власних значень з

нульовою дiйсною частиною.

Отже показано, що для системи диференцiальних рiвнянь (5.49)

виконаннi всi умови леми 5.1. Вiдповiдно до цiєї леми система (5.49) має

хоча б один розв’язок (yj)
n
j=1 : [t1, ω[−→ Rn (t1 ∈ [t0, ω[), який прямує до

нуля при t ↑ ω. Бiльш того, якщо l- число коренiв (з урахуванням кратних)

рiвняння (5.17) з вiд’ємною дiйсною частиною, то згiдно з лемою 5.1 у

випадку ω = +∞ у данiй системи iснує l + i- параметрична сiм’я таких

розв’язкiв при виконаннi нерiвностi νiνi−1γ < 0 i l + i − 1- параметрична

сiм’я - при виконанi нерiвностi νiνi−1γ > 0, а у випадку ω < +∞- iснує

n−i−l+1-параметрична сiм’я при виконаннi нерiвностi νiνi−1γ < 0 i n−i−l-

параметрична сiм’я при виконаннi нерiвностi νiνi−1γ > 0. Кожному такому

розв’язку системи (5.49) вiдповiдає в силу замiн (5.45) i першої з умов

(5.34) розв’язок y : [t1, ω[−→ R (t1 ∈ [a, ω[) диференцiального рiвняння
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(0.1), що припускає при t ↑ ω асимптотичнi зображення (5.13) – (5.15).

Використовучи цi зображення i умови (5.8) – (5.12) неважко переконатися

в тому, що вiн є Pω
(
Y0, . . . , Yn−1,

n−i−1
n−i

)
- розв’язком. Теорему повнiстю

доведено.

§5.4. Приклади

Оберемо довiльним чином число i ∈ {1, . . . , n− 1} i з’ясуємо питання

про умови iснування та асимптотику Pω
(
Y0, . . . , Yn−1,

n−i−1
n−i

)
- розв’язкiв для

двох класiв диференцiальних рiвнянь n-го порядку, що розглядалися у

якостi прикладiв в попереднiх роздiлах дисертацiї.

Спочатку розглянемо диференцiальне рiвняння (2.28). Припустимо,

що для нього при деяких s ∈ {1, . . . , l} i r ∈ {l + 1, . . . ,m} виконуються

при k ∈ {1, . . . , l} \ {s} нерiвностi

lim sup
t↑ω

ln pk(t)− ln ps(t)

β ln |πω(t)|
< β

n−1∑
j=0
j 6=i−1

(σsj − σkj)(i− j − 1) (5.50)

i при k ∈ {l + 1, . . . ,m} \ {r} нерiвностi

lim sup
t↑ω

ln pk(t)− ln pr(t)

β ln |πω(t)|
< β

n−1∑
j=0
j 6=i−1

(σrj − σkj)(i− j − 1), (5.51)

де

β =

 1, якщо ω = +∞,

−1, якщо ω < +∞.

Покажемо, що при виконаннi цих нерiвностей права частина рiвняння

(2.28) задовольняє умову RN n−i−1
n−i

.

Нехай zj : [t0, ω[−→ ∆Yj (j = 0, 1, . . . , n − 1) – довiльнi неперервно

диференцiйовнi функцiї, що задовольняють умови (5.5). В силу цих умов

ln |zj(t)| = [i− j − 1 + o(1)] ln |πω(t)| (j = 0, n− 1) при t ↑ ω.
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Враховуючи цi асимптотичнi спiввiдношення, а також зображення

ϕkj(y
(j)) = |y(j)|σkjLkj(y(j)) (k = 1,m; j = 0, n− 1),

де Lkj(y(j)) : ∆Yj −→]0,+∞[ - неперервна повiльно змiнна функцiя при

y(j) −→ Yj, i перше твердження леми 1.7 про властивостi повiльно змiнних

функцiй, будемо при k ∈ {1, . . . , l} \ {s} мати

ln


pk(t)

n−1∏
j=0

ϕkj(zj(t))

ps(t)
n−1∏
j=0

ϕsj(zj(t))

 = ln pk(t)− ln ps(t)+

+
n−1∑
j=0

(lnϕkj(zj(t))− lnϕsj(zj(t))) = ln pk(t)− ln ps(t)+

+
n−1∑
j=0

((σkj − σsj) ln |zj(t)|+ lnLkj(zj(t))− Lsj(zj(t))) = ln pk(t)−

− ln ps(t) + +
n−1∑
j=0

ln |zj(t)|
(
σkj − σsj +

lnLkj(zj(t))

ln |zj(t)|
− lnLsj(zj(t))

ln |zj(t)|

)
=

= ln pk(t)− ln ps(t) + ln |πω(t)|

(
n−1∑
j=0

(σkj − σsj)(i− j − 1) + o(1)

)
=

= | ln |πω(t)||

 ln pk(t)− ln ps(t)

β ln |πω(t)|
− β

n−1∑
j=0
j 6=i−1

(σkj − σsj)(i− j − 1) + o(1)


при t ↑ ω. Звiдси згiдно з умовами (5.50) випливає, що вираз, розташований

лiворуч, прямує до −∞ при t ↑ ω i тому

lim
t↑ω


pk(t)

n−1∏
j=0

ϕkj(zj(t))

ps(t)
n−1∏
j=0

ϕsj(zj(t))

 = 0 при всiх k ∈ {1, . . . , l} \ {s}.
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Аналогiчно, з використанням (5.51) отримуємо, що

lim
t↑ω


pk(t)

n−1∏
j=0

ϕkj(zj(t))

pr(t)
n−1∏
j=0

ϕrj(zj(t))

 = 0 при всiх k ∈ {l + 1, . . . ,m} \ {r}.

В силу цих граничних спiввiдношень
l∑

k=1

αkpk(t)
n−1∏
j=0

ϕkj (zj(t))

m∑
k=l+1

αkpk(t)
n−1∏
j=0

ϕkj (zj(t))

=

αsps(t)
n−1∏
j=0

ϕsj(zj(t))

αrpr(t)
n−1∏
j=0

ϕrj(zj(t))

[1 + o(1)]

при t ↑ ω, тобто має мiсце асимптотичне спiввiдношення (5.6), в якому

α0 = αsαr, p(t) =
ps(t)

pr(t)
, ϕj(zj(t)) =

ϕsj(zj(t))

ϕrj(zj(t)
(j = 0, 1, . . . , n− 1),

причому тут ϕj - неперервна правильно змiнна при zj −→ Yj функцiя

порядку σj = σsj−σrj i ї ї повiльно змiнна складова Lj дорiвнює вiдношенню

повiльно змiнних складових Lsj i Lrj функцiй ϕsj i ϕrj.

Отже, права частина рiвняння (2.28) задовольняє умову (RN)n−i−1
n−i

.

Тому у випадку, коли при деяких s ∈ {1, . . . , l}, r ∈ {l + 1, . . . ,m}

виконуються умови (5.50)), (5.51)), для рiвняння (2.28) справедливi теореми

5.1. - 5.3 iз замiною в умовах цих теорем сталих α0, σj (j = 0, 1, . . . , n− 1)

i функцiй p, ϕj, Lj (j = 0, 1, . . . , n− 1) на вказанi вище сталi i функцiї.

Якщо ω∗ ∈]a, ω[, то нерiвностi (5.50), (5.51) при замiнi в них ω на ω∗

запишуться у видi

β

n−1∑
j=0
j 6=i−1

(σsj − σkj)(i− j − 1) > 0 при k ∈ {1, . . . , l} \ {s}, (5.52)

β

n−1∑
j=0
j 6=i−1

(σrj − σkj)(i− j − 1) > 0, при k ∈ {l + 1, . . . ,m} \ {r}. (5.53)

При виконаннi цих нерiвностей права частина рiвняння (2.28) буде

задовольняти умову RN n−i−1
n−i

при замiнi в нiй ω на ω∗.
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Таким чином, при виконаннi нерiвностей (5.52) i (5.53) для

диференцiального рiвняння (2.28) будуть справедливими твердження

висновкiв 5.1 - 5.3 (з замiною в них α0, σj (j = 0, 1, . . . , n − 1) i функцiй

p, ϕj, Lj (j = 0, 1, . . . , n − 1) на вказанi вище сталi i функцiї) про умови

iснування i асимптотику сингулярних Pω∗
(
Y0, . . . , Yn−1,

n−i−1
n−i

)
- розв’язкiв.

Тепер розглянемо диференцiальне рiвняння (3.46). Права частина

цього рiвняння свiдомо задовольняє умову (RN)∞ i повiльно змiнна при

y → Y0 складова його нелiнiйностi ϕ(y) = |y|σ ln(1 + |y|) задовольняє умову

(S). При цьому будемо мати

ω = +∞, γ = 1− σ, γi = 1,

µi = n− i− 1 + σ(i− 1), Ci =
1

(n− i)![(i− 1)!]σ
,

Ji(t) =



t∫
Ai

p(s)sn−i−1+σ(i−1) ln
(
1 + si−1

)
ds, якщо 1 < i < n,

t∫
Ai

p(s)sn−2 ds, якщо i = 1.

Алгебраїчне рiвняння (5.17) запишеться у видi
n−i∏
m=1

(m− ρ) = 0

i тому не має коренiв з нульовою дiйсною частиною.

Тому згiдно з теоремами 5.1 - 5.3 рiвняння (3.46)

має P+∞
(
Y0, . . . , Yn−1,

n−i−1
n−i

)
-розв’язки (для яких у частинному випадку,

коли i = n − 1 iснує скiнченна, або рiвна ±∞ границя lim
t→+∞

ty(n)(t)
y(n−1)(t)

) тодi i

лише тодi, коли виконуються умови

lim
t→+∞

tJ ′i(t)

Ji(t)
= −1, lim

t→+∞

J ′ii(t)

Jii(t)
= 0,

νj−1 = νi−1 (j = 1, i− 1), νj−1 = α0(−1)n−j−1 (j = i+ 1, n),
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νi−1(−1)n−i(1− σ)Jii(t) > 0 при t > a,

Yj−1 = ±∞ (j = 1, i− 1), Yj−1 = 0 (j = i+ 1, n),

Yi−1 = νi−1 lim
t→+∞

|Jii(t)|
1

1−σ .

Крiм того, для кожного такого розв’язку мають мiсце при t → +∞

асимптотичнi зображення

y(j−1)(t) =
ti−j

(i− j)!
y(i−1)(t)[1 + o(1)] (j = 1, . . . , i− 1),

y(j)(t) = (−1)j−i
(j − i)!
tj−i

· J ′ii(t)

(1− σ)Jii(t)
y(i−1)(t)[1 + o(1)] (j = i, . . . , n− 1),

y(i−1)(t) = νi−1|Ci|
1

1−σ |(1− σ)Jii(t)|
1

1−σ [1 + o(1)], якщо 1 < i < n,

y(i−1)(t) = νi−1

∣∣∣Ci(1− σ)Jii(t) ln
(

1 + |Jii(t)|
1

1−σ

)∣∣∣ 1
1−σ

[1 + o(1)],

якщо i = 1, причому таких розв’язкiв ω = +∞ iснує i- параметрична сiм’я,

якщо виконується нерiвнiсть νi−1(−1)nα0(1− σ) < 0 i i− 1- параметрична

сiм’я, якщо виконується нерiвнiсть νi−1(−1)nα0(1− σ) > 0,

Тепер, обрав довiльним чином число ω∗ > a, вирiшимо з викори-

станням наслiдкiв 5.1 - 5.3 питання про умови iснування i асимптотику

сингулярних Pω∗(Y0, . . . , Yn−1,±∞)-розв’язкiв у диференцiального рiвняння

(3.46). Згiдно з цими наслiдками для iснування таких розв’язкiв необхiдно

i достатньо, щоб n− i + σ(i− 1) = 0 (звiдси, зокрема, випливає, що i 6= 1,

σ = −n−i
i−1 ) i виконувались умови

νj−1 = (−1)i−j−1νi−1 (j = 1, i− 1, νj−1 = α0 (j = i+ 1, n− 1)

α0νi−1(1− σ)Jii(t) > 0 при t ∈]a, ω∗[,

Yj−1 = 0 при j = 1, i− 1, Yj−1 = ±∞ при j = i+ 1, n− 1,

Yi−1 = νi−1 lim
t↑ω
|Jii(t)|

1
γ .
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Бiльш того, для кожного такого розв’язку мають при t ↑ ω∗ асимптотичнi

зображення

y(j−1)(t) = (−1)i−j (ω∗−t)i−j
(i−j)! y(i−1)(t)[1 + o(1)] (j = 1, . . . , i− 1),

y(j)(t) = (j−i)!
(ω∗−t)j−i ·

J ′ii(t)
(1−σ)Jii(t)

y(i−1)(t)[1 + o(1)] (j = i, . . . , n− 1),

y(i−1)(t) = νi−1|Ci|
1

1−σ |(1− σ)Jii(t)|
1

1−σ [1 + o(1)], якщо 1 < i < n,

y(i−1)(t) = νi−1|Ci|
1

1−σ

∣∣∣(1− σ)Jii(t) ln
(

1 + |Jii(t)|
1

1−σ

)∣∣∣ 1
1−σ

[1 + o(1)],

якщо i = 1, причому таких розв’язкiв iснує n− i + 1- параметрична сiм’я,

якщо виконується нерiвнiсть νi−1α0(1− σ) < 0 i n− i- параметрична сiм’я,

якщо виконується нерiвнiсть νi−1α0(1− σ) > 0.

Звернемо увагу на те, що таких результатiв не було отримано навiть

при вiдсутностi логарифму у правiй частинi диференцiального рiвняння

(3.46)

§5.4. Висновки до п’ятого роздiлу

В п’ятому роздiлi дисертацiї для диференцiального рiвняння n=го

порядку загального виду були розглянутi Pω(Y0, . . . , Yn−1, λ0)-розв’язки

при λ0 = n−i−1
n−i (i = 1, n− 1). Вони складають множину решти з не

розглянутих в попереднiх роздiлах всiх можливих типiв таких розв’язкiв.

На вiдмiну вiд попереднiх роздiлiв дисертацiї тут розглядаємий тип

розв’язкiв мiстить одну з похiдних до порядку n − 2 включно, яка є

повiльно змiнною функцiєю при t ↑ ω. Цей факт значно ускладнює

дослiдження таких розв’язкiв. Незважаючи на це вдалося для кожного

i ∈ {1, . . . , n − 1} визначити додаткову умову (RN)n−i−1
n−i

на праву частину

рiвняння (0.1) i при її виконаннi отримати необхiднi умови iснування

Pω
(
Y0, . . . , Yn−1,

n−i−1
n−i

)
-розв’язкiв, а також асимптотичнi зображення в
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неявному видi для таких розв’язкiв та їх похiдних до порядку n−1 включно.

Потiм було визначено додатковi (до необхiдних) умови, що дозволяють

отриманi асимптотичнi зображення записати у явному видi. Далi було

вирiшено питання про фактичне iснування у диференцiального рiвняння

(0.1) Pω
(
Y0, . . . , Yn−1,

n−i−1
n−i

)
-розв’язкiв з отриманими асимптотичними

зображеннями, а також про кiлькiсть таких розв’язкiв. При цьому слiд

зазначити, що достатнi умови їх iснування лише умови про вiдсутнiсть

чисто уявних коренiв у деякого алгебраїчного рiвняння вiдрiзняється вiд

необхiдних умов їх iснування. З одержаних трьох основних теорем п’ятого

роздiлу встановленi три наслiдки про умови iснування та асимптотичну

поведiнку при t ↑ ω∗, де ω∗ ∈]a, ω[, сингулярних Pω∗
(
Y0, . . . , Yn−1,

n−i−1
n−i

)
-

розв’язкiв. Це вдалося зробити завдяки, тому, що в рамках єдиного методу

були розглянутi випадки, коли ω = +∞ i ω < +∞.

Встановленi результати проiлюстровано на класах iстотно нелiнiйних

неавтономних диференцiальних рiвнянь n-го порядку, що розглядалися

i в попереднiх роздiлах. Це дало можливiсть для таких класiв рiвнянь

описати асимптотичну поведiнку всiх можливих типiв Pω(Y0, . . . , Yn−1, λ0)-

розв’язкiв.
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ВИСНОВКИ

Дисертацiйна робота присвячена актуальнiй задачi щодо асимпто-

тичної поведiнки розв’язкiв iстотно нелiнiйних неавтономних диферен-

цiальних рiвнянь n-го порядку загального виду (0.1). В нiй встановлюються

умови iснування i асимптотичнi зображення всiх можливих типiв

Pω(Y0, . . . , Yn−1, λ0)-розв’язкiв та їх похiдних до порядку n − 1 включно.

Клас Pω(Y0, . . . , Yn−1, λ0)-розв’язкiв є конкретизованим до рiвняння (0.1)

класом Pω(λ0)-розв’язкiв, який був уведений В.М. Євтуховим в його

докторськiй дисертацiї [19] при дослiдженнi асимптотичної поведiнки

розв’язкiв узагальнених рiвнянь типу Емдена-Фаулера n-го порядку. Цей

клас розв’язкiв мiстить в собi правильно та швидко змiннi при t ↑ ω

розв’язки, а також рiзнi типи сингулярних розв’язкiв. За своїми апрiорними

асимптотичними властивостями вiн розпадається на n + 2 неперетинних

множин, що вiдповiдають наступним значенням параметру λ0:

λ0 ∈ R \
{

1

2
,
2

3
, . . . ,

n− 2

n− 1
, 1

}
;

λ0 = 1; λ0 = ±∞; λ0 =
n− i− 1

n− i
(i = 1, n− 1.

Рiзнi апрiорнi асимптотичнi властивостi Pω(Y0, . . . , Yn−1, λ0)-розв’язкiв

диференцiального рiвняння (0.1), що вiдповiдають вказаним вище

значенням параметру λ0 призводять до необхiдностi їх окремого

дослiдження. Їх дослiдження здiйснено у вiдповiдностi до даних значень

параметру λ0 в роздiлах II - V дисертацiї.

Загальний вид правої частини рiвняння (0.1) не дозволяє ефективно

використати в процесi дослiдження апрiорнi асимптотичнi властивостi

Pω(Y0, . . . , Yn−1, λ0)-розв’язкiв. Тому в роботi для кожного iз вказаних

значень параметру λ0 було визначено умову (RN)λ0
на праву частину

рiвняння (0.1), при виконаннi якої рiвняння стає асимптотично близьким,
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у деякому сенсi, до рiвняння з правильно змiнними нелiнiйностями.

Асимптотична теорiя iстотно нелiнiйних неавтономних диференцiальних

рiвнянь з правильно змiнними нелiнiйностями активно розвивається в

останнi 30 рокiв. Першi важливi результати були одержанi для таких

рiвнянь другого порядку в роботах V. Marić, M. Tomić, S.D. Taliaferro,

В.М. Євтухова та його учнiв Л.О. Кирилової, М.О. Бiлозерової,

В.М. Харькова, а також багатьох iнших авторiв. Потiм в роботах

В.М. Євтухова i Л.I. Кусiк була здiйснена спроба їх поширення

на диференцiальнi рiвняння другого порядку загального виду. Тут

вперше була визначена умова (RN)λ0
. Найбiльш вагомi результати про

асимптотику розв’язкiв iстотно нелiнiйних неавтономних диференцiальних

рiвнянь з правильно змiнними нелiнiйностями причому вже порядку n

були одержанi в роботах В.М.Євтухова i А.М. Самойленка, а також

В.М. Євтухова i А.М. Клопота. Тут для таких рiвнянь були встановленi

умови iснування, а також асимптотичнi зображення всiх можливих типiв

Pω(Y0, . . . , Yn−1, λ0)-розв’язкiв.

Розробленi для iстотно нелiнiйних неавтономних звичайних ди-

ференцiальних рiвнянь з правильно змiнними нелiнiйностями мето-

ди дослiдження поряд з апрiорними асимптотичними властивостями

Pω(Y0, . . . , Yn−1, λ0)-розв’язкiв стали важливим пiдґрунтям для проведеного

в дисертацiї дослiдження.

В роботi для кожного з вказаних вище можливих значень параметру

λ0 при умовi (RN)λ0
на праву частину рiвняння n-го порядку загального

виду (0.1) вперше були одержанi наступнi результати:

1) встановлено необхiднi умови iснування Pω(Y0, . . . , Yn−1, λ0)-

розв’язкiв у диференцiального рiвняння виду (0.1), а також асимптотичнi

при t ↑ ω зображення у неявному видi для таких розв’язкiв та їх похiдних
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до порядку n− 1 включно;

2) визначено додаткову (до необхiдних) умову, при виконаннi якої

отриманi асимптотичнi зображення можуть бути поданими у явному видi;

3) одержано достатнi умови iснування у диференцiального рiвняння

Pω(Y0, . . . , Yn−1, λ0)-розв’язкiв з отриманими асимптотичними зображення-

ми, а також з’ясовано питання про кiлькiсть таких розв’язкiв;

4) для кожного ω∗ ∈]a, ω[ встановлено необхiднi та також

достатнi умови iснування сингулярних Pω∗(Y0, . . . , Yn−1, λ0)-розв’язкiв у

диференцiального рiвняння виду (0.1), а також асимптотичнi при t ↑ ω∗
зображення у неявному та явному видах для таких розв’язкiв i їх похiдних

до порядку n − 1 включно, визначено кiлькiсть розв’язкiв з отриманими

асимптотичними зображеннями;

5) одержанi результати проiлюстровано на прикладах двох важливих

класiв iстотно нелiнiйних диференцiальних рiвнянь n-го порядку, один з

яких ранiше зовсiм не розглядався, а другий є незначним узагальненням

рiвняння типу Емдена-Фаулера.

Дисертацiйна робота має теоретичний характер. Вона виконувалась

згiдно плану науково-дослiдної роботи Одеського нацiонального унiвер-

ситету iменi I.I. Мечникова у рамках держбюджетних тем кафедри

диференцiальних рiвнянь, геометрiї та топологiї: "Дослiдження асимпто-

тичної поведiнки розв’язкiв диференцiальних рiвнянь аналiтичними

та якiсними методами"(номер державної реєстрацiї 0109U003665) i

"Функцiональнi класи в еволюцiйних системах"(номер державної реєстрацiї

0116U001492).

Всi отриманi в роботi результати є новими i обґрунтованi строгими

доведеннями теорем i наслiдкiв. За результатами дисертацiйної роботи

опублiковано чотири статтi, двi з яких [31, 32] надрукованi в фахових
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виданнях, переклад яких iндексований у наукометричнiй базi SCOPUS, та

2 iншi [7, 8] у наукових виданнях з перелiку фахових видань, затвердженого

МОН України.

Дисертацiя складається з анотацiї, вступу, 5 роздiлiв, висновкiв,

списку використаних джерел, що мiстить 104 найменувань, i додатку.

Загальний обсяг дисертацiї становить 164 сторiнки, основний текст займає

121 сторiнку.

У вступi обґрунтовується актуальнiсть обраної теми, визначено мету,

основнi завдання та методи дослiдження, а також наукову новизну роботи

та теоретичне значення отриманих результатiв.

У першому роздiлi дисертацiйної роботи подано огляд дослiджень

асимптотичної поведiнки розв’язкiв диференцiальних рiвнянь

зi степеневими та правильно змiнними нелiнiйностями. На пiдставi цих

дослiджень визначена задача, вирiшення якої може сприяти подальшому

розвитку даного напрямку дослiджень, а саме задача про умови iснування i

асимптотичну поведiнку Pω(Y0, . . . , Yn−1, λ0) - розв’язкiв диференцiального

рiвняння n-го порядку загального виду (0.1), яке у деякому сенсi є

асимптотично близьким до двочленого диференцiального рiвняння з

правильно змiнними нелiнiйностями. Ця задача вирiшується у другому -

п’ятому роздiлах дисертацiї.

Отриманi результати та застосована в роботi методика можуть бути

використанi при подальшому дослiдженнi диференцiальних рiвнянь n-го

порядку загального виду, а також для опису асимптотичної поведiнки

розв’язкiв диференцiальних рiвнянь, що є математичними моделями

реальних процесiв, що вивчаються на практицi.
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