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АНОТАЦIЯ

Катц А.М. Глобальний iзоморфiзм Юкавiвських флюїдiв та

моделi Iзiнга. – На правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiлософiї 104 – фi-

зика та астрономiя. Одеський нацiональний унiверситет iменi I. I. Мечни-

кова МОН України, Одеса, 2023.

Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню рiвноваги рiдина-пара

флюїдiв iз мiжчастинковою взаємодiєю притягнення юкавiвського типу +

жорстке ядро, т.з. HCAYF (та його узагальнень) у розмiрностях 2 та 3 на

основi пiдходу т.з. Глобального Iзоморфiзму. Останнiй грунтується на при-

пущеннi про взаємооднозначну вiдповiднiсть мiж станами граткового газу

(дискретна модель, що точно iзоморфна до моделi Iзiнга) та молекулярно-

го флюїду. Така вiдповiднiсть, при умовi виконння закону прямолiнiйного

дiаметра, може бути формалiзована у виглядi однопараметричного про-

ективного перетворення у площинi густина-температура. Ми поширюємо

на HCAYF цей пiдхiд, який ранiше було застосовано до флюїдних систем

з леннард-джонсiвським типом взаємодiї. Зокрема, у попереднiх роботах

було показано, що параметр проективного перетворення може бути зна-

йдений, спираючись на однорiднiсть притягувальної частини потенцiалу,

та знайдено, що у випадку 3𝐷 𝑧 = 1/2 i 𝑧 = 1/3 у 2𝐷. Фактично, ста-

ле значення цього параметру дало змогу розширити принцип вiдповiдних

станiв та встановити ширший клас термодинамiчної подiбностi, нiж той,

що встановлює рiвняння ван-дер-Ваальса. Також це дало змогу передба-

чити безрозмiрнi значення критичної температури, густини та тиску для

систем iз вказаним типом взаємодiї. Окрiм цього, були описанi температур-

нi залежностi коефiцiєнту поверхневого натягу, спираючись на можливiсть

встановити вiдповiднiсть мiж флюїдом та дискретною моделлю.

Iдея узагальнення принципу вiдповiдних станiв, але без обговорення

зв’язку з моделлю граткового газу, ранiше висувалась Фiлiпповим та була
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розвинута у роботах Апфельбаума та Воробйова на основi концепцiї три-

кутника рiдинно-газових станiв. При вiдповiдному нормуваннi бiнодальнi

данi для широкого набору реальних та модельних систем можна вписати

у єдиний трикутник. Принципова вiдмiннiсть у пiдходах полягає у виборi

базового елементу i вiдповiдних одиниць нормування. Концепцiя рiдинно-

газового трикутника у якостi нормувальних множникiв для температури

та густини обирає температуру й густину точки Бойля та базується на гi-

потезi, що Зено лiнiя може розглядатись як дотична до продовження рiдкої

гiлки бiнодалi за потрiйну точку при 𝑇 → 0. Щоправда, у недавнiх роботах

по моделюванню 2𝐷 систем автори концепцiї вказували, що ця лiнiя не є

дотичною до бiнодалi.

На початку дисертацiї розглянуто загальнi iдеї Глобального iзоморфi-

зму та показано основнi спiввiдношення мiж термодинамiчними функцiя-

ми флюїду та граткового газу. Далi запропоновано наближення для прямої

кореляцiйної функцiї та отримано рiвняння, що дає можливiсть визначити

параметр проективного перетворення в рамках цього наближення. Пока-

зано, що хоча дане рiвняння не може бути розв’язане аналiтично його,

можна спростити використавши наближення ван-дер-Ваальса для другого

вiрiального коефiцiєнту.

У цьому ж роздiлi розглянуто квантовi поправки до величин, що ви-

значають бiнодаль флюїду в рамках пiдходу глобального iзоморфiзму. Ви-

значено, що додавання слабкого притяжiння мiж частинками, зумовлене

квантовою статистикою Бозе-Айнштайна, призводить до збiльшення симе-

трiї бiнодалi, як i слiдує з фiзичних мiркувань. Дiйсно, при розглядi суто

квантових систем замiна "частинка-дiрка"не має впливати на властивостi

системи, зокрема цей факт найкраще iлюструє бiнодаль граткового газу,

що є симетричною вiдносно прямої 𝑥 = 1/2.

Наступна частина дисертацiї присвячена застосуванню пiдходу до юка-

вiвського флюїду. Потенцiал Юкави у порiвняннi з потенцiалом Леннард-
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Джонса має деякi особливостi. Зокрема, неоднорiднорiднiсть притягуваль-

ної частини змушує застосовувати принципово новий пiдхiд для визначення

параметру проективного перетворення. Iнша важлива особливiсть - це на-

явнiсть границi стабiльностi переходу рiдина- пара, оскiльки цей потенцiл

є надто короткодiючим при досить малих значеннях довжини екранування

1/𝜆. У цьому випадку, як показано у рiзних роботах, зокрема у Хагена та

Френкеля (Hagen, Frenkel), рiдка гiлка бiнодалi зникає. Зрозумiло, що така

ситуацiя не дає можливостi застосувати пiдхiд глобального iзоморфiзму. У

зв’язку з цим постало питання про межi застосування пiдходу та, на осно-

вi цього, отримання спiввiдношень, що можуть розглядатись як маркери

порушення стабiльностi рiдини.Такi спiввiдношення були отриманi для па-

раметрiв Зено-елементу 𝑇* , 𝜌*, що є дотичною до рiдкої гiлки бiнодалi, а

саме порушення умови 𝑇* < 𝑇𝑐 та асимптотична поведiнка 𝜌* → ∞. Тут

варто вiдмiтити, що класичний пiдхiд, при якому рiдинно-газовий трику-

тник будується на температурi та густинi Бойля, не дає можливостi ро-

бити передбачення щодо зникнення рiдкої гiлки бiнодалi, тому класична

Зено лiнiя не може розглядатись як дотична до кривої спiвiснування. Та-

кий результат слiдує також з поведiнки лiнiї критичних точок при рiзних

способах нормування температури та густини. Виявляється, що при нор-

муваннi на параметри Бойля лiнiя критичних точок залишається прямою

далеко за межею стабiльностi 𝜆 ≳ 6, у свою чергу, при виборi 𝑇* , 𝜌* у яко-

стi нормувальних множникiв лiнiя критичних точок пряма лише за умови

𝜆 < 6

Розвинений пiдхiд для отримання параметру проективного перетворе-

ння з використанням функцiї Майера як наближення для прямої кореля-

цiйної функцiї дає можливiсть теоретично визначити залежностi крити-

чної густини та температури юкавiвського флюїду. Отриманi теоретичнi

залежностi 𝑇𝑐(𝜆) , 𝜌𝑐(𝜆) добре описують наявнi данi комп’ютерних симуля-

цiй при не надто великих значення 𝜆. Вiдмiтимо також, що наявнi данi
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комп’ютерних симуляцiй юкавiвського флюїду при 𝜆 ≲ 1 можуть бути

узагальненнi з використанням наближення середнього поля при вiдповiд-

нiй симетризацiї, тобто симетризованi данi можна накласти на бiнодаль

Кюрi-Вейса. При бiльших значеннях купол бiнодалi стає бiльш плоским,

тому апроксимацiя середнього поля не пiдходить.

Аналiз поведiнки параметрiв Зено-елементу виявляє зникнення стабiль-

ної рiдкої фази та показує, що цей ефект є наслiдком двох особливостей

потенцiалу, а саме наявнiсть жорсткого ядра та швидке зменшення радiу-

су взаємодiї. Дiйсно, якщо радiус взаємодiї мiж частинками надто малий,

то вони не утворюватимуть конгломерацiї, або цi об’єднання будуть не-

стiйкими, що призведе до неможливостi iснування стабiльної рiдкої фази.

Розрахунок параметрiв 𝑇* , 𝜌* для потенцiалу Сазерленда, що екранований

Юкавою, демонструє наявнiсть асимптотичної поведiнки 𝜌* → ∞. Така

поведiнка свiдчить про зникнення рiдкої фази при такому типi взаємодiї

також.

Останнiй роздiл дисертацiї присвячено апробацiї пiдходу глобального

iзоморфiзму на двовимiрнi плiвки з юкавiвським та леннард-джонсiвським

типами взаємодiї. Показано, що данi комп’ютерних симуляцiй юкавiвських

флюїдiв можуть бути описанi з використання бiнодалi Онзагера, до якої

застосоване перетворення глобального iзоморфiзму. При значеннях 𝜆 = 1

та 𝜆 = 1.8 iснує стабiльний перехiд рiдина-пара. Роботи по симуляцiї фазо-

вої дiаграми HCAYF демонструють порушення стабiльностi рiдинної фа-

зи при збiльшеннi значення 𝜆 (Hagen M. H. J., Frenkel D. Determination of

Phase diagrams for the hard- core attractive Yukawa system; Dijkstra M. Phase

behavior of hard spheres with a short-range Yukawa attraction; Interfacial and

coexistence properties of soft spheres with a short-range attractive Yukawa

fluid: Molecular dynamics Simulations / Minerva Gonzalez-Melchor, Gregorio

Hernandez-Cocoletzi, Jorge Lopez-Lemuset al.), проте не наводять критерiїв,

за якими можна оцiнити це значення. Iснуючi теоретичнi пiдходи, заснованi
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на рiзних схемах замикання рiвняння Орнштейна-Цернiке, потребують гро-

мiздкого чисельного розв’язку нелiнiйних рiвнянь яке, звiсно, залежить вiд

типу замикання (Hoye J.S., G. Stell G. Ornstein-Zernike equation for a two-

Yukawa c(r) with core condition; Thermodynamically self-consistent theories

of fluids interacting through short-range forces / C. Caccamo, G. Pellicane, D.

Costa et al. Gazzillo Domenico, Pini Davide. Self-Consistent Ornstein-Zernike

Approx- imation (SCOZA) and exact second virial coefficients and their relati-

onship with critical temperature for colloidal or protein suspensions with short-

ranged attractive interactions) Розрахунки, приведенi у третiй главi дисерта-

цiї, свiдчать, що у 2𝐷−випадку юкавiвська рiдина втрачає стабiльнiсть при

значеннi 𝜆 ≈ 8, що є оцiнкою зверху. Уточнення цього значення можливе

при розглядi обох (𝜌* → ∞ , 𝑇* → 𝑇𝑐) критерiїв порушення стабiльностi.

У деяких роботах з моделювання HCAYP використовують степеневу за-

лежнiсть для вiдштовхування, так зване пом’ягшення потенцiалу (SCAYP),

що призводить до збiльшення ефективної вiдстанi взаємодiї мiж частин-

ками, розширює межi iснування стабiльної рiдини. Поведiнка параметрiв

Зено-елементу HCAYF та SCAYF демонструє збiльшення критичного зна-

чення 𝜆, при якому густина 𝜌* → ∞ , що пiдтверджує попереднiй аналiз.

Далi продемонстровано зв’язок мiж критичними параметрами об’ємного

та поверхневого флюїдiв. Пiдхiд глобального iзоморфiзму дає можливiсть

пов’язати цi величини при наявностi параметру проективного перетворен-

ня 𝑧, який можна оцiнити з використанням наближень для прямої кореля-

цiйної функцiї. В кiнцi останнього роздiлу показано, що вiдношення, якi є

наслiдком перетворень глобального iзоморфiзму для потенцiалу Леннард-

Джонса виконуються, для ряду реальних речовин, таких як благороднi

гази та метан.

Ключовi слова : Фазовi перетворення, рiвняння стану, критична то-

чка, потенцiал Юкави, точка Бойля, Глобальний iзоморфiзм, модель Iзiнга,

рiдинно-газовий трикутник, двовимiрнi плiвки.
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ABSTRACT

Katts A.M. Global isomorphism between Yukawa fluids and the

Ising model. – Manuscript.

Thesis for the Doctor of Philosophy degree 104 – physics and astronomy

– Odessa I. I. Mechnikov National University, Odessa, 2023.

The dissertation is devoted to the investigation of the equilibrium of a

fluid-vapor system with interparticle interaction of Yukawa-type plus Hard

core, i.e., HCAYF (and its generalizations) in dimensions 2 and 3, based on

the approach of the Global Isomorphism. The latter is grounded on the as-

sumption of a one-to-one correspondence between the states of the lattice gas

(a discrete model precisely isomorphic to the Ising model) and a molecular

fluid. Such correspondence, under the condition of the law of linear diam-

eter, can be formalized as a one-parameter projective transformation in the

density-temperature plane. We extend this approach to HCAYF, which was

previously applied to fluid systems with Lennard-Jones-type interactions. In

particular, previous works have demonstrated that the parameter of the pro-

jective transformation can be found based on the homogeneity of the attrac-

tive part of the potential, and it was found that in the case of 3𝐷, 𝑧 = 1/2,

and 𝑧 = 1/3 in 2𝐷. In fact, a constant value of this parameter allowed

us to broaden the principle of corresponding states and establish a wider

class of thermodynamic similarity than that described by the van der Waals

equation. This also enabled the prediction of dimensionless values of critical

temperature, density, and pressure for systems with the specified interaction

type. Furthermore, temperature dependencies of the surface tension coeffi-

cient were described based on the possibility to establish a correspondence

between the fluid and the discrete model.

The idea of generalizing the principle of corresponding states, without

discussing its connection to the lattice gas model, was previously proposed by

Philippov and further developed in the works of Apfelbaum and Vorobyov,
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based on the concept of the liquid-gas state triangle. When appropriately

normalized, the binodal data for a wide range of real and model systems can

be fitted into a single triangle. The fundamental difference between these

approaches lies in the choice of the reference element and the corresponding

normalization units.

The concept of the liquid-gas state triangle suggests that the values of

temperature and density for the Boyle point as characteristic scales. It is

based on the hypothesis that the Zeno line can be considered as a tangent to

the extension of the liquid branch of the binodal beyond the triple point as

T approaches 0. However, recent studies in the modeling of 2D systems have

indicated that this line is not tangent to the binodal.

First, the dissertation examines the general ideas of Global Isomorphism

and shows the main relations between the thermodynamic functions of the

fluid and the lattice gas. Next, an approximation of the mean-field type

for the direct correlation function and an equation for the parameter of the

projective transformation is proposed. It is shown that although this equation

cannot be solved analytically, it can be simplified using the van der Waals

approximation for the second virial coefficient.

In the same section, quantum corrections to the quantities defining the

binodal fluid within the framework of the global isomorphism approach are

considered. It was determined that the addition of a weak attraction between

particles caused by Bose-Einstein quantum statistics leads to an increase in

binodal symmetries, as follows from physical considerations. Indeed, when

considering purely quantum systems, the ”particle-hole” replacement should

not affect the properties of the system, in particular, this fact is best illus-

trated by the lattice gas binodal, which is symmetric with respect to the line

𝑥 = 1/2.

The next part of the dissertation is devoted to the application of the

approach to the Yukavian fluid. Yukawa’s potential compared to Lennard-



9

Jones’ potential has some features. In particular, the non-homogeneous part

of the attractive part forces us to apply a fundamentally new approach to de-

termining the parameter of the projective transformation. Another important

feature is the presence of a stability limit of the vapor-liquid transition, since

this potential is too short-range at sufficiently small values of the shielding

length 1/𝜆. In this case, as shown in various works, in particular by Hagen

and Frenkel (Hagen, Frenkel), the liquid branch of the binodal disappears. It

is clear that such a situation does not make it possible to apply the approach

of global isomorphism. In connection with this, the question arose about

the limits of the approach and, based on this, obtaining ratios that can be

considered as markers of fluid stability violations. Such ratios were obtained

for the parameters of the Zeno element 𝑇* , 𝜌*, which is tangent to the liquid

branch of the binodal, namely the violation of the condition 𝑇* < 𝑇𝑐 and the

asymptotic behavior of 𝜌* → ∞. Here it is worth noting that the classical

approach, in which the liquid-gas triangle is built on Boyle’s temperature and

density, does not make it possible to make predictions about the disappear-

ance of the liquid branch of the binodal, so the classical Zeno line cannot

be considered as tangent to the coexistence curve. This result also follows

from the behavior of the line of critical points with different methods of tem-

perature and density normalization. It turns out that when normalizing by

Boyle parameters, the line of critical points remains straight far beyond the

stability limit 𝜆 ≳ 6, in turn, when choosing 𝑇* , 𝜌* as normalizing factors,

the line of critical points points of a straight line only under the condition

𝜆 < 6

The developed approach for obtaining the projective transformation pa-

rameter using the Mayer function as an approximation for the direct correla-

tion function makes it possible to theoretically obtain the dependences of the

critical density and temperature of the Yukavian fluid. The obtained theoret-

ical dependencies 𝑇𝑐(𝜆) , 𝜌𝑐(𝜆) describe well the available data of computer
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simulations for not too large values of 𝜆. We also note that the available

data of computer simulations of the Yukavian fluid at 𝜆 ≲ 1 can be gener-

alized using the mean-field approximation with appropriate symmetrization,

that is, the symmetrized data can be superimposed on the Curie-Weiss bin-

odal. At larger values, the binodal dome becomes flatter, so the mean field

approximation is not suitable.

The analysis of the behavior of the parameters of the Zeno element shows

the disappearance of the stable liquid phase shows that this effect is a conse-

quence of two features of the potential, namely the presence of a hard core and

a rapid decrease in the interaction radius. Thus, if the radius of interaction

between the particles is too small, then the particles will not form conglomer-

ates, or these associations will be unstable, which will lead to the impossibility

of the existence of a stable liquid phase. The calculation of 𝑇* , 𝜌* parameters

for the Yukawa-screened Sutherland potential demonstrates the presence of

𝜌* → ∞ asymptotic behavior. This behavior indicates the disappearance of

the liquid phase with this type of interaction as well.

The last chapter of the dissertation is devoted to the approbation of the

global isomorphism approach to two-dimensional films with the Yukavian

and Lennard-Jones types of interaction. It is shown that the available data

of computer simulations of Yukavian fluids can be described using the On-

sager binodal for which the global isomorphism transformation is applied. At

values of 𝜆 = 1 and 𝜆 = 1.8, there is a stable liquid-vapor transition. Works

on the modeling of the HCAYF phase diagram demonstrate a violation of

the stability of the liquid phase when the value of 𝜆 increases (Hagen M.

H. J., Frenkel D. Determination of Phase diagrams for the hard- core at-

tractive Yukawa system; Dijkstra M. Phase behavior of hard spheres with a

short-range Yukawa attraction; Interfacial and coexistence properties of soft

spheres with a short-range attractive Yukawa fluid: Molecular dynamics Sim-

ulations / Minerva Gonzalez-Melchor, Gregorio Hernandez-Cocoletzi, Jorge
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Lopez-Lemuset al.), but do not indicate the criteria by which this value can be

evaluated. Current theoretical approaches based on various Ornstein-Zernike

level closure schemes require a cumbersome numerical solution of nonlinear

levels, which depend on the type of closure (Hoye J.S., G. Stell G. Ornstein-

Zernike equation for a two- Yukawa c(r) with core condition; Thermodynam-

ically self-consistent theories of fluids interacting through short-range forces

/ C. Caccamo, G. Pellicane, D. Costa et al. Gazzillo Domenico, Pini Davide.

Self-Consistent Ornstein-Zernike Approx- imation (SCOZA) and exact sec-

ond virial coefficients and their relati- onship with critical temperature for

colloidal or protein suspensions with short- ranged attractive interactions)

The calculations presented in the third chapter of the thesis indicate that in

the 2𝐷-case the Yukavian liquid loses stability at the value of 𝜆 ≈ 8, which is

a upper bound. Clarification of this value is possible when considering both

(𝜌* → ∞ , 𝑇* → 𝑇𝑐) stability violation criteria.

In some works on computer modeling phase diagrams of Yukawa fluids,

repulsion was modeled by a power function rather than an exponential, this is

the so-called softening of the potential (SCAYP), which leads to an increase

in the effective interaction between the parts and postpones the violation of

fluid stability. The behavior of the parameters of the Zeno element HCAYF

and SCAYF shows an increase in the critical value 𝜆 at which the density

𝜌* → ∞ , which confirms the previous analysis.

Next, the relationship between the critical parameters of bulk and surface

fluids is demonstrated. The global isomorphism approach makes it possible

to connect these quantities via certain transformation governed by the pa-

rameter 𝑧. The latter can be estimated using the approximation for the

direct correlation function. The bulk-surface critical parameter relation is

demonstrated for a number of real substances like noble gases and methane.

Key words : Phase transformations, equation of state, critical point,
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Yukawa potential, Boyle point, Global isomorphism, Ising model, liquid-gas

triangle, two-dimensional films.
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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ СКОРОЧЕНЬ ТА ОСНОВНИХ

ПОЗНАЧЕНЬ

LJ – Lennard-Jones

HCAYF (hard core attractive Yukawa fluids) або “юкавiвськi флюїди“ – флю-

їди iз потенцiалом приягнення типу Юкави iз жорстким кором (1.25).

ZL (Zeno-line) – Зено-лiнiя.

ZE (Zeno-element) – Зено-елемент.

GI (Global Isomorphism) – Глобальний Iзоморфiзм

𝛽 = 1/𝑘𝐵 𝑇 (у подальшому 𝑘𝐵 = 1)

CP (Critical Point) – Критична точка
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Незважаючи на вiкову iсторiю розвитку теорiї

рiдкого стану залишаються емпiричнi факти i закономiрностi, якi на да-

ний час все ще не мають загально прийнятого пояснення. До них вiднося-

ться закон прямолiнiйного дiаметру при переходi рiдина-пара i прямолiнiй-

нiсть т.з. Зено-лiнiї, що складається зi станiв якi мають одиничний фактор

стисливостi [1–3]. Навiть застосування iнтегральних рiвнянь i обрив лан-

цюга рiвнянь Боголюбова-Борна-Грiна-Кирквуда-Iвона не дає можливостi

пояснення цих емпiричних фактiв [4]. Такi закономiрностi справедливi для

речовин, якi не пiдпорядкованi принципу вiдповiдних станiв, що вказує

на iснування ширших класiв термодинамiчної подiбностi, нiж вже вiдомi.

Зауважимо, що, незважаючи на iснування точних рiвнянь, якi дозволяють

повнiстю описати термодинамiчнi властивостi систем, що знаходяться в рiв-

новазi, повний опис провести неможливо. Оскiльки потрiбно знати її мiж-

частинковий потенцiал взаємодiї, що можливо лише розв’язавши рiвняння

квантової механiки, а також необхiдний точний розрахунок статистичної

суми з отриманим потенцiалом, що, звичайно, в загальному випадку не-

можливо реалiзувати. У зв’язку з такою непростою ситуацiєю, на перший

план виходять наближенi методи зокрема пошук i пояснення унiверсаль-

них закономiрностей для рiзних класiв речовин. Один з таких шляхiв -

узагальнення принципу вiдповiдних станiв iз застосуванням iдей Глобаль-

ного iзоморфiзму, який встановлює вiдповiднiсть мiж кривою спiвiснування

рiдина-пара i рiшенням моделi Iзiнга. Якщо в описi простих рiдин i газiв

вдалося досягти деяких успiхiв, то опис властивостей i фазових перетво-

рень таких систем, як асоцiативнi рiдини, плазма, бiлковi розчини молекул

типу кровi i iоннi рiдини, залишається проблематичним. Теоретичне дослi-
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дження цих систем пов’язане з рядом труднощiв, зокрема вони не пiдпоряд-

кованi класичним принципом вiдповiдних станiв i не можуть бути описанi

простими степеневими потенцiалами типу Леннарда-Джонса. Для цих си-

стем потенцiал взаємодiї вже не є двопараметричним i сам може бути фун-

кцiєю стану. Один з iснуючих способiв опису таких систем – це використан-

ня потенцiалу Юкави з жорстким ядром. Опис властивостей таких систем

стає можливим завдяки розвитку машинного експерименту [5–7], в зв’язку

з цим iснує необхiднiсть обґрунтування спостережуваних експерименталь-

них закономiрностей. Ми сподiваємося, що це можливо iз застосуванням

пiдходу Глобального iзоморфiзму. Успiхи пiдходу Глобального iзоморфi-

зму для простих рiдин, якi описуються потенцiалом Леннарда-Джонса, є

наслiдком однорiдностi притягувальної частини потенцiалу взаємодiї, що

не виконується для потенцiалу Юкави. Так само застосування зазначеного

пiдходу для згаданого вище потенцiалу обмежене значеннями 𝜆- величини

ефективного радiусу взаємодiї, де ще iснує стiйка двофазова область.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Робота виконана на кафедрi фiзики та астрономiї Одеського нацiональ-

ного унiверситету iменi I. I. Мечникова, а також є складовою частиною

дослiджень за держбюджетними темами: “Моделювання невпорядкованих

гетерогенних та флуктуацiйно неоднорiдних систем та дiагностика їх еле-

ктричних та оптичних характеристик” № держ. реєстрацiї 0120U104105;

Мета i задачi дослiдження. В рамках пiдходу Глобального Iзомор-

фiзму дослiдити рiвновагу та бiнодаль рiдина-пара для HCAYF та вказати

границi його застосування. Передбачити критичнi параметри вiдповiдних

флюїдiв у випадках 2D та 3D та границi стiйкостi рiдкої фази.

Об’єкт дослiдження. Рiдини типу HCAYF та їх модифiкацiї, фазо-

ва рiвновага рiдина-пара, критичнi параметри та стiйкiсть рiдкої фази в

залежностi вiд параметрiв потенцiала.
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Предмет дослiдження. Залежнiсть параметрiв трикутника рiдинно-

газових станiв, критичної точки та фазової рiвноваги вiд довжини екрану-

вання 1/𝜆.

Методи дослiдження. Методи статистичної теорiї рiдкого стану,

метод глобального iзоморфiзма.

Наукова новизна отриманих результатiв. В дисертацiйнiй роботi

отриманi наступнi результати:

• Вперше пiдхiд глобального iзоморфiзму застосовано для дво- та

три-вимiрних флюїдних систем мiжчастинкова взаємодiя в яких мо-

же бути описана притягальним потенцiалом Юкави iз жорстким та

м’яким кором;

• Вперше знайдено 𝜆-залежностi параметрiв Зено-елементу 𝑇*(𝜆) та

𝜌*(𝜆);

• Показано, що параметри Зено-елемента 𝜌*, 𝑇* є бiльш адекватни-

ми концепцiїї рiдинно-газового трикутника на вiдмiну вiд загально

вживаних параметрiв вiрiальної ZL;

• Доведено, що ZE-параметри 𝜌*, 𝑇* можуть слугувати маркером не-

стабiльностi рiдкої фази, що характерна для кородкодiючих потен-

цiалiв

(умовами нестабiльностi є: 𝐵3(𝑇*) → 0 та 𝑇* → 𝑇𝑐);

• Знайдено квантовi поправки до параметрiв Зено-елементу та на їх

основi показано, що квантова взаємодiя призводить до симетризацiї

бiнодалi

• Вперше запропоновано самоузгоджене рiвняння для параметру 𝑧

проективного перетворення глобального iзоморфiзму.

Практичне значення отриманих результатiв. Результати, отри-

манi в роботi мають практичне застосування, оскiльки дозволяють перед-

бачати критичнi властивостi флюїдних систем iз взаємодiєю Юкави й гра-

ницi стiйкостi рiдинної фази на основi iнформацiї про фазову дiаграму ґра-
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ткового газу та залежнiсть параметрiв Зено-елементу вiд довжини екрану-

вання HCAYF. Встановлений простий зв’язок мiж критичними параметра-

ми 2- та 3-вимiрного флюїду дає можливiсть отримання критичних точок

для мономолекулярних шарiв на пiдложках, опираючись на данi про ”bulk”

флюїднi критичнi точки.

Особистий внесок здобувача. Загальна постановка задач та на-

прямку дослiдження належить проф. В. Л. Кулiнському. При роботi над

цими задачами здобувач виконував iз науковим керiвником паралельнi вза-

ємоконтролюючi теоретичнi та чисельнi розрахунки, брав участь в обгово-

реннi та iнтерпретацiї результатiв, їх пiдготовцi до публiкацiї тощо. Здо-

бувач дослiдив сингулярну поведiнку параметра 𝜌* яка пов’язана з тим

фактом, що 𝐵3(𝑇*) → 0 для HCAYF, та отримав аналiтичний вираз для

параметру проективного перетворення 𝑧. На основi цього ним були розра-

хованi залежностi критичних параметрiв юкавiвської рiдини вiд параметру

екранування 𝜆 юкавiвського потенцiалу. Бiльшу частину аналiзу та оброб-

ки даних симуляцiйних робiт по фазовiй рiвновазi HCAYF з точки зору

глобального iзоморфiзма самостiйно було зроблено здобувачем. В рамках

теорiї збурень ним були розрахованi внески вiд квантових ефектiв бозе-

статистики до параметрiв Зено-елементу.

Апробацiя результатiв дисертацiї.

• 5-rd Conference “Statistical Physics: Modern Trends and Applications“,

Lviv (Ukraine) 2019;

• Virtual Event: Advanced School in Soft Condensed Matter "Solution in

the Summer"5-7 July 2021

• 22-га Всеукраїнська школа-семiнар молодих вчених зi статистичної

фiзики та теорiї конденсованної речовини, Львiв 24-25 листопада

2022;

Публiкацiї. За матерiалами дисертацiї опублiковано три статтi в на-

укових журналах та в трьох тезах конференцiй.
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Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiйна робота складається

зi вступу, роздiлу з оглядом лiтератури та трьох роздiлiв основної частини,

у яких викладенi результати дослiджень дисертанта, а також загальних

висновкiв, роздiлу з подяками, перелiку використаних лiтературних

джерел та додаткiв. Загальний обсяг дисертацiї становить 113 сторiнок, об-

сяг основного тексту 85 сторiнок. Робота мiстить 47 рисункiв та 11 таблиць.

Список використаних джерел складається з 79 найменувань на 10 сторiн-

ках.

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дисертацiйної роботи, сфор-

мульовано її мету, визначено наукову новизну i практичну цiннiсть отри-

маних результатiв та наведено стислу характеристику дисертацiї.

Перший роздiл присвячено огляду основних робiт, що стосуються

принципу вiдповiдних станiв та основних iдей глобального iзоморфiзму.

Зокрема закцентовано увагу на концепцiї рiдинно-газового трикутника, по-

будованого на параметрах Бойля, який може розглядатися для узагальнен-

ня наявних даних для кривих спiвiснування реальних та модельних систем.

Далi розглядаються основнi спiввiдношення мiж кривими спiвiснування

дискретної моделi ґраткового газу та континуального флюїду, побудованi

на основi проективного перетворення. Показано, що проективне перетво-

рення будується на основi параметрiв Зено-елементу, що за визначенням є

дотичною лiнiєю до рiдинної гiлки бiнодалi. Далi розглядається можливе

наближення для прямої кореляцiйної функцiї, що з врахуванням спiввiд-

ношень глобального iзоморфiзму, дає можливiсть отримати рiвняння на

параметр проективного перетворення 𝑧. Визначено квантовi поправки до

параметрiв Зено-елементу та показано характер змiни кривої спiвiснування

при врахуваннi квантової взаємодiї, а саме отримано результат, що кван-

това взаємодiя призводить до збiльшення симетрiї бiнодалi.

Другий роздiл присвячено застосуванню пiдходу Глобального iзомор-

фiзму до юкавiвських флюїдiв. Зокрема розглянуто особливостi HCAYF
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при послабленнi притяжiння мiж частинками, що вiдповiдає збiльшенню

параметру потенцiалу 𝜆. Показано, що у випадку надто слабкої взаємодiї

неможливе iснування стабiльної рiдкої фази, на що вказує зникнення рiдин-

ної гiлки на кривiй спiвiснування. Проведена симетризацiя даних бiнодалi

для HCAYF вказує на можливiсть описання симетризованих данi за до-

помогою бiнодалi граткового газу, також показано, що для далекодiючого

потенцiалу бiнодаль може бути краще описана у наближеннi середнього по-

ля (крива спiвiснування Кюрi-Вейса). Проведено порiвняння розрахованих

рiзними методами вiрiальних коефiцiєнтiв для потенцiалу HCAY з наявни-

ми даними. Доведено, що поведiнка рiдинно-газового трикутника, побудо-

ваного з використанням Зено-елемента, може слугувати для передбачення

зникнення стабiльної рiдкої фази. Доведено, в рамках розглянутого пiд-

ходу, що екранований потенцiал Сазерленда також демонструє зникнення

стабiльного переходу рiдина-пара при послабленнi притяжiння, зокрема

визначено, що збiльшення показника 𝑛 призводить до зменшення 𝜆*, при

якому спостерiгається сингулярна поведiнка 𝜌*, що є маркером вироджен-

ня рiдинно-газового трикутника. Лiнiя критичних точок при нормуваннi на

параметри 𝑇* , 𝜌* та на параметри вiрiальної Зено лiнiї побудована. Розра-

ховано критичнi точки для потенцiалу HCAYF в залежностi вiд оберненої

довжини екранування потенцiалу 𝜆 та порiвняно з наявними симуляцiями

HCAYF.

Третiй роздiл присвячено розширенню отриманих вище результатiв

на двовимiрнi системи (мономолекулярнi плiвки). Показано можливiсть

описати наявнi данi комп’ютерних симуляцiя юкавiвських флюїдiв за до-

помогою бiнодалi ґраткового газу (рiшенння Онзагера), до якої застосо-

вано проективне перетворення. Проведено порiвняння поведiнки параме-

трiв Зено-елементу та вiрiальної Зено лiнiї для юкавiвських флюїдiв. На

основi поведiнки параметрiв Зено-елементу описано зникнення стабiльно-

стi рiдкої фази у двовимiрних системах при надто слабкому притяжiннi,



у цьому випадку параметри Бойля знову виявляються нечуттєвими та не

виявляють жодних особливостей. Побудованi лiнiї (Зено-елемент та Зено

лiнiя) демонструють, що саме Зено-елемент знаходиться ближче до доти-

чної, проведеної до бiнодалi, i побудованої числовими методами, нiж лi-

нiя, побудована на основi класичних параметрiв Бойля. Розраховано вплив

м’ягкого ядра на вказане зникнення стабiльностi рiдкої фази, визначено,

що пом’ягшення вiдштовхування призводить до збiльшення областi ста-

бiльностi рiдини. Окрiм цього, знайдено залежностi критичної температу-

ри та критичної густини вiд оберненої довжини екранування потенцiалу

𝜆 та порiвняно з невеликою кiлькiстю наявних даних комп’ютерних симу-

ляцiй двовимiрних плiвок з Юкавiвським типом взаємодiї. В останньому

роздiлi продемонстровано можливiсть пов’язати критичнi точки об’ємної

та поверхневої рiдин в рамках пiдходу, що розглядається.

Дисертацiйна робота завершується Висновками, Списком викори-

станих джерел та Додатками.
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ

1.1. Загальнi закономiрностi поведiнки флюiдних систем

Iдея виявлення осмисленої множини унiверсальних принципiв для по-

яснення розмаїтостi природних явищ є важливим стимулом у фiзицi. Ве-

лика кiлькiсть наукових проблем фiзики зводиться до зв’язку мiж скла-

дною мiкроскопiчною поведiнкою атомiв або молекул та поведiнкою ма-

кросистем, що є результатом експерименту. Зазвичай складна мiкроскопi-

чна поведiнка може бути усереднена, наприклад, у випадку усереднення

флуктуацiйного руху рiдини, що призводить до того, що середнi величи-

ни пiдпорядковуються стандартним рiвнянням гiдродинамiки. На жаль,

iснує багато природних явищ, де флуктуацiї виникають на всiх масштабах

вiд атомарних до макроскопiчних. Один iз найвiдомiших прикладiв тако-

го явища - циркуляцiя повiтря в атмосферi, де флуктуацiї проявляються

вiд мiкроскопiчних масштабiв до кiлометрових. До цього роду явищ вiдно-

ситься проблема Кондо та критична точка рiдина-пара. Опис таких явищ

ускладнюється великою кiлькiстю ступенiв свободи, що призводить до не-

можливостi використання аналiтичних методiв для розрахункiв. Сучаснi

комп’ютери дещо полегшують ситуацiю, дозволяючи проводити обчислен-

ня з використанням великої кiлькостi змiнних, якi перевищує сотнi тисяч.

Зокрема, використання методiв Монте-Карло та молекулярної динамiки

дозволяє моделювати поведнку великої кiлькостi частинок, але все ще не

макроскопiчної. Перший, кому вдалось описати критичну точку рiдина-

пара, був ван-дер-Ваальс [8], який зрозумiв, що мiж рiдиною та газом є
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лише кiлькiсна рiзниця, тому вони мають бути описанi єдиним рiвнянням:

𝑝 =
𝜌 𝑇

1− 𝑏 𝜌
− 𝑎 𝜌2 (1.1)

тут 𝑎, 𝑏 - константи, що визначаються мiжчастинковою взамодiєю. Рiвнян-

ня (1.1) випливає з припущення про наявнiсть власного розмiру частинок

та слабкого притягання мiж ними, або може бути трактоване як рiвняння

середнього поля.

Класичним результатом є представлення рiвняння Ван-дер-Ваальса у

координатах, приведених до критичних значень. Таким чином воно набу-

ває унiверсальної форми, незалежної вiд конкретних параметрiв речови-

ни [9]. Можливiсть описати рiзнi речовини за допомогою одного РС отри-

мала назву принципу (або закону) вiдповiдних станiв [10]. Однак, подальшi

експерименти показали, що цей принцип у найкращому випадку може бу-

ти застосований тiльки до окремих груп речовин, наприклад, благородних

газiв. Крiм того, новi закони подiбностi можуть знаходитися поза рамками

РВ, наприклад, закон прямолiнiйного дiаметра (1.2) бiнодалi [11].

𝜌𝑑 =
𝜌𝑙 + 𝜌𝑔
2 𝜌𝑐

= 1 + 𝑎 ( 1− 𝑇/𝑇𝑐 ) . (1.2)

Цей закон виконується для багатьох реальних та модельних систем [12,13]

поза областю, де флуктуацiї вiдiграють значну роль [14]. Вiн виконується

навiть у випадку 2D флюїдних систем (див. Роздiл 3).

Iншим “геометричним“ законом подiбностi є прямолiнiйнiсть так званої

Зено-лiнiї, яка для широкого набору речовин є прямою.

𝑍 =
𝑃

𝜌𝑇
= 1 (1.3)

Вiдмiтимо, що ця лiнiя фактично визначає набiр станiв речовини, де вона

поводить себе як iдеальий газ, тобто у випадку цих станiв притяжiння та

вiдштовхування мiж частинками скомпенсованi.
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Рис. 1.1. Трикутник рiдинно-газових станiв для рiвняння ван дер Ваальса

(1.1).

Прямолiнiйнiсть Зено-лiнiї (1.3) у випадку рiвняння ван-дер-Ваальса

(1.1) є тривiальним наслiдком:

𝑍 =
𝑃

𝜌𝑇
=

1

1− 𝜌 𝑏
− 𝑎 𝜌

𝑇

Вiдповiдно (1.3) можемо записати:

𝑍 =
𝑝

𝜌 𝑇
=

1

1− 𝜌 𝑏
− 𝑎𝜌

𝑇
= 1 +

𝑏 𝜌

1− 𝑏 𝜌
− 𝑎 𝜌

𝑇
= 1 +

𝜌

𝑇

(︁𝑏𝑇 + 𝑎𝑏 𝜌− 𝑎

1− 𝑏 𝜌

)︁
Помiчаємо, що вираз в дужках зануляється за умови, що температура i

густина задовольняють умовi:

𝑇

𝑇
(𝑣𝑑𝑊 )
𝐵

+
𝜌

𝜌
(𝑣𝑑𝑊 )
𝐵

= 1 (1.4)

𝑇
(𝑣𝑑𝑊 )
𝐵 = 𝑎/𝑏 , 𝜌

(𝑣𝑑𝑊 )
𝐵 = 1/𝑏

Величини 𝑇
(𝑣𝑑𝑊 )
𝐵 and 𝜌

(𝑣𝑑𝑊 )
𝐵 визначають так звану точку Бойля для рiвня-

ння ван-дер-Ваальса. Рiвняння (1.4) є рiвнянням прямої лiнiї, на якiй газ

ван-дер-Ваальса поводить себе як iдеальний. Цей результат належить Ба-

чинському [15]. Окрiм теоретичного аналiзу, Бачинський також провiв ряд

експериментiв з iзопентаном та виявив, що Зено-лiнiя дiйсно є прямою. Але
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з якоїсь причини протягом наступних десятилiть на цей факт не звертали

уваги, i така поведiнка лiнiї (1.3) вважалась особливiстю спрощеної стру-

ктури рiвняння Ван-дер-Ваальса. Однак, коли експерименти показали, що

лiнiя Z = 1 залишається прямою для речовин, рiвняння стану яких суттє-

во вiдрiзняється вiд рiвняння Ван-дер-Ваальса, виникла потреба у бiльш

детальному аналiзi. Iнтерес теоретикiв до зазначеного закону вiдновився

пiсля роботи Бен–Амоца i Хершбаха [16]. У цiй же роботi лiнiя 𝑍 = 1

отримала назву Зено лiнiї (Z equal number one). Найпростiший теорети-

чний метод, який працює практично для будь-якої статистичної системи,

- це розклад у ряд за степенями густини (вiрiальний розклад). Можна по-

казати, що для вiрiального ряду лiнiя 𝑍 = 1 також може бути прямою,

як у рiвняннi стану (1.1) (тут, звичайно, слiд пам’ятати про обмежений

радiус збiжностi вiрiального ряду). Однак її параметри вже визначаються

через вiрiальнi коефiцiєнти та їх похiднi. Використовуючи вiрiальне рiвня-

ння стану [9] i вирази для фактора стисливостi (1.3) отримаємо:

𝑍 = 1 +𝐵2(𝑇 ) 𝜌+𝐵3(𝑇 )𝜌
2 + . . . , (1.5)

а далi, використавши очевидне термодинамiчне спiвiдношення,(︂
𝜕𝑇

𝜕𝜌

)︂
𝑧

= −
(︂
𝜕𝑍

𝜕𝜌

)︂
𝑇

⧸︃(︂
𝜕𝑍

𝜕𝑇

)︂
𝜌

отримаємо: (︂
𝜕𝑇

𝜕𝜌

)︂
𝑧

= −(𝐵2(𝑇 ) + 2 𝜌𝐵3(𝑇 ) + . . .)

(𝐵′
2(𝑇 ) 𝜌+𝐵′

3(𝑇 ) 𝜌
2)

Якщо визначити з рiвняння (1.5) 𝐵2(𝑇 ) та пiдставити у останнє, отримаємо

спiввiдношення:(︂
𝜕𝑇

𝜕𝜌

)︂
𝑧

= −
(︀
(𝑍 − 1)/𝜌2 +𝐵3(𝑇 ) + 𝜌𝐵4(𝑇 ) + . . .

)︀
𝐵′

2(𝑇 )

Тепер знайдемо цю похiдну при 𝜌 → 0. Бачимо, що при всiх 𝑍 ̸= 1,

вона поводить себе сингулярно. При 𝑍 = 1 ця похiдна, очевидно, iснує,
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i з огляду на стрiлоподiбний характер Зено-лiнiї отримаємо вирази для

густини Бойля для вiрiального рiвняння стану:

𝜌𝐵 =
𝑇𝐵

𝐵3 (𝑇𝐵 )

𝑑𝐵2

𝑑𝑇

⃒⃒⃒⃒
𝑇=𝑇𝐵

. (1.6)

У свою чергу температура Бойля у випадку вiрiального рiвнянн стану ви-

значається рiвняннм:

𝐵2(𝑇𝐵) = 0. (1.7)

Таким чином, Зено-лiнiя у випадку вiрiального рiвняння стану визначає-

ться наступним рiвнням:
𝜌

𝜌𝐵
+

𝑇

𝑇𝐵
= 1, (1.8)

де параметри 𝜌𝐵 та 𝑇𝐵 визначенi у (1.6) та (1.7). Рiвняння 𝑍 = 1 видi-

ляє вiдповiдно безлiч термодинамiчних станiв. Наприклад, для системи з

парним потенцiалом взаємодiї фактор стисливостi дається виразом:

𝑍 =
𝑃

𝜌𝑇
= 1− 2𝜋𝜌

3𝑇

+∞∫︁
0

𝑟3
𝜕Φ(𝑟)

𝜕𝑟
𝑔2(𝑟; 𝜌;𝑇 ) 𝑑𝑟

де 𝑔2(𝑟; 𝜌;𝑇 ) - парна кореляцiйна функцiя. Тодi рiвняння Зено-лiнiї має

такий вигляд:

𝑍 = 1 ⇒
+∞∫︁
0

𝑟3
𝜕Φ(𝑟)

𝜕𝑟
𝑔2(𝑟;𝑛;𝑇 ) 𝑑𝑟 = 0 ,

що є свого роду умова “ортогональностi“ на парну кореляцiйну функцiю як

функцiю параметрiв стану (𝜌, 𝑇 ).

1.2. Концепцiя рiдинно-газового трикутника

Спираючись на унiверсальнi закономiрностi поведiнки рiзних реальних

систем, дослiдники ( [17]) запропонували концепцiю рiдинно-газового три-

кутника (див. Рис 1.2). Автори використовували знайденi емпiричнi зале-
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жностi мiж параметрами Зено-лiнiї i прямолiнiйного дiаметра для перед-

бачення положення критичних точок тугоплавких металiв [1, 2, 18].

Рис. 1.2. Рiдинно-газовий трикутник [17]

Два граничних Зено-стани 𝜌 → 0, 𝑇 → 𝑇𝐵 i 𝑇 → 0, 𝜌 → 𝑛𝑏, разом iз

координатними n-T-осями формують трикутник станiв рiдина-пара.

Два головних емпiричних факти, знайденi в цих роботах, є важливими

для нашого подальшого розгляду. Перший стосується можливостi розгля-

ду Зено-лiнiї як дотичної до продовження бiнодалi рiдина-газ в область

𝑇 → 0. Другий - це те, що медiана трикутника стану рiдина-газ далеко вiд

критичної точки практично збiгається з прямолiнiйним дiаметром бiнодалi.

Спроби пошуку пояснення прямолiнiйного характеру Зено-лiнiї з точки зо-

ру iнтегральних рiвнянь теорiї рiдкого стану [4,19] не привели до розумiння

їх фiзичної сутностi. Саркiсов у своєму оглядi [20] зазначив: «Навiть ура-

хування багаточасткових сил i квантових ефектiв не виправляє ситуацiї.

Вiдносно поведiнки iнших iдеальних лiнiй взагалi немає нiяких теорети-

чних мiркувань».

На сьогоднi не iснує послiдовного пояснення зазначеним прямолiнiйним

закономiрностям в рамках статистичної теорiї конденсованого стану. То-
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му дослiдження питань природи та взаємозв’язку (1.2), (1.3) у флюїдних

системах є актуальною задачею теорiї м’якої речовини (Soft Matter).

Певним просуванням в розумiннi зазначених емпiричних фактiв є пiд-

хiд, який отримав назву Глобального Iзоморфiзму [21,22] (див. також огляд

[23]). Вiн постулює вiдповiднiсть мiж термодинамiчними станами флюїду

та ґраткової моделi. Такий зв’язок встановлює вiдповiднiсть мiж iдеальни-

ми лiнiями флюїду та прямими на фазовiй дiаграмi ґраткового газу.

1.3. Основнi спiввiдношення Глобального Iзоморфiзму

У статтi [21] було запропоновано вiдображення мiж рiдинним i гратко-

вим газом (LG) на основi концепцiї трикутника станiв рiдини-газу [17] та

топологiчної подiбностi мiж вiдповiдними дiлянками дiаграм цих систем.

Гамiльтонiан ґраткового газу iз взаємодiєю мiж вузлами типу Iзiнга має

вигляд:

𝐻 = −𝐽
∑︁
⟨ 𝑖𝑗 ⟩

𝑛𝑖 𝑛𝑗 − 𝜇
∑︁
𝑖

𝑛𝑖 (1.9)

Тут 𝐽 - енергiя взаємодiї мiж найближчими сусiдами, 𝑛𝑖 - числа заповне-

ння комiрок, де 𝑛𝑖 = 0, 1 вiдповiдно, якщо комiрка порожня або зайнята,

а 𝜇 - хiмiчний потенцiал [24]. Таке вiдобрження, зрозумiло, є наслiдком

топологiчного iзоморфiзму мiж фазовими дiаграмами флюїду та магнети-

ку Iзiнга (модель, що точно iзоморфна гратковому газу [14]). Характернi

фазовi дiаграми показанi на Рис. 1.3

Звичайно ж, трансляцiйнi ступенi свободи в ґратковому газi вимороже-

нi i залишаються тiльки конфiгурацiйнi ступеня свободи, за якими вiдбу-

вається перехiд порядок-хаос. Тому перехiд з порушенням трансляцiйної

симетрiї в кристалiчну фазу тут вiдсутнiй. Природно вважати, що iснує

взаємооднозначна вiдповiднiсть мiж станами цих систем.

За умови виконання закону прямолiнiйного дiаметру (1.2), таке вiдобра-
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Рис. 1.3. Характернi фазовi дiаграми магнетику (злiва) та флюїду (справа)

ження має форму проективного перетворення:

𝜌 = 𝜌*
𝑥

1 + 𝑧 𝑡
, 𝑇 = 𝑇*

𝑧 𝑡

1 + 𝑧 𝑡
, 𝑧 =

𝑇𝑐

𝑇* − 𝑇𝑐
(1.10)

Тут 𝑥 = ⟨𝑛𝑖⟩ - середнє чисел заповнення, 𝑡 = 𝑡/𝑡𝑐 – температура граткового

газу, нормована на значення критичної температури 𝑡𝑐. Вiдповiднiсть мiж

лiнiйними елементами фазових дiаграм,що встановлюється проективним

перетворенням, показана на Рис 1.4.

Рис. 1.4. Вiдповiднiсть мiж прямолiнiйними геометричними елементами

фазових дiаграм граткового газу i флюїду [21].

Вiдповiдний дiаметр бiнодалi має вигляд:

𝜌𝑙 + 𝜌𝑔
2 𝜌𝑐

= 1 + 𝑧 (𝑇/𝑇𝑐 − 1)
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Температурний параметр 𝑇* визначається точкою Бойля в наближеннi

Ван-дер-Ваальса:

𝐵𝑣𝑑𝑊
2 (𝑇*) = 0 , 𝑇* = 𝑇

(𝑣𝑑𝑊 )
𝐵 =

𝑎

𝑏
, (1.11)

де

𝑎 = −2𝜋

+∞∫︁
𝜎

Φattr(𝑟) 𝑟
2 𝑑𝑟 . (1.12)

Тут Φ𝑎𝑡𝑡𝑟(𝑟) - притягувальна частина потенцiалу взаємодiї Φ(𝑟), 𝜎 - дiаметр

частинки, так що 𝑏 = 2𝜋
3 𝜎

3. Далi в роботi буде використовуватись загальне

безрозмiрне визначення для температури 𝑇 → 𝑇/𝜀 та густини 𝜌 → 𝜌 𝜎3.

Параметр густини 𝜌* визначається (за аналогiєю до рiвняння (1.6)) насту-

пним чином:

𝜌* =
𝑇*

𝐵3 (𝑇* )

𝑑𝐵2

𝑑𝑇

⃒⃒⃒⃒
𝑇=𝑇*

. (1.13)

i вiдповiдає стану LG зi значенням 𝑥 = 1, де всi комiрки зайнятi. Параметри

𝜌* , 𝑇* визначають лiнiйний ZE:

𝑇

𝑇*
+

𝜌

𝜌*
= 1 (1.14)

Проективне перетворення (1.10) дає можливiсть пов’язати положення

критичної точки зi значеннями граничних станiв 𝑇* та 𝜌* з урахуванням

положення критичної точки граткового газу:

𝑡𝑐 = 1 , 𝑥𝑐 =
1

2

легко отримати координати критичної точки:

𝑇𝑐 = 𝑇*
𝑧

1 + 𝑧
, 𝜌𝑐 =

𝜌*
2 (1 + 𝑧)

(1.15)

Визначення лiнiйного ZE як дотичної до бiнодалi дозволяє продовжи-

ти рiдинну вiтку кривої спiвiснування в область 𝑇 → 0, використовуючи
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(1.10) та симетричну природу бiнодалi ґраткового газу. Це дозволяє знайти

коефiцiєнт об’ємного розширення (1.16) [25].

𝛼𝑃 = −1

𝜌

(︃
𝜕𝜌

𝜕𝑇

)︃
𝑝

(1.16)

Зазвичай для розрахунку коефiцiєнта розширення 𝛼𝑃 потрiбно знати iзо-

баричне рiвняння для конкретних речовин та рiзних значень тиску. Однак

iснує емпiричний факт, що набiр iзобаричних кривих дуже близький до

лiнiї рiдинної бiнодалi [25] при температурах, якi перевищують темпера-

туру потрiйної точки (𝑇𝑡𝑟). Це означає, що для широкого спектру речовин

iзобари рiзних рiдин мають дiлянки, що практично збiгаються з рiдинною

вiткою бiнодалi, цю поведiнка iзобари можна пояснити низькою стисливi-

стю.

Таким чином, можна скористатися лiнiйним Зено-елементом, викори-

стовуючи рiвняння (1.14), для продовження рiдинної бiнодалi в область

низьких температур 𝑇 → 0. Знання iзобаричного рiвняння для конкретної

речовини та тиску стає необов’язковим, оскiльки набiр iзобаричних кривих

практично збiгається з лiнiєю рiдинної бiнодалi. Таким чином, можна ви-

користовувати iснуючi данi про лiнiю бiнодалi для розрахунку коефiцiєнта

розширення об’єму.

1.3.1. Параметри Зено-елементу

Фiзичне обґрунтування рiвнянь (1.11) та (1.13) полягає в наступному.

Для потенцiалiв, якi представленi як сума притягувальної та вiдштовху-

вальної частин, гамiльтонiан iзоморфної ґраткової моделi має тiльки ча-

стину притягування. Тому параметр 𝑇* в рiвняннях (1.11) та (1.12) ви-

значається цiєю частиною потенцiалу рiдини. Кiлькiсть мiсць 𝒩 у моделi

iзоморфної рiдини визначається наближенням ван-дер-Ваальса для рiвня-

ння стану рiдини як 𝒩 = 𝜌*𝑉 [26]. ZE є образом прямої 𝑥 = 1 для моделi

ґраткового газу. Тому ZE стає дотичною до рiдинної гiлки бiнодалi при



35

𝑇 → 0. Таке визначення граничного стану 𝜌* дозволяє уникнути проблеми

неоднозначностi продовження бiнодалi за межi потрiйної точки. Оскiльки

кiлькiсть комiрок для двох станiв 𝑥 → 0 та 𝑥 → 1 однакова (модель ґратко-

вого газу є симетричної вiдносно замiни “частинки“ на “дiрку“), зрозумiло,

як властивостi при 𝜌 → 0 визначають рiдинну гiлку бiнодалi. Незважа-

ючи на схожiсть мiж “термодинамiчною“ вiрiальною Зено-лiнiєю (1.8) та

“геометричним“ Зено-елементом (1.14), вони загалом вiдрiзняються. Ми це

iлюструємо на прикладi моделi ґраткового газу. Апроксимацiя середньо-

го поля для рiвняння стану моделi граткового газу має наступний вигляд

(див., наприклад, [27]):

𝑃LG(𝑥, 𝑡) = −𝑡Ln(1− 𝑥)− 𝑥2
⧸︀
2 (1.17)

де 𝑃LG - тиск, ми використовуємо 𝜖 як природну одиницю енергiї для змiн-

ної температури 𝑡. Рiвняння (1.17) дуже схоже на рiвняння ван-дер-Ваальса

(1.1), хоча об’ємний член без урахування ентропiї є формою простого на-

ближення iдеального газу, тобто частинки не мають твердого ядра та вза-

ємодiють лише через потенцiал притягання. Незалежно вiд апроксимацiї

для рiвняння стану моделi граткового газу має симетричну бiнодаль, яка

вiдображає базову дуальнiсть частинка-дiра. Вiрiальний розклад для рiв-

няння стану (1.17) визначає Вiрiальну Зено-лiнiю (VZL) на основi точки

Бойля:
𝑡

𝑡𝐵
+

𝑥

𝑥𝐵
= 1 (1.18)

з 𝑡𝐵 = 1 та 𝑥𝐵 = 3/2 як параметрами вiрiальної Зено лiнiї, згiдно з рiв-

нянннями (1.6) та (1.7). Очевидно, значення 𝑥𝐵 знаходиться за межами

фiзичного дiапазону 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 1. Точний набiр Зено-станiв (𝑍 = 1) для

(1.17) можна легко знайти:

𝑍 =
𝑃𝐿𝐺

𝑥 𝑡
= 1 → 𝑡𝑍(𝑥) = − 𝑥2

2(𝑥+ ln(1− 𝑥))
(1.19)
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i вiн, очевидно, не є лiнiйним (див. Рис. 1.5). Насправдi, вiн дотичний до

бiнодалi при 𝑡 → 0 через асимптотичну поведiнку моделi граткового газу в

межах низьких температур в цьому обмеженнi [23,28]. Таким чином, Зено-

Рис. 1.5. Зено-стани для граткового рiвняння стану (1.17).Суцiльна сiра -

Зено-лiнiя (1.19), штрих-пунктир - вiрiальна Зено-лiнiя (1.18)

лiнiя 𝑍 = 1, вiрiальна Зено-лiнiя (1.8) i дотична до низькотемпературної

рiдинної гiлки бiнодалi загалом вiдрiзняються. Цей приклад демонструє,

що не вiрiальний розклад рiвняння стану адекватно представляє внутрi-

шню симетрiю, а замiсть нього слiд використовувати ZE. Зрозумiло, що

ZE, яким у даному випадку є лiнiя 𝑥 = 1, вiдображає внутрiшню симетрiю

системи, тодi як термодинамiчнi Зено-стани (1.19) та вiрiальна Зено-лiнiя

(1.18) визначаються конкретним вибором змiнних стану 𝑥, 𝑡. Крiм того,

вiдсутнiсть розмiру жорсткого ядра робить точку Бойля з 𝑡𝐵 = 1 у цьому

випадку досить формальною, оскiльки в моделi граткового газу немає ба-

лансу мiж притяганням i вiдштовхуванням. Вiдстань гратки є параметром

вiльного масштабу, а дiаметр 𝜎 “частинки“ дорiвнює нулю, i той факт, що

𝑡* → ∞ з вiдповiдним Зено-елементом як дотична до бiнодалi в 𝑇 → 0,

бiльш адекватно представляє таку ситуацiю.

Той факт, що параметри ZE 𝑇*, 𝜌* повиннi використовуватися для побу-
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дови вiдображення, було продемонстровано для випадку рiдини, взаємодiя

мiж частинками якої описується потенцiалом Леннарда-Джонса, у 2 i 3 ви-

мiрах у [22,29,30]. Незважаючи на те, що цi результати отримано в рамках

наближення середнього поля, можна очiкувати, що вони залишаться по

сутi незмiнними через критичнi флуктуацiї. Дiйсно, Зено-стани лежать да-

леко за межами критичної областi, де далекосяжнi флуктуацiї порушують

опис середнього поля. Ось чому ми використовуємо ZE (1.14), визначений

на основi vdW EoS, як унiверсальне наближення, що вiдповiдає вiрiальному

розкладу EoS [9]. Вiн служить основою для вiдображення мiж трикутни-

ком стану рiдина-газ i фазовою дiаграмою моделi Iзiнга, якi еквiвалентнi

топологiчно. Нижче у наступних роздiлах ми продемонструємо рiзницю

мiж вiрiальними параметрами Зено лiнiї 𝑇𝐵, 𝜌𝐵 i 𝑇*, 𝜌* для HCAYF.

З огляду на наближення середнього поля варто звернути увагу на ана-

логiю мiж рiвнянням (1.15) i результатом теорiї Флорi-Хаггiнса для кри-

тичної температури та 𝜃-точки розчинiв полiмерiв [31]:

𝑇𝑐 =
𝜃

1 + 1√
𝑁

(1.20)

де 𝑁 – ступiнь полiмеризацiї. Дiйсно, порiвняння (1.15) i (1.20) призво-

дить до вiдповiдностi 𝑇* ↔ 𝜃 i 𝑧 ↔ 𝑁 1/2. Ми розглядаємо це як дода-

ткову аргументацiю вибору 𝑇* як характерної температури вершини три-

кутника Рiдина-Газ щодо природи 𝜃-температури, оскiльки вона визнача-

ється подiбно до 𝑇* (див., наприклад, [32]). Додаючи до аналогiї мiж 𝑇*

i 𝜃-температурою Флорi, ми зауважимо, що симетризацiю бiнодалей для

розчинiв полiмерiв, яка була використана емпiрично в [33, 34], можна роз-

глядати в межах пiдходу глобального iзоморфiзму мiж гратковим газом та

флюїдом
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1.3.2. Спiввiдношення мiж термодинамiчними потенцiалами

флюїду та граткового газу

В даному роздiлi ми покажемо, що за умови виконання проективного

перетворення (1.10) можна отримати вiдповiднiсть мiж термодинамiчним

потенцiалом граткового газу G(𝑡, ℎ,𝒩 ) та термодинамiчним потенцiалом

iзоморфного флюїду 𝐺(𝑇, 𝜇, 𝑉 ):

G(𝑡, ℎ,𝒩 ) = 𝒩 g(𝑡, ℎ) , 𝐺(𝑇, 𝜇, 𝑉 ) = 𝑃 (𝑇, 𝜇)𝑉 ,

тут 𝒩 – це кiлькiсть вузлiв у моделi гратковго газу, 𝑃, 𝜇 – тиск та хiмiчний

потенцiал вiдповiдно континуального флюїду. Природно встановити таке

спiввiдношення 𝒩 = 𝜌* 𝑉 мiж екстенсивними змiнними цих ансамблiв iз 𝜌*
як характеристикою стану рiдини з максимальною густиною, що вiдповiд-

ає стану граткового газу з повнiстю зайнятими вузлами. Використовуючи

стандартне термодинамiчне вiдношення, можемо записати:

𝜌 =
1

𝑉

𝜕 𝐺

𝜕 𝜇

⃒⃒⃒⃒
𝑇

, 𝑥 =
1

𝒩
𝜕 𝐺

𝜕 ℎ

⃒⃒⃒⃒
𝑡

(1.21)

Проективне перетворення (1.10) може бути отримане зi спiвiдношення мiж

термодинамiчними потенцiалами:

𝐺(𝜇, 𝑇, 𝑉 ) = G (ℎ(𝜇, 𝑇 ), 𝑡(𝑇 ),𝒩 ) ⇒ 𝑃 (𝜇, 𝑇 ) = 𝜌* g (ℎ(𝜇, 𝑇 ), 𝑡(𝑇 ) ) .

(1.22)

за умови, що

𝜌(𝜇, 𝑇 )/𝜌* = 𝑥(ℎ(𝜇, 𝑇 ), 𝑡(𝑇 )) ( 1− 𝑇/𝑇* ) . (1.23)

i беручи за до уваги
𝜕

𝜕 𝜇

⃒⃒⃒⃒
𝑇

=
𝜕 ℎ

𝜕 𝜇

⃒⃒⃒⃒
𝑇

𝜕

𝜕 ℎ

⃒⃒⃒⃒
𝑡

,

з (1.21), (1.22) та (1.23), ми отримаємо наступне спiввiдношення мiж хiмi-

чними потенцiалами флюїду та граткового газу:

ℎ(𝜇, 𝑇 ) = ( 1− 𝑇/𝑇* ) (𝜇− 𝜇0(𝑇 ) )
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або у оберненiй формi:

𝜇− 𝜇0(𝑇 ) = ℎ ( 1 + 𝑧 𝑡 ) .

Вiдмiтимо, що ℎ = 0 нижче критичної точки є лiнiєю спiвiснування для

граткового газу i вiдображається на криву насичення континуальної рiди-

ни. Тому 𝜇0(𝑇 ) збiгається з хiмiчним потенцiалом флюїду 𝜇𝑠(𝑇 ) уздовж

кривої насичення нижче критичної точки 𝑇 < 𝑇𝑐. У надкритичнiй областi

𝜇0(𝑇 ) є продовженням дiаметра i фактично є лiнiєю Вiдома-Стiллiнжера

спряжених станiв [35].

Подiбний пiдхiд був успiшно застосований та протестований для про-

стих рiдин, взаємодiя мiж частинками яких може бути описана потенцiалом

Леннарда-Джонса та iнших [36,37].

1.3.3. Самоузгоджене рiвняння для параметру z

Спираючись на пiдхiд, який ми розвинули у попереднiх параграфах,

зрозумiло, що одним з головних параметрiв у проективнiй формi глобаль-

ного iзмоморфiзму є параметр 𝑧, що дозволяє спроектувати (1.10) стани

граткового газу на стани реальної або модельної рiдини. Параметр 𝑧 фа-

ктично визначає клас термодинамiчної подiбностi.

Для потенцiалiв, притягувальна частина в яких визначається степене-

вою (однорiдною) функцiєю

Φ𝑎𝑡𝑡(𝑟) ∼
1

𝑟𝑚+𝑑
, (1.24)

де 𝑑 - розмiрнiсть простору, 𝑚 - деяке число (для потенцiалу Леннарда-

Джонса 𝑚 = 3), розвинутий [22] масштабно-iнварiантний пiдхiд середньо-

го поля дозволяє визначити положення критичної точки. Цей пiдхiд явно

використовує симетрiю (однорiднiсть) притягувальної частини потенцiалу

взаємодiї, але не враховуює вплив вiдштовхування. Зрозумiло, що для да-

лекосяжних потенцiалiв, у яких притяжiння задано невеликою степенню,

степепiнь потенцiалу вiдштовхування великої ролi не вiдiграє.
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Однак при моделюваннi систем з короткодiючими потенцiалами, вплив

вiдштовхування може вiдiгравати значну роль. Змiна показника вiдштов-

хування безпосередньо впливає на характерну вiдстань взаємодiї мiж ча-

стинками. Наприклад, зменшення сили вiдштовхування в потенцiалi вза-

ємодiї призводить до збiльшення характерної вiдстанi, на якiй частинки

взаємодiють одна з одною. Цей ефект може бути особливо важливим при

дослiдженнi м’яких матерiалiв, колоїдних систем або бiологiчних рiдин, де

вiдштовхування вiдiграє важливу роль у визначеннi структури та власти-

востей системи. Тому, при моделюваннi таких систем, важливо враховува-

ти вплив вiдштовхування в потенцiалi взаємодiї для отримання точнiших

результатiв.

Можна показати [36], що параметр 𝑧 для потенцiалiв типу (1.24) визна-

чається наступним чином:

𝑧 =
𝑑

𝑑+𝑚

Для потенцiалу Леннарда-Джонса 𝑧 = 1/2 у випадку 𝑑 = 3 та 𝑧 = 1/3,

якщо 𝑑 = 2 [29]. Вiдмiтимо, що потенцiали типу Мi якраз характернi тим,

що їх основнi параметри 𝜀 - глибина потенцiальної ями та 𝜎 - вiдстань, при

якiй взаємодiя змiнює знак, - розмiрнi параметри. Тобто вивчаючи особли-

востi потенцiалу, ми можемо обезрозмiрити їх, вимiрючи енергiю в одини-

цях 𝜀 та вiдстань в одиницях 𝜎, тобто такi потенцiали є безпараметрични-

ми (звiсно, якщо мова не йде про степiнь вiдштовхування чи притяжiння).

Iншим важливим типов потенцiалiв є такi, в яких не можна позбутися па-

раметрiв жодним вибором системи одиниць. Таким потенцiалом зокрема є

потенцiал Юкави з жорстким кором:

Φ(𝑟) =

⎧⎪⎨⎪⎩∞ , якщо 𝑟 < 𝜎

− 𝜀 𝜎
𝑟 exp (−𝜆(𝑟/𝜎 − 1) ) , якщо 𝑟 ⩾ 𝜎 ,

(1.25)

Для такого потенцiалу параметр 𝜆 є оберненою вiдстанню, на якiй енергiя

взаємодiї зменшується в 𝑒 разiв. Величину 1/𝜆 часто називають довжи-
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ною екранування (screening length). Жодним вибором системи одиниць не

можна позбавитись параметрiв 𝜆 та 𝜎 одночасно. Надалi ми природно вва-

жатимемо, що 𝜀 = 1 та 𝜎 = 1.

Зрозумiло, що для таких потенцiалiв параметр проективного перетво-

рення 𝑧(𝜆) стає функцiєю, що залежить вiд 𝜆. Цю залежнiсть можна отри-

мати за допомогою точного рiвняння для критичної точки.

𝜌𝑐𝐶2(k = 0;𝑇𝑐, 𝜌𝑐) = 1 , (1.26)

Тут 𝐶2(k) - перетворення Фурье прямої кореляцiйної функцiї

𝐶2(k) =

∫︁
𝑉

𝐶2(𝑟)𝑒
−𝑖kr𝑑r.

Остання (поза критичною точкою) може бути апроксимована таким чином

[38]:

𝐶2(𝑟) ∼ exp (−𝛽Φ(𝑟))− 1 (1.27)

Тепер перейдемо вiд залежностi 𝐶2(𝑟) до 𝐶2(k), що зведеться до iнте-

грування функцiї (1.27). Далi природно врахувати, що у випадку набли-

ження для кореляцiйної функцiї (1.27), остання залежить лише вiд модуля

вiдстанi мiж частинками. Така ситуацiя, очевидно, є проявом iзотропiї про-

стору, що у свою чергу дозволяє перейти до сферичної системи координат

та перейти вiд трьохкратного до однократного iнтегрування:

𝐶2(k = 0) ≃ 4𝜋

∞∫︁
0

(exp (−𝛽Φ(𝑟))− 1)𝑟2𝑑𝑟

Як бачимо, ця формула є схожою на формулу, що визначає другий вiрiаль-

ний коєфiцiєнт [9]:

𝐵(𝑇 ) = 2𝜋

∞∫︁
0

(1− exp (−𝛽Φ(𝑟))) 𝑟2 𝑑𝑟
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Тодi, враховуючи попереднє можемо записати наступне спiвiдношення:

𝐶2(k = 0;𝑇𝑐; 𝜌𝑐) ≃ −2𝐵(𝑇𝑐) . (1.28)

У цьому випадку рiвняння (1.26) запишеться таким чином:

−2𝐵(𝑇𝑐)𝜌𝑐 = 1 . (1.29)

Використання цiєї формули з урахуванням зв’язку мiж параметрами ZE

𝑇*, 𝜌* та критичними значеннями температури й густини 𝑇𝑐, 𝜌𝑐, що вста-

новлюється проективною формою глобального iзоморфiзма (1.10), дає мо-

жливiсть знайти залежнiсть 𝑧(𝜆). Розв’язок цього рiвняння хоч i можливий

числовими методами, та зручнiше буде скористатись апроксимацiєю ван-

дер-Ваальса для другого вiрiального коефiцiєнту. Дiйсно, фунцiя Майера є

лише наближенням до прямої кореляцiйної функцiї, яка особливо складну

поведiнку демонструє на невеликих вiдстанях, тобто при врахуваннi бли-

жнiх кореляцiй. В такому випадку формула (1.28) є лише наближенням,

тому точний розрахунок другого вiрiального коєфiцiєнта буде перевище-

нням точностi формул, записаних вище. З урахуванням вище сказаного,

для отримання аналiтичної залежностi 𝑧(𝜆), скористаємось наближенням

ван-дер-Ваальса для другого вiрiального коєфiцiєнту (див. наприклад [9]):

𝐵(𝑇 ) = 𝑏− 𝑎

𝑇
,

де сталi 𝑎 та 𝑏 визначенi ранiше у роздiлi 1.3 (див. Формулу (1.11)). Далi

врахуємо вираз (1.11), що визначає 𝑇*, тодi рiвняння (1.26) перепишеться

наступним способом:

−2 𝑏

(︂
1− 𝑇*

𝑇𝑐

)︂
𝜌𝑐 = 1

Враховуючи вище зазначенi формули отримаємо, самоузгоджене рiвняння

для визначення 𝑧:

𝑏
𝜌*

𝑧(1 + 𝑧)
= 1 ⇒ 𝑧 =

1

2

(︁√︀
1 + 4 𝑏 𝜌* − 1

)︁
(1.30)
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Cпрощення, що були зробленi вище, є характерним для теорiй середнього

поля, оскiльки у цьому випадку взаємодiя мiж частинками визначається

дальними кореляцiями (велика кiлькiсть сусiдiв) i, отже флуктуацями їх

кiлькостi можна у цьому наближеннi знехтувати [9]. Така оцiнка для 𝑧 най-

краще пiдходить для далекосяжних потенцiалiв, оскiльки в цьому випадку

основний вплив на конфiгурацiю системи частинок мають дальнi кореляцiї.

Ми використаємо цей результат у Роздiлi 2.4.

1.3.4. Квантовi поправки до параметрiв ZE

В даному роздiлi ми оцiнимо вплив квантових ефектiв на параметри ZE

в рамках теорiї збурення по параметру де Бура. Класичному опису флюї-

дних систем вiдповiдає ситуацiя, за якої довжина хвилi де-Бройля прямує

до нуля, що є характерним для важких частинок. Однак зi зменшенням

маси частинок або з послабленням взаємодiї мiж ними квантовi ефекти

починають вiдiгравати суттєву роль. Такi мiркування є беспосереднiм на-

слiдком виразу для зведенної довжини хвилi де-Бройля [39]:

̃︀Λ =
ℎ

𝜎
√
𝑚𝜖*

,

тут ℎ–стала Планка, 𝜎–дiаметр частинки,𝑚– маса частинки, 𝜖*–характерна

енергiя взаємодiї частинок (глибина потенцiальної ями потенцiалу взаємо-

дiї).

Врахування тотожностi частинок повинно вплинути на криву спiвiснуван-

ня рiдина-пара. Дiйсно, бiнодаль флюїду, для якого квантовими ефектами

не можна знехтувати, повинна ставати бiльш симетричною у порiвняннi з

бiнодаллю флюїду лише з класичною взаємодiєю. Така ситуацiя є наслiд-

ком симетрiї частинка-дiрка у квантовому газi, подiбно до моделi ґратко-

вого газу.

Експериментальнi данi для реальних речовин (див. Рис. 1.7 та Рис. 1.6)

показують, що у випадку меншої маси частинок бiнодаль стає бiльш си-
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(а) Нахил дiаметру He: 0.1
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(б) Нахилу дiаметру 𝐻2: 0.4

Рис. 1.6. Бiнодаль та дiаметр гелiю та водню. Згiдно з даними NIST

database
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(а) Нахил дiаметру 𝐻2𝑂: 0.96
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(б) Нахилу дiаметру 𝑂2: 0.77

Рис. 1.7. Бiнодаль та дiаметр 𝐻2𝑂 та 𝑂2. Згiдно з даними NIST database

метричною, тобто нахил дiаметру є меншим. Така ситуацiя, зрозумiло,

пов’язана з довжиною хвилi де-Бройля, для частинок меншої маси тепло-

ва довжин хвилi є бiльшою, що говорить про сильнiший вплив квантових

ефектiв мiж частинками. У випадку лише квантової взаємодiї мiж частин-

ками газiв симетрiя “частинка-дiрка“ є точною, це твердження найкраще

iлюструє бiнодаль 𝐻𝑒 (Рис. 1.6а) Зрозумiло, що вплив квантової взаємодiї

мiж частинками впливає не тiльки на нахил дiаметру, але й на нахил до-

тичної до рiдинної гiлки кривої спiвiснуваня. Тобто, виходячи з iдеї, що ZE

можна розглядати у ролi дотичної до продовження бiнодалi у низькотемпе-

ратурну область 𝑇 → 0, можна стверджувати, що врахування квантових

https://webbook.nist.gov/chemistry/fluid/
https://webbook.nist.gov/chemistry/fluid/
https://webbook.nist.gov/chemistry/fluid/
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ефектiв призведе до збiльшення вiдношення 𝑇*/𝜌*. Розумiння цих явищ

може мати вплив на широкий спектр фiзичних процесiв та технологiчних

застосувань, включаючи розробку нових матерiалiв та розумiння фазових

переходiв.

Для верифiкацiї цiєї iдеї згiдно з (1.11),(1.13) необхiдно знання друго

𝐵2(𝑇 ) та третього 𝐵3(𝑇 ) вiрiальних коефiцiєнтiв.

Реальна взаємодiя мiж двома мiкрочастинками (атомами чи молекула-

ми) є вийнятково квантовою, але при температурах, якi не є надто низь-

кими, гази можна розглядати майже як класичнi системи. Тому вiрiальнi

коефiцiєнти можна представити у виглядi суми класичної складової 𝐵𝑐
𝑖 , що

визначається потенцiалом взаємодiї, та квантової складової 𝐵𝑞
𝑖 , що зумов-

лена статистикою. Отже при таких температурах гази ведуть себе подiбно

до класичних систем, але враховуються як класичнi, так i квантовi аспекти

взаємодiї мiж частинками.

𝐵𝑖(𝑇 ) = 𝐵
(𝑐)
𝑖 +𝐵

(𝑞)
𝑖 , (1.31)

де 𝑖 = 2, 3 для другого та третього коєфiцiєнтiв вiдповiдно. Таким чином

𝐵
(𝑞)
2 та 𝐵

(𝑞)
3 є другий або третiм вiрiальним коєфiцiєнтом для слабконеiде-

ального бозе-газу [40].

Зрозумiло, що практично для всiх молекулярних флюїдiв квантова ча-

стина вiрiального коєфiцiєнту є набагато меншою, нiж класична оскiльки

класичний об’єм молекули значно менший квантового об’єму, який вiдпо-

вiдає тепловiй довжинi хвилi де Бройля:

𝜀 = 𝑣𝑞/𝑣𝑐𝑙 = Λ(𝑇*)
3/𝑏 ≪ 1 , Λ(𝑇 ) =

ℎ√
2𝜋𝑚𝑇

Типовi значення параметру де Бура Λ < (≪) 0.5 (наприклад, для гелiю

Λ ≃ 0.43 , 𝑇 ∼ 𝑇𝑐) [3]. Тодi, з урахуванням малостi величини 𝜀 можемо

записати вiрiальнi коефiцiєнти у наступному виглядi:

𝐵
(𝑞)
2 = 𝑏2 𝑏 𝜀+ 𝑜(𝜀) , 𝐵

(𝑞)
3 = 𝑏3 𝑏

2 𝜀2 + 𝑜(𝜀2) (1.32)
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Для якiсного розумiння впливу квантових ефектiв на параметри ZE та

симетрiю бiодалi достатньо обмежитись першим порядком для величини

𝑇*/𝜌*. Для цього будемо шукати вказанi параметри у наступному виглядi:

𝑇*/𝑇
(0)
* = 1 + 𝑡𝑞 𝜀+ . . . , 𝜌*/𝜌

(0)
* = 1 + 𝜌𝑞 𝜀+ . . . (1.33)

Тут 𝑇
(0)
* - класична Зено-температура 𝜌

(0)
* - класична Зено-густина , що

визначенi рiвняннями (1.11) i (1.13) вiдповiдно.

З фiзичних мiркувань зрозумiло, що завдяки квантовим поправкам 𝑇*

повинна збiльшуватися. На першому етапi потрiбно знайти 𝑡𝑞, яка у свою

чергу впливає на значення 𝜌𝑞 завдяки зсуву температури. Для цього за-

пишемо другий вiрiальний коефiцiєнт, який мiстить класичну та квантову

частини у наближеннi ван-дер-Ваальса:

𝐵𝑣𝑑𝑊
2 (𝑇 ) = 𝑏− 𝑎

𝑇
+𝐵

(𝑞)
2 (𝑇 (0)

* )

Тодi у першому порядку теорiї збурень для визначення температури 𝑇 (1)*,

скориставшись (1.32) ми можемо записати:

𝑇 (1)
* = 𝑇 (0)

* (1− 𝑏2𝜀) (1.34)

𝑡𝑞 = −𝑏2

Вiдмiтимо, що у випадку частинок, що пiдкоренi статистицi Бозе-

Ейнштейна, величина 𝑏2 є вiд’ємною, оскiльки їх взаємодiя зводиться до

ефективного притягування. Таким чином ми бачимо (1.34), що у першому

порядку вплив статистики частинок призводить до збiльшення граничної

температури 𝑇*.

Тепер спробуємо знайти, яким чином змiниться гранична густина 𝜌*.

Для змiни 𝑇* мємо:

𝑇 (1)
* = 𝑇 (0)

* +Δ𝑇 , Δ𝑇 = −𝑏2𝑇
(0)
* 𝜀
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Змiна граничної густини 𝜌* у першому наближеннi за 𝜀 має вигляд:

𝜌
(1)
* − 𝜌

(0)
*

𝜌
(0)
*

=
Δ𝑇*

𝑇
(0)
*

(︃
1 + 𝑇 (0)

*
𝐵

(𝑐)′′

2

𝐵
(𝑐)′

2

− 𝑇 (0)
*

𝐵
(𝑐)′

3

𝐵
(𝑐)
3

)︃
+

𝐵
(𝑞)′

2

𝐵
(𝑐)′

2

+ 𝑜(𝜀) , (1.35)

де всi похiднi беруться при 𝑇 = 𝑇
(0)
* . З (1.35) бачимо, що перший доданок

обумовлений зсувом температури через змiну другого вiрiального коефiцi-

єнта. Вiн визначається температурною залежнiстю класичних вiрiальних

коефiцiєнтiв. Другий доданок зсуву обумовлений квантовою поправкою до

𝐵2.

З урахуванням виразiв для квантової частини вiрiальних коефiцiєнтiв

(1.31) та формул, що визначають 𝑇
(0)
* та 𝜌

(0)
* , вираз (1.35) можна переписа-

ти:

𝜌(1)* = 𝜌(0)*

(︃
1 +

𝑏2𝜀

𝐵
(𝑐)
3

⎡⎢⎣𝑇 (0)
* 𝐵

(𝑐)′

3 − 3

2

𝑏

𝜌
(0)
*

−𝐵
(𝑐)′′

2

(︁
𝑇

(0)
*

)︁2
𝜌
(0)
*

−𝐵
(𝑐)
3

⎤⎥⎦)︃ (1.36)

Виходячи з виразiв (1.34) та (1.36), можемо остаточно записати формулу,

яка визначає 𝜌𝑞:

𝜌𝑞 =
𝑏2

𝐵
(𝑐)
3

⎡⎢⎣𝑇 (0)
* 𝐵

(𝑐)′

3 − 3

2

𝑏

𝜌
(0)
*

−𝐵
(𝑐)′′

2

(︁
𝑇

(0)
*

)︁2
𝜌
(0)
*

−𝐵
(𝑐)
3

⎤⎥⎦
Вiдмiтимо, що 𝑏2 є вiд’ємною величиною, та для визначення впливу по-

правки густини на поведiнку бiнодалi, потрiбно оцiнити знак i абсолютне

значення виразу у квадратних дужках (1.36). Оскiльки конкретний вигляд

потенцiалу не вказаний, неможливо зробити безпосередню оцiнку цього ви-

разу. Таким чином, для подальшого аналiзу напрямку повороту дотичної

до бiнодалi необхiдно знати конкретний вигляд потенцiалу i провести роз-

рахунки з використанням вiдповiдних методiв та формул. Вiд цього буде

залежати як знак, так i абсолютне значення виразу у квадратних дуж-

ках (1.36), якi визначатимуть напрямок повороту дотичної. Протестуємо
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отриманий результат на стандартному потенцiалi Леннарда-Джонса

Φ𝐿𝐽(𝑟) = 4𝜖
(︁(︁𝜎

𝑟

)︁12
−
(︁𝜎
𝑟

)︁6)︁
, (1.37)

для якого пiдхiд глобального iзоморфiзму показав добрi результати [29].

Для цього скористаємось методами, розвинутими в роздiлi 2.3.1. Нестан-

дартим є лише розрахунок величин 𝐵
(𝑐)′

3 (𝑇
(0)
* ) та 𝐵

(𝑐)′′

2 (𝑇
(0)
* ). Похiдну тре-

тього вiрiального коефiцiєнту будемо визначати чисельними методами

отримавши, залежнiсть 𝐵
(𝑐)
3 (𝑇 ), а другу похiдну другого вiрiального коефi-

цiєнту за допомогою безпосереднього диферцiювання формули (2.2). Тодi

отримаємо:

𝐵
(𝑐)′′

2 (𝑇 ) = 4𝜋

∞∫︁
0

(︁Φ𝐿𝐽(𝑟)

𝑇 3
−
(︀
Φ𝐿𝐽(𝑟)

)︀2
2𝑇 4

)︁
𝑒−Φ𝐿𝐽(𝑟)/𝑇𝑟2𝑑𝑟

Таблиця 1.1

Поправка (1.36) до густини 𝜌* у випадку потенцiалiв (1.37) та

(1.25)

Potential 𝑇* 𝜌* 𝐵
(𝑐)
3 (𝑇

(0)
* ) 𝐵

(𝑐)′

3 (𝑇
(0)
* ) 𝐵

(𝑐)′′

2 (𝑇
(0)
* ) 𝜌𝑞

6-12 (1.37) 4 0.96 1.43 -0.069 -0.72 4.85 𝑏2

HCAY 𝜆 = 1.8 2.6 1.26 1.9 0.01 -0.76 −0.17 𝑏2

HCAY 𝜆 = 2.5 1.68 1.53 1.71 -0.13 -2.09 −0.08 𝑏2

HCAY 𝜆 = 3 1.33 1.75 1.63 -0.34 -3.73 −0.051 𝑏2

Вплив квантового ефекту на параметр 𝜌*, як видно з таблицi 1.1 зале-

жить вiд потенцiалу взаємодiї. З урахуванням статистики бозонiв (𝑏2 < 0)

можна констатувати, що для потенцiалу Леннарда-Джонса (1.37) 𝜌* змен-

шується, а 𝑇* (див. (1.34)) збiльшується. Така поведiнка параметрiв ZE

однозначно вказує на симетризацiю бiнодалi (крива спiвiснування стає

бiльш “схожою“ на криву граткового газу). Зменшення граничної густи-

ни 𝜌* у випадку потенцiалу без жорсткого ядра можна iнтерпретувати так:
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вплив статистики на частинки зводиться до додаткового притяжiння мiж

частинками, що як вiдомо, знижує тиск у системi. Таке зниження тиску

еквiвалентне зниженню густини газу. Поправка 𝜌𝑞, у випадку потенцiалу

Юкави (1.25), є додатньою, що можна пояснити “пом’якшенням“ жорсткого

кору через наявнiсть тунельного ефекту у випадку квантових частинок.

У випадку потенцiалу Юкави 𝜌𝑞 > 0 необхiдно визначити, яким чином

змiниться нахил ZE 𝑇*/𝜌*. Тодi з урахуванням (1.33) у першому порядку

по 𝜀 можемо записати:

𝑇*

𝜌*
=

𝑇
(0)
*

𝜌
(0)
*

(1 + 𝜀(𝑡𝑞 − 𝜌𝑞)) (1.38)

З формули (1.38) та з урахуванням квантової поправки для температури

(1.34) видно, що поки виконується нерiвнiсть 𝑡𝑞 < 𝜌𝑞, то нахил дотичної зро-

стає, що є правильним для всiх випадкiв, розглянутих у таблицi 1.1.Отже,

квантова делокалiзацiя збiльшує симетрiю частинка-дiрка. Це пiдтверджу-

ється експериментальними даними бiнодалi (див. Таблицю 1.2).

Таблиця 1.2

Нахил дiаметру для рiзних речовин. Розраховано згiдно даних

NIST database

Речовина 𝐻𝑒 para𝐻2 𝐻2 𝐷2 𝐶𝐻3𝑂𝐻 𝑁𝑒 𝐹2 𝐴𝑟

Нахил 0.10 0.39 0.40 0.50 0.57 0.67 0.70 0.74

Речовина: 𝐶𝐻4 𝑂2 𝑁2 𝐾𝑟 𝑋𝑒 𝐶𝑂 𝐶𝑂2 𝐻2𝑂

Нахил: 0.74 0.76 0.77 0.78 0.79 0.82 0.95 0.96

https://webbook.nist.gov/chemistry/fluid/
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1.4. Висновки до роздiлу.

Отриманi результати дозволяють зробити наступнi висновки:

• В рамках глобального iзоморфiзму показано, що дотична до рiдин-

ної гiлки бiнодалi визначається Зено-елементом (1.14), i це дозволяє

модифiкувати концепцiю рiдинно-газового трикутника

• Використання функцiї Майера, як наближення для прямої кореля-

цiйної функцiї, дозволяє, з використанням спiввiдношень iзоморфi-

зму, встановити самоузгоджене рiвняння на параметр проективного

перетворення 𝑧

• На основi попереднього факту знайдено залежнiсть положення кри-

тичної точки вiд параметрiв потенцiалу в рамках пiдходу ГI

• Використання наближення ван-дер-Ваальса для другого вiрiально-

го коефiцiєнту дає можливiсть знайти аналiтичну залежнiсть для

𝑧, зокрема показано що 𝑧 ∝ 𝜌* , 𝜌* ≪ 1

• Видiлення квантової та класичної взаємодiї для другого та третього

вiрiальних коефiцiєнтiв, з урахуванням малостi квантових попра-

вок, дозволило визначити вплив останнiх на криву спiвiснування

рiдина-газ в рамках пiдходу ГI

• Розрахованi квантовi поправки до параметрiв Зено-елементу 𝑇* , 𝜌*

при взаємодiї типу Леннарда-Джонса та HCAYP демонструють, що

врахування квантових ефектiв призводить до збiльшення симетрiї

бiнодалi

У цьому роздiлi викладено результати, отриманi у публiкацiї авто-

ра [41].
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РОЗДIЛ 2

ПАРАМЕТРИ ЗЕНО-ЛIНIЇ ТА ЗЕНО-ЕЛЕМЕНТУ ДЛЯ HCAY

2.1. Юкавiвськi флюїди (HCAYF) та особливостi фазової

рiвноваги рiдина-газ

Рiдини, взаємодiя мiж частинками яких описується потенцiалом Юка-

ви з жорстким кором (1.25), є важливим класом речовин, для яких ви-

конуються спiввiдношення (1.2) та (1.3). Параметр 𝜆 визначає дальнiсть

притягувальної частини потенцiалу взаємодiї, а 𝜎 - радiус жорсткого ядра

частинки. Потенцiал (1.25) широко використовується для опису систем з

екранованими кулонiвськими взаємодiями, таких як пиловi плазми [42],

асоцiйованi рiдини, розчини глобулярних бiлкiв [43], фулерени тощо [44,45].

Потенцiал Юкави широко застосовується у роботах з моделювання вище

згаданих систем iз використанням методiв молекулярної динамiки та стати-

стичного методу Монте-Карло. Представленi у роботах данi з визначення

у такий спосiб положення критичної точки погано узгодженi мiж собою.

I якщо з визначенням критичної температури 𝑇𝑐 деякою мiрою вдається

досягти узгодження, то розбiжнiсть критичної густини 𝜌𝑐 досягає суттєвих

значень 5-10% в залежностi вiд методу [46] (див Рис. 2.1). Проте в бiльшо-

стi робiт [5–7] представленi данi дозволяють зробити висновок про справе-

дливiсть закону прямолiнiйного дiаметру (Рис 2.2). Окрiм неоднозначностi

положення критичної точки флюїду, взаємодiя мiж частинками якого опи-

сується потенцiалом Юкави з жорстким кором, iнтерес викликає також на-

ступний факт, як стверджують деякi дослiдники (див. роботи [7, 47]): при

зменшеннi довжини екранування 1/𝜆 перехiд рiдкої фази у газову, змiщає-

ться у метастабiльну область (див Рис 2.4 та Рис 2.3). Зокрема, рiдка гiлка

бiнодалi зникає.
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Рис. 2.1. Залежнiсть критичної густина 𝜌𝑐 для потенцiалу Юкави вiд пара-

метру 𝜆 за даними робiт [6, 46]

Рис. 2.2. Фазова дiаграма юкавiвського флюїду, прямолiнiйний дiаметр [6].

Цей тип поведiнки є характерним для потенцiалiв з жорстким ядром,

зокрема для потенцiалу Юкави. Така особливiсть потенцiалу Юкави дозво-

ляє проводити дослiдження та тестування рiзних методiв, якi використову-

ються для побудови дотичної до рiдкої гiлки бiнодалi. Зокрема, у випадку,
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коли крива спiвiснування має описуватися горизонтальною дотичною до

рiдкої гiлки. Така поведiнка потенцiалу Юкави надає можливiсть перевi-

ряти i аналiзувати рiзнi методи для побудови такої дотичної.

У цьому контекстi потенцiал Сазерленда також може бути об’єктом до-

слiджень, i в подальшому буде показано, що цей потенцiал також демострує

таку поведiнку.

Вiдмiтимо, що для бiльшостi рiдин вiдношення мiж характерними вiд-

станями притяжiння та вiдштовхування є такими, що перехiд рiдина-газ

iснує. Проте деякi речовини, як то молекули 𝐶60, демонструють аномально

вузьку область притяжiння, що призводить до вiдсутностi вище згаданого

переходу. Загалом, особливостi та унiкальнi риси потенцiалу Юкави до-

зволяють використовувати його для бiльш глибокого розумiння поведiнки

рiдин та газiв у системах з метастабiльними областями, а також для тесту-

вання рiзних методiв аналiзу бiнодальних кривих та їх дотичних.

Рис. 2.3. Фазова дiаграмма юкавiвського флюiду з жорстким кором (лiвий

графiк для 𝜆 = 25, правий для 𝜆 = 100). 𝑇 * = 𝑘𝐵 𝑇/𝜖, 𝜂 = 𝜋 𝜎3𝑁/6𝑉 . Данi

з [47]

Згiдно з результатами [48], закон прямолiнiйного дiаметру та закон вiд-

повiдних станiв спостерiгаються для 𝜆 ≲ 7, де рiдкий стан вважається

стiйким. Таким чином, можна очiкувати, що Зено-лiнiя також є прямою,

принаймнi для 𝜆 < 4, коли область стабiльностi достатньо велика [49].
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Рис. 2.4. Перший графiк представлено для 𝜆 = 3.9, другий для 𝜆 = 7.

Як видно, крива сублiмацiї перетинає критичну точку у другому випадку,

тобто перехiд рiдина-газ змiщується у область метастабiльних станiв [7]

У рамках концепцiї трикутника рiдкiсно-газових станiв [17,50], зникне-

ння стiйкостi рiдкого фазового стану можна розглядати як виродження

такого трикутника через особливу поведiнку параметра Зено-лiнiї 𝜌𝐵. За-

значимо, що побудова трикутника рiдкiсно-газових станiв базується на при-

пущеннi, що вiрiальна Зено-лiнiя (1.5) є дотичною до продовження бiнодалi

у низькотемпературну область. Однак очевидно, що така процедура є до-

сить неоднозначною. Таку неоднозначнiсть ми усуваємо за допомогою гло-

бального iзоморфiзму мiж флюїдом та ґратковим газом. [21, 29]. Основна

iдея полягає в топологiчнiй подiбностi мiж фазовою дiаграмою рiдини та

моделлю Iзiнга (ґратковий газ). Було побудовано вiдображення мiж кри-

вою рiвноваги рiдина-газ та бiнодаллю ґраткового газу (див. також [51]).

За допомогою цього вiдображення термодинамiчнi характеристики рiди-

ни можна обчислити на основi вiдповiдних характеристик моделi решiтки.

Аналiтичний вигляд такого вiдображення глобального iзоморфiзму визна-

чається прямолiнiйним дiаметром (1.2).У такому випадку воно має просту

форму проективного перетворення площини (𝜌− 𝑇 ). Лiнiйнiсть Зено-лiнiї
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(1.3) вiдiграє незначну роль, оскiльки припускається, що бiнодала вписана

у трикутник, де дiаметр є медiаною. Параметри такого трикутника взагалi

не спiвпадають з (1.7) та (1.6). Скорiше, їхнi значення базуються на Зено-

елементi [26], який iдентифiкується з крайнiм станом 𝑥 = 1 iзоморфної

моделi ґратки, де всi мiсця зайнятi.

2.2. Симетризацiя кривої спiвiснування для HCAYF

Проективне перетворення (1.10) вiдновлює симетрiю частинка-дiрка,

яка властива для моделi граткового газу. Це дозволяє продовжити бiн-

одаль за межi потрiйної точки, використовуючи бiнодаль моделi гратко-

вого газу. Вiдновлення iнформацiї про низькотемпературну частину рiдкої

гiлки базується на iдеї подiбностi мiж станами 𝑥 → 0 i 𝑥 → 1 у моде-

лi (1.9), оскiльки ця модельна система абсолютно симетрична до замiни

“частинка-дiрка“. Виходячи з iдеї iзоморфiзму, ми отримуємо iнформацiю

про високощiльний стан (рiдка гiлка, 𝑇 → 0) системи з даних про високо-

температурний i низькощiльний стан 𝑇 → 𝑇*.

Метод симетризацiї бiнодалi разом з вiдображенням на її вiдповiдний

образ кривої спiвiснування граткового газу був використаний в [29] для рi-

дини Леннарда-Джонса у 2D та 3D випадках (див. також [51–53]). Тут ми

використовуємо цей метод для HCAYF у 3D. У зв’язку з тим, що границя

𝜆 → 0 вiдповiдає переходу до моделi середнього поля [14] доречно вiд-

окремити данi, якi вiдповiдають великим 𝜆 ≳ 1 (короткосяжна) та малим

(далекосяжна) 𝜆 ≲ 1 значенням 𝜆, оскiльки у комп’ютерних експериментах

розмiр системи може конкурувати з радiусом взаємодiї i таким чином зву-

жувати флуктуацiйну область. Це явно демонструють данi, представленi

на Рис. 2.5,2.7,2.6.

Представленi данi комп’ютерного моделювання [48] щодо рiвноваги

рiдина-пара HCAYF з 1 ≲ 𝜆 ≲ 7 наочно демонструють принцип вiдпо-

вiдних станiв в обезрозмiрених координатах (𝜌/𝜌𝑐(𝜆), 𝑇/𝑇𝑐(𝜆)). Очевидно,



56

що параметр перетворення 𝑧 залежить вiд 𝜆, але ми не обговорюємо цю за-

лежнiсть в даному роздiлi i отримуємо просту оцiнку 𝑧 ≈ 1, що вiдповiдає

даним.

Рис. 2.5. Симетризацiя бiнодалi HCAYF для 0.5 ≲ 𝜆 ≲ 7 за даними [48,54].

Рис. 2.6. Симетризацiя бiнодалi HCAYF для “короткосяжної“ взаємодiї з

1.5 ≲ 𝜆 ≲ 7 за даними [48]. Суцiльна крива на правому графiку - це

зображення 3𝐷 бiнодалi моделi Iзiнга, отримане чисельно в [55], зiставлене

(1.10) (див. текст нижче).

Тепер ми можемо перевiрити iзоморфiзм за допомогою моделi Iзiнга

як очевидного вибору. Вiдповiдно до [56], ми вiдображаємо бiнодаль 3D

Ising model (Рис. 2.8) на бiнодаль HCAYF (1.25) за допомогою проективно-

го перетворення глобального iзоморфiзму (1.10). Данi по бiнодалi простої
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Рис. 2.7. Симетризацiя бiнодалi HCAYF для “далекосяжних“ 𝜆 = 0.1, 0.5, 1

за даними [54]. Блактина крива на правому графiку - бiнодаль Кюрi-Вейса

(середнє поле) (2.1).

Рис. 2.8. Спонтанна намагниченнiсть 3D Ising model (з роботи [56]). Спло-

шна крива - кубiчна гратка, штрихова - fcc. Вставка - log− log plot
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кубiчної моделi Iзинга було iнтерпольовано функцiєю:

𝑀(𝑡) =
(︀
1− exp

(︀
𝑎
(︀
1− 1/𝑡

)︀)︀)︀𝛽
, 𝑡 ⩽ 1

де

𝑎 ≈ 4.35 , 𝛽 ≈ 0.3217 .

Як видно з рис. 2.5, результат узгоджується з твердженням про iзомор-

фiзм мiж гратковим газом i HCAYF для 1 ≲ 𝜆 ≲ 7 з 𝑧(𝜆) ≳ 1. Для рiдин

у тривимiрному просторi для потенцiалу LJ 𝑧 = 1/2 [29, 36]. Можна очi-
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Рис. 2.9. Проектування (1.10) бiнодалi моделi Iзiнга на криву свiвiснування

рiдина-пара у випадку “короткосяжного“ HCAY потенцiала для 1.5 ⩽ 𝜆 ⩽

7 (данi з [46].)

кувати, що в далекодiючому випадку з 𝜆 ≲ (≪)1 кросовер мiж середнiм

полем при 𝜆 → 0 i критичною поведiнкою, подiбною до Iзiнга, очiкується

поблизу критичної точки [46], щоб купол бiнодалi став менш сплющеним

(див. рис. 2.5). Отже, ми використали найпростiше наближення середнього

поля Кюрi-Вейса [57]

𝑡 =
𝑥

ArcTanh(𝑥)
(2.1)

для бiнодалi гратки та вiдобразили його на даних HCAYF для 𝜆 ≲ 1.
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Zeno-element
CP-line

z=1.5

z=1

z=1/2

Рис. 2.10. Проективне перетворення (1.10) застосоване до бiнодалi Кюрi-

Вейса (2.1). Зелений пунктир - лiнiя критичних точок, червона суцiльна -

Зено-елемент.

Проективне перетворення застосоване до (2.1) для рiзних значень 𝑧 та

показане на Рис. 2.10

Результати накладання даних [54] на бiнодаль Кюрi-Вейса показано на

Рис. 2.11.
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Рис. 2.11. Перетворення (1.10) бiнодалi середньопольового наближення

Кюрi-Вейса у криву спiвiснування рiдина-газ для “далекосяжного“ HCAY

потенцiалу, данi для 𝜆 = 0.1, 0.5, 1 з [54].
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2.3. Втрата стiйкостi рiдинної фази HCAYF

У роздiлi 1.3.1 було визначено параметри зено-елементу (1.11) та (1.13)

й обгрунтовано, що саме вони визначають дотичну до рiдинної вiтки бi-

нодалi при 𝑇 → 0. Суттєва залежнiсть рiвноваги рiдина-газ для HCAYF

вiд параметра екранування 𝜆 та втрата стiйкостi рiдкої фази при 𝜆 ⩾ 7

ставить питання про границi застосування глобального iзоморфiзму.

Вiдповiдно до пiдходу глобального iзоморфiзму “𝑇 − 𝜌“ кривi рiвнова-

ги рiдина-газ повнiстю лежать у межах рiдинно-газового трикутника (див.

роздiл 1.2) за умови, що змiннi густини та температури можуть бути вiд-

нормованi на 𝑇*, 𝜌* (або 𝑇𝐵, 𝜌𝐵). Тому зрозумiло, що ситуацiя зникнення

стабiльностї рiдкої фази повинна вплинути на параметри рiдинно-газового

трикутника. Спочатку розберемо два очевиднi граничнi випадки 𝑧 → 0 i

𝑧 → ∞. Очевидно, що в межах 𝑧 → 0 єдиний нетривiальний результат

вiдповiдає 𝑇* ∼ 1/𝑧, так що ми приходимо до симетричної бiнодалi ґра-

ткового газу. Цiлком природним є температурний параметр 𝑇* → ∞ для

моделi граткового газу, оскiльки «частинки» взаємодiють лише через при-

тягання. Протилежна границя 𝑧 → ∞ означає, що 𝑇𝑐 → 𝑇* i за умови, що

𝜌* є скiнченним, тодi 𝜌𝑐 → 0 бiнодаль вироджується в трикутник.

2.3.1. 𝜆–залежнiсть параметрiв Зено-елемента та Зено лiнiї

HCAYF: 3𝐷–випадок

У цьому роздiлi ми проаналiзуємо залежнiсть параметрiв 𝑇* , 𝜌* зено-

елементу, який є ключовим у застосуваннi глобального iзоморфiзму до

рiвноваги рiдина-пара флюїдiв, вiд параметра 𝜆. Окрiм цього, ми порiв-

няємо цю поведiнку iз такою ж для стандартних параметрiв 𝑇𝐵 та 𝜌𝐵, що

визначенi формулами (1.7) та (1.6). Якщо виходити з цього то потрiбно

обчислити вiрiальнi коефiцiєнти 𝐵2, 𝐵3.

Найбiльш загальний i зручний спосiб визначення вiрiальних коефiцiєн-

тiв - це використання так званих незвiдних групових iнтегралiв, що по-



61

значаються 𝛽𝑘. Для наших цiлей необхiдно розрахувати два незвiдних iн-

теграли, а саме 𝛽1 та 𝛽2. Безпосереднє застосування дiаграмної технiки

Майера [58] дозволяє знайти вирази для них:

𝛽1 =
1

𝑉

∫︁∫︁
𝑉

𝑓1,2 𝑑r1 𝑑r2 (2.2)

𝛽2 =
1

2!𝑉

∫︁∫︁∫︁
𝑉

𝑓1,2𝑓1,3𝑓2,3 𝑑r1 𝑑r2 𝑑r3 , (2.3)

де визначенi функцiї Майера:

𝑓𝑖,𝑗 = exp

(︂
−Φ𝑌 (𝑟𝑖𝑗)

𝑘𝑇

)︂
− 1 (2.4)

Зв’язок мiж незвiдними груповими iнтегралами та звичайними вiрiальними

коефiцiєнтами визначається стандартною формулою:

𝐵𝑛+1 = −𝑛− 1

𝑛
𝛽𝑛

Легко спростити формули (2.2) та (2.3), щоб зробити їх придатними для

розрахунку:

𝛽1 =

∫︁∫︁
𝑓1,2(𝑟) 𝑑𝑟 𝑑Ω

𝛽2 = −4𝜋2

∞∫︁
0

∞∫︁
0

𝜋∫︁
0

𝑓(𝑟1)𝑓(𝑟2)𝑓(𝑟12(𝑟1, 𝑟2, 𝛼)) 𝑟
2
1𝑟

2
2 sin𝛼 𝑑𝛼 𝑑𝑟1 𝑑𝑟2 (2.5)

Зрозумiло, що експоненцiальна форма потенцiалу призводить до того, що

аналiтичний розрахунок вказаних iнтегралiв неможливий. Вiрiальнi коефi-

цiєнти потенцiалу Юкави, звiсно, розраховувалися ранiше, але для наших

цiлей необхiдно провести власнi розрахунки, оскiльки у роботах з розра-

хунку вiрiальних коефiцiєнтiв вiдсутнi значення в точках 𝐵3(𝑇*), окрiм

цього також необхiдно розрахувати похiдну по температурi другого вiрi-

ального коефiцiєнту 𝐵2(𝑇*) для розрахунку параметру 𝜌*. Використання
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групової технiки Майера та незвiдних iнтегралiв дає можливiсть прове-

сти чисельнi розрахунки вiрiальних коефiцiєнтiв. Чисельний розрахунок

третього вiрiального коефiцiєнту для потенцiалу Юкави пов’язаний iз сут-

тєвою складнiстю, оскiльки ми маємо справу iз тривимiрним iнтегралом

у нескiнченних межах. Справу полегшує той факт, що потенцiал швидко

спадає при значеннях параметра 𝜆 > 0.5. Для розрахунку третього вiрiаль-

ного коефiцiєнту ми користуємось методом Монте-Карло та мовою Java, де

безпосередньо реалiзуємо даний метод. Вибiр методу Монте-Карло зумов-

лений необхiднiстю розраховувати кратнi iнтеграли. Складнiсть методу,

звiсно, зростає зi збiльшенням кратностi iнтегрування, але не так швидко,

як у випадку методу трапецiй або прямокутникiв. Останнi взагалi неприда-

тнi для багатократного iнтегрування. Специфiка потенцiалу Юкави, а саме

наявнiсть жорсткого ядра, дозволяє дещо спростити вираз (2.5). Як бачи-

мо.ю iнтегрування ведеться по всiх можливих положенням двох частинок

вiдносно третьої, три точки однозначно задають площину, тому фактично

ми iнтегруємо по двох змiнним 𝑟1, 𝑟2 та куту мiж ними. Таким чином, коли

змiннi 𝑟1 < 1 i 𝑟2 < 1, iнтегрування зведеться до однократного по змiннiй

куто 𝛼, оскiльки функцiя Майера для цiєї частини площини:

𝑓(𝑟1) = 𝑓(𝑟2) = −1, 𝑟1 < 1 та 𝑟2 < 1.

Наступне спрощення полягає у розглядi випадку 𝑟1 > 1 i 𝑟2 < 1 та йому

протилежного, очевидно, що одна iз функцiй Майера (2.4) має бути замiне-

на на -1. Таке спрощення дозволяє скоротити машинний час, який пiшов би

на розрахунок нескiнченностi при обчисленнi вiдповiдної функцiї Майера.

Для перевiрки коректностi розрахунку третього вiрiального коефiцiєн-

ту для потенцiалу Юкави порiвняємо отриманi результати iз вiдомими [59].

Спочатку перевiримо необхiдну умову 𝑇𝑐 < 𝑇* для застосування пе-

ретворення (1.10), яка означає, що iснує iзоморфна ґраткова модель типу

Iзiнга.
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Таблиця 2.1

Значення B3, 𝜆 = 1.8

𝑇 , 𝑘𝑇/𝜖 B3 from [59] B3 WM-GA B3 WM-GAMC B3 partition GA

0.7 -1.1689 -1.16591 -1.02244 -1.16913

0.8 -0.1184 -0.11471 -0.112379 -0.118832

0.9 0.2791 0.317505 0.256673 0.279636

1.0 0.4336 0.439833 0.452587 0.434082

1.15 0.4998 0.505513 0.513792 0.499506

1.5 0.4815 0.479962 0.464373 0.481512

2.0 0.4433 0.440939 0.434402 0.443211

3.0 0.4370 0.436202 0.423038 0.437025

5.0 0.4754 0.474521 0.420297 0.475408

10.0 0.5354 0.534535 0.398224 0.535498

20.0 0.5764 0.575781 0.394052 0.576475

Рис. 2.12. Залежностi 𝐵3(𝑇 ;𝜆) та 𝐵2(𝑇 ;𝜆)
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Таблиця 2.2

Значення B3, 𝜆 = 3

𝑇 𝐵3 from [59] 𝐵3 WM-GA 𝐵3 WM-GAMC 𝐵3 partition GA

0.6 0.2832 0.297475 0.258209 0.282799

0.65 0.4479 0.455914 0.433649 0.447671

0.7 0.5064 0.51246 0.480807 0.506018

0.75 0.5168 0.523399 0.462267 0.516258

1.0 0.4321 0.428681 0.436552 0.431981

1.2 0.3855 0.382783 0.350599 0.385224

1.5 0.3629 0.361097 0.328776 0.362782

2.0 0.3735 0.371887 0.338151 0.373405

3.0 0.4207 0.419186 0.285781 0.42072

5.0 0.4853 0.484529 0.355665 0.485339

10.0 0.5489 0.548448 0.443891 0.548954

20.0 0.5854 0.584914 0.466889 0.58546

Рис. 2.13. Характерна поведiнка залежностей 𝐵3(𝑇 ;𝜆)
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Як було зазначено вище (Див. роздiл 2.1), для надто короткого по-

тенцiалу Юкави рiдка фаза стає нестабiльною [7]. Коли 𝑇* або 𝑇𝐵 набли-

жається до 𝑇𝑐, рiдка гiлка стає коротшою, трикутник станiв рiдина-газ

вироджується, оскiльки дотична до бiнодалi у потрiйнiй точцi стає майже

горизонтальною. Температурнi параметри 𝑇*, 𝑇𝐵, а також данi моделюва-

ння критичної температури 𝑇𝑐(𝜆), показанi на Рис. 2.14. Як видно, наявне

порушення стабiльностi, тобто 𝜆*, тому

𝑇* (𝜆
*) = 𝑇𝑐 (𝜆

*) ⇒ 𝜆* ≈ 9.3

Така картина (див. Рис. 2.14) вказує на високу кореляцiю з результатами

Рис. 2.14. Температурнi залежностi 𝑇𝑐(𝜆), 𝑇𝐵(𝜆), 𝑇*(𝜆) для HCAYF. Данi

для критичної температури з [5].

моделювання рiвноваги рiдина-пар HCAYF [47]. Таким чином, температур-

ний параметр 𝑇*(𝜆) дозволяє стверджувати, що для 𝜆 > 𝜆* перетворення

глобального iзоморфiзму (1.10) не може бути застосоване. Зауважимо, що

𝑇𝐵 > 𝑇𝑐 для всiх значень 𝜆 < 20. Тому вiрiальна зено-температура 𝑇𝐵

нечутлива до втрати стабiльностi рiдкої фази на вiдмiну вiд 𝑇*.

Також вiдмiтимо, що 𝑇* < 𝑇𝐵 є загальним результатом. Дiйсно, зв’язок
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мiж 𝑇* та 𝑇𝐵 визначається структурою другого вiрiального коефiцiєнта:

𝐵2(𝑇 ) = 2𝜋

+∞∫︁
0

(︁
𝑒−𝛽 Φ(𝑟) − 1

)︁
𝑟2 𝑑𝑟

Очевидно, для моделi HCAYF (1.25) та iнших моделей, де потенцiал взає-

модiї є сумою вiдштовхування, яке представлене жортским кором, та при-

тяжiння, що представлено деякою степеневою чи показниковою функцiєю

Φ(𝑟) < 0, Φ(𝑟 → +∞) → 0

𝐵2(𝑇 ) = −2𝜋

3
𝜎3 + 2 𝜋

+∞∫︁
𝜎

(︁
𝑒−Φ(𝑟)/𝑇 − 1

)︁
𝑟2 𝑑𝑟

⏟  ⏞  
>0

(2.6)

Оскiльки iнтегральний член у (2.6) додатний (Φ(𝑟) < 0, 𝑟 > 𝜎) i 𝑒𝑥−1 > 𝑥,

якщо 𝑥 > 0, ми маємо:

𝐵2(𝑇 ) < −2𝜋

3
𝜎3 − 2 𝜋

𝑇

+∞∫︁
𝜎

Φ(𝑟) 𝑟2 𝑑𝑟 = 𝐵(𝑣𝑑𝑊 )(𝑇 )

З цього очевидно випливає, що 𝑇* < 𝑇𝐵 (див. Рис. 2.14).

Тепер ми розглянемо поведiнку параметра густини 𝜌*(𝜆) та порiвняє-

мо з густиною, що є граничною для вiрiальної Зено-лiнiї (1.8). Вiдповiднi

залежностi 𝜌*(𝜆) i 𝜌𝐵(𝜆) наведенi на Рис. 2.16. Iснує розбiжнiсть 𝜌* на

𝜆* ≈ 11, 3 через 𝐵3(𝑇*) = 0 (див. рис. 2.15). Поведiнка вiрiальних коефiцi-

єнтiв та залежностей 𝜌*(𝜆) i 𝜌𝐵(𝜆) демонструють принципово рiзну пове-

днку. У випадку параметра густини Зено-лiнiї (1.8) ми не бачимо жодних

особливостей, що не дозволяє розглядати її як дотичну до рiдинної гiлки

бiнодалi при 𝑇 → 0, оскiльки при збiльшеннi параметра екранування 𝜆

стабiльна рiдина iснувати не може, що явно продемонстровано у роботах

Хагена та Френкеля (див. Рис 2.4 [7]) Спражня дотична при зменшеннi ра-

дiусу взаємодiї 1/𝜆 повинна ставати горизонтальною, таким чином точка

у якiй вказана дотична перетинатиме вiсь 𝜌, зсувається на нескiнченнiсть.

Саме таку поведiнку демонструє параметр 𝜌*(𝜆)
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Рис. 2.15. Залежнiсть 𝐵3(𝑇𝐵(𝜆);𝜆) та 𝐵3(𝑇*(𝜆);𝜆) для HCAYF.

Рис. 2.16. Залежнiсть 𝜌*(𝜆) та 𝜌𝐵(𝜆). Гранична (𝑇 → 0) густина Зено-

елемента 𝜌* → ∞ at 𝜆 → 11.3

2.3.2. Узагальнення для екранованих потенцiалiв

Поведiнка характеристик Зено-елемента, яка може служити iндикато-

ром зникнення рiдкої фази, не є специфiчною вийнятково для потенцiалу

Юкави. Можна припустити, що подiбнi особливостi можуть проявляти iн-
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Таблиця 2.3

Значення параметрiв температури 𝑇*, 𝑇𝐵 та густини 𝜌*(𝜆), 𝜌𝐵(𝜆)

𝜆 0.1 0.5 1 1.5 1.8 2 2.5 3 4 5 6 7

𝑇* 330 18 6 3.3 2.6 2.25 1.68 1.33 0.94 0.72 0.58 0.49

𝑇𝐵 330.02 18.08 6.12 3.48 2.76 2.41 1.86 1.52 1.13 0.92 0.79 0.7

𝜌* 0.77 0.84 0.98 1.13 1.2 1.3 1.5 1.7 2.14 2.6 2.9 3.2

𝜌𝐵 0.77 0.84 0.96 1.08 1.17 1.22 1.36 1.5 1.8 2.09 2.38 2.67

шi потенцiали, якi мають двi особливостями:

присутнiсть жорсткого ядра,

швидке (експоненцiйне) зменшення на вiдстанi.

Зокрема, таким умовам задовiльняє екранований потенцiал Сазерленда:

Φ𝑛(𝑟) =

⎧⎪⎨⎪⎩∞ , if 𝑟 < 𝜎

− 𝜀
(︀
𝜎
𝑟

)︀𝑛
exp (−𝜆(𝑟/𝜎 − 1) ) , if 𝑟 ⩾ 𝜎 ,

(2.7)

якщо 𝜆 достатньо велике. Цiлком зрозумiло, що якщо 𝑛 збiльшується, по-

тенцiал стає бiльш короткодiючим, i тому асимптотична поведiнка 𝜌* → ∞
спостерiгається при менших значеннях 𝜆. Результати розрахунку 𝜌* для

кiлькох значень 𝑛 ⩽ 6 продемонстровано на Рис. 2.17. Тому можна зроби-

(а) 𝜌*(𝜆) (б) 𝜌𝐵(𝜆)

Рис. 2.17. Залежнiсть параметрiв густини 𝜌* , 𝜌𝐵 вiд 𝜆 потенцiалу Сазер-

ленда (2.7) при рiзних 𝑛.

ти висновок, що рiдка фаза стає нестiйкою для рiдин з потенцiалами (2.7), i
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отримати вiдповiдну залежнiсть 𝜆*(𝑛) (див. рис. 2.18). Згiдно з отриманими

даними можна зробити висновок, що при 𝜆* = 0 (тобто за вiдсутностi екра-

нування) стiйка рiдка фаза може iснувати лише при значення 𝑛 < 12 для

потенцiалу Сазерленда. Також вiдмiтимо, що параметер вiрiальної Зено-

лiнiї 𝜌𝐵 не виявляє жодних особливостей.

○

○

○

○

○

○

0 2 4 6 8 10 12 14
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n

Рис. 2.18. Залежнiсть 𝜆*(𝑛) для екранованного потенцiалу Сазерлен-

да (2.7), пуктирна лiнiя - екстраполяцiя.

Окрiм розглянутих потенцiалiв з жортским кором, також певний iнте-

рес представляє модифiкований потенцiал Леннарда-Джонса з екранова-

ним притягненням:

Φ𝑠𝐿𝐽(𝑟) = 4
(︁ 1

𝑟12
− 𝑒−𝑥(𝑟−1)

𝑟6

)︁
. (2.8)

Вибiр такого множника екранування зумовлений тим, що залишає незмiн-

ною вiдстань 𝑟 = 1 де Φ𝑠𝐿𝐽(𝑟 ⩾ 1) ⩽ 0. Саме цей iнтервал згiдно з (1.11)

визначає вiдповiднiсть мiж потенцiалом взаємодiї 𝐿𝐽 у (1.9) i параметром

𝑇*. Зрозумiло, що тут також можна очiкувати порушення стiйкостi рiдин-

ної фази iз збiльшенням екранування.
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Тепер розрахуємо 𝑥−залежностi параметрiв Зено-елементу для екрано-

ваного потенцiалу Леннарда-Джонса.
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Рис. 2.19. Залежнiсть параметрiв Зено-елемента 𝑇* , 𝜌* та вiрiальної Зено

лiнiї (1.8) вiд 𝑥 для потенцiалу (2.8).

На Рис. 2.19 показанi ориманi результати та проведено порiвняння мiж

параметрaми 𝑇* , 𝜌* та 𝑇𝐵 , 𝜌𝐵. Залежнiсть 𝜌* є нетиповою та суттєво вiдрi-

зняється вiд отриманих ранiше результатiв для потецiалу Юкави та екра-

нованного Сазерленда. Дiйсно, ми очiкуємо, що зi спаданням притяжiн-

ня мiж частинками загальний тиск в системi збiльшиться, i це еквiва-

лентно збiльшенню густини системи, що, зокрема, демонструє поведiнка

𝜌*(𝜆) для HCAYF. Отримана залежнiсть 𝜌*(𝜆) для екранованого потенцiа-

лу Леннард-Джонса, швидше за все, свiдчить про неможливiсть iснування

флюїдних систем з таким типом взаємодiї, але це питання потребує дода-

ткового вивчення.

2.3.3. Лiнiя критичних точок HCAYF

Одним з важливих наслiдкiв пiдходу глобального iзоморфiзма у фор-

мi проективного перетворення (1.10) є пояснення появи лiнiї критичних

точок у випадку флюїдних систем, рiвновага рiдина-газ яких харакетризу-

ються законом прямолiнiйного дiаметру (1.2) [30]. Дiйсно, виходячи з фор-
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мул (1.15) ми можемо отримати вираз, який не є залежним вiд параметра

𝑧:
𝑇𝑐

𝑇*
+

𝜌𝑐
𝜌*/2

= 1 , (2.9)

що задає пряму лiнiю критичних точок у вiдрiзках. Застосувавши про-

ективне перетворення (1.10) до кривої спiвiснування граткового газу ми

отримаємо сiмейство iзоморфних бiнодалей в залежностi вiд значень пара-

метру 𝑧 (див Рис. 2.20). Така картина є фактичним вiдображенням кон-

z=10

z=4

z=2

z=1/2

z=1

Рис. 2.20. Сiмейство iзоморфних бiнодалей до кривої спiвiснування гратко-

вого газу в залежностi вiд параметра 𝑧.

цепцiї рiдинно-газового трикутника, згiдно з якої критичнi точки рiзних

речовин та модельних систем описуються так званою зено-медiаною (див.

Роздiл 1.2). Таким чином концепцiя рiдинно-газового трикутника є наслiд-

ком вiдображення (1.10), тобто можливостi встановити проективне пере-

творення мiж бiнодаллю дискретної граткової моделi та континуальною

моделлю рiдини.

Перевiримо iдею про пряму лiнiю критичних точок для потенцiалу
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Юкави з жорстким кором (1.25). Очевидно, що цей потенцiал має особли-

востi, пов’язанi з вiдсутнiстю рiдкої гiлки бiнодалi, що має вiдобразитися

на лiнiї критичних точок. Тобто, ми можемо порiвняти пiдхiд, запропоно-

ваний Апфельбаумом та Воробйовим [17] з пiдходом, описаним у Роздiлi

1.3, використовуючи лiнiю критичних точок.

За даними, отриманими у попередньому роздiлi (див. Таблицю 2.3),

та даними для числового моделювання критичних точок [48], ми може-

мо побудувати лiнiю критичних точок двома способами. Перший спосiб -

за безрозмiрними параметрами Бойля (1.6) та (1.7) (пiдхiд Апфельбаума та

Воробйова), другий - за параметрами зено-елементу (1.11) та (1.13). У цьо-

му випадку ми сподiваємося на вiдмiнностi, обумовленi рiзною поведiнкою

параметрiв 𝑇* , 𝜌* та параметрiв 𝑇𝐵 , 𝜌𝐵.

○○○○○
○○○○

○○ ○

△△△△
△

△△△
△△

○ S-Scoza Method

△ NVT-MC Method

0.14 0.16 0.18 0.20 0.22 0.24 0.26

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

ρC

ρB

TC

TB

1.8<λ<6

6<λ<12

λ=6

Рис. 2.21. Лiнiя критичних точок для HCAYF при нормуваннi на параметри

вiрiальної Зено-лiнiї 𝜌𝐵, 𝑇𝐵. Критична температура та густина з роботи [48].

Пiсля нормалiзацiї критичних параметрiв за допомогою параметрiв

Бойля, на Рис. 2.21 можна побачити, що критичнi точки дiйсно утворю-

ють пряму лiнiю. Однак, хоча ця поведiнка здається вiдповiдною концепцiї

рiдинно-газового трикутника, ми помiчаємо, що такий метод побудови лiнiї

критичних точок несприйнятливий до зникнення стiйкої рiдкої фази.
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Рис. 2.22. Лiнiя критичних точок для HCAYF при нормуваннi на параметри

Зено-елементу 𝜌*, 𝑇*. Критична температура та густина з роботи [48].

Використання параметрiв зено-елемента 𝑇* та 𝜌* як коефiцiєнтiв для

нормування температури та густини, вiдповiдно, дозволяє вiдтворити пря-

му лiнiю лише у випадку 1 ⩽ 𝜆 ⩽ 6. Однак, при значеннях 𝜆 ≳ 7 вiд-

хилення вiд спостережуваної тенденцiї на Рис. 2.22 стають помiтними. Це

свiдчить про неможливiсть застосування проективної форми пiдходу гло-

бального iзоморфiзму, яка вiдображена у рiвняннi (1.10).

2.4. Передбачення критичних точок для потенцiалу HCAY

Тепер ми скористаємось результатом (1.30) для визначення параметра 𝑧

у випадку юкавiвських флюїдiв. Вiдмiтимо, що виходячи з характеру фiзи-

чних наближень, використаних при виводi (1.30), можна очiкувати, що така

оцiнка буде адекватною для великих значень довжини екранування, тобто

для невеликих значень 𝜆. Тут середньо-польове наближення є доволi аде-

кватним. Це може бути проiлюстровано з викорстанням даних симуляцiй

рiвноваги рiдина-пара HCAYF (див. Рис. 2.11). Пошук аналiтичної зале-

жностi для параметра 𝑧, для потенцiалiв типу HCAY, що не є однорiдними
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функцiями вiдстанi, є непростою задачею. Зокрема, важливу роль вiдiграє

втрата стабiльностi рiдини у випадку юкавiвського флюiду. Зрозумiло, що

при невеликiй довжинi екранування 𝜆 ≈ 7 зникає рiдка гiлка бiнодалi, що

призводить до неможливостi застосовувати проективну форму глобального

iзоморфiзму. Така ситуацiя суттєвим чином вплине зокрема на параметри

перетворення. Основними маркерами появи нестабiльностi є поведiнка па-

раметрiв 𝑇* та 𝜌*, та, окрiм цього є значення параметру 𝑧. Спираючись на

формули (1.15), ми можемо визначити 𝑧 через параметри критичної точки

трьома еквiвалентими (за умови виконання закону прямолiнiйного дiаме-

тра) способами:

𝑧 =
𝜌* 𝑇𝑐

2 𝜌𝑐 𝑇*
, 𝑧𝑇 =

𝑇𝑐

𝑇* − 𝑇𝑐
, 𝑧𝜌 =

𝜌*
2𝜌𝑐

− 1 . (2.10)

Зрозумiло, що у випадку справедливостi цих формул, значення 𝑧 не має за-

лежати вiд способу його визначення, тобто 𝑧𝑡 ≈ 𝑧𝜌 ≈ 𝑧, але, як зазначалося

вище, границя стiйкостi рiдкої фази юкавiвського флюiду вiдобразиться на

параметрi 𝑧. Також цiкавою процедурою є перевiрка справедливостi зако-

ну прямолiнiйного дiаметру, що має критичне значення для застосування

глобального iзоморфiзму.

Питання про виконання вiдношення (2.9) зводиться до наступного: чи

лягають критичнi точки нормованi на параметри 𝑇* та 𝜌* на Зено-медiану

або ж чи є Зено-медiана—лiнiєю критичних точок (див. Рис. 2.20)? Резуль-

тат вiдповiдних розрахункiв показано на Рис. 2.23. Як видно, спiввiдно-

шення є справедливим для значень 𝜆 > 7, що можна вважати границею

стiйкостi рiдкої фази. Порiвняння параметрiв проективного перетворення

𝑧, визначенi через температуру та густину (2.10), спiввiдношення (2.9) по-

казано у Таб.2.4 Як можна бачити, спiввiдношення (2.9) задовiльно вико-

нується навiть для метастабiльних станiв, де вирази (2.10) вже не описують

реальної поведiнки.

Спираючись на результати, що ми отримали, порiвнюючи рiзнi спосо-

би (2.10) визначення 𝑧, якi базувалось на даних машинних симуляцiй для
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Таблиця 2.4

Значення 𝑧 згiдно (2.10) та (2.9).

𝜆 𝑧 = 𝜌*𝑇𝑐

2𝜌𝑐𝑇*
𝑧 = 𝑇𝑐

𝑇*−𝑇𝑐
𝑧 = 𝜌*

2𝜌𝑐
− 1 2𝜌𝑐/𝜌* + 𝑇𝑐/𝑇* = 1

0.1 0.58 0.61 0.54 1.03

0.5 0.64 0.65 0.63 1.01

1. 0.74 0.72 0.76 0.988

1.5 0.82 0.77 0.89 0.966

1.8 0.91 0.84 1. 0.954

4. 1.8 1.6 1.9 0.964

5. 2.4 2.3 2.4 0.99

6. 2.9 3.3 2.7 1.04

7. 3.5 5.5 3.1 1.09

9. 5.3 68. 4.3 1.17

10. 8. -20 6.6 1.18

○○ ○ ○○○ ○ ○ ○ ○ ○ ○
○ ○
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0.2

0.4

0.6

0.8
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1.2 2ρc/ρ*+Tc/T*=1

λ

Рис. 2.23. Справедливiсть спiввiдношення (2.9)
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значення критичних точок, ми можемо стверджувати про справедливiсть

застосування пiдходу глобального iзоморфiзму мiж юкавiвським флюїдом

та ґратковим газом у межах значень 𝜆 ≲ 7. Тепер ми скористаємось пiдхо-

дом, що був розвинутий у першiй главi (Роздiл 1.3.3).

При використаннi функцiї Майера як наближення для прямої кореля-

цiйної функцiї ми отримали рiвняння, яке пов’язує значення другого вi-

рiального коефiцiєнту при критичнiй температурi та критичну густину 𝜌𝑐

(Рiв. (1.29)). Тепер можна використати зв’язок мiж критичними параме-

трами 𝑇𝑐 , 𝜌𝑐 i параметрами Зено-елементу 𝑇* , 𝜌* (1.15), за допомогою якого

отримаємо наступне рiвняння на параметр 𝑧. Результати цих розрахункiв

наведено на Рис. 2.24. Найкраща вiдповiднiсть досягається при не надто
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Рис. 2.24. Порiвняння значень 𝑧 з рiвнянь (2.10) з числовим розв’язком

рiвняння (1.29)

великих значеннях 𝜆. Опираючись на теоретичнi значення параметру про-

ективного перетворення 𝑧, визначимо значення критичної температури та

густини й порiвняємо її з даними симуляцiй ( [5, 54]). Отриманi резуль-

тати непогано описують наявнi данi симуляцiй, але рiвняння (1.29) може

бути розв’язане простiше. Дiйсно, для значення другого вiрiального ко-

ефiцiєнту при критичнiй температурi можна скористатись наближенням

ван-дер-Ваальса, у цьому випадку ми отримаємо аналiтичну формулу, що
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Рис. 2.25. Рiвняння (1.29), точки - данi симуляцiї з [5, 54].

дозволить зрозумiти, вiд яких основних параметрiв залежить величина 𝑧.

Як було показано вище (1.4), ця величина залежить вiд значення 𝜌* та 𝑏 –

об’єм частинки, який помножено на чотири.

𝑧 =
1

2

(︁√︀
1 + 4 𝑏 𝜌* − 1

)︁
Використовуючи це рiвняння, отримаємо наступнi результати для значен-

ня параметру 𝑧 та для критичних параметрiв температури й густини. Як
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Рис. 2.26. Порiвняння значень 𝑧 з рiвнянь (2.10) з числовим розв’язком

рiвняння (1.30) у наближеннi ван-дер-Ваальса

видно, наближення ван-дер-Ваальса добре вiдтворює наявнi данi для 𝑧,

але повiльнiше зростає при наближеннi до границi стiйкостi рiдкої фази.

З використанням формули (3.2) отримаємо також залежностi для 𝑇𝑐 , 𝜌𝑐.

Отриманi результати непогано описують наявнi данi, а отриманi розбiжно-
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Рис. 2.27. Залежнiсть координат критичної точки вiд 𝜆 для потенцiалу

(1.25). Суцiльна лiнiя - теоретична залежнiсть з рiвняння (2.9) з використа-

нням (1.30), точки - числовi симуляцiї з [5,54]. Пунктирна лiнiя - результат

пiдгонки параметра 𝑏 ≈ 1.245.

стi можна пояснити наступними мiркуваннями. При використаннi набли-

ження ван-дер-Ваальса ми фактично розбиваємо потенцiал на двi частини

- потецiал твердих сфер та юкавiвське притяжiння. Для потенцiалу твер-

дих сфер вiдомо, що парна кореляцiйна функцiя залежить вiд густини [60].

У рiвняннi (1.30) у наближеннi ван-дер-Ваальса за ефект жорсткого кору

вiдповiдає параметр 𝑏. Тому при узагальненнi моделi природно вважати

цей параметр пiдгоночним. Якщо вважати, що функцiональний вигляд на-

ближення повинен добре вiдтворювати данi для далекодiючий потенцiалiв

(“малi“ значення параметру 𝜆) то найкращий результат вiдповiдає значен-

ню 𝑏 = 1.245 (див. Рис. 2.27). У короткодiючому випадку (“великi“ значення

параметру 𝜆), вочевидь, важливу роль вiдiграють ближнi кореляцiї, тому

наближення (1.27) неадекватне i потребує подальшого уточнення, оскiльки

пряма кореляцiйна функцiя 𝐶2 взалалi залежить вiд густини.
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2.5. Висновки до роздiлу.

Отриманi результати дозволяють зробити наступнi висновки:

• За умови виконання закону прямолiнiйного дiаметру симетризацiя

бiнодалi дає можливiсть ефективно перевiряти можливiсть застосу-

вання методу ГI.

• Розраховано параметри Зено-елементу 𝑇* , 𝜌* та вiрiальної Зено-лiнiї

𝑇𝐵 , 𝜌𝐵 як функцiї параметру 𝜆 для потенцiалу HCAY та доведено,

що 𝑇𝐵 > 𝑇*

• На основi попереднього показано, що ZE, визначений рiвнянням

𝜌/𝜌* + 𝑇/𝑇* = 1, може розглядатись як дотична до рiдинної гiл-

ки бiнодалi при 𝑇 → 0 та слугувати для побудови аналiтичного

продовження рiдинної гiлки бiнодалi при 𝑇 → 0

• Рiдинно-газовий трикутик, побудований на параметрах ZE, дозво-

ляє передбачити межi стабiльного спiвiснування фаз рiдина-газ у

випадку надто кородкодiючого потенцiалу Юкави.

• Лiнiя критичних точок для HCAYF побудована з нормуванням на

параметри Зено-елемента та параметри Бойля i демонструє нечу-

тливiсть останнiх до зникнення стабiльностi в рiдинi.

• Наявнi данi числових симуляцiй критичних параметрiв 𝑇𝑐(𝜆) та

𝜌𝑐(𝜆) можуть бути вiдтворенi на основi 𝜆-залежностi параметра про-

ективного перетворення 𝑧.

Основнi результати цього роздiлу викладенi у публiкацiї автора [41].
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РОЗДIЛ 3

ЗАСТОСУВАННЯ ГЛОБАЛЬНОГО IЗОМОРФIЗМУ ДО 2D

ЮКАВIВСЬКИХ ФЛЮЇДIВ

У цьому роздiлi ми застосовуємо пiдхiд глобального iзоморфiзму до ви-

вчення рiвноваги рiдина-газ двовимiрного юкавiвського флюїду. На осно-

вi Зено-елементу побудуємо дотичну до продовженн рiдкої гiлки бiнода-

лi в область низьких температур. Покажемо залежнiсть параметрiв Зено-

елементу вiд параметру потенцiалу та їх вiдмiннiсть вiд параметiв Бойля.

Дослiдимо асимптотичну поведiнку параметрiв Зено-елементу та з’язок цi-

єї поведiнки зi зникненням стабiльностi рiдини при переходi рiдина-пара.

Також покажемо зв’язок мiж критичними температурами тривимiрних та

двовимiрних рiдин.

3.1. Бiнодаль HCAYF: 2D випадок

Пiдхiд, що дозволяє пов’язати стани з високої та низької щiльностi, це

пiдхiд глобального iзоморфiзму [21, 22] який детально описаний у першiй

главi дисертацiї 1. Застосування цього пiдходу для двовимiрних систем ба-

зується на двох положеннях:

1. Iснування вiдповiдностi мiж станами флюїду (𝑇, 𝜌) та станами ґратко-

вого газу (1.9) (𝑡, 𝑥), а також можливiсть встановити вiдповiднiсть за до-

помогою проективного перетворення (1.10).

2. Дотична до рiдкої вiтки бiнодалi у низькотемпературнiй областi є Зено-

елемент (1.14).

Природнiсть таких допущень, очевидно, зумовлена успiшним застосуван-

ням пiдходу глобального iзоморфiзму у випадку тривимiрного юкавiвсько-

го флюїду.
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За умови, що параметри 𝑇* i 𝜌* вiдображають всю вiдповiдну iнфор-

мацiю про притягувальну частину потенцiалу взаємодiї, ми можемо очi-

кувати, що втрата стабiльностi рiдкої фази вiдображається в порушеннi

(1.10), якщо притяжiння занадто слабке. Попереднiй аналiз показав [41]

(див. також попередню главу), що це справдi так для 3D юкавiвських рi-

дин (HCAYF) iз потенцiалом взаємодiї (1.25). Роботи по моделюванню юка-

вiвських рiдких плiвок (двовимiрної рiдини) вказують на iснування ста-

бiльної рiдкої фази у випадку, якщо довжина екранування 1/𝜆 не надто

мала [7, 47, 54]. Отже, це хороша система тестування для перевiрки пове-

дiнки 𝑇* i 𝜌* як маркерiв нестабiльностi рiдкої фази. Подальше загальне

безрозмiрне визначення для температури 𝑇 → 𝑇/𝜀 i густини 𝜌 → 𝜌 𝜎2 буде

використано нижче.

Тут ми демонструємо важливу роль параметрiв 𝑇* i 𝜌* у перетворен-

нi (1.10) для побудови вiдображення мiж бiнодалями двовимiрної рiдкої

плiвки та ґраткового газу. Детальна аргументацiя щодо використання па-

раметрiв Зено-елемента (ZE) у зв’язку з гамiльтонiаном ґраткового газу

(1.9) була подана в [41]. Отже, ми вважаємо, що дотична до рiдкої гiлки

бiнодалi перетинає вiдповiднi координатнi осi в точках 𝑇* i 𝜌*, якi визнача-

ються наступними рiвняннями:

𝐵𝑣𝑑𝑊
2 (𝑇*) = 0 , 𝑇* = 𝑇

(𝑣𝑑𝑊 )
𝐵 =

𝑎

𝑏
,

де

𝑎 = −𝜋

+∞∫︁
𝜎

Φattr(𝑟) 𝑟 𝑑𝑟 .

Тут Φ𝑎𝑡𝑡𝑟(𝑟) – притягувальна частина потенцiалу взаємодiї, Φ(𝑟), 𝜎 - дiаме-

тер частинки, тобто 𝑏 = 𝜋
2 𝜎

2 - двовимiрний аналог об’єму, помножений на

4. Параметр 𝜌* визначається другим та третiм вiрiальними коефiцiєнтами

та температурою 𝑇* (1.13).

Отже, параметр 𝜌* залежить вiд загальної взаємодiї, оскiльки вiн пред-
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ставляє щiльний рiдкий стан при 𝑇 → 0, де не можна знехтувати потенцiа-

лом вiдштовхування. Цей параметр можна розглядати як “аналiтичне про-

довження“ густини насиченої рiдини в область нормальної рiдини, оскiльки

цi стани демонструють лiнiйну поведiнку температури. Це узгоджується iз

законом прямолiнiйного дiаметру (1.2) i дозволяє побудувати дотичну до

рiдкої гiлки бiнодалi при 𝑇 → 0. Сама бiнодаль практично збiгається з

iзобарою в цiй областi [12]. Це дозволяє знайти коефiцiєнт об’ємного роз-

ширення на основi вiдображення (1.10) [25].

Спираючись на проективне перетворення (1.10), ми можемо перевiрити

iзоморфiзм мiж юкавiвським флюїдом та ґратковим газом, застосовуючи

перетворення до бiнодалi двовимiрної моделi Iзiнга, отриманої Онзагером

[61]:

𝑥 =
1

2
± 𝑓(𝑡)1/8 , 𝑓(𝑡) = 1− 1

sinh4(2𝐽/𝑡)
. (3.1)

Отриману трансформовану бiнодаль ми порiвнюватимемо з бiнодалями,

що були отриманi за допомогою машинних симуляцiй [62], попередньо вiд-

нормувавши данi на значення 𝑇* та 𝜌*. Результати такого порiвняння для

значень 𝜆, для яких було достатньо даних у вище згаданiй роботi, наведено

на Рис. 3.1. Зауважимо, що правильну бiнодаль для рiвноваги рiдина-газ

у випадку 2𝐷 дуже важко отримати в рамках деякого збуреного пiдхо-

ду, оскiльки критичний показник некласичної 2D моделi Iзiнга 𝛽 = 1/8

робить бiнодальний купол досить плоским (див., наприклад, [63, 64]). Ось

чому потрiбен якийсь непертурбативний пiдхiд, а глобальний iзоморфiзм

забезпечує такий шлях через проективне перетворення (1.10). Ми викори-

стовуємо газову гiлку бiнодалi, щоб знайти найкращу вiдповiднiсть щодо

параметра 𝑧 для рiвняння (1.10). Такий вибiр обумовлений тим, що ця

частина бiнодалi бiльш точно вiдтворюється в чисельному моделюваннi.

Найкращий результат було досягнуто з використанням методу найменших

квадратiв при 𝑧 = 0.51 для 𝜆 = 1 (рис. 3.1а) i при 𝑧 = 0.70 для 𝜆 = 1.8

(рис. 3.1б). Тепер ми можемо оцiнити положення критичної точки для рi-
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зних 𝜆. З рiвняння (1.10) з урахуванням 𝑥𝑐 = 1/2 , 𝑡𝑐 = 1 отримуємо простi

формули положення критичної точки:

𝑇𝑐 = 𝑇*
𝑧

1 + 𝑧
𝜌𝑐 =

𝜌*
2 (1 + 𝑧)

(3.2)

Результати нашої оцiнки згiдно з (3.2) наведено у Таб 3.1.

Таблиця 3.1

Порiвняння критичних параметрiв, отриманих в рамках GL

пiдходу з машинними експериментами

𝜆 𝑇𝑐 𝑇𝑐 [62] 𝜌𝑐 𝜌𝑐 [62]

1 0.73 0.72 0.39 0.36

1.8 0.49 0.5 0.44 0.42

○○○
○○

○○○○○○○○○○ ▽▽▽
▽▽
▽▽

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0 T/T*

ρ/ρ*

(а)

○○
○○

○○○
○○
○○ ▽▽

▽▽
▽

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0 T/T*

ρ/ρ*

(б)

Рис. 3.1. Проективне перетворення, застосоване до розв’язку Онзагера(3.1).

Порожнi кола — це данi чисельного моделювання [62], вiднормованi на

параметри Зено-елемента (червона суцiльна) (1.11) та (1.13). (a) данi для

теоретичної кривої спiвiснування при 𝜆 = 1.0 отримано 𝑧 ≈ 0.51, (b) при

𝜆 = 1.8 отримано – 𝑧 ≈ 0.7

Як ми бачимо (див. рис. 3.1), вiдображення бiнодалi Онсагера добре

пiдходить до числових даних для 𝜆 ≈ 1. Також з рис. 3.1 випливає, що дiа-

метр бiнодалi непогано вiдтворюється медiаною трикутника рiдина-газ, що
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узгоджується з пiдходом глобального iзоморфiзму. При зменшеннi дiапа-

зону притяжiння, тобто при збiльшеннi 𝜆, вiдхилення точок, що описують

рiдку гiлку отриманої бiнодалi, збiльшується.

У свою чергу, рiвняння (1.13) дозволяє побудувати бiнодаль, дотичну

до рiдкої гiлки, за умови, що 𝑇 → 0. Вiдновлення iнформацiї про низь-

котемпературну частину рiдкої гiлки базується на iдеї подiбностi мiж ста-

нами 𝑥 → 0 i 𝑥 → 1 у моделi гратки (1.9), оскiльки модель граткового

газу абсолютно симетрична замiщенню “частинки“→“ дiрка“. Виходячи з

iдеї iзоморфiзму, ми отримуємо iнформацiю про високощiльний стан (рiдка

гiлка, 𝑇 → 0) системи з даних про високотемпературний i низькощiльний

стан 𝑇 → 𝑇*.

Tangent

Zeno-element

Virial zeno-line

(а)

Virial zeno-line

Zeno-element
Tangent

(б)

Рис. 3.2. Порiвняння дотичної до бiнодалi з вiрiальною Зено-лiнiєю та Зено-

елементом для 𝜆 = 1.0 (a) i 𝜆 = 1.8 (b), числовi данi з роботи [62]. Синя

лiнiя є дотичною до бiнодалi, зелена – Зено-елемент, помаранчева – вiрi-

альна Зено-лiнiя.

Також ми можемо побудувати дотичну до рiдкої гiлки бiнодалi, знову

перевiряючи побудову рiдинно-газового трикутника на основi параметрiв

𝑇* , 𝜌* замiсть вiрiальних параметрiв Зено-лiнiї 𝑇𝐵 , 𝜌𝐵 . На рис. 3.2 ми по-

рiвнюємо Зено лiнiю та Зено-елемент iз дотичною, побудованою чисельни-

ми методами. На цих графiках данi бiнодалi не нормалiзованi. Ми бачимо,

що Зено-елемент розташований ближче до дотичної, нiж вiрiальна Зено-
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лiнiя, визначена класичними параметрами Бойля (1.7) та (1.6). Вiдмiтимо,

що дотична (Tangent) на цих графiках будується на основi числових даних,

отриманих методом Монте-Карло на основi роботи, згаданої вище. Звiсно,

цю лiнiю не можна вважати справжньою дотичною до бiнодалi в 𝑇 → 0. Як

бачимо, Зено-елемент краще описує доступнi данi в контекстi конструкцiї

трикутника рiдина-газ.

Ми використали данi бiнодалi для потенцiалу Юкави з м’яким вiдшов-

хуванням (SCAYP) для побудови кривих спiвiснування в цьому роздiлi.

З фiзичної точки зору випливає, що чим меншi значення 𝜆, тим бiльший

внесок далекодiючого притягання на термодинамiчнi властивостi. У цьо-

му випадку вплив вiдштовхування м’якого ядра зменшується. Навпаки,

внесок м’якого ядра зростає зi збiльшенням 𝜆, як показано нижче (див.

рис. 3.4). Такi мiркування також пiдтверджуються результатами [64], що

показують близькiсть кривих спiвiснування для 𝜆 = 1, 1.8.

3.2. Параметри ZE та CP для HCAYF: 2𝐷 випадок та

узагальнення

Тут ми порiвнюємо параметри 𝜌* i 𝑇* iз загальновживаними параме-

трами вiрiальної Зeнo-лiнiї 𝜌𝐵 i 𝑇𝐵 як функцiї параметра екранування 𝜆.

Спочатку давайте продемонструємо виконання спiввiдношення 𝑇* < 𝑇𝐵

для потенцiалу HCAYF у 2𝐷 випадку. Очевидно, що для HCAYF (1.25) та

iнших моделей, де потенцiал взаємодiї є сумою твердого ядра та деякого

плавного потенцiалу Φ(𝑟) < 0, Φ(𝑟 → +∞) → 0, то другий вiрiальний

коефiцiєнт може бути записаний у наступному виглядi:

𝐵2(𝑇 ) =
𝜋

2
𝜎2 − 𝜋

+∞∫︁
𝜎

(︁
𝑒−Φ(𝑟)/𝑇 − 1

)︁
𝑟 𝑑𝑟 (3.3)

Дiйсно, пiдiнтегральний вираз та iнтеграл в (3.3) є додатнiми величи-

нами (Φ(𝑟) < 0, 𝑟 > 𝜎), а також виконується очевидне спiввiдношення
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𝑥 > 𝑒−𝑥 − 1, якщо 𝑥 > 0. Тодi ми можемо зробити висновок, що 𝑇* < 𝑇𝐵.

Результат прямого розрахунку вказаних температур показано на Рис. 3.3а,

що демонструє справедливiсть отриманої нерiвностi.

Порiвняння 𝜆-залежностей параметрiв густини 𝜌* i 𝜌𝐵 показує ще бiльш

принципову рiзницю мiж ними, пов’язану з нестабiльнiстю гiлки рiдини.

Вiдповiдно до (1.13) 𝜌* визначається значенням 𝐵3(𝑇*). Ситуацiя, коли

𝐵3(𝑇 ) → 0 i 𝜌* → ∞ вiдповiдає неможливостi застосування концепцiї три-

кутника рiдина-газ i проективного вiдображення (1.10) глобального iзомор-

фiзму. Результати наших розрахункiв (див. Рис. 3.3б) показали, що рiдка

гiлка бiнодалi є нестабiльною, якщо 𝜆 ≳ 8. Цей результат цiлком узгоджу-

ється з даними [62], де спостерiгається нестабiльнiсть при значеннях 𝜆 ≳ 4.
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Рис. 3.3. Порiвняння параметрiв Зено-елементу та вiрiальної Зено-лiнiї; (a)

- температурнi параметри, (б) - параметри густини

Цiкавим є також випадок потенцiалу мiжмолекулярної взаємодiї, у яко-

му притяжiння представлено потенцiалом Юкави, а вiдштовхування сте-

пеневою залежнiсть з високим степенем 𝑚 (м’яке ядро):

Φ(𝑟;𝜆,𝑚) = 𝜀

(︃(︁𝜎
𝑟

)︁𝑚
− 1

(𝑟/𝜎)
exp (−𝜆(𝑟/𝜎 − 1) )

)︃
(3.4)

Ми проаналiзували залежнiсть 𝜆*, що визначає границю стiйкостi рiдкої
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фази:

𝐵3(𝑇*(𝜆*)) = 0 =⇒ 𝜌* → ∞

в залежностi вiд показника степенi вiдштовхування 𝑚 (∼ 𝑟−𝑚, 𝑚 > 100),

який часто використовується для пом’якшення вiдштовхування в потенцi-

алi Юкави. Згiдно з нашими розрахунками, бiльший показник вiдштовху-

вання змiщує нестабiльнiсть рiдини до вищих значень 𝜆, тобто дiйсно це

вiдповiдає меншому дiапазону притягання. Така поведiнка є природною з
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Рис. 3.4. Порiвняння значень 𝐵3(𝑇*;𝜆) для HCAYP (1.25) i потенцiалом

SCAYP (3.4). Повнi трикутники - жорстке ядро, порожнi кола - “м’яке“

ядро з 𝑛 = 255, порожнi квадрати - “м’яке“ ядро з показником 𝑛 = 100

фiзичної точки зору. Дiйсно, пом’ягшення потенцiалу взаємодiї збiльшує

характерну вiдстань, на якiй частинки взаємодiють мiж собою, що кон-

курує з ефектом скорочення вiдстанi взаємодiї у випадку зростання па-

раметра 𝜆. Також вiдмiтимо, що вплив м’якого кору майже непомiтний у

випадку маленьких значень 𝜆, що продемонстровано розрахунком третього

вiрiального коефiцiєнта 𝐵3(𝑇*(𝜆*)) (див. Рис. 3.4).

Ми також скористаємося рiвнянням (1.30) для визначення 𝑧 у набли-

женнi ван-дер-Ваальса у 2𝐷 випадку. Вiдмiннiсть вiд 3𝐷 випадку стосу-
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ється параметру 𝑏: для двовимiрих систем 𝑏 = 𝜋/2. Тодi рiвняння для

визначення 𝑧 має наступний вигляд:

𝑧 =
1

2
(
√︀
1 + 2𝜋 𝜌* − 1) (3.5)

Враховуючи результати для 𝜌*(𝜆), отриманi ранiше (див. Рис. 3.3б), (3.5)

дає залежнiсть у 2D випадку, яку ми шукали. Результати розрахунку та

порiвння з наявними даними критичних точок для значень 𝜆 = 1 та 𝜆 = 1.8

(формула (2.10)) представлено на Рис. 3.5.

○
○△
△

▯
▯ z(λ) vdW approximation 2D

○ zρ

△ zT

▯ z= ρ* Tc
2 ρc T*
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Рис. 3.5. Залежнiсть 𝑧(𝜆) для потенцiалу (1.25), пустi трикутники, кола

та прямокутики значення 𝑧 розрахованi згiдно (2.10) критичнi значення з

роботи [64].

Отриманий результат для 𝑧(𝜆) дозволяє розрахувати залежностi для

𝑇𝑐(𝜆) та 𝜌𝑐(𝜆). Порiвняння з даними роботи [64] представлено на Рис. 3.6.

Для перевiрки пiдходу глобального iзоморфiзма ми також розглянемо

узагальнений потенцiал Юкави:

Φ(𝑟;𝜆, 𝑛) =

⎧⎪⎨⎪⎩∞ , if 𝑟 < 𝜎

− 𝜀
(𝑟/𝜎)𝑛 exp (−𝜆(𝑟/𝜎 − 1) ) , if 𝑟 ⩾ 𝜎 ,

(3.6)

Очевидно, коли 𝜆 → 0 узагальнений потенцiал Юкави (3.6) перетворює-

ться на потенцiал Сазерленда, для якого дiапазон стабiльностi рiдкої фази
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Рис. 3.6. Залежностi 𝑇𝑐(𝜆) та 𝜌𝑐(𝜆) розрахованi згiдно з (3.5). Помаранчевi

точки - данi з роботи [64]

вiдомий у 3D випадку, а саме 𝑛* ⩾ 8 [65]. Нами не знайдено данi для цього

потенцiалу в 2𝐷, але з фiзичної точки зору можна очiкувати, що граничний

показник для нестабiльностi рiдкої фази має бути меншим за значення 3D.

Дiйсно, вiдомим є твердження про неможливiсть фазового переходу в одно-

вимiрних системам, оскiльки там “мало“ мiсця. Так само у двох вимiрах вза-

ємодiя вiдбувається з меншою кiлькiстю сусiдiв, нiж у трьох вимiрах, тому

природно вважати, що перехiд вiд тривимiрного флюїду до двовимiрної

плiвки призведе до зменшення значення 𝜆*. Також можна очiкувати, що у

випадку збiльшення показника 𝑛, значення 𝜆* зменшуватиметься. Дiйсно,

збiльшення показника 𝑛 в (3.6) вiдповiдає меншому дiапазону ефективного

притяжiння. Це призводить до того, що стабiльна рiдка фаза може iсну-

вати при менших значеннях 𝜆. Перевiрка цього твердження здiйснюється

шляхом обчислення 𝐵3(𝑇*) та параметрiв 𝑇* , 𝜌* Зено-елемента для рiзних

значень показника 𝑛 i порiвняння їх з 𝜌𝐵 i 𝑇𝐵. Результати цих розрахункiв

представленi на Рис. 3.7 та Рис. 3.8, якi вказують на достовiрнiсть викори-

стання параметрiв Зено-елемента як маркера нестабiльностi рiдкої фази.

На Рис. 3.9 показано густину i температуру вiрiальної Зено лiнiї (1.8) для

рiзних значень показника 𝑛. Знову ж таки, 𝜌𝐵, 𝑇𝐵 не виявляють жодних

особливостей i, отже, не дають жодної пiдказки щодо меж стабiльностi
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Рис. 3.7. 𝐵3(𝑇*(𝜆)) для потенцiалу (2.7) з рiзними значеннями 𝑛.

рiдкої фази. Звертаємо увагу на те, що загальне спiввiдношення 𝑇* < 𝑇𝐵

виконується для узагальненого потенцiалу для всiх значень 𝑛.
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Рис. 3.8. Параметри Зено-елемента для узагальненого потенцiалу Юкави

(3.6); (a) - параметри густини, (б) - параметри температури

Також нас цiкавить залежнiсть 𝜆*(𝑛), продемонстрована на Рис. 3.10.

Вiдмiтимо, що при 𝜆 = 0, тобто для потенцiалу Сазерланда, стабiльна

рiдка гiлка бiнодалi не iснує при 𝑛 ≳ 10 у двовимiрному випадку. Це гра-

ничне значення показника 𝑛 є меншим, за граничне значення показника у

тривимiрному випадку, яке було розраховано ранiше [41]. Саме таке спiв-

вiдношення мiж даними величинами, як пiдкреслювалося ранiше, слiдує з

фiзичних мiркувань.
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Рис. 3.9. Параметри вiрiальної Зено лiнiї (параметри Бойля) для узагаль-

неного потенцiалу Юкави (3.6); (a) - параметри густини, (б) - параметри

температури
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Рис. 3.10. Залежнiсть 𝜆*(𝑛) для потенцiалу (3.6) для 2𝐷 та 3𝐷 випадкiв,

пунктира лiнiя - iнтерполяцiя.

3.3. Зв’язок мiж критичними параметрами 2D та 3D флюїда

На сьогоднi точних результатiв по обчисленню термодинамiчних потен-

цiалiв та фазової рiвноваги навiть для модельних флюїдiв з нетривiальною

взаємодiєю не iснує. Вiдомi моделi статистичної фiзики, якi мають точни

розв’язок, вiдносяться саме до граткових моделей у 2D [24]. Тому вiдтворе-

ння квазi-двовимiрних систем [66] у нашому реальному тривимiрному свiтi

надає змогу перевiрити точнi моделi.
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Крiм кристалiчних систем, якi беспосередньо пов’язанi iз ґратковими

моделями, технологiї дозволяють створювати мономолекулярнi плiвки не-

розчинних речовин на поверхнi рiдин чи абсорбованих мономолекулярних

шарiв на поверхнi кристалу. Звiсно, молекули плiвки та пiдложки при цьо-

му хiмiчно не реагують мiж собою. У такому випадку молекули на по-

верхнi утримуються ван-дер-ваальсовими силами. Але протягом десяткiв

рокiв дослiдникам не вдавалося спостерiгати характеристики властивостей

двовимiрних адсорбованих фаз в основному через неоднорiднiсть поверхнi

їхнiх адсорбентiв: ця неоднорiднiсть є наслiдком множинностi вiдкритих

кристалiчних граней, їх дефектiв i присутностi хiмiчно адсорбованого за-

бруднення. Згодом рiшенням цiєї проблеми став графiт, який зазвичай має

однорiдну поверхневу структуру, що дозволило на його поверхнi отримува-

ти гомогеннi шари абсорбованих речовин [67, 68]. Такi системи, зрозумiло,

природно розглядати як двовимiрнi флюїди, в яких спостерiгаються фазовi

переходи рiдина-газ [69]. Хоча спiввiдношення мiж критичними температу-

рами 2D i 3D флюїдних систем обговорювалося багатьма авторами [70–72],

проте якогось теоретичного пояснення цим результатам надано не було. В

цьому роздiлi ми покажемо яким чином, Глобальний Iзоморфiзм може бути

використаний для синтезу результатiв фазової рiвноваги 2D та 3D флюї-

дних систем, i отримаємо вiдповiдний зв’язок для критичних параметрiв

юкавiвських флюїдiв.

Для перевiрки ГI ми використовували данi по переходу рiдина-пара у

адсорбованих шарах простих рiдин типу благородних газiв (Ar, Xe) та iн-

шi, для яких наявнi експериментальнi данi [67, 73, 74]. Зрозумiло, що такi

системи вiдносяться до класу LJ-флюїдiв. У процесi обробки даних по бiно-

далям 2D плiвок ми використовували параметри 𝜀, 𝜎 LJ-потенцiалу (1.37)

для цих речовин, що вказанi у Таб. 3.2.

Також для потенцiалу Леннард-Джонса вiдомi [36] значення проектив-

ного перетворення(1.10): 𝑧3𝐷 = 1/2 , 𝑧2𝐷 = 1/3. Враховуючи викладене ви-
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Таблиця 3.2

Параметри потенцiалу Леннард-Джонса (1.37)

Речовина 𝜀 ,𝐾 𝜎 , Å

Ar 120 3.4

Kr 163 3.6

Xe 221 4.1

CH4 146 3.7

ще та опираючись на зв’язок мiж 𝑇𝑐 та 𝑇* записуємо спiвiдношення мiж

критичними температурами об’ємної рiдини та її 2D аналога - мономоле-

клярного шару:

𝑇 (3𝐷)
𝑐 /𝑇 (2𝐷)

𝑐 =
𝑇

(3𝐷)
*

𝑇
(2𝐷)
*

𝑧3𝐷
𝑧2𝐷

1 + 𝑧2𝐷
1 + 𝑧3𝐷

,

що у випадку взаємодiї Леннарда-Джонса:

𝑇 (3𝐷)
𝑐 /𝑇 (2𝐷)

𝑐 = 8/3 ≈ 2.67 (3.7)

Аналогiчно ми можемо знайти спiвiдношення мiж критичними густинами

двовимiрної плiвки та об’ємної рiдини з LJ-взаємодiєю:

𝜌(3𝐷)
𝑐 /𝜌(2𝐷)

𝑐 =
𝜌
(3𝐷)
*

𝜌
(2𝐷)
*

1 + 𝑧2𝐷
1 + 𝑧3𝐷

≈ 0.91 (3.8)

Спiввiдношення (3.7) та (3.8), якi є безпосереднiми наслiдками ГI перетво-

рення (1.10), добре узгоджується iз даними моделювання рiвноваги для

LJ-флюїдiв (див. Таблицю 3.3).

Крiм даних суто комп’ютерних симуляцiй, iнтерес також представляє

перевiрка спiввiдношень (3.7), (3.8) для даних абсорбцiї благородних газiв,

якi утворюють двовимiрнi плiвки на графiтових пiдкладках. Порiвняння

критичних температур для деяких систем представленi у Таб. 3.4. У данiй

таблицi також наведено вiдношення критичних температур та критичних

густин об’ємних та поверхневих систем. Розрахунок вiдношення критичних
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Таблиця 3.3

Критичнi параметри 2D та 3D LJ-fluid за даними MC

simulations.

𝑇𝑐 𝜌𝑐

2D [75] 0.5 0.36

3D [76] 1.313 0.317

3D/2D 2.63 0.88

температур проводився безпосередньо, тодi як значення для критичних гу-

стин 2𝐷 систем було розраховане теоретично з використанням наявних

даних для дiаметру частинок 𝜎 при описi взаємодiї мiж ними потенцiлом

Леннарда-Джонса. Критичнi густини об’ємних систем взято з даних NIST

database. Бачимо наявнi данi критичних значень для метану та благоро-

Таблиця 3.4

Вiдношення критичних параметрiв для об’ємної та поверхневої

системи.

Речовина 𝑇
(3𝐷)
𝑐 , 𝐾 [77] 𝑇

(2𝐷)
𝑐 , 𝐾 𝑇

(3𝐷)
𝑐 /𝑇

(2𝐷)
𝑐 𝜌

(3𝐷)
𝑐 /𝜌

(2𝐷)
𝑐

Ar 150.8 59 [72] 2.56 0.90

Xe 289.7 117 [67] 2.48 0.98

Kr 209.4 85.3 [71] 2.45 0.90

CH4 190.6 69 [78] 2.77 0.88

дних газiв можуть бути описанi в рамках пiдходу Глобального iзоморфi-

зму. Зокрема, знаючи параметр проективного перетворення для систем з

LJ-взаємодiєю (𝑧 = 1/3), ми можемо накласти наявнi данi симуляцiй дво-

вимiрної LJ-системи на бiнодаль Онзагера (3.1). Окрiм даних модельної

системи, також цiкаво порiвняти отриманий результат для кривої спiвiсну-

вання, отриманої для CH4 при адсорбцiї на графiтi [75]. Результат пред-

ставлено на Рис. 3.11. Бачимо, що теоретична крива добре описує рiдку гiл-

ку бiнодалi метану та гiрше – газову. Така ситуацiя є наслiдком неточностi

https://webbook.nist.gov/chemistry/fluid/
https://webbook.nist.gov/chemistry/fluid/
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Рис. 3.11. Проективне перетворення (1.10) застосоване до бiнодалi Онзаге-

ра (3.1) – синя суцiльна лiнiя (використано теоретичне значення 𝑧 = 1/3).

Червона пунктирна лiнiя – Зено-елемент, зелений пунктирна лiнiя – Зено-

медiана. Синi порожнi кола – данi моделювання потенцiалу Леннарда-

Джонса методом Монте-Карло, червонi прямокутники – бiнодаль двови-

мiрної плiвки метану. Точки на графiку згiдно даних [75].

експериментiв з газовою фазою, бо газову фазу досить важко утримувати

абсорбованою на графiтi (деталi див. у роботi [75]).

У роботi [79] наведенi данi моделювання методом Монте-Карло двови-

мiрних систем з аргону та ксенону, що дає можливiсть перевiрити пiдхiд

також для даних систем. Результат приведено на Рис. 3.12.

Очевидно, нашi результати можуть бути застосованi для дослiджен-

ня рiдинно-газового переходу абсорбованих моношарiв HCAYF. Аналогi-

чнi дослiдження плiвок рiдини Леннарда-Джонса на графiтових пiдклад-

ках добре вiдомi (дивись, наприклад, [67,73,74]). Легко оцiнити вiдношення

критичних температур та критичних густин об’ємного моношару рiдини та

двовимiрної плiвки з юкавiвським типом взаємодiї опираючись на теорети-

чнi результати 𝑇𝑐(𝜆) , 𝜌𝑐(𝜆), що були отриманi у попереднiх роздiлах. На

Рис. 3.13 представлено вiдношення для значень 𝜆, якi вiдповiдають стiйко-
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Рис. 3.12. Проективне перетворення (1.10) застосоване до бiнодалi Онзаге-

ра (3.1) – синя суцiльна лiнiя (використано теоретичне значення 𝑧 = 1/3).

Червона пунктирна лiнiя – Зено-елемент, зелений пунктирна лiнiя – Зено-

медiана. Синi порожнi кола – данi моделювання аргону (злiва) та ксенону

(справа) методом Монте-Карло з роботи [79], порожнi трикутники – дiа-

метр згiдно даних бiнодалi.

Таблиця 3.5

Критичнi параметри (теоретична оцiнка) двохвимiрних плiвок

для рiзних речовин.

Речовина 𝑇
(2𝐷)
𝑐 , 𝐾 𝜌

(2𝐷)
𝑐 , 1/Å2

𝑝
(2𝐷)
𝑐 ,mН/м

Ar 60 0.03 0.37

Kr 81 0.027 0.44

Xe 111 0.021 0.47

CH4 73 0.026 0.38

стi рiдинної фази.

Хоча ми використовуємо двовимiрну модель Iзiнга як очевидний канди-

дат на модель iзоморфної гратки, слiд зазначити, що точна вiдповiднiсть

мiж моделлю рiдини та моделлю гратки не повнiстю зрозумiла з матема-
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Рис. 3.13. Вiдношення критичних температур i густин 3D i 2D HCYAF.

тичної точки зору. Можуть бути й iншi варiанти iзiнгiвської моделi з взає-

модiями поруч iз найближчими сусiдами та iншою структурою решiтки.
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3.4. Висновки до роздiлу.

Основними висновками цього роздiлу є:

• Застосування проективного перетворення до розв’язку Онзагера

дає можливiсть описати данi бiнодалi двовимiрного юкавiвського

флюїду. Прямим порiвнянням бiнодалей знайдено параметер про-

ективного перетворення 𝑧 для 𝜆 = 1 , 𝜆 = 1.8, 𝑧 = 0.51 , 𝑧 = 0.7

вiдповiдно.

• На основi знайдених параметрiв 𝑧 отримано теоретичнi оцiнки кри-

тичних значень температури та густини юкавiвського флюїду у 2𝐷

просторi, якi добре ухгоджуються iз даними комп’ютерних симуля-

цiй.

• Показано, що рiдинно-газовий трикутник для HCAYF адекватно

вiдтворюється саме з використанням Зено-елементу.

• Поведiнка параметрiв Зено-елементу при зменшеннi радiусу дiї по-

тенцiалу свiдчить про втрату стабiльностi рiдкої фази при 𝜆 ≈ 8,

що є наслiдком асимптотичної поведiнки 𝜌* → ∞.

• Порiвняння поведiнки залежностi 𝐵3(𝑇*;𝜆) для HCAYP та SCAYP

дозволяє зробити висновок, що втрата стабiльностi вiдбувається для

бiльших значень 𝜆 при м’якому ядрi, нiж при жорсткому. Такий

ефект зумовлений пом’ягшенням жорсткого ядра, що призводить

до збiльшення ефективного радiусу взаємодiї.

• Використання функцiї Майера як наближення до прямої кореля-

цiйної функцiї дає можливiсть описати залежнiсть 𝑇𝑐(𝜆) , 𝜌𝑐(𝜆) у

рамках ГI. Знайденi залежностi добре узгоджуються з наявними

даними комп’ютерних симуляцiй.

• Застосування спiввiдношень глобального iзоморфiзму дає можли-

вiсть пов’язати критичнi параметри об’ємного флюїду та двовимiр-

ної плiвки як для юкавiвської, так i для леннард-джонсiвської вза-

ємодiї.
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ВИСНОВКИ

1. Вперше пiдход глобального iзоморфiзму застосовано до аналiзу фа-

зової рiвноваги рiдина-пара юкавiвських флюїдiв з використанням

моделi ґраткового газу (проста кубiчна гратка).

2. Вперше встановлено, що врахування квантових ефектiв бозе-

статистики призводить до збiльшення симетрiї бiнодалi.

3. Запропоновано самоузгоджену процедуру для визначення параме-

трa проективного перетворення 𝑧 для HCAYF, що базується на ви-

користаннi функцiї Майера як наближення для прямої кореляцiйної

функцiї. Цей результат також отримано вперше.

4. Поведiнка параметрiв Зено-елементу 𝜌/𝜌* + 𝑇/𝑇* = 1 вказує на

можливiсть розглядати останнiй як дотичну до рiдкої гiлки бiнодалi

HCAYF при 𝑇 → 0 та дає змогу використовувати його для побудови

рiдинно-газового трикутника.

5. Виродження рiдинно-газового трикутника, побудованого на пара-

метрах 𝑇* , 𝜌* при 𝑇* → 𝑇𝑐 , 𝜌* → ∞, свiдчить, що данi умови є

маркерами втрати стабiльностi рiдкої фази i вiдповiдно зникнення

рiвноваги рiдина-газ. I це є характерним для кородкодiючих потен-

цiалiв.

6. Пiдхiд глобального iзоморфiзму дає можливiсть пов’язати критичнi

температуру й густину для об’ємного флюїду та його мономолеку-

лярного шару (2D плiвки).
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