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УЧЕБНЫЙ ПЛАН КУРСА

Согласно с учебным планом курс математического анализа рассчитан

на 4 семестра и читается на первых двух курсах.

Расчет часов по семестрам и форма отчетности приведены в следую-

щей таблице.

Курс Семестр Всего Лекций Практич. Зачет Экзамен

(часов) занятий

1 1 144 72 72 + +

1 2 136 68 68 + +

2 3 144 72 72 + +

2 4 119 68 51 + +

Всего 543 280 263 4 4

В каждом семестре по результатам контрольных мероприятий начис-

ляются баллы и выставляется оценка за семестр в соответствии с коли-

чеством баллов по следующему критерию.

Всего баллов за семестр – 100:

по теоретическому материалу – 50, по практическим занятиям – 50.

Шкала оценок по результатам семестра:

Баллы 25 – 50 (из 50) 0 – 49 50 – 69 70 – 84 85 – 100

Оценка Зачет Неуд. Удовл. Хорошо Отлично

VIII



Учебный план курса IX

Распределение учебного материала по
семестрам, форма отчетности, баллы1

Сем. Мод. Темы Отчетность Проводит Баллы Нед.

1 1 Шк. Озн. КР Асс. 1

1 1 1 КР Асс. 3

1 1 2 КР Асс. 7

1 1 1,2 Инд. КР Лект. 15 9

1 2 3 КР Асс. 11

1 2 4 КР Асс. 15

1 2 3,4 Колл. (соб.) Лект. 15 18

1 3 5 КР Асс. 20

1 3 1 – 5 Итог. соб. Лект., Асс. 20 21

2 1 6 КР Асс. 3

2 1 7,8 КР Асс. 7

2 1 6 – 8 Инд. КР Лект. 15 8

2 2 9 – 11 КР Асс. 11

2 2 12 КР Асс. 15

2 2 9 – 12 Колл. (соб.) Лект. 15 16

2 3 13,14 КР Асс. 19

2 3 6 – 14 Итог. соб. Лект., Асс. 20 20

1Сем. – семестр; Мод. – номер модуля; Нед. – неделя; Шк. – материал школь-

ной программы; Озн. КР – ознакомительная контрольная работа; КР – контрольная

работа; Инд. КР – индивидуальная контрольная работа; Колл. (соб.) – коллоквиум

(собеседование); Итог. соб. – итоговое собеседование; Асс. – ассистент; Лект. – лектор



X Вводная часть

Сем. Мод. Темы Отчетность Проводит Баллы Нед.

3 1 15 КР Асс. 4

3 1 16,17 КР Асс. 7

3 1 15 – 17 Инд. КР Лект. 15 9

3 2 18 КР Асс. 11

3 2 19 КР Асс. 15

3 2 18 – 19 Колл. (соб.) Лект. 15 18

3 3 20,21 КР Асс. 19

3 3 15 – 21 Итог. соб. Лект., Асс. 20 21

4 1 22 КР Асс. 4

4 1 22 КР Асс. 7

4 1 22 Инд. КР Лект. 15 8

4 2 23 КР Асс. 11

4 2 24 КР Асс. 15

4 2 23,24 Инд. КР Лект. 15 16

4 3 25 КР Асс. 19

4 3 22 – 25 Итог. соб. Лект., Асс. 20 20

Даты проведения контрольных мероприятий и распределение баллов

по контрольным работам по практическим занятиям согласовываются в

начале текущего семестра.



Программа курса XI

ПРОГРАММА КУРСА

ПЕРВЫЙ СЕМЕСТР

Модуль I

Тема 1. Действительные числа. Верхние и нижние грани мно-

жеств.

1. Существование иррациональных чисел.

2. Способы определения множества действительных чисел.

3. Аксиоматическое определение множества действительных чисел.

4. Индуктивные множества, множество натуральных чисел, принцип

математической индукции.

5. Ограниченные множества, верхняя и нижняя грани, теорема об их

существовании.

6. Целые числа, принцип Архимеда, плотность множества рациональ-

ных чисел.

7. Теорема о существовании корня.

8. Модуль числа и его свойства.

Тема 2. Пределы последовательностей.

1. Определение предела последовательности и его геометрический

смысл, примеры.

2. Свойства сходящихся последовательностей (единственность преде-

ла, ограниченность сходящейся последовательности, свойства, связанные

с неравенствами, теорема о трех пределах).

3. Арифметические свойства сходящихся последовательностей.

4. Бесконечно малые последовательности и их свойства.

5. Бесконечно большие последовательности и их связь с бесконечно

малыми последовательностями.



XII Вводная часть

6. Лемма Кантора о вложенных отрезках.

7. Подпоследовательности, лемма Больцано – Вейерштрасса.

8. Фундаментальность и критерий Коши сходимости последователь-

ности, примеры.

9. Монотонные последовательности, критерий сходимости монотонной

последовательности, примеры.

10. Сходимость последовательности
(
1 + 1

n

)n
и число e.

11. Два определения частичных пределов последовательности и их эк-

вивалентность, верхний и нижний пределы последовательности, их суще-

ствование, примеры.

12. Критерий сходимости последовательности в терминах верхнего и

нижнего пределов.

Модуль II

Тема 3. Пределы функций.

1. Определение функции.

2. Эквивалентные множества, конечные, счетные и несчетные множе-

ства, счетность множества рациональных чисел, несчетность множества

действительных чисел.

3. Определение предела функции по Коши и его геометрический смысл,

примеры.

4. Единственность предела, локальная ограниченность функции, име-

ющей предел.

5. Определение предела функции по Гейне и его эквивалентность опре-

делению по Коши, примеры применения.

6. Пределы функций и арифметические операции.

7. Предельный переход и неравенства, теорема о трех пределах.

8. Предел функции sin x
x при x→ 0.

9. Односторонние и бесконечные пределы, пределы на бесконечности

и их геометрический смысл.

10. Критерий Коши существования предела функции.



Программа курса XIII

11. Монотонные функции, критерий существования предела монотон-

ной функции.

12. Теорема о замене переменной в пределах, примеры применения.

13. Частичные пределы, верхний и нижний пределы функции, их су-

ществование.

Тема 4. Непрерывные функции.

1. Определение непрерывности в смысле Коши и в смысле Гейне, их

эквивалентность, геометрический смысл непрерывности.

2. Примеры непрерывных и разрывных функций.

3. Классификация точек разрыва, примеры.

4. Непрерывность и арифметические операции, непрерывность элемен-

тарных функций.

5. Теорема о непрерывности композиции.

6. Непрерывность и разрывы монотонной функции, теорема о множе-

стве точек разрыва монотонной функции.

7. Непрерывность монотонной функции, множество значений которой

является промежутком.

8. Свойство промежуточных значений, теорема Больцано – Коши о

корне и следствие из нее, примеры применения, критерий непрерывности

монотонной функции.

9. Первая теорема Вейерштрасса об ограниченности непрерывной

функции.

10. Вторая теорема Вейерштрасса о достижении верхней и нижней

граней.

11. Обратная функция, теорема о непрерывности обратной функции,

обратные тригонометрические функции.

12. Определение и свойства показательной функции, непрерывность

показательной функции.

13. Логарифмическая функция и ее свойства.

14. Степень с действительным показателем.

15. Предел функции (1 + x)
1/x

при x→ 0, следствия.
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16. Сравнение логарифмической, степенной и показательной функций.

17. Эквивалентные функции и их применение при нахождении преде-

лов.

18. Сравнение бесконечно больших и бесконечно малых функций, сим-

волы Ландау.

19. Равномерная непрерывность, теорема Кантора, примеры.

Модуль III

Тема 5. Дифференциальное исчисление функций одной пере-

менной.

1. Определение производной и определение дифференцируемости

функции в точке, их эквивалентность.

2. Непрерывность дифференцируемой функции.

3. Уравнение касательной к графику дифференцируемой функции.

4. Односторонние производные.

5. Дифференцируемость и арифметические операции.

6. Производная композиции.

7. Производная обратной функции.

8. Производные основных элементарных функций.

9. Теорема Ферма о корне производной.

10. Теорема Ролля о корне производной.

11. Теорема Лагранжа о среднем значении и следствия из нее.

12. Теорема Коши (обобщенная теорема о среднем значении).

13. Теорема Дарбу о промежуточном значении производной.

14. Два правила Лопиталя о раскрытии неопределенностей.

15. Производные высших порядков.

16. Формула Тейлора с остатком в форме Пеано, единственность мно-

гочлена Тейлора.

17. Разложение некоторых элементарных функций по формуле Мак-

лорена.

18. Формула Тейлора с остатком в форме Лагранжа, примеры ее при-

менения.
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19. Условия постоянства функции в терминах производной.

20. Условия монотонности функции в терминах производной.

21. Экстремумы функции, необходимые и достаточные условия суще-

ствования экстремумов.

22. Применение формулы Тейлора для нахождения экстремумов.

23. Глобальные экстремумы и методы их нахождения.

24. Выпуклые функции и их свойства, критерий выпуклости.

25. Точки перегиба и методы их нахождения.

26. Исследование функций и построение их графиков с помощью про-

изводных.

ВТОРОЙ СЕМЕСТР

Модуль I

Тема 6. Неопределенный интеграл.

1. Определение первообразной, примеры. Торема о разности двух пер-

вообразных. Неопределенный интеграл и его элементарные свойства (ин-

тегрирование производной, линейность, линейная замена переменной).

2. Формула интегрирования по частям для неопределенного интегра-

ла, примеры.

3. Теорема о замене переменной в неопределенном интеграле, приме-

ры.

4. Интегрирование элементарных рациональных функций в общем ви-

де (4 типа). Теорема об интегрировании рациональной функции.

5. Метод Остроградского интегрирования рациональных функций.

6. Методы вычисления неопределенных интегралов от функций, ра-

циональных относительно sinx и cosx, примеры.

7. Интегрирование функций вида R
(
xp1/q1 , . . . , xpn/qn

)
, примеры.

8. Интегрирование функций вида R

(
x,
(
αx+β
γx+δ

)1/m)
, примеры.

9. Интегрирование биномиального дифференциала, примеры.



XVI Вводная часть

Тема 7. Интеграл Римана.

1. Определение интегральной суммы и ее предела. Определение инте-

грала Римана.

2. Ограниченность интегрируемой по Риману функции. Пример огра-

ниченной неинтегрируемой по Риману функции.

3. Интегрируемость тождественной постоянной, функции f(x) = x на

[0, 1], ступенчатой функции.

4. Интегрируемость функции Римана на [0, 1].

5. Суммы Дарбу и их свойства.

6. Интегралы Дарбу и связь между ними. Интегралы Дарбу для функ-

ции Дирихле.

7. Критерий интегрируемости по Риману в терминах сумм Дарбу.

8. Критерий интегрируемости по Риману в терминах колебаний.

9. Интегрируемость по Риману непрерывной функции.

10. Интегрируемость по Риману монотонной функции.

11. Интегрируемость по Риману функции, имеющей конечное число

точек разрыва.

12. Примеры интегрируемых по Риману функций, имеющих бесконеч-

ное множество точек разрыва.

13. Критерий Дарбу интегрируемости по Риману в терминах верхнего

и нижнего интегралов (без доказательства). Множество лебеговой меры

нуль и критерий Лебега интегрируемости по Риману (без доказательства).

14. Интегрируемость модуля интегрируемой функции и линейной ком-

бинации интегрируемых функций.

15. Интегрируемость произведения интегрируемых по Риману функ-

ций.

16. Интегрируемость на подынтервалах интегрируемой функции.

17. Линейность интеграла Римана.

18. Аддитивность интеграла Римана.

19. Монотонность интеграла Римана, следствия. Интеграл от положи-

тельной функции.
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20. Элементарный вариант теоремы о среднем значении и следствие

для непрерывной функции.

21. Первая теорема о среднем значении и следствие для непрерывной

функции.

22. Равномерная непрерывность интеграла с переменным верхним пре-

делом.

23. Вторая теорема о среднем значении. Формулы Бонне.

24. Дифференцируемость интеграла с переменным верхним пределом

в точке непрерывности подынтегральной функции. Пример разрывной

функции, у которой интеграл с переменным верхним пределом имеет про-

изводную.

25. Теорема Ньютона – Лейбница.

26. Обобщенная теорема Ньютона – Лейбница.

27. Понятие обобщенной первообразной и теорема о ее существовании.

28. Дифференцирование интегралов, у которых пределы интегрирова-

ния являются функциями.

29. Формула интегрирования по частям для интеграла Римана.

30. Теорема о замене переменной в интеграле Римана от непрерывной

функции.

31. Формула Валлиса.

32. Теорема о замене переменной в интеграле Римана от интегрируе-

мой функции.

33. Формула Тейлора с остатком в интегральной форме.

Тема 8. Приложения определенного интеграла.

1. Внешняя и внутренняя меры Жордана, измеримость по Жордану.

Пример неизмеримого по Жордану множества.

2. Определение подграфика функции. Теорема об измеримости под-

графика интегрируемой функции.

3. Вычисление площади области, заданной в полярных координатах,

примеры.
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4. Определение пути и его длины. Достаточное условие спрямляемо-

сти.

5. Формула вычисления длины гладкого пути.

6. Вычисление объема тела вращения.

7. Вычисление площади поверхности тела вращения.

Модуль II

Тема 9. Пространство Rn.

1. Пространство Rn и операции на нем. Скалярное произведение, ев-

клидова норма и их свойства.

2. Открытые множества и их свойства, примеры.

3. Замкнутые множества и их свойства, примеры. Теорема о дополне-

нии для замкнутых и открытых множеств.

4. Компактные множества. Теорема о вложенных сегментах. Лемма и

теорема Гейне – Бореля.

5. Лемма Больцано – Вейерштрасса.

Тема 10. Последовательности точек в Rn.

1. Определение предела, единственность предела, ограниченность схо-

дящейся последовательности.

2. Предельный переход и арифметические операции.

3. Критерий Коши сходимости последовательности точек из Rn.

Тема 11. Непрерывные отображения.

1. Определение предела функции по Коши и по Гейне и их эквива-

лентность.

2. Арифметические свойства пределов функций.

3. Определение непрерывности функции в точке. Непрерывность функ-

ции и ее компонент.

4. Арифметические свойства непрерывных функций. Теорема о непре-

рывности композиции.
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5. Теоремы Вейерштрасса о непрерывных функциях на компактных

множествах.

6. Теорема о непрерывном образе компактного множества.

7. Равномерная непрерывность и теорема Кантора.

8. Связные множества. Теорема о непрерывном образе связного мно-

жества и следствие (теорема Больцано – Коши).

9. Связность и линейная связность и соотношение между ними.

Тема 12. Дифференцируемые действительные функции.

1. Линейные формы и их непрерывность, примеры. Гиперплоскости,

примеры гиперплоскостей.

2. Определение дифференцируемой функции. Производная и ее гео-

метрический смысл.

3. Теорема о дифференциале аффинной функции. Единственность диф-

ференциала. Примеры.

4. Определение частной производной и ее геометрический смысл.

5. Связь между дифференцируемостью и существованием частных

производных, примеры.

6. Функции, дифференцируемые на множестве. Функции класса C1 и

теорема об их дифференцируемости.

7. Производная по направлению, примеры. Теорема о вычислении про-

изводной по направлению дифференцируемой функции.

8. Градиент функции и его геометрический смысл.

9. Теорема о среднем значении.

10. Связь между постоянством функции и равенством нулю ее диф-

ференциала.

11. Определение производной векторной функции действительной пе-

ременной. Дифференцируемость функции и ее компонент.

12. Теорема о дифференцируемости композиции. Цепное правило, при-

меры.

13. Частные производные высших порядков, примеры.

14. Теорема Шварца и ее обобщения.
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15. Формула Тейлора с остатком в форме Лагранжа.

16. Определение квадратичной формы. Знакоопределенные квадра-

тичные формы, примеры.

17. Определение знака квадратичной формы по ее коэффициентам

(случай n = 2). Критерий Сильвестра (без доказательства).

18. Определение локального экстремума, необходимое условие локаль-

ного экстремума. Стационарные точки, примеры.

19. Достаточное условие экстремума в терминах квадратичных форм.

Модуль III

Тема 13. Дифференцируемые отображения.

1. Линейное отбражение, норма и ее свойства.

2. Теорема о равномерной непрерывности линейного отображения.

3. Композиция линейных отбражений. Аффинное отображение.

4. Дифференцируемые отображения. Дифференцируемость линейно-

го отображения. Теорема о непрерывности дифференцируемого отобра-

жения.

5. Единственность производной дифференцируемого отображения.

6. Связь между дифференцируемостью отображения и его компонент.

7. Дифференцируемые на множестве отображения. Отображения клас-

са C1. Теорема о дифференцируемости отображения класса C1.

8. Матрица Якоби и ее определитель.

9. Теорема о производной композиции. Цепное правило.

10. Теорема об обратимости линейного отображения.

11. Теорема об обратной функции.

12. Теорема о неявной функции.

Тема 14. Функции на многообразиях.

1. Аффинные и гладкие многообразия.

2. Касательные и нормальные векторы. Касательное пространство.

3. Условный экстремум. Метод множителей Лагранжа.

4. Зависмость функций.
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ТРЕТИЙ СЕМЕСТР

Модуль I

Тема 15. Числовые ряды.

1. Сходящиеся и расходящиеся ряды. Критерий Коши. Необходимое

условие сходимости.

2. Элементарные свойства сходящихся рядов.

3. Ряды с неотрицательными слагаемыми. Гармонический ряд и обоб-

щенный гармонический ряд.

4. Признак сравнения. Признак Даламбера. Признак Коши. Инте-

гральный признак.

5. Знакопеременные ряды. Теорема Лейбница.

6. Признаки Абеля и Дирихле.

7. Абсолютная и условная сходимость. Перестановка ряда, теорема

Римана.

8. Произведение рядов, теорема Коши.

9. Бесконечные произведения и их свойства.

Тема 16. Функциональные последовательности и ряды.

1. Равномерная сходимость последовательностей и рядов. Критерий

Коши.

2. Признак Вейерштрасса равномерной сходимости.

3. Признаки Абеля и Дирихле.

4. Равномерная сходимость и непрерывность.

5. Равномерная сходимость и интегрирование.

6. Равномерная сходимость и дифференцирование.

7. Перестановка предельных переходов.

Тема 17. Степенные ряды.

1. Первая теорема Абеля. Понятие радиуса сходимости.

2. Вычисление радиуса сходимости. Теорема Коши – Адамара.

3. Равномерная сходимость и непрерывность суммы степенного ряда.

Вторая теорема Абеля.
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4. Почленное дифференцирование и интегрирование степенного ряда.

5. Коэффициенты Тейлора, ряд Тейлора.

6. Достаточное условие разложимости функции в ряд Тейлора.

7. Разложения в ряд Маклорена основных элементарных функций.

Модуль II

Тема 18. Несобственные интегралы.

1. Интегралы по неограниченному промежутку.

2. Интегралы от неограниченных функций.

3. Элементарные свойства несобственных интегралов.

4. Признаки сходимости несобственных интегралов. Критерий Коши.

5. Абсолютная и условная сходимость несобственных интегралов.

6. Признаки Абеля и Дирихле.

Тема 19. Интегралы, зависящие от параметра.

1. Собственные интегралы, зависящие от параметра, и их свойства

(непрерывность, дифференцируемость и интегрируемость).

2. Собственные интегралы, зависящие от параметра, у которых пре-

делы интегрирования также зависят от параметра. Свойства.

3. Несобственные интегралы, зависящие от параметра, равномерная

сходимость. Критерий Коши.

4. Признаки равномерной сходимости (Вейерштрасса, Абеля и Дири-

хле).

5. Связь между несобственными интегралами, зависящими от пара-

метра, и функциональными рядами.

6. Основные свойства несобственных интегралов, зависящих от пара-

метра (непрерывность, дифференцируемость и интегрирование по пара-

метру, перестановка порядка интегрирования).

7. Интегралы Эйлера – Пуассона и их свойства.
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Модуль III

Тема 20. Ряды Фурье.

1. Ортонормированные системы в евклидовых пространствах. Ряды

Фурье по ортонормированным системам.

2. Минимальное свойство частичных сумм ряда Фурье. Неравенство

Бесселя.

3. Тригонометрические ряды. Теорема Римана о тригонометрических

коэффициентах Фурье.

4. Замкнутые и полные ортонормированные системы. Равенство Пар-

севаля.

5. Тригонометрические ряды Фурье. Ядро Дирихле. Принцип локали-

зации.

6. Условия сходимости тригонометрического ряда Фурье в точке. При-

знак Дини. Следствия.

7. Суммируемость ряда Фурье методом Чезаро. Теорема Фейера.

8. Теоремы Вейерштрасса о приближении непрерывной функции три-

гонометрическими и алгебраическими полиномами.

9. Почленное дифференцирование и интегрирование рядов Фурье.

Тема 21. Интеграл Римана – Стилтьеса.

1. Интеграл Римана – Стилтьеса относительно монотонной функции

и его элементарные свойства. Примеры.

2. Функции ограниченной вариации и интеграл Римана – Стилтьеса.

ЧЕТВЕРТЫЙ СЕМЕСТР

Модуль I

Тема 22. Кратные интегралы.

1. Мера фигур и ее свойства.

2. Внешняя и внутренняя меры Жордана. Измеримые по Жордану

множества, примеры.

3. Критерий измеримости по Жордану.
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4. Свойства меры Жордана.

5. Определение интеграла Римана.

6. Суммы Дарбу и их свойства. Критерий интегрируемости по Риману

в терминах сумм Дарбу.

7. Критерий интегрируемости по Риману в терминах верхнего и ниж-

него интегралов и в терминах колебаний.

8. Интегрируемость по Риману непрерывной на компактном множе-

стве функции и функции, разрывной на множестве жордановой меры

нуль.

9. Критерий Лебега интегрируемости по Риману ограниченной функ-

ции (без доказательства).

10. Элементарные свойства интеграла Римана.

11. Сведение кратного интеграла Римана к повторному.

12. C1-диффеоморфизм и его свойства. Якобиан, его свойства и гео-

метрический смысл.

13. Замена переменной в кратном интеграле Римана.

Модуль II

Тема 23. Криволинейные интегралы.

1. Непрерывные, гладкие, простые кривые. Простой контур. Ориенти-

рованные кривые. Спрямляемые кривые.

2. Определение криволинейного интеграла первого рода и его элемен-

тарные свойства. Физический смысл. Примеры.

3. Векторное поле. Определение криволинейного интеграла второго

рода и его элементарные свойства, примеры.

4. Формула Грина о связи криволинейных интегралов с двойными.

5. Потенциальные поля. Два критерия потенциальности.

Тема 24. Поверхностные интегралы.

1. Поверхности в трехмерном пространстве. Непрерывные, простые и

почти простые поверхности. Ориентируемые поверхности.
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2. Площадь поверхности и ее свойства. Формулы для вычисления пло-

щади поверхности.

3. Поверхностные интегралы первого рода, их физическая интерпре-

тация, примеры.

4. Поток вектор-функции через ориентированную поверхность и по-

верхностный интеграл второго рода, примеры.

Модуль III

Тема 25. Элементы теории поля.

1. Скалярные и векторные поля в трехмерном пространстве.

2. Дивергенция и вихрь векторного поля.

3. Формула Остроградского – Гаусса.

4. Формула Стокса.

5. Потенциалы в трехмерном пространстве.

6. Соленоидальные поля.
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15. Числовые ряды

15.1 Определения и простейшие свойства

Пусть задана числовая последовательность {an}∞n=1. Символ a1+a2+· · ·+
an + . . . , или, что то же самое,

∑∞
n=1 an, называется числовым рядом, а

сами числа an называются слагаемыми или членами ряда. Обозначим

S1 = a1, S2 = a1+ a2, . . . , Sn = a1+ a2+ · · ·+ an =
∑n
k=1 ak (n = 1, 2, . . . ).

Числа Sn называются частичными суммами ряда
∑∞
n=1 an.

Определение. Если существует limn→∞ Sn = S, то ряд
∑∞
n=1 an

называется сходящимся, а число S называется суммой ряда
∑∞
n=1 an. Ес-

ли же не существует конечного предела последовательности частичных

сумм Sn, то ряд
∑∞
n=1 an называется расходящимся. Если ряд

∑∞
n=1 an

сходится к сумме S, то это обозначают так:

S = a1 + a2 + · · ·+ an + · · · =
∞∑

n=1

an.

Таким образом, с каждым рядом
∑∞
n=1 an мы связываем последова-

тельность его частичных сумм Sn =
∑n
k=1 ak, причем сходимость ря-

да мы определяем как сходимость последовательности частичных сумм

этого ряда (понятие сходимости последовательности изучалось нами ра-

нее). Обратно, если задана последовательность {Sn}∞n=1, то легко соста-

вить ряд, для которого эта последовательность будет последовательно-

стью частичных сумм. Действительно, достаточно положить a1 = S1,

a2 = S2 − S1, . . . , an = Sn − Sn−1 (n = 2, 3, . . . ). Ясно, что в этом слу-

чае будем иметь a1 + · · · + an = Sn, т. е. заданные числа Sn являются

частичными суммами построенного нами ряда
∑∞
n=1 an.

Пример 1 (геометрическая прогрессия). Геометрической прогрес-

сией называется такая последовательность 1, q, q2, . . . , qn−1, . . . , т. е.

1
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{
qn−1

}∞
n=1

, где q – фиксированное число. Ряд 1+q+q2+ · · ·+qn−1+ · · · ≡
∑∞
n=1 q

n−1 называется суммой геометрической прогрессии. В этом случае

слагаемые ряда равны an = qn−1. Выведем формулу для суммы первых

n слагаемых геометрической прогрессии. Имеем

Sn = 1 + q + q2 + · · ·+ qn−2 + qn−1,

qSn = q + q2 + q3 + · · ·+ qn−1 + qn.

Если q 6= 1, то вычитая второе равенство из первого, получим Sn = 1−qn
1−q .

Если же q = 1, то, очевидно, Sn = 1+ 1 + · · ·+ 1 = n и Sn →∞ (n→∞),

так что при q = 1 данный ряд расходится. Пусть q 6= 1. Тогда вопрос о

сходимости ряда
∑∞
n=1 q

n−1 сводится к вопросу о сходимости последова-

тельности Sn = 1−qn
1−q . Ясно, что возможны такие случаи.

a) |q| < 1. При этом Sn → 1
1−q (n → ∞), т. е. наш ряд сходится и его

сумма равна S = 1
1−q .

b) |q| > 1. Тогда последовательность Sn не имеет предела, т. е. ряд

расходится.

c) |q| = 1. Случай q = 1 уже рассмотрен. Если же q = −1, то, очевидно,

S2k = 0 и S2k+1 = 1, так что последовательность частичных сумм {Sn}
не имеет предела, т. е. ряд расходится.

Окончательно,

∞∑

n=1

qn−1 =
1

1− q при |q| < 1,

а при |q| ≥ 1 ряд
∑∞
n=1 q

n−1 расходится.

Пример 2. Рассмотрим ряд

1

1 · 2 +
1

2 · 3 + · · ·+ 1

n(n+ 1)
+ . . .

Имеем

Sn =
1

1 · 2 +
1

2 · 3 + · · ·+ 1

n(n+ 1)
=

=

(
1− 1

2

)
+

(
1

2
− 1

3

)
+ · · ·+

(
1

n
− 1

n+ 1

)
= 1− 1

n+ 1
.
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Теперь уже легко видеть, что limn→∞ Sn = limn→∞
(
1− 1

n+1

)
= 1, а это

означает, что наш ряд сходится и его сумма равна
∑∞
n=1

1
n(n+1) = 1.

Теорема (критерий Коши сходимости ряда). Ряд
∑∞
n=1 an схо-

дится тогда и только тогда, когда для любого ε > 0 найдется такой

номер N = N(ε), что при любом n ≥ N и при любом натуральном p

справедливо неравенство ∣∣∣∣∣

n+p∑

k=n+1

ak

∣∣∣∣∣ < ε.

Доказательство. Сумма слева в последнем неравенстве называется

отрезком Коши. По определению, сходимость ряда эквивалентна сходи-

мости последовательности его частичных сумм Sn. В силу критерия Ко-

ши для числовых последовательностей, сходимость последовательности

{Sn} эквивалентна ее фундаментальности. Фундаментальность последо-

вательности {Sn} означает, что для любого ε > 0 найдется такой номер

N , что для любого n ≥ N и для любого p ∈ N справедливо неравенство

|Sn+p − Sn| < ε. Но поскольку

Sn+p−Sn = a1+· · ·+an+an+1+· · ·+an+p−(a1 + · · ·+ an) = an+1+· · ·+an+p,

то тем самым теорема доказана.

Следствие (необходимое условие сходимости). Если ряд
∑∞
n=1 an

сходится, то limn→∞ an = 0.

Доказательство. Если ряд
∑∞
n=1 an сходится, то, в силу критерия

Коши, для любого ε > 0 найдется такое N ∈ N, что при любом n ≥ N и

при любом p ∈ N справедливо неравенство
∣∣∣
∑n+p
k=n+1 ak

∣∣∣ < ε. В частности,

если p = 1, то получим, что для любого ε > 0 найдется такой номер N ,

что при любом n ≥ N справедливо неравенство |an+1| < ε. Это и означает,

что limn→∞ an = 0.

Другое доказательство необходимого условия сходимости.

Сходимость ряда
∑∞
n=1 an равносильна существованию следующего пре-

дела: limn→∞ Sn = S. Но тогда и limn→∞ Sn−1 = S, откуда, в силу равен-
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ства an = Sn − Sn−1, следует

lim
n→∞

an = lim
n→∞

(Sn − Sn−1) = lim
n→∞

Sn − lim
n→∞

Sn−1 = S − S = 0.

Итак, если ряд
∑∞
n=1 an, сходится, то его слагаемые стремятся к ну-

лю. Обратное утверждение неверно. Действительно, для ряда
∑∞
n=1

1√
n

имеем: an = 1√
n
. Тогда limn→∞ an = 0 и, вместе с тем,

Sn = 1 +
1√
2
+ · · ·+ 1√

n
≥ n · 1√

n
=
√
n,

откуда следует, что limn→∞ Sn = +∞, т. е. ряд
∑∞
n=1

1√
n

расходится.

Пример. Гармоническим называется ряд

∞∑

n=1

1

n
= 1 +

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
+ . . .

Отрезок Коши этого ряда можно оценить следующим образом:

n+p∑

k=n+1

1

k
=

1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ · · ·+ 1

n+ p
≥ 1

n+ p
· p.

Если взять p = n, то получим, что
∑2n
k=n+1

1
k ≥ n

n+n = 1
2 . Это означает,

что найдется такое ε0 > 0
(
ε0 =

1
2

)
, что для любого N ∈ N существует

n ≥ N (например, n = N) и существует такое p ∈ N (p = n), при которых

справедливо неравенство
∣∣∣
∑n+p
k=n+1

1
k

∣∣∣ ≥ ε0. В силу критерия Коши это

означает, что гармонический ряд расходится.

Как правило, на практике необходимое условие сходимости применя-

ется в следующей форме: если предел слагаемых ряда не существует, либо

существует, но отличен от нуля, то ряд расходится.

15.1.1 Простейшие свойства сходящихся рядов

Пусть дан ряд
∞∑

n=1

an (15.1)
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и пусть m – фиксированное натуральное число. Тогда ряд

am+1 + am+2 + · · ·+ am+k + . . .

называется остатком ряда (15.1) после m-го слагаемого.

Теорема 1. Если сходится ряд (15.1), то сходится любой из его

остатков. Обратно, если сходится один из остатков ряда (15.1), то

сходится и исходный ряд (15.1).

Доказательство. Пусть Sn – частичная сумма ряда (15.1). Зафик-

сируем натуральное m. Тогда частичная сумма остатка после m-го сла-

гаемого равна σ
(m)
k = am+1 + am+2 + · · ·+ am+k. Ясно, что

Sm+k = Sm + σ
(m)
k . (15.2)

Если ряд (15.1) сходится, то при k → ∞ частичная сумма Sm+k имеет

предел, а поскольку m фиксировано, то при k → ∞ конечный предел

имеет и σ
(m)
k , т. е. сходится и остаток ряда (15.1) после m-го слагаемого.

Обратно, если существует limk→∞ σ
(m)
k при некотором (фиксирован-

ном) m, то из (15.2) следует, что существует и limk→∞ Sm+k, или, что то

же самое, существует limn→∞ Sn.

Следствие. Никакое конечное число слагаемых ряда не влияет на

его сходимость (но конечно же они влияют на его сумму) или расхо-

димость. Другими словами, если заменить, отбросить или добавить

любое конечное число слагаемых ряда, то от этого сходимость не нару-

шится.

Пусть ряд (15.1) сходится. В силу теоремы 1, сходится и каждый из

его остатков
∑∞
n=m+1 an. Обозначим сумму остатка послеm-го слагаемого

через rm =
∑∞
n=m+1 an.

Теорема 2. Если ряд (15.1) сходится, то последовательность его

остатков {rm} стремится к нулю.

Доказательство. В обозначениях, принятых при доказательстве тео-

ремы 1, имеем Sm+k − Sm = σ
(m)
k . Если S – сумма ряда (15.1), то при

k →∞ получим Sm+k → S и σ
(m)
k → rm. Поэтому переходя к пределу при
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k →∞, будем иметь S−Sm = rm, где m – любое натуральное число. Если

теперь устремить m → ∞ и воспользоваться тем, что Sm → S (m → ∞),

то получим, что limm→∞ rm = 0.

Пусть даны два ряда
∑∞
n=1 an и

∑∞
n=1 bn. Тогда ряд

∑∞
n=1 (an + bn)

называется суммой этих двух рядов. Если λ – действительное число, то

говорят, что ряд
∑∞
n=1 λan получен из ряда

∑∞
n=1 an путем умножения

его на число λ.

Предложение. Пусть ряды
∑∞
n=1 an и

∑∞
n=1 bn сходятся к суммам

A и B, соответственно. Тогда ряд
∑∞
n=1 (an + bn) сходится и его сумма

равна A+B. Если λ ∈ R, то сходится и ряд
∑∞
n=1 λan к сумме λA.

Доказательство. Для n = 1, 2, . . . имеем

n∑

k=1

(ak + bk) =

n∑

k=1

ak +

n∑

k=1

bk,

n∑

k=1

λak = λ

n∑

k=1

ak.

Поэтому

lim
n→∞

n∑

k=1

(ak + bk) = lim
n→∞

n∑

k=1

ak + lim
n→∞

n∑

k=1

bk = A+B

и

lim
n→∞

n∑

k=1

λak = λ lim
n→∞

n∑

k=1

ak = λA.

15.2 Ряды с неотрицательными слагаемыми

Пусть {an}∞n=1 – последовательность неотрицательных чисел. Рассмотрим

ряд
∞∑

n=1

an. (15.3)

Теорема. Пусть an ≥ 0. Тогда ряд (15.3) сходится в том и только

в том случае, когда последовательность его частичных сумм Sn огра-

ничена сверху.



15. Числовые ряды 7

Доказательство. Так как an ≥ 0, то Sn = Sn−1 + an ≥ Sn−1, т. е.

последовательность частичных сумм Sn монотонно возрастает. По теоре-

ме о пределе монотонной последовательности, сходимость Sn (а значит, и

сходимость ряда (15.3)) эквивалентна ее ограниченности.

Пример. Обобщенным гармоническим рядом называется ряд
∑∞
n=1

1
ns ,

где число s > 0. Ранее мы уже установили, что при s = 1 этот ряд расхо-

дится. Если 0 < s < 1, то

Sn(s) = 1 +
1

2s
+ · · ·+ 1

ns
≥ 1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n
= Sn(1),

и, в силу расходимости гармонического ряда, последовательность частич-

ных сумм обобщенного гармонического ряда не ограничена сверху, т. е.

обобщенный гармонический ряд расходится при 0 < s ≤ 1.

По-другому расходимость обобщенного гармонического ряда при 0 <

s < 1 можно было бы доказать так:

Sn(s) = 1 +
1

2s
+ · · ·+ 1

ns
≥ n · 1

ns
= n1−s → +∞ (n→∞),

откуда следует, что Sn(s)→ +∞ (n→∞), т. е. расходимость ряда.

Рассмотрим теперь случай s > 1. Пусть n ∈ N. Выберем такое нату-

ральное m, что n < 2m. Тогда

Sn(s) ≤ S2m−1(s) = 1 +

(
1

2s
+

1

3s

)
+

(
1

4s
+

1

5s
+

1

6s
+

1

7s

)
+ · · ·+

+

(
1

(2m−1)s
+

1

(2m−1 + 1)
s + · · ·+ 1

(2m − 1)
s

)
≤

≤ 1 + 2 · 1

2s
+ 4 · 1

4s
+ · · ·+ 2m−1 · 1

(2m−1)s
=

= 1 + 21−s +
(
22
)1−s

+ · · ·+
(
2m−1

)1−s
=

= 1 + 21−s +
(
21−s

)2
+ · · ·+

(
21−s

)m−1
=

1−
(
21−s

)m

1− 21−s
<

1

1− 21−s
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(условие s > 1 использовано в последнем неравенстве). Отсюда следует,

что при s > 1 имеем Sn(s) ≤ 1
1−21−s , т. е. последовательность частичных

сумм {Sn(s)} ограничена сверху и, в силу доказанной теоремы, обобщен-

ный гармонический ряд сходится при s > 1.

Окончательно имеем: ряд
∑∞
n=1

1
ns сходится при s > 1 и расходится

при 0 < s ≤ 1. При s ≤ 0 этот ряд, очевидно, расходится, так как не

выполнено необходимое условие сходимости.

15.2.1 Признак сравнения

Теорема (признак сравнения). Пусть даны два ряда

∞∑

n=1

an, (15.4)

∞∑

n=1

bn, (15.5)

где an ≥ 0, bn ≥ 0 (n = 1, 2, . . . ). Предположим, что ряд (15.5) явля-

ется мажорантным рядом для ряда (15.4), т. е. начиная с некоторого

номера выполнены неравенства an ≤ bn. Тогда из сходимости ряда (15.5)

следует сходимость ряда (15.4), а из расходимости ряда (15.4) следует

расходимость ряда (15.5).

Доказательство. Так как конечное число слагаемых ряда не вли-

яет на его сходимость, то, не ограничивая общности, можем считать,

что неравенство an ≤ bn выполнено для всех n ≥ 1. Пусть S′n и S′′n –

частичные суммы рядов (15.4) и (15.5), соответственно. Тогда ясно, что

S′n ≤ S′′n (n ≥ 1). Если ряд (15.5) сходится, то S′′n ограничены и, следова-

тельно, ограничены и S′n, а это влечет сходимость ряда (15.4). Обратно,

если расходится ряд (15.4), то S′n неограниченно возрастают и, следова-

тельно, неограниченно возрастают и S ′′n, т. е. ряд (15.5) расходится.

Замечание 1. При доказательстве существенно было использовано

условие an ≥ 0, bn ≥ 0 (n = 1, 2, . . . ). Без этого условия теорема теряет

силу. Например, если an = −1, bn = 0 (n = 1, 2, . . . ), то an ≤ bn, ряд (15.5)

сходится, а ряд (15.4) расходится.
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Замечание 2. В доказанной теореме из расходимости ряда (15.5) не

следует расходимость ряда (15.4), а из сходимости ряда (15.4) не следует

сходимость ряда (15.5). Например, an = 0, bn = 1 (n = 1, 2, . . . ).

Следствие (признак сравнения в предельной форме). Пусть

даны ряды (15.4) и (15.5) с положительными слагаемыми. Предполо-

жим, что существует (быть может, и бесконечный)

lim
n→∞

an
bn

= λ.

Тогда

a) если λ = 0, то из сходимости ряда (15.5) следует сходимость ряда

(15.4), а из расходимости ряда (15.4) следует расходимость ряда (15.5);

b) если λ = +∞, то из сходимости ряда (15.4) следует сходимость

ряда (15.5), а из расходимости ряда (15.5) следует расходимость ряда

(15.4);

c) если 0 < λ < +∞, то ряды (15.4) и (15.5) сходятся или расходятся

одновременно.

Доказательство. Докажем c). Пусть 0 < λ < +∞. Тогда, начиная с

некоторого номера N , выполнено неравенство λ
2 ≤ an

bn
≤ 2λ (n ≥ N), т. е.

λ

2
bn ≤ an ≤ 2λ · bn.

Если расходится ряд (15.4), то, в силу доказанного признака сравнения,

из правого неравенства следует расходимость ряда (15.5). Если ряд (15.4)

сходится, то, в силу признака сравнения, из левого неравенства следует

сходимость ряда (15.5).

Доказательства случаев a) и b) аналогичны и мы их опускаем.

Пример 1. Исследовать на сходимость ряд
∞∑

n=1

2n sin
1

3n
.

Из неравенства sinx < x (x > 0) следует, что 2n sin 1
3n ≤

(
2
3

)n
(n =

1, 2, . . . ). Так как ряд
∑∞
n=1

(
2
3

)n
сходится (это – геометрическая прогрес-

сия со знаменателем 2
3 ), то исходный ряд также сходится в силу признака

сравнения.
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Пример 2. Ранее мы уже установили с помощью критерия Коши, что

гармонический ряд
∑∞
n=1

1
n расходится. Докажем его расходимость с ис-

пользованием признака сравнения. Сравним его с рядом
∑∞
n=1 ln

(
1 + 1

n

)
.

Вычислим частичные суммы

n∑

k=1

ln

(
1 +

1

k

)
=

n∑

k=1

[ln(k + 1)− ln k] =

= (ln 2− ln 1) + (ln 3− ln 2) + · · ·+ (ln(n+ 1)− lnn) = ln(n+ 1)→ +∞.

Значит, ряд
∑∞
n=1 ln

(
1 + 1

n

)
расходится. Кроме того, из известного равен-

ства limx→0
ln(1+x)

x = 1 следует, что limn→∞
ln(1+ 1

n )
1
n

= λ = 1. Отсюда, в си-

лу признака сравнения в предельной форме, вытекает, что ряды
∑∞
n=1

1
n

и
∑∞
n=1 ln

(
1 + 1

n

)
сходятся или расходятся одновременно. Поскольку, как

уже установлено, ряд
∑∞
n=1 ln

(
1 + 1

n

)
расходится, то расходится и исход-

ный гармонический ряд.

Пример 3. Рассмотрим ряд
∑∞
n=1

(
1− cos xn

)
, где x ∈ R – параметр.

Ясно, что этот ряд сходится при x = 0. Пусть x 6= 0. В силу известного

соотношения 1 − cosα ∼ α2

2 (α → 0), имеем 1 − cos xn ∼ x2

2 · 1
n2 (n →

∞). Поэтому в качестве ряда для сравнения целесообразно выбрать ряд
∑∞
n=1

1
n2 , для которого limn→∞

1−cos x
n

1
n2

= x2

2 . Из признака сравнения в

предельной форме следует, что ряд
∑∞
n=1

1
n2 и исходный ряд сходятся

или расходятся одновременно (при x 6= 0). Выше было показано, что ряд
∑∞
n=1

1
n2 сходится (это – обобщенный гармонический ряд при s = 2 > 1).

Поэтому сходится и исходный ряд при любом x.

15.2.2 Признак Даламбера

Теорема (признак Даламбера). Пусть дан ряд
∑∞
n=1 an с поло-

жительными слагаемыми. Предположим, что существует такое число

q, 0 < q < 1, что начиная с некоторого номера N справедливо неравен-

ство an+1

an
≤ q (n ≥ N). Тогда ряд

∑∞
n=1 an сходится.

Доказательство. Из условия теоремы следует, что aN+1 ≤ q · aN ,

aN+2 ≤ q·aN+1, . . . , an ≤ q·an−1 (n ≥ N+1). Перемножая эти неравенства,
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получаем an ≤ qn−N · aN (n ≥ N + 1), т. е. an ≤ c · qn (n ≥ N + 1),

где c = aN · q−N . По признаку сравнения, из сходимости геометрической

прогрессии со знаменателем q, |q| < 1, следует сходимость исходного ряда.

Замечание 1. Из неравенства

an+1
an

< 1 (15.6)

не следует сходимость ряда
∑∞
n=1 an. Неравенство (15.6) означает лишь

то, что слагаемые ряда строго убывают, из чего вовсе не следует сходи-

мость ряда, например,
∑∞
n=1

1
n ,
∑∞
n=1

1√
n

и т. д.

Замечание 2. Из неравенства

an+1
an

≥ 1 (n ≥ N) (15.7)

сразу следует расходимость ряда
∑∞
n=1 an. В самом деле, (15.7) означает,

что слагаемые ряда образуют неубывающую последовательность поло-

жительных чисел и, следовательно, не стремятся к нулю, так что в этом

случае не выполнено необходимое условие сходимости.

Следствие (признак Даламбера в предельной форме). Пусть

дан ряд
∞∑

n=1

an (15.8)

с положительными слагаемыми. Предположим, что существует (быть

может, и бесконечный) limn→∞
an+1

an
= λ. Тогда

a) если 0 ≤ λ < 1, то ряд (15.8) сходится;

b) если 1 < λ ≤ ∞, то ряд (15.8) расходится;

c) если λ = 1, то ничего определенного о сходимости ряда (15.8) ска-

зать нельзя.

Доказательство. a) Выберем такое ε > 0, что q ≡ λ+ ε < 1 (напри-

мер, ε = (1 + λ)/2). Тогда, начиная с некоторого номера N , будет иметь

место неравенство an+1

an
≤ q (n ≥ N), и, в силу признака Даламбера, ряд

(15.8) сходится.
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b) Если 1 < λ ≤ ∞, то, начиная с некоторого номера, справедливо

неравенство an+1

an
≥ 1 и, в силу замечания 2, ряд (15.8) расходится.

c) Для доказательства приведем примеры сходящегося и расходяще-

гося рядов, для которых λ = 1. Ряд
∑∞
n=1

1
n расходится и an+1

an
= n

n+1 → 1

при n→∞. Ряд
∑∞
n=1

1
n2 сходится и an+1

an
→ 1 при n→∞.

15.2.3 Признак Коши

Теорема (признак Коши). Пусть дан ряд
∑∞
n=1 an с неотрица-

тельными слагаемыми. Предположим, что существует такое число q,

0 < q < 1, что начиная с некоторого номера N справедливо неравенство

n
√
an ≤ q (n ≥ N). Тогда ряд

∑∞
n=1 an сходится.

Доказательство. Из условия теоремы следует, что an ≤ qn (n ≥ N),

а поскольку ряд
∑∞
n=1 q

n с 0 < q < 1 сходится (геометрическая прогрес-

сия), то, в силу признака сравнения, сходится и исходный ряд.

Замечание 1. Если для бесконечного числа номеров n имеет место

неравенство n
√
an ≥ 1, то ряд

∑∞
n=1 an расходится. Действительно, в этом

случае для бесконечного числа номеров n будет выполнено неравенство

an ≥ 1 и, следовательно, не выполнено необходимое условие сходимости.

Это замечание существенно отличается от замечания 1 к признаку

Даламбера. Ряд может быть сходящимся и таким, что для бесконечного

числа номеров n было выполнено неравенство an+1

an
≥ 1, например, 1

2 +
1
3+

1
22 +

1
32 + · · ·+ 1

2n +
1
3n + . . . . В замечании 1 к признаку Даламбера было

важным, что неравенство an+1

an
≥ 1 выполнено для всех номеров, начиная

с некоторого.

Следствие (признак Коши в предельной форме). Пусть дан

ряд
∞∑

n=1

an (15.9)

с неотрицательными слагаемыми. Предположим, что существует (быть

может, и бесконечный) limn→∞ n
√
an = λ. Тогда

a) если 0 ≤ λ < 1, то ряд (15.9) сходится;
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b) если 1 < λ ≤ ∞, то ряд (15.9) расходится;

c) если λ = 1, то ничего определенного о сходимости ряда (15.9) ска-

зать нельзя.

Доказательство этого следствия аналогично доказательству соответ-

ствующего следствия из признака Даламбера (проведите самостоятель-

но).

Упражнение. Докажите, что признак Коши в предельной форме

останется справедливым, если условие limn→∞ n
√
an = λ заменить усло-

вием limn→∞ n
√
an = λ.

Замечание 2. Можно показать, что признак Коши в предельной фор-

ме сильнее признака Даламбера в предельной форме. Именно, если суще-

ствует limn→∞
an+1

an
= λ, то и limn→∞ n

√
an = λ, а обратное неверно.

Пример 1. Исследовать на сходимость ряд
∑∞
n=1

n
2n . По признаку

Даламбера,

an+1
an

=
n+ 1

2n+1
· 2

n

n
=

1

2
· n+ 1

n
→ 1

2
(n→∞),

следовательно, данный ряд сходится.

По признаку Коши,

n
√
an = n

√
n

2n
=

1

2
n
√
n→ 1

2
(n→∞),

следовательно, данный ряд сходится.

Пример 2. Исследовать на сходимость ряд
∑∞
n=1

1
(2n+1)! . К этому ря-

ду удобно применить признак Даламбера

an+1
an

=
(2n+ 1)!

(2(n+ 1) + 1)!
=

1 · 2 · · · · · (2n+ 1)

1 · 2 · · · · · (2n+ 1)(2n+ 2)(2n+ 3)
=

=
1

(2n+ 2)(2n+ 3)
→ 0 (n→∞).

По признаку Даламбера, данный ряд сходится.

Пример 3. К ряду

1

2
+

1

3
+

1

22
+

1

32
+ · · ·+ 1

2n
+

1

3n
+ . . .
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ни признак Даламбера, ни признак Коши в предельной форме неприме-

нимы, так как не существует пределов an+1

an
и n
√
an при n → ∞. В то же

время, поскольку

an =

{
2−k, n = 2k − 1,

3−k, n = 2k,

то n
√
an ≤ n

√
2−n/2 = 1√

2
< 1 и, в силу признака Коши в непредельной

форме, данный ряд сходится.

15.2.4 Интегральный признак

Пусть на полупрямой [1,+∞) задана функция f , интегрируемая на каж-

дом отрезке [1, x] (x > 1). Если существует limx→+∞
∫ x
1
f(t) dt, то говорят,

что несобственный интеграл
∫ +∞
1

f(x) dx сходится и обозначают этот пре-

дел limx→+∞
∫ x
1
f(t) dt =

∫ +∞
1

f(t) dt.

Теорема (интегральный признак сходимости). Пусть неотри-

цательная функция f монотонно не возрастает на [1,+∞). Тогда чис-

ловой ряд
∞∑

n=1

f(n) (15.10)

сходится в том и только в том случае, когда сходится несобственный

интеграл ∫ +∞

1

f(x) dx. (15.11)

Доказательство. В силу монотонности f , для любого k ∈ N имеем

f(k + 1) ≤
∫ k+1

k

f(x) dx ≤ f(k).

Складывая эти неравенства, получим

Sn+1 − f(1) ≤
∫ n+1

1

f(x) dx ≤ Sn, (15.12)

где Sn =
∑n
k=1 f(k) – n-я частичная сумма ряда (15.10). Если несоб-

ственный интеграл (15.11) сходится, то монотонно возрастающая функ-

ция F (x) ≡
∫ x
1
f(t) dt → A (x → +∞), а это означает, что F (x) ≤
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A (1 ≤ x < +∞). Но тогда из левого неравенства в (15.12) следует, что

Sn+1 ≤ A + f(1) (n = 1, 2, . . . ), т. е. частичные суммы ряда (15.10) огра-

ничены сверху и поэтому этот ряд сходится.

Если же сходится ряд (15.10), то его частичные суммы Sn ограничены

сверху. В силу правого неравенства в (15.12), ограниченными сверху ока-

зываются и интегралы
∫ n+1
1

f(x) dx. Но так как f неотрицательна, то F

возрастает, а из ограниченности сверху F (n+ 1) следует, что F (x) имеет

предел при x→ +∞, т. е. несобственный интеграл (15.11) сходится.

Пример 1. Рассмотрим ряд
∑∞
n=1

1
ns (s > 0). Для исследования его

на сходимость положим f(x) = x−s. Функция f(x) = x−s (s > 0) положи-

тельна и убывает на [1,+∞). Чтобы применить интегральный признак,

вычислим
∫ +∞
1

dx
xs . Имеем

∫ x

1

dt

ts
=

{
x1−s

1−s , s 6= 1,

lnx, s = 1.

Если s > 1, то
∫ x
1
dt
ts → 1

s−1 (x → +∞), т. е. несобственный интеграл

сходится и, следовательно, сходится и данный ряд. Если же s ≤ 1, то∫ x
1
dt
ts → ∞ (x → +∞), т. е. несобственный интеграл не является сходя-

щимся и, следовательно, исходный ряд расходится.

Пример 2. Рассмотрим ряд
∑∞
n=2

1
n(lnn)p (p > 0). Полагаем f(x) =

1
x(ln x)p и применим интегральный признак. Имеем

∫ x

2

dt

t(ln t)p
=

∫ ln x

ln 2

dz

zp
=

{
1
1−p

(
(lnx)1−p − (ln 2)1−p

)
, p 6= 1,

ln lnx− ln ln 2, p = 1.

Если p > 1, то при x → +∞ несобственный интеграл сходится, а значит,

сходится и данный ряд. Если же p ≤ 1, то несобственный интеграл не

является сходящимся, так что и данный ряд расходится.

Пример 3. Ряд
∑∞
n=3

1
n lnn(ln lnn)p сходится тогда и только тогда, ко-

гда p > 1. Доказательство аналогично предыдущему примеру (проведите

самостоятельно).
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Упражнение. Пусть дан ряд

∞∑

n=1

an (15.13)

с положительными слагаемыми. Докажите, что если ряд (15.13) сходит-

ся, то существует такая возрастающая к +∞ последовательность чисел

{En}, что ряд
∑∞
n=1 anEn сходится. Если же ряд (15.13) расходится, то

существует такая убывающая к нулю последовательность чисел {εn}, что

ряд
∑∞
n=1 anεn расходится.

15.3 Знакопеременные ряды и ряды

со слагаемыми произвольного знака

15.3.1 Признак Лейбница

Определение. Числовой ряд
∑∞
n=1 an называется знакопеременным

(знакочередующимся), если его слагаемые попеременно меняют знак, т. е.

если an · an+1 < 0 (n = 1, 2, . . . ).

Знакопеременный ряд можно записать в виде

u1 − u2 + u3 − u4 + · · · =
∞∑

n=1

(−1)n−1un,

где un ≥ 0.

Теорема Лейбница. Если модули слагаемых знакочередующегося

ряда
∞∑

n=1

(−1)n−1un (15.14)

монотонно убывают к нулю, то этот ряд сходится.

Доказательство. Обозначим через Sn частичную сумму ряда (15.14).

Рассмотрим частичные суммы с четными номерами

S2m = (u1 − u2) + (u3 − u4) + · · ·+ (u2m−1 − u2m) .
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Так как un убывают по условию, то в каждой скобке выражение неотри-

цательно. Поэтому

S2(m+1) = S2m+2 = S2m + (u2m+1 − u2m+2) ≥ S2m.

Это означает, что последовательность {S2m}∞m=1 возрастает. С другой сто-

роны, из представления

S2m = u1 − (u2 − u3)− (u4 − u5)− · · · − (u2m−2 − u2m−1)− u2m,

в силу монотонности uk, следует, что S2m ≤ u1. Таким образом, последо-

вательность {S2m}∞m=1 ограничена сверху и возрастает и, следовательно,

имеет предел. Обозначим S = limm→∞ S2m. Для доказательства сходи-

мости ряда (15.14) нужно еще показать, что S2m+1 → S (m → ∞). Но

это сразу следует из равенства S2m+1 = S2m + u2m+1 и условия теоремы

u2m+1 → 0 (m→∞).

Окончательно, последовательность частичных сумм ряда (15.14) с чет-

ными и с нечетными номерами сходятся к одному и тому же пределу S.

Поэтому S = limn→∞ Sn.

Знакочередующийся ряд, для которого выполнены условия теоремы

Лейбница, называется рядом лейбницевского типа. Теорема Лейбница

утверждает, что ряд лейбницевского типа сходится.

Пример 1. Рассмотрим полугармонический ряд
∑∞
n=1

(−1)n−1

n . Здесь

un = 1
n и данный ряд является рядом лейбницевского типа. По теоре-

ме Лейбница, он сходится. Ранее мы показали, что ряд, составленный из

модулей слагаемых, – гармонический – расходится. Таким образом, сходи-

мость исходного ряда обусловлена не малостью его слагаемых, а взаимной

интерференцией слагаемых.

Пример 2. Приведем пример, показывающий, что в теореме Лейбни-

ца нельзя отбросить условие монотонности.

Ряд
∑∞
n=1

(−1)n−1

√
n

является рядом лейбницевского типа и, следователь-

но, сходится. Гармонический ряд
∑∞
n=1

1
n расходится. Рассмотрим знако-

переменный ряд
∑∞
n=1

[
(−1)n−1

√
n

+ 1
n

]
. Его слагаемые стремятся к нулю, но
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их модули не монотонны. Легко видеть, что он расходится. Действитель-

но, если бы он являлся сходящимся, то сходился бы и ряд
∑∞
n=1

1
n , как

разность двух сходящихся рядов
∑∞
n=1

[
(−1)n−1

√
n

+ 1
n

]
и
∑∞
n=1

(−1)n−1

√
n

. Но

гармонический ряд
∑∞
n=1

1
n расходится.

Теорема (оценка остатка ряда лейбницевского типа). Остаток

после n-го слагаемого ряда лейбницевского типа имеет такой же знак,

как и его первое слагаемое, а по абсолютной величине не превосходит

абсолютной величины первого слагаемого.

Доказательство. Пусть Sn – частичные суммы ряда лейбницевского

типа ∞∑

n=1

(−1)n−1un, (15.15)

S =
∑∞
n=1(−1)n−1un и rn =

∑∞
k=n+1(−1)k−1uk. Тогда rn = S − Sn, и мы

хотим оценить rn.

При доказательстве теоремы Лейбница мы получили, что последова-

тельность частичных сумм ряда (15.15) с четными номерами S2m возрас-

тает, и поэтому S2m ≤ S. С другой стороны,

S2m+1 = u1 − (u2 − u3)− (u4 − u5)− · · · − (u2m − u2m+1) ,

откуда видно, что S2m+1 ≥ S2m+3, т. е. последовательность частичных

сумм ряда (15.15) с нечетными номерами убывает и поэтому S2m+1 ≥ S.

Таким образом,

S2m ≤ S ≤ S2m+1,

откуда

0 ≤ S − S2m ≤ S2m+1 − S2m = u2m+1,

т. е. остаток четного порядка r2m = S − S2m удовлетворяет неравенству

0 ≤ r2m ≤ u2m+1,

что и доказывает теорему для остатков четного порядка.

Аналогично, из неравенства

S2m+2 ≤ S ≤ S2m+1
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следует

0 ≥ S − S2m+1 ≥ S2m+2 − S2m+1 = −u2m+2,

т. е.

−u2m+2 ≤ r2m+1 ≤ 0,

чем доказано утверждение теоремы для остатков нечетного порядка.

Итак, мы показали, что sign rn = (−1)n и |rn| ≤ un+1 для любого

n = 1, 2, . . . .

15.3.2 Признаки Абеля и Дирихле

Аналогом интегрирования по частям для сумм является следующее ра-

венство, которое называют преобразованием Абеля:

n∑

i=1

αiβi =
n−1∑

i=1

(αi − αi+1)Bi + αnBn,

где Bi =
∑i
j=1 βj (i = 1, 2, . . . , n). Для его доказательства обозначим

B0 = 0. Тогда получим

n∑

i=1

αiβi =
n∑

i=1

αi (Bi −Bi−1) =
n∑

i=1

αiBi −
n∑

i=1

αiBi−1 =

=

n−1∑

i=1

αiBi + αnBn −
n−1∑

i=1

αi+1Bi =

n−1∑

i=1

(αi − αi+1)Bi + αnBn,

и тем самым завершается доказательство преобразования Абеля.

Лемма. Пусть числа αi (i = 1, 2, . . . , n) монотонны (возрастают или

убывают). Тогда справедливо неравенство
∣∣∣∣∣
n∑

i=1

αiβi

∣∣∣∣∣ ≤ max
1≤k≤n

|Bk| (|α1|+ 2 |αn|) .

Доказательство. Применим преобразование Абеля
∣∣∣∣∣
n∑

i=1

αiβi

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
n−1∑

i=1

(αi − αi+1)Bi + αnBn

∣∣∣∣∣ ≤
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≤ max
1≤k≤n

|Bk|
(
n−1∑

i=1

|αi − αi+1|+ |αn|
)

=

= max
1≤k≤n

|Bk| (|α1 − αn|+ |αn|) ≤ max
1≤k≤n

|Bk| (|α1|+ 2 |αn|) ,

и тем самым лемма доказана.

Теорема (признак Абеля). Пусть последовательность {an} моно-

тонна (возрастающая или убывающая) и ограничена, а последователь-

ность {bn} такова, что сходится ряд
∑∞
n=1 bn. Тогда ряд

∑∞
n=1 anbn схо-

дится.

Доказательство основано на применении критерия Коши. В силу

этого критерия, нам нужно оценить отрезок Коши

n+p∑

k=n+1

akbk ≡
p∑

i=1

an+ibn+i.

Обозначим αi = an+i, βi = bn+i. Пользуясь леммой, получим

∣∣∣∣∣

n+p∑

k=n+1

akbk

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

p∑

i=1

αiβi

∣∣∣∣∣ ≤ max
1≤k≤p

|Bk| (|α1|+ 2 |αp|) =

= max
1≤k≤p

∣∣∣∣∣
n+k∑

i=n+1

bi

∣∣∣∣∣ (|an+1|+ 2 |an+p|) . (15.16)

По условию, ряд
∑∞
n=1 bn сходится. Поэтому, в силу критерия Коши, для

любого ε > 0 найдется такой номер N , что при любом n ≥ N и при

любом k ∈ N справедливо неравенство
∣∣∣
∑n+k
i=n+1 bi

∣∣∣ < ε. Далее, в силу

ограниченности последовательности {an}, найдется такое M , что |an| ≤
M (n = 1, 2, . . . ). Из неравенства (15.16), для заданного ε > 0 и n ≥ N

имеем ∣∣∣∣∣

n+p∑

i=n+1

aibi

∣∣∣∣∣ ≤ 3M · ε,

где произвольное p ∈ N. Таким образом, для ряда
∑∞
i=1 aibi выполнено

условие критерия Коши, в силу которого этот ряд сходится.
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Теорема (признак Дирихле). Пусть последовательность {an} мо-

нотонно стремится к нулю, а последовательность {bn} такова, что

частичные суммы Bn =
∑n
i=1 bi ограничены, т. е. существует такое

M , что |Bn| ≤M (n = 1, 2, . . . ). Тогда ряд
∑∞
n=1 anbn сходится.

Доказательство. В силу неравенства (15.16), полученного при до-

казательстве предыдущей теоремы,
∣∣∣∣∣

n+p∑

k=n+1

akbk

∣∣∣∣∣ ≤ max
1≤k≤p

|Bn+k −Bn| (|an+1|+ 2 |an+p|) . (15.17)

Зададим ε > 0 и, пользуясь условиями теоремы, найдем такой номер N ,

что |an| < ε при всех n ≥ N . Тогда из (15.17) и из ограниченности Bi

следует ∣∣∣∣∣

n+p∑

k=n+1

akbk

∣∣∣∣∣ ≤ 2M · 3ε = 6Mε (n ≥ N, p ∈ N).

Таким образом, для ряда
∑∞
n=1 anbn выполнено условие критерия Коши,

в силу которого этот ряд сходится.

Замечание. Теорема Лейбница является частным случаем признака

Дирихле, в котором an = un, bn = (−1)n−1.

15.4 Абсолютная и условная сходимость.

Перестановки рядов

Определение. Ряд
∑∞
n=1 an называется абсолютно сходящимся, ес-

ли сходится ряд
∑∞
n=1 |an|, составленный из модулей его слагаемых. Ряд

называется условно сходящимся, если он сходится, а ряд, составленный

из модулей его слагаемых, расходится.

Например, ряд
∑∞
n=1

(−1)n−1

n сходится (в силу теоремы Лейбница), а

ряд из модулей его слагаемых
∑∞
n=1

1
n – гармонический ряд – расходится.

Значит, ряд
∑∞
n=1

(−1)n−1

n сходится условно.

Теорема. Если ряд
∑∞
n=1 an сходится абсолютно, то он сходится.

Доказательство. Применяем критерий Коши. Зададим ε > 0 и най-

дем такое N , что для всех n ≥ N и для любого p ∈ N справедливо нера-
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венство
∑n+p
k=n+1 |ak| < ε. Но тогда и

∣∣∣
∑n+p
k=n+1 ak

∣∣∣ ≤
∑n+p
k=n+1 |ak| < ε, т. е.

для ряда
∑∞
n=1 an выполнено условие критерия Коши, в силу которого

он сходится.

15.4.1 Перестановки абсолютно сходящихся рядов

Пусть дан ряд
∑∞
n=1 an и последовательность {nk} натуральных чисел,

такая, что каждое натуральное число встречается в ней один и только

один раз. Тогда ряд
∑∞
k=1 ank называется перестановкой ряда

∑∞
n=1 an.

Как известно, конечные суммы обладают тем свойством, что их слага-

емые можно переставлять в произвольном порядке. Для рядов это свой-

ство, вообще говоря, неверно (соответствующие примеры будут построены

ниже). Сейчас мы покажем, что слагаемые абсолютно сходящегося ряда

можно переставлять в произвольном порядке и от этого не нарушается

свойство сходимости и не изменяется его сумма.

Теорема. Пусть ряд
∞∑

n=1

an (15.18)

сходится абсолютно. Тогда при любой перестановке его слагаемых пере-

ставленный ряд
∞∑

k=1

ank (15.19)

также сходится и имеет ту же самую сумму.

Доказательство. Обозначим через Sn и S∗n частичные суммы рядов

(15.18) и (15.19), соответственно, т. е.

Sn =
n∑

k=1

ak, S∗n =
n∑

k=1

a∗k,

где a∗k = ank . Если мы покажем, что Sn − S∗n → 0 при n → ∞, то тем

самым из неравенства

|S∗n − S| ≤ |S∗n − Sn|+ |Sn − S| ,

где S – сумма ряда (15.18), получим утверждение теоремы.
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Так как сходится ряд
∑∞
n=1 |an|, то, в силу критерия Коши, для любого

ε > 0 найдется такоеN ′, что при всех n ≥ N ′ и для любогоm > n справед-

ливо неравенство
∑m
k=n+1 |ak| < ε. Далее, найдем такое N (N ≥ N ′), что

все слагаемые a1, a2, . . . , aN ′ будут находиться среди чисел a∗1, a
∗
2, . . . , a

∗
N .

Пусть k ≥ N . Тогда разность Sk−S∗k представляет собой сумму некоторо-

го конечного числа слагаемых an, все номера которых не меньше, чем N ′

(эти номера идут, вообще говоря, не подряд). Поэтому для любого k ≥ N

будем иметь |Sk − S∗k | < ε, чем и завершается доказательство теоремы.

Итак, мы показали, что абсолютно сходящиеся ряды обладают пере-

местительным свойством. Далее мы покажем, что только такие ряды об-

ладают этим свойством. Другими словами, это означает, что слагаемые

условно сходящегося ряда переставлять, вообще говоря, нельзя в том

смысле, что от перестановки может не только измениться сумма вновь

полученного ряда, но и может получиться расходящийся ряд.

15.4.2 Перестановки условно сходящихся рядов

Пусть дан условно сходящийся ряд

∞∑

n=1

an. (15.20)

Через p1, p2, . . . обозначим последовательность неотрицательных слага-

емых ряда (15.20), взятых в том порядке, в котором они входят в этот

ряд, а через q1, q2, . . . – последовательность модулей отрицательных сла-

гаемых. Ясно, что чисел pi и qi бесконечно много.

Лемма. Если ряд (15.20) сходится условно, то ряды

∞∑

n=1

pn (15.21)

∞∑

n=1

qn (15.22)

расходятся.



24 Третий семестр

Доказательство. Для n ∈ N через n+ и n− обозначим количество

неотрицательных и отрицательных слагаемых ряда (15.20), соответствен-

но, номера которых не превосходят n. Тогда ясно, что Sn = S+n+ − S−n− ,

где Sn, S
+
n+ и S−n− – частичные суммы рядов (15.20), (15.21) и (15.22) со-

ответственно. Кроме того,
∑n
k=1 |ak| = S+n+ + S−n− . Так как ряд (15.20)

сходится, то последовательность {Sn} ограничена. Если ограничена по-

следовательность
{
S+k
}
, то из равенства Sn = S+n+ − S−n− следует огра-

ниченность последовательности
{
S−n−

}
. Поэтому будет ограниченной и

последовательность
∑n
k=1 |ak| = S+n+ + S−n− , что противоречит условию

леммы, поскольку ряд
∑∞
n=1 |an| расходится. Итак, последовательность{

S+k
}

неограничена. Из равенства Sn = S+n+ − S−n− следует теперь, что и{
S−k
}

также неограничена. Таким образом, частичные суммы S+k и S−k ря-

дов (15.21) и (15.22) неограничены, т. е. ряды (15.21) и (15.22) расходятся.

Теорема Римана. Пусть ряд (15.20) сходится условно. Тогда для

любого действительного числа α существует такая перестановка ряда

(15.20), что переставленный ряд сходится к числу α. Далее, ряд (15.20)

можно переставить так, чтобы вновь полученный ряд был расходящим-

ся и при этом его частичные суммы расходились к +∞, к −∞, или же

не имели предела ни конечного, ни бесконечного.

Доказательство. Докажем первое утверждение. Пусть α ∈ R. Вы-

берем n1 ∈ N, такое, что p1 + · · ·+ pn1 > α и p1 + · · ·+ pn1−1 ≤ α. Далее,

подберем m1 ∈ N так, чтобы были выполнены неравенства

p1 + · · ·+ pn1 − q1 − · · · − qm1 < α,

p1 + · · ·+ pn1
− q1 − · · · − qm1−1 ≥ α.

Пусть построены номера nk−1 и mk−1. Через nk обозначим такой номер,

что

p1 + · · ·+ pn1 − q1 − · · · − qm1 + · · ·+ pnk−1+1 + · · ·+ pnk > α,

p1 + · · ·+ pn1
− q1 − · · · − qm1

+ · · ·+ pnk−1+1 + · · ·+ pnk−1 ≤ α,
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а номер mk выберем таким, что

p1+· · ·+pn1
−q1−· · ·−qm1

+· · ·+pnk−1+1+· · ·+pnk−qmk−1+1−· · ·−qmk
< α,

p1+· · ·+pn1
−q1−· · ·−qm1

+· · ·+pnk−1+1+· · ·+pnk−qmk−1+1−· · ·−qmk−1 ≥ α.

Существование таких номеров nk и mk следует из расходимости рядов

(15.21) и (15.22).

Таким образом, мы получаем перестановку ряда (15.20). Покажем, что

переставленный ряд сходится к числу α. Через S∗n обозначим частичные

суммы переставленного ряда. Пусть νk = nk+mk, ν0 = 0, µk = mk−1+nk.

Тогда νk−1 < µk < νk. В силу выбоа чисел nk и mk имеем 0 < S∗µk − α ≤
pnk , 0 < α−S∗νk ≤ qmk

, а из сходимости ряда (15.20) следует, что pnk и qmk

стремятся к нулю, так что limk→∞ S∗νk = α и limk→∞ S∗µk = α. Кроме того,

по выбору номеров nk и mk имеем S∗νk−1
≤ S∗n ≤ S∗µk при νk−1 < n < µk

и S∗νk ≤ S∗n ≤ S∗µk , если µk < n < νk. Отсюда следует, что limn→∞ S∗n = α,

чем завершается доказательство первой части теоремы.

Опишем схему доказательства остальных утверждений теоремы. Если

мы хотим построить такую перестановку ряда (15.20), чтобы частичные

суммы переставленного ряда стремились к +∞, то достаточно на пер-

вом шаге взять столько первых неотрицательных слагаемых, чтобы их

сумма была большей, чем 1, а затем одно отрицательное слагаемое. На

втором шаге выберем очередные неотрицательные слагаемые так, чтобы

частичная сумма была большей, чем 2, а за ними расположить второе

отрицательное слагаемое. Продолжая этот процесс, очевидно, получим

требуемую перестановку ряда (15.20).

Аналогично строится перестановка, частичные суммы которой стре-

мятся к −∞. Легко также построить и такую перестановку ряда (15.20),

у которой частичные суммы колеблются и не имеют ни конечного, ни

бесконечного пределов.
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15.4.3 Умножение рядов. Теорема Коши

Рассмотрим два ряда
∞∑

n=1

an (15.23)

и
∞∑

n=1

bn. (15.24)

Составим всевозможные произведения aibj и расположим их в матрицу




a1b1 a1b2 a1b3 . . .

a2b1 a2b2 a2b3 . . .

a3b1 a3b2 a3b3 . . .

. . . . . . . . . . . .



.

Элементы этой бесконечной матрицы различными способами можно рас-

полагать в последовательность и тем самым получать различные ряды.

Теорема Коши. Пусть ряды (15.23) и (15.24) сходятся абсолютно.

Тогда ряд, слагаемыми которого являются всевозможные произведения

aibj, взятые в произвольном порядке и без повторений, сходится и его

сумма равна произведению сумм рядов (15.23) и (15.24).

Доказательство. Пусть элементы матрицы расположены в после-

довательность каким-либо способом и составлен соответствующий ряд.

Пусть Sn и σn – частичные суммы полученного ряда и ряда, составлен-

ного из модулей его слагаемых, соответственно. Для доказательства аб-

солютной сходимости ряда достаточно показать ограниченность последо-

вательности {σn}. Пусть K – наибольший из номеров i и j, таких, что

слагаемое |aibj | входит в σn. Тогда, очевидно,

σn ≤ (|a1|+ · · ·+ |aK |) (|b1|+ · · ·+ |bK |) .

Но, в силу абсолютной сходимости рядов (15.23) и (15.24),

K∑

i=1

|ai| ≤ A,

K∑

j=1

|bj | ≤ B,
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где A и B – постоянные. Поэтому σn ≤ A · B (n = 1, 2, . . . ), и тем самым

доказана абсолютная сходимость ряда из произведений.

В силу теоремы о сходимости перестановки абсолютно сходящегося

ряда, для доказательства оставшейся части теоремы достаточно показать,

что сходится к A1 · B1, где A1 =
∑∞
i=1 ai, B1 =

∑∞
j=1 bj , ряд, в котором

слагаемые как элементы матрицы занумерованы по квадратам. В этом

случае

Sn2 = (a1b1)+(a1b2 + a2b1 + a2b2)+ · · ·+(a1bn + · · ·+ anbn + · · ·+ anb1) =

= (a1 + · · ·+ an) (b1 + · · ·+ bn) = S′n · S′′n,

где S′n и S′′n – частичные суммы рядов (15.23) и (15.24), соответственно.

Но так как ряд из произведений сходится и

Sn2 = S′n · S′′n → A1 ·B1 (n→∞),

то и Sn → A1 ·B1 при n→∞, что и доказывает теорему.

15.5 Бесконечные произведения

Определение. Пусть {pn}∞n=1 – последовательность действитель-

ных чисел. Положим Π1 = p1, Π2 = p1p2, . . . , Πn = p1p2 . . . pn, . . . . Ес-

ли последовательность {Πn} имеет конечный, отличный от нуля пре-

дел, то говорят, что бесконечное произведение сходится, и обозначают
∏∞
n=1 pn = limn→∞Πn. В противном случае говорят, что бесконечное про-

изведение
∏∞
n=1 pn расходится.

Пример 1. Вычислить
∏∞
n=1

(
1− 1

(n+1)2

)
. Здесь pn = 1− 1

(n+1)2 ,

Πn = p1 . . . pn =

(
1− 1

22

)(
1− 1

32

)
. . .

(
1− 1

(n+ 1)2

)
=

=
22 − 1

22
· 3
2 − 1

32
. . .

(n+ 1)2 − 1

(n+ 1)2
=

=
(2− 1)(2 + 1)

2 · 2 · (3− 1)(3 + 1)

3 · 3 . . .
n(n+ 2)

(n+ 1)(n+ 1)
=
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=
1

2
· 3
2
· 2
3
· 4
3
· 3
4
. . .

n− 2

n− 1
· n

n− 1
· n− 1

n
· n+ 1

n
· n

n+ 1
· n+ 2

n+ 1
=

1

2
· n+ 2

n+ 1
,

limn→∞Πn = 1
2 limn→∞

n+2
n+1 = 1

2 . Следовательно, данное бесконечное про-

изведение сходится и

∞∏

n=1

(
1− 1

(n+ 1)2

)
=

1

2
.

Пример 2. Вычислить
∏∞
n=1 cos

ϕ
2n

(
|ϕ| < π

2

)
. Имеем pn = cos ϕ

2n ,

Πn = cos
ϕ

2
· cos ϕ

4
. . . cos

ϕ

2n
= cos

ϕ

2
· cos ϕ

4
. . .
(
cos

ϕ

2n
sin

ϕ

2n

) 1

sin ϕ
2n

=

= cos
ϕ

2
· cos ϕ

4
. . . cos

ϕ

2n−1

(
1

2
sin

ϕ

2n−1

)
1

sin ϕ
2n

=

= cos
ϕ

2
· cos ϕ

4
. . . cos

ϕ

2n−2
· 1
2
sin

ϕ

2n−2
· 1
2

1

sin ϕ
2n

= · · · = 1

2n
sinϕ

1

sin ϕ
2n
,

lim
n→∞

Πn = sinϕ lim
n→∞

1/2n

sin (ϕ/2n)
=

sinϕ

ϕ
(ϕ 6= 0) .

Если же ϕ = 0, то каждое pn = 1, Πn = 1 и limn→∞Πn = 1. Таким об-

разом, данное бесконечное произведение сходится при любом ϕ
(
|ϕ| < π

2

)

и
∞∏

n=1

cos
ϕ

2n
=

{
sinϕ
ϕ , ϕ 6= 0, |ϕ| < π

2 ,

1, ϕ = 0.

Простейшие свойства бесконечных произведений.

Теорема 1 (необходимое условие сходимости). Если бесконечное

произведение
∏∞
n=1 pn сходится, то limn→∞ pn = 1.

Доказательство. Поскольку Πn = pnΠn−1 и limn→∞Πn = α 6= 0, то

pn = Πn
Πn−1

→ 1 (n→∞).

Теорема 2. Для того чтобы бесконечное произведение

∞∏

n=1

pn (pn > 0) (15.25)
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сходилось, необходимо и достаточно, чтобы сходился ряд

∞∑

n=1

ln pn. (15.26)

Доказательство. Пусть Πn =
∏n
k=1 pk, Sn =

∑n
k=1 ln pk. Тогда

lnΠn = ln
n∏

k=1

pk =
n∑

k=1

ln pk = Sn.

Если сходится произведение (15.25), то последовательность {Πn} имеет

положительный предел, а значит, имеет предел и последовательность

{lnΠn} и, следовательно, последовательность {Sn}, т. е. сходится ряд

(15.26). Если сходится {Sn}, то сходится и
{
eSn
}

и, следовательно, схо-

дится и {Πn}, и limn→∞Πn 6= 0.

Теорема 3. Пусть задана последовательность чисел {an} одного зна-

ка, an > −1 (n = 1, 2, . . . ). Тогда бесконечное произведение

∞∏

n=1

(1 + an) (15.27)

сходится в том и только в том случае, когда сходится ряд

∞∑

n=1

an. (15.28)

Доказательство. По теореме 2, сходимость произведения (15.27) эк-

вивалентна сходимости ряда

∞∑

n=1

ln (1 + an) . (15.29)

Если все an > 0, то слагаемые ряда (15.29) положительные, а если an <

0, то все слагаемые ряда (15.29) отрицательные. В любом случае име-

ем знакопостоянный ряд (15.29), к которому можем применить признак

сравнения в предельной форме. В силу этого признака, из равенства
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limn→∞
ln(1+an)

an
= 1, справедливого при условии an → 0 (n → ∞), следу-

ет, что ряд (15.29) сходится или расходится одновременно с рядом (15.28).

Заметим, что условие an → 0 (n → ∞) является необходимым как для

сходимости произведения (15.27), так и для сходимости ряда (15.28).

Пример 1. Выше мы уже рассмотрели бесконечное произведение
∏∞
n=1

(
1− 1

(n+1)2

)
. Здесь an = − 1

(n+1)2 . Ряд
∑∞
n=1

(
− 1
(n+1)2

)
сходится

и, следовательно, сходится и данное произведение.

Пример 2. Рассмотрим произведение
∏∞
n=1

(
1− 1

n+1

)
. В этом при-

мере an = − 1
n+1 и ряд

∑∞
n=1 an =

∑∞
n=1

(
− 1
n+1

)
расходится. Значит,

расходится и данное произведение.

Пример 3. Исследуем на сходимость
∏∞
n=1

n√
n2+1

. Имеем

pn =
n√

n2 + 1
= 1 +

n√
n2 + 1

− 1,

an =
n√

n1 + 1
− 1 =

n−
√
n2 + 1√

n2 + 1
=

−1√
n2 + 1

· 1

n+
√
n2 + 1

∼ − 1

2n2
.

При n = 1, 2, . . . имеем an < 0 и an ∼ −1
2n2 , так что ряд

∑∞
n=1 an сходится.

Следовательно, сходится и данное произведение.



16. Функциональные последовательности и

ряды

Пусть на множестве E задана последовательность функций

{fn(x)}∞n=1 . (16.1)

Предположим, что для любого фиксированного x ∈ E числовая последо-

вательность fn(x) имеет предел при n → ∞. Тогда для x ∈ E получаем

limn→∞ fn(x) ≡ f(x), где f – некоторая функция, определенная на E. Эту

функцию называют предельной функцией последовательности (16.1) и

говорят, что последовательность (16.1) сходится к функции f поточечно.

Пример 1. Пусть fn(x) = xn (0 ≤ x ≤ 1). Тогда для 0 ≤ x < 1 имеем

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

xn = 0,

а limn→∞ fn(1) = limn→∞ 1 = 1. Поэтому получаем

f(x) = lim
n→∞

xn =

{
0, 0 ≤ x < 1,

1, x = 1.

Получили, что последовательность непрерывных функций сходится к раз-

рывной функции.

Пример 2. Пусть fn(x) =
1

1+nx (x ≥ 0). Тогда

f(x) = lim
n→∞

1

1 + nx
=

{
0, x > 0,

1, x = 0.

Пример 3. Пусть fn(x) = nx
1+n2x2 (x ∈ R). Каждая функция fn –

нечетная. Из неравенства 2|a| ≤ 1+ a2 получим, что |fn(x)| ≤ |nx|
1+|nx|2 ≤ 1

2

при всех x ∈ R. Если же x = 1
n , то fn

(
1
n

)
= 1

2 . Легко видеть, что

f(x) = lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

nx

1 + n2x2
= 0 (x ∈ R).

31
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Пусть на множествеE задана последовательность функций {un(x)}∞n=1.
Предположим, что для каждого фиксированного x ∈ E числовой ряд
∑∞
n=1 un(x) сходится. Обозначим его сумму через f(x). В этом случае

будем говорить, что функциональный ряд
∑∞
n=1 un(x) сходится поточеч-

но на множестве E к функции f .

Замечание. Из данных выше определений видно, что поточечная схо-

димость функционального ряда эквивалентна поточечной сходимости по-

следовательности его частичных сумм {∑n
k=1 uk(x)}.

Пример 4. Пусть дан функциональный ряд
∑∞
n=0

x2

(1+x2)n (x ∈ R).

При каждом фиксированном x 6= 0 этот ряд представляет собой геомет-

рическую прогрессию со знаменателем q = 1
1+x2 (|q| < 1). Поэтому

f(x) =
∞∑

n=0

x2

(1 + x2)
n =

x2

1− 1
1+x2

= 1 + x2 (x 6= 0).

Если x = 0, то, очевидно,
∑∞
n=0

x2

(1+x2)n =
∑∞
n=0 0 = 0. Итак,

f(x) =
∞∑

n=0

x2

(1 + x2)
n =

{
1 + x2, x 6= 0,

0, x = 0,

т. е. сумма ряда, слагаемые которого – непрерывные функции, оказалась

разрывной функцией.

16.1 Равномерная сходимость

Определение. Пусть на множестве E задана последовательность

функций fn (n = 1, 2, . . . ), сходящаяся на E поточечно к функции f . Го-

ворят, что последовательность {fn} сходится равномерно к функции f на

множестве E, если для любого ε > 0 найдется такой номер N , зависящий

только от ε (и не зависящий от x), что для каждого n ≥ N справедливо

неравенство |fn(x)− f(x)| < ε.

Определение поточечной сходимости на множествеE в кванторах мож-

но записать следующим образом:

∀x ∈ E ∀ε > 0 ∃N = N(ε, x) : ∀n ≥ N |fn(x)− f(x)| < ε,
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а равномерной сходимости – так:

∀ε > 0 ∃N = N(ε) : ∀n ≥ N ∀x ∈ E |fn(x)− f(x)| < ε.

В определении поточечной сходимости номер N зависит, вообще говоря,

от ε и от x, а в определении равномерной сходимости N зависит только

от ε и не зависит от x. Иначе говоря, поточечная сходимость будет равно-

мерной, если для заданного ε > 0 номер N можно подобрать так, чтобы

он был пригоден сразу для всех x ∈ E.

Теперь видно, что свойство равномерной сходимости не слабее, чем

свойство поточечной сходимости, т. е. из равномерной сходимости следу-

ет поточечная сходимость. Обратное неверно. Может оказаться, что для

каждого ε > 0 и для x ∈ E найдется номер N = N(ε, x), но для всех сразу

x ∈ E номер N , не зависящий от x, может и не существовать. Приведем

Пример 1. Пусть fn(x) = xn (x ∈ E ≡ [0, 1]). Мы уже видели, что

f(x) = lim
n→∞

fn(x) =

{
0, 0 ≤ x < 1,

1, x = 1.

Если бы последовательность {xn} сходилась к функции f равномерно, то

неравенство |xn − f(x)| < ε при достаточно больших n (n ≥ N(ε)) должно

было быть выполненным сразу для всех x ∈ E. Но это не так, поскольку

при фиксированном n имеем limx→1−0 xn = 1, так что в любой левой

полуокрестности точки x0 = 1 найдется такая точка x1 < 1, что xn1 >
1
2 .

Поэтому если мы возьмем ε0 = 1
2 , то получим неравенство |xn1 − 0| ≥ ε0.

Окончательно имеем

∃ε0
(
ε0 =

1

2

)
: ∀N ∃n ≥ N (n = N) ∃x1 = x1(ε, n) ∈ E :

|fn (x1)− f (x1)| ≥ ε0.

Это означает, что данная последовательность не является равномерно

сходящейся на множестве E.

В этом примере "плохие" точки x1, т. е. такие, в которых выполнено

неравенство |fn (x1)− f (x1)| ≥ ε0, находятся вблизи точки x0 = 1. Если

же мы отделимся от x0, т. е. рассмотрим последовательность {xn} на
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множестве Eδ = [0, 1− δ], где δ > 0 – произвольное число, то сходимость

данной последовательности к функции f(x) ≡ 0 на множестве Eδ уже

будет равномерной. Действительно, в этом случае

|fn(x)− f(x)| = xn ≤ (1− δ)n < ε (0 ≤ x ≤ 1− δ),

если только n ≥ N(ε), где N(ε) =
[

ln ε
ln(1−δ)

]
+ 1 не зависит от x ∈ Eδ.

Пример 2. Для последовательности функций fn(x) = nx
1+n2x2 (x ∈

E ≡ R) ранее мы показали, что

f(x) = lim
n→∞

nx

1 + n2x2
= 0 (x ∈ R).

Поэтому |fn(x)− f(x)| → 0 (n → ∞) при каждом фиксированном x ∈ R.

Однако при фиксированном n наибольшее значение функция fn(x) =
nx

1+n2x2 достигает в точке xn = 1
n и это значение равно fn

(
1
n

)
= 1

2 . Та-

ким образом, для ε0 = 1
2 неравенство |fn(x)− f(x)| < ε0 не может быть

выполненным сразу для всех x ∈ R. Значит, последовательность {fn}
сходится к функции f ≡ 0 на R, но неравномерно, т. е.

∃ε0
(
ε0 =

1

2

)
: ∀N ∃n ≥ N (n = N) ∃x1

(
x1 =

1

n

)
: |fn (x1)− f (x1)| ≥ ε0.

Если же зафиксировать число δ > 0, то нетрудно показать, что на

множестве Eδ = [δ,+∞) последовательность функций fn(x) = nx
1+n2x2

сходится равномерно. Действительно, неравенство

|fn(x)− f(x)| =
nx

1 + n2x2
≤ 1

nx
≤ 1

nδ
< ε (x ∈ Eδ)

выполнено, если только n ≥ N(ε), гдеN(ε) =
[
1
εδ

]
+1 не зависит от x ∈ Eδ.

Геометрический смысл равномерной сходимости состоит в том,

что начиная с номера N графики функций fn(x) расположены в ε-полосе

графика функции f .

Равномерная сходимость ряда определяется как равномерная сходи-

мость последовательности его частичных сумм.

Определение. Пусть на множествеE задана последовательность функ-

ций {un}. Ряд
∑∞
n=1 un называется равномерно сходящимся на множестве
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E, если он сходится поточечно на E и последовательность его частичных

сумм равномерно сходится к сумме ряда на множестве E.

Другими словами, определение равномерной сходимости ряда
∑∞
n=1 un,

сходящегося к функции f на множестве E, можно сформулировать следу-

ющим образом. Обозначим через Sn(x) =
∑n
k=1 uk(x) частичные суммы

ряда
∑∞
n=1 un(x), rn(x) =

∑∞
k=n+1 uk(x) – остаток после n-го слагаемо-

го. Тогда Sn(x) + rn(x) = f(x), а равномерная сходимость ряда означа-

ет, что для любого ε > 0 найдется такой номер N (зависящий только

от ε), что для всех n ≥ N и для всех x ∈ E справедливо неравенство

|Sn(x)− f(x)| < ε. Но так как |Sn(x)− f(x)| = |rn(x)|, то получаем

∀ε > 0 ∃N : ∀n ≥ N ∀x ∈ E |rn(x)| < ε.

Это в свою очередь означает, что остаток ряда равномерно стремится к

нулю. Таким образом, получили следующее эквивалентное определение

равномерной сходимости ряда.

Определение. Ряд
∑∞
n=1 un(x) называется равномерно сходящимся

на множестве E, если последовательность его остатков после n-го слага-

емого {rn} равномерно сходится к нулю на множестве E.

Это определение более выгодно по сравнению с предыдущим тем, что

оно использует лишь слагаемые исходного ряда и не использует сумму

самого ряда f(x) =
∑∞
n=1 un(x).

Пример 1. Ряд
∑∞
n=1 x

n сходится на интервале (−1, 1), т. к. он пред-

ставляет собой сумму геометрической прогрессии со знаменателем x, |x| <
1. Исследуем его на равномерную сходимость. Для этого рассмотрим оста-

ток rn(x) =
∑∞
k=n+1 x

k = xn+1

1−x . При фиксированном x и n → ∞ имеем

rn(x) → 0. Это означает, что данный ряд сходится при каждом x, т. е.

поточечно. Если же зафиксировать n и устремить x к 1− 0, то получим,

что xn+1

1−x → +∞, т. е. если x близок к 1, то rn(x) принимает большие

значения. Это означает, что неравенство |rn(x)| = |x|n+1

1−x < ε сразу для

всех x ∈ (−1, 1) не может быть выполненным, каким бы большим но-

мер n мы ни выбрали. Таким образом, наш ряд сходится на (−1, 1), но

неравномерно.
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С другой стороны, на любом отрезке [−q, q], где 0 < q < 1, ряд
∑∞
n=1 x

n

сходится равномерно. Действительно, в этом случае

|rn(x)| =
∣∣∣∣∣
∞∑

k=n+1

xk

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
xn+1

1− x

∣∣∣∣ ≤
qn+1

1− q , (x ∈ [−q, q]).

Отсюда следует, что последовательность {rn(x)} равномерно сходится к

нулю на [−q, q], т. е. данный ряд равномерно сходится на [−q, q].

Пример 2. Рассмотрим ряд
∑∞
n=0

x2

(1+x2)n . Имеем

rn(x) =

{
1

(1+x2)n , x 6= 0,

0, x = 0.

Если x фиксировано, то rn(x) → 0 при n → ∞. Это означает, что ряд

является сходящимся при любом x ∈ R, т. е. он сходится поточечно. Если

зафиксируем n, то при стремлении x к нулю получаем, что rn(x) → 1,

а это означает, что неравенство |rn(x)| = 1
(1+x2)n < ε при 0 < ε < 1

не может выполняться сразу для всех x ∈ R, каким бы большим номер

n мы ни взяли. Таким образом, rn(x) → 0 (n → ∞), но неравномерно.

Следовательно, данный ряд сходится на R неравномерно.

Замечание. Пусть задан ряд

∞∑

n=1

un(x) (x ∈ E). (16.2)

Рассмотрим величины

µn = sup
x∈E

∣∣∣∣∣
∞∑

k=n+1

uk(x)

∣∣∣∣∣ = sup
x∈E

|rn(x)| .

Тогда определение равномерной сходимости ряда (16.2) на множестве E

можно сформулировать следующим образом.

Ряд (16.2) сходится равномерно на множестве E, если limn→∞ µn = 0.

Действительно, если µn → 0 (n → ∞), то для любого ε > 0 найдется

такой номер N , что для всех n ≥ N справедливо неравенство µn < ε,

т. е. для всех x ∈ E справедливо неравенство |rn(x)| < ε, а значит ряд
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(16.2) сходится равномерно. Обратно, если rn(x) равномерно сходится к

нулю, то для всех x ∈ E справедливо неравенство |rn(x)| < ε. Поэтому и

µn = supx∈E |rn(x)| ≤ ε, т. е. µn → 0 при n→∞.

Пример 3. Исследовать на равномерную сходимость ряд
∑∞
n=1

(−1)n
x2+n

на множестве R.

Данный ряд является рядом лейбницевского типа и поэтому, согласно

теореме об оценке остатка ряда лейбницевского типа, |rn(x)| ≤ 1
x2+n+1 ≤

1
n+1 . Таким образом, µn ≤ 1

n+1 → 0 (n → ∞), и, следовательно, данный

ряд сходится равномерно на R.

Теорема (критерий Коши равномерной сходимости последо-

вательности). Для того чтобы последовательность функций {fn} рав-

номерно сходилась на множестве E к некоторой функции, необходимо

и достаточно, чтобы для любого ε > 0 существовал такой номер N ,

зависящий только от ε, что для любых n,m ≥ N и для любого x ∈ E

было выполнено неравенство |fn(x)− fm(x)| < ε.

Доказательство. Необходимость. Пусть последовательность {fn}
сходится к f равномерно на E. Зададим ε > 0. Тогда найдется такой но-

мер N , что для всех n ≥ N и для всех x ∈ E справедливо неравенство

|fn(x)− f(x)| < ε
2 . Если возьмем произвольные n,m ≥ N , то для любого

x ∈ E получим

|fn(x)− fm(x)| ≤ |fn(x)− f(x)|+ |fm(x)− f(x)| < ε

2
+
ε

2
= ε,

т. е. выполнено условие теоремы (условие Коши).

Достаточность. Пусть выполнено условие Коши. Зафиксируем x ∈
E и получим числовую последовательность {fn(x)}, которая, согласно

условию Коши, является фундаментальной и, следовательно, сходящей-

ся. Обозначим ее предел через f(x). Так как x ∈ E произвольное, то,

проделав эту операцию для всех x ∈ E, получим функцию f(x). Пока-

жем, что последовательность {fn(x)} стремится к f(x) равномерно на E.

Зададим ε > 0. Тогда найдется такой номер N , что для всех n,m ≥ N и

для любого x ∈ E справедливо неравенство |fn(x)− fm(x)| < ε. Зафикси-

руем n ≥ N , x ∈ E и устремим m→∞. Тогда получим |fn(x)− f(x)| ≤ ε.
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Это неравенство выполнено для любого n ≥ N и для всех x ∈ E, а это

и означает, что последовательность {fn} сходится к f равномерно на E.

Доказанную теорему можно переформулировать для рядов следую-

щим образом.

Теорема (критерий Коши равномерной сходимости ряда). Для

того чтобы ряд
∑∞
n=1 un(x) равномерно сходился на множестве E, необ-

ходимо и достаточно, чтобы для любого ε > 0 существовал такой но-

мер N , зависящий только от ε, что для всех n ≥ N , p ∈ N и для любого

x ∈ E выполнялось неравенство
∣∣∣
∑n+p
k=n+1 uk(x)

∣∣∣ < ε.

Эта теорема вытекает из предыдущей, если учесть, что равномерная

сходимость ряда определяется как равномерная сходимость последова-

тельности его частичных сумм.

Теорема (признак Вейерштрасса равномерной сходимости ря-

да). Пусть дан ряд
∞∑

n=1

un(x) (x ∈ E). (16.3)

Предположим, что существует числовая последовательность {an}, та-

кая, что |un(x)| ≤ an (n = 1, 2 . . . ) для всех x ∈ E, и числовой ряд
∑∞
n=1 an сходится. Тогда ряд (16.3) сходится равномерно на E.

Доказательство. В силу условия теоремы, имеем

∣∣∣∣∣

n+p∑

k=n+1

uk(x)

∣∣∣∣∣ ≤
n+p∑

k=n+1

ak (x ∈ E).

Так как ряд
∑∞
n=1 an сходится по условию, то, в силу критерия Коши

для числовых рядов, для любого ε > 0 найдется такой номер N , что для

всех n ≥ N и для любого p ∈ N справедливо неравенство
∑n+p
k=n+1 ak < ε.

Но тогда и неравенство
∣∣∣
∑n+p
k=n+1 uk(x)

∣∣∣ < ε будет выполненным для всех

x ∈ E, т. е. выполнено условие критерия Коши равномерной сходимости

функционального ряда, в силу которого ряд (16.3) сходится равномерно

на E.
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Замечание 1. Признак Вейерштрасса является лишь достаточным

условием равномерной сходимости функционального ряда. В самом деле,

рассмотренный выше пример 3 ряда
∑∞
n=1

(−1)n
x2+n показывает, что этот ряд

хотя и сходится равномерно на R, но оценить сверху его слагаемые можно

лишь слагаемыми расходящегося числового ряда
∑∞
n=1

1
n .

Замечание 2. Признак Вейерштрасса дает достаточное условие не

только равномерной, но и абсолютной сходимости ряда. Это сразу следует

из неравенства
n+p∑

k=n+1

|uk(x)| ≤
n+p∑

k=n+1

ak (x ∈ E).

Замечание 3. Признак Вейерштрасса заключается в том, что из схо-

димости ряда
∑∞
n=1 αn, где αn = supx∈E |un(x)|, следует равномерная (и

абсолютная) сходимость ряда
∑∞
n=1 un(x) на множестве E.

Пример 4. Рассмотрим ряд
∑∞
n=1

x
1+n4x2 на R. Используя очевидное

неравенство 2|a| ≤ 1 + a2, находим мажорантный числовой ряд

∣∣∣∣
x

1 + n4x2

∣∣∣∣ ≤
1

n2

∣∣n2x
∣∣

1 + (n2x)
2 ≤

1

2

1

n2
.

Поскольку числовой ряд
∑∞
n=1

1
2
1
n2 сходится, то исходный функциональ-

ный ряд сходится равномерно на R.

Пример 5. Ряд
∑∞
n=1

cosnx
n2 сходится равномерно на R, поскольку∣∣ cosnx

n2

∣∣ ≤ 1
n2 и числовой ряд

∑∞
n=1

1
n2 сходится.

Теорема (признак Абеля равномерной сходимости). Пусть на

множестве E заданы две функциональные последовательности {an(x)}
и {bn(x)}, такие, что при каждом x ∈ E числовая последовательность

{an(x)} монотонна, функции an(x) ограничены в совокупности, т. е.

существует такое M , что |an(x)| ≤ M (x ∈ E, n = 1, 2, . . . ), а ряд
∑∞
n=1 bn(x) сходится равномерно на E. Тогда ряд

∑∞
n=1 an(x)bn(x) схо-

дится равномерно на E.

Теорема (признак Дирихле равномерной сходимости). Пусть

на множестве E заданы две последовательности функций {an(x)} и
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{bn(x)}, такие, что при каждом x ∈ E числовая последовательность

{an(x)} монотонна, функциональная последовательность {an(x)} рав-

номерно сходится к нулю на E, а частичные суммы ряда
∑∞
n=1 bn(x)

ограничены в совокупности на E, т. е. существует такое число M , что

|∑n
k=1 bk(x)| ≤ M (x ∈ E, n = 1, 2, . . . ). Тогда ряд

∑∞
n=1 an(x)bn(x) схо-

дится равномерно на E.

Доказательства признаков Абеля и Дирихле легко провести, основы-

ваясь на критерии Коши и применяя преобразование Абеля (точно так

же, как это было сделано при доказательстве признаков Абеля и Дирихле

сходимости числовых рядов). Рекомендуется провести эти доказательства

самостоятельно.

Пример 6. Рассмотрим ряды вида
∑∞
n=1 an cosnx и

∑∞
n=1 an sinnx,

где последовательность чисел an монотонно стремится к нулю. К ряду
∑∞
n=1 an cosnx применим признак Дирихле. Для этого рассмотрим суммы

Sn(x) =
∑n
k=1 cos kx. Имеем

2 sin
x

2
Sn(x) =

n∑

k=1

2 sin
x

2
cos kx =

= sin
3x

2
− sin

x

2
+ sin

5x

2
− sin

3x

2
+ · · ·+ sin

(
n+

1

2

)
x− sin

(
n− 1

2

)
x =

= sin

(
n+

1

2

)
x− sin

x

2
.

Поэтому

Sn(x) =
sin
(
n+ 1

2

)
x

2 sin x
2

− 1

2
(0 < x < 2π), |Sn(x)| ≤

1

2
+

1

2
∣∣sin x

2

∣∣ .

Если x→ 0, то Sn(x)→ n, так что в окрестности нуля нарушается равно-

мерная ограниченность сумм Sn(x). Если же δ ≤ x ≤ 2π−δ, где 0 < δ < π,

то |Sn(x)| ≤ 1
2 +

1
2 sin δ

2

и поэтому на [δ, 2π−δ] выполнены все условия при-

знака Дирихле, в силу которого ряд
∑∞
n=1 an cosnx сходится равномерно

на [δ, 2π− δ]. На всем интервале (0, 2π) признак Дирихле неприменим, но
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это еще не означает, что ряд сходится неравномерно, поскольку признак

Дирихле – лишь достаточное условие равномерной сходимости ряда.

Покажите самостоятельно, что ряд
∑∞
n=1 an sinnx, где последователь-

ность {an} монотонно убывает к нулю, сходится равномерно на [δ, 2π− δ],
где произвольное 0 < δ < π. Для этого полезно использовать равенство

n∑

k=1

sin kx =
1

2 sin x
2

n∑

k=1

2 sin
x

2
sin kx =

=
1

2 sin x
2

n∑

k=1

[
cos

(
k − 1

2

)
x− cos

(
k +

1

2

)
x

]
=

=
1

2 sin x
2

[
cos

x

2
− cos

(
n+

1

2

)
x

]
(0 < x < 2π)

и применить признак Дирихле.

16.1.1 Равномерная сходимость и предельный переход

Теорема. Пусть на отрезке [a, b] задана последовательность функ-

ций {fn}, сходящаяся к функции f равномерно на [a, b]. Если все функции

fn непрерывны в точке x0 ∈ [a, b], то и предельная функция f непрерывна

в точке x0.

Доказательство. Зададим ε > 0. Пользуясь равномерной сходимо-

стью, найдем такой номерN , что для всех n ≥ N и для всех x ∈ [a, b] спра-

ведливо неравенство |fn(x)− f(x)| < ε
3 . Возьмем произвольное n ≥ N .

Так как fn непрерывна в точке x0, то найдется такое δ > 0, что для всех

x ∈ [a, b], удовлетворяющих условию |x− x0| < δ, справедливо неравен-

ство |fn(x)− fn (x0)| < ε
3 . Пусть |x− x0| < δ. Тогда

|f(x)− f (x0)| ≤

≤ |f(x)− fn(x)|+ |fn(x)− fn (x0)|+ |fn (x0)− f (x0)| <
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε

и теорема доказана.
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Замечание. В доказанной теореме условие равномерной сходимости

нельзя отбросить. В самом деле, выше мы приводили пример последо-

вательности непрерывных функций fn(x) = xn, которая всюду на [0, 1]

сходится, но предельная функция

f(x) =

{
0, 0 ≤ x < 1,

1, x = 1

разрывна.

С другой стороны, требование равномерной сходимости не является

необходимым для того, чтобы предельная функция была непрерывной.

Другими словами, существует последовательность непрерывных функ-

ций, сходящаяся к непрерывной функции, но неравномерно. Такую по-

следовательность fn(x) = nx
1+n2x2 мы уже приводили выше в качестве

примера.

Доказанная выше теорема для рядов может быть переформулирована

следующим образом.

Теорема. Пусть на отрезке [a, b] задана последовательность непре-

рывных в точке x0 ∈ [a, b] функций un, такая, что ряд
∑∞
n=1 un(x) схо-

дится равномерно на [a, b]. Тогда сумма этого ряда является непрерыв-

ной в точке x0 функцией.

Эта теорема сразу следует из предыдущей, если ее применить к по-

следовательности Sn(x) =
∑n
k=1 uk(x) непрерывных в точке x0 функций

как конечной суммы непрерывных функций uk.

16.1.2 Равномерная сходимость и интегрирование

Пусть задана последовательность интегрируемых на отрезке [a, b] функ-

ций fn и пусть последовательность {fn} сходится на [a, b] поточечно к

функции f . Поставим вопрос: обязана ли функция f быть интегрируемой

на [a, b] и верно ли равенство

lim
n→∞

∫ b

a

fn(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx ?
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Отрицательные ответы на эти вопросы дают следующие примеры.

Пример 1. Пусть {rn}∞n=1 – последовательность всех рациональных

точек из отрезка [0, 1]. Обозначим

fn(x) =

{
1, x ∈ {r1, . . . , rn} ,
0, x ∈ [0, 1] \ {r1, . . . , rn} .

Тогда каждая функция fn интегрируема на отрезке [0, 1], поскольку она

имеет лишь конечное число точек разрыва {r1, . . . , rn}. С другой стороны,

легко видеть, что limn→∞ fn(x) = D(x), где D – функция Дирихле. Но мы

знаем, что функция Дирихле неинтегрируема на отрезке [0, 1].

Итак, мы построили последовательность интегрируемых функций, схо-

дящуюся к неинтегрируемой функции. Следующий пример показывает,

что даже если предельная функция интегрируема, то предел интегралов

не обязан равняться интегралу от предельной функции.

Пример 2. Положим fn(0) = fn
(
1
n

)
= fn(1) = 0, fn

(
1
2n

)
= n, а на

отрезках
[
0, 12n

]
,
[
1
2n ,

1
n

]
и
[
1
n , 1
]

считаем функцию fn линейной. Легко

видеть, что limn→∞ fn(x) = 0 для всех x ∈ [0, 1], так что предельная

функция f(x) ≡ 0 (x ∈ [0, 1]) интегрируема и
∫ 1
0
f(x) dx = 0. С другой

стороны, легко подсчитать, что
∫ 1
0
fn(x) dx = 1

2 , и поэтому предельный

переход под знаком интеграла недопустим.

Аналогичный вопрос можно сформулировать и для рядов. Именно,

можно ли почленно интегрировать сходящийся ряд? Другими словами,

верно ли равенство

∫ b

a

∞∑

n=1

un(x) dx =
∞∑

n=1

∫ b

a

un(x) dx ?

Используя построенные выше примеры, легко показать, что ответ на этот

вопрос отрицательный в том смысле, что сумма поточечно сходящего-

ся ряда из интегрируемых функций может оказаться неинтегрируемой

функцией, а если даже сумма ряда будет функцией интегрируемой, то

требуемое равенство все равно нельзя гарантировать.
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Теорема. Пусть {fn} – последовательность непрерывных на отрез-

ке [a, b] функций, равномерно сходящаяся на [a, b] к функции f . Тогда

существует

lim
n→∞

∫ b

a

fn(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx,

т. е. можно переходить к пределу под знаком интеграла.

Доказательство. В силу теоремы о непрерывности предела равно-

мерно сходящейся последовательности непрерывных функций, предель-

ная функция f непрерывна на [a, b], а значит и интегрируема на [a, b]. За-

дадим ε > 0. Пользуясь равномерной сходимостью, найдем такой номер

N , что для всех n ≥ N и для любого x ∈ [a, b] справедливо неравенство

|fn(x)− f(x)| < ε
b−a . Интегрируя это неравенство, получаем, что при всех

n ≥ N
∣∣∣∣∣

∫ b

a

fn(x) dx−
∫ b

a

f(x) dx

∣∣∣∣∣ ≤
∫ b

a

|fn(x)− f(x)| dx ≤
ε

b− a · (b− a) = ε,

и теорема доказана.

Доказанная теорема для рядов может быть переформулирована сле-

дующим образом.

Теорема. Пусть {un} – последовательность непрерывных на отрез-

ке [a, b] функций такова, что ряд
∑∞
n=1 un(x) сходится равномерно на

[a, b]. Тогда справедливо равенство

∫ b

a

∞∑

n=1

un(x) dx =
∞∑

n=1

∫ b

a

un(x) dx.

Доказательство. Эта теорема является простым следствием пред-

ыдущей. Действительно, функции fn(x) =
∑n
k=1 uk(x) непрерывны как

суммы конечного числа непрерывных функций uk, и последовательность

{fn} сходится к функции f(x) =
∑∞
n=1 un(x) равномерно на [a, b]. Тогда,

по уже доказанной теореме,

n∑

k=1

∫ b

a

uk(x) dx =

∫ b

a

n∑

k=1

uk(x) dx =
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=

∫ b

a

fn(x) dx →
∫ b

a

f(x) dx =

∫ b

a

∞∑

n=1

un(x) dx.

Из приведенного доказательства теоремы видно, что непрерывность

функций fn была использована лишь для того, чтобы гарантировать их

интегрируемость и непрерывность предельной функции f , из которой вы-

текает ее интегрируемость. Возможность же самого предельного перехода

под знаком интеграла обеспечивается условием равномерной сходимости

последовательности {fn}. Следующая теорема показывает, что требова-

ние непрерывности можно ослабить, и достаточно потребовать лишь ин-

тегрируемость.

Теорема. Пусть {fn} – последовательность интегрируемых на от-

резке [a, b] функций, равномерно на [a, b] сходящаяся к функции f . Тогда

предельная функция f интегрируема на [a, b] и справедливо равенство

lim
n→∞

∫ b

a

fn(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx.

Доказательство равенства производится точно так же, как и в пред-

ыдущей теореме, при условии, что
∫ b
a
f(x) dx существует. Поэтому до-

статочно доказать лишь интегрируемость на [a, b] функции f . Для это-

го воспользуемся критерием интегрируемости в терминах колебаний, со-

гласно которому функция f интегрируема на [a, b] тогда и только тогда,

когда для любого ε > 0 найдется такое δ > 0, что для любого разбие-

ния Π отрезка [a, b], диаметр которого d(Π) < δ, справедливо неравенство
∑s−1
i=0 ωi(f)∆xi < ε, где ωi(f) – колебания функции f на частичных от-

резках [xi, xi+1].

Зададим ε > 0 и, пользуясь равномерной сходимостью последователь-

ности {fn}, найдем такое N , что для всех n ≥ N и для всех x ∈ [a, b]

справедливо неравенство |fn(x)− f(x)| < ε. Если n ≥ N , то

|f (x′)− f (x′′)| ≤ |f (x′)− fn (x′)|+ |fn (x′)− fn (x′′)|+ |fn (x′′)− f (x′′)| <

< |fn (x′)− fn (x′′)|+ 2ε.



46 Третий семестр

Отсюда следует, что при любом разбиении ωi(f) ≤ ωi (fn) + 2ε, так что

s−1∑

i=0

ωi(f)∆xi ≤
s−1∑

i=0

ωi (fn)∆xi + 2ε(b− a).

Первое слагаемое справа мало в силу интегрируемости fn, т. е. существу-

ет такое δ > 0, что для любого разбиения Π, диаметр которого d(Π) < δ,

первое слагаемое справа будет меньшим, чем ε. Поэтому, в силу крите-

рия интегрируемости в терминах колебаний, получаем, что функция f

интегрируема на [a, b].

В завершение приведем еще один пример последовательности инте-

грируемых функций, поточечно сходящейся к неограниченной, а значит,

неинтегрируемой функции. Положим

fn(x) =





0, x = 0,

n, 0 < x ≤ 1
n ,

1
x ,

1
n < x ≤ 1.

Тогда каждая функция fn интегрируема на [0, 1], поскольку она имеет

единственную точку разрыва x0 = 0. Вместе с тем функция

f(x) = lim
n→∞

fn(x) =

{
0, x = 0,
1
x , 0 < x ≤ 1

неограничена и, следовательно, неинтегрируема на [0, 1].

16.1.3 Равномерная сходимость и дифференцирование

Пусть {fn} – последовательность дифференцируемых на отрезке [a, b]

функций, поточечно сходящаяся к функции f . Выше мы приводили при-

меры, показывающие, что мы не можем гарантировать даже непрерыв-

ность функции f . Если же последовательность {fn} сходится к f равно-

мерно, то функция f непрерывна. Зададимся вопросом: можно ли гаран-

тировать дифференцируемость функции f? Покажем, что ответ на этот

вопрос отрицательный.
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Пример 1. Положим

fn(x) =

{
n
2x
2 + 1

2n , |x| ≤ 1
n ,

|x|, 1
n < |x| ≤ 1.

Легко убедиться в том, что каждая функция fn дифференцируема на

[−1, 1], а последовательность {fn} сходится к функции f(x) = |x| равно-

мерно на [−1, 1]. Вместе с тем предельная функция f(x) = |x| недиффе-

ренцируема в точке x0 = 0 ∈ [−1, 1].

Пример 2. Последовательность функций fn(x) = sinnx
n равномерно

сходится к функции f , тождественно равной нулю на R (т. к. |fn(x)| ≤
1
n (x ∈ R)). Вместе с тем f ′n(x) = cosnx и эта последовательность не имеет

предела при n→∞, например, в точке x0 = π.

Первый пример показывает, что предел равномерно сходящейся по-

следовательности дифференцируемых функций может оказаться недиф-

ференцируемой функцией в некоторой точке x0, несмотря на то, что су-

ществует limn→∞ f ′n (x0). Во втором примере существует f ′ (x0), но не су-

ществует limn→∞ f ′n (x0). Таким образом, для того чтобы гарантировать

возможность предельного перехода под знаком дифференцирования, т. е.

равенство

lim
n→∞

f ′n (x) = f ′(x),

при естественном условии, что последовательность {fn} сходится к функ-

ции f , мало потребовать равномерной сходимости последовательности

{fn} к функции f . Это совершенно естественно и с геометрической точ-

ки зрения. Действительно, равномерная сходимость последовательности

{fn} к функции f означает, что графики функций fn находятся в ε-полосе

графика предельной функции f . Но в этой полосе графики функций fn

могут быть какими угодно и вовсе не обязательно, чтобы касательные

к этим графикам в фиксированной точке x0 имели какое-то предельное

положение, т. е. стабилизировались.

Теорема. Пусть {fn} – последовательность непрерывно дифферен-

цируемых на отрезке [a, b] функций. Предположим, что в некоторой
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точке x0 ∈ [a, b] числовая последовательность {fn (x0)} сходится, а

функциональная последовательность {f ′n} равномерно сходится на [a, b].

Тогда исходная последовательность {fn} равномерно сходится на [a, b]

к непрерывно дифференцируемой функции f , причем для любого x ∈ [a, b]

справедливо равенство

f ′(x) = lim
n→∞

f ′n(x). (16.4)

Доказательство. Обозначим ϕ(x) = limn→∞ f ′n(x). По теореме о

непрерывности предела равномерно сходящейся последовательности непре-

рывных функций получаем, что функция ϕ непрерывна на [a, b]. Поло-

жим g(x) =
∫ x
x0
ϕ(t) dt. Применим на отрезке с концами x0 и x теорему о

предельном переходе под знаком интеграла к последовательности {f ′n(t)}.
Тогда получим

g(x) =

∫ x

x0

ϕ(t) dt = lim
n→∞

∫ x

x0

f ′n(t) dt = lim
n→∞

(fn(x)− fn (x0))

(последнее равенство справедливо в силу формулы Ньютона – Лейбни-

ца). По условию теоремы существует limn→∞ fn (x0). Тогда из равенства

g(x) = limn→∞ (fn(x)− fn (x0)) следует, что существует и limn→∞ fn(x),

т. е. мы показали, что последовательность {fn(x)} сходится на [a, b]. Обо-

значим f(x) = limn→∞ fn(x) и получим, что g(x) = f(x) − f (x0), а так

как функция g дифференцируема (как интеграл с переменным верхним

пределом от непрерывной функции ϕ) и g′(x) = ϕ(x) (в силу формулы

Ньютона – Лейбница), то отсюда следует, что функция f также диф-

ференцируема и f ′(x) = ϕ(x), т. е. функция f имеет производную, эта

производная непрерывна и справедливо равенство (16.4). Осталось пока-

зать, что последовательность {fn} сходится к функции f равномерно на

[a, b]. Имеем

|fn(x)− f(x)| ≤ |(fn(x)− fn (x0))− (f(x)− f (x0))|+ |fn (x0)− f (x0)| .

Второе слагаемое справа мало при достаточно больших n, а первое оце-

ниваем так:
∣∣∣∣
∫ x

x0

f ′n(t) dt−
∫ x

x0

ϕ(t) dt

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫ x

x0

(f ′n(t)− ϕ(t)) dt
∣∣∣∣ ≤

∫ b

a

|f ′n(t)− ϕ(t)| dt.
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Теперь остается учесть, что последовательность {f ′n} сходится к функции

ϕ равномерно на [a, b], и тем самым завершается доказательство теоремы.

Доказанную теорему для рядов можно переформулировать следую-

щим образом.

Теорема (о почленном дифференцировании ряда). Пусть на

отрезке [a, b] задана последовательность непрерывно дифференцируемых

функций {un}, такая, что ряд
∑∞
n=1 un(x) сходится в некоторой точ-

ке x0 ∈ [a, b], а ряд из производных
∑∞
n=1 u

′
n(x) сходится равномерно на

[a, b]. Тогда исходный ряд
∑∞
n=1 un(x) равномерно сходится на всем от-

резке [a, b], его сумма является непрерывно дифференцируемой функцией

и справедливо равенство

( ∞∑

n=1

un(x)

)′
=

∞∑

n=1

u′n(x) (x ∈ [a, b]).

Для доказательства этой теоремы достаточно применить предыдущую

теорему к последовательности частичных сумм ряда
∑∞
n=1 un(x).

В двух последних теоремах мы предполагали непрерывность произ-

водных. Это существенно использовалось при доказательстве, т. к. оно

основывалось на применении формулы Ньютона – Лейбница. Вместе с

тем при сформулированных условиях мы смогли гарантировать непре-

рывность производной предельной функции. Следующая теорема не со-

держит условия непрерывности производных функций fn и, естественно,

не гарантирует непрерывность производной у предельной функции.

Теорема. Пусть на отрезке [a, b] задана последовательность диф-

ференцируемых функций {fn}, сходящаяся в некоторой точке x0 ∈ [a, b]

и такова, что функциональная последовательность {f ′n} сходится рав-

номерно на [a, b]. Тогда последовательность {fn} равномерно сходится

на всем отрезке [a, b] к некоторой функции f , причем эта функция f
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дифференцируема на [a, b] и справедливо равенство

f ′(x) = lim
n→∞

f ′n(x) (x ∈ [a, b]).

Доказательство. Зададим ε > 0. По критерию Коши, в силу равно-

мерной сходимости последовательности {f ′n}, существует такой номер N ,

что для всех n,m ≥ N и для любого x ∈ [a, b] справедливо неравенство

|f ′n(x)− f ′m(x)| < ε.

Обозначим ϕn,m(x) = fn(x) − fm(x). Тогда
∣∣ϕ′n,m(x)

∣∣ < ε и, в силу фор-

мулы Лагранжа,

|ϕn,m(x)− ϕn,m (x0)| ≤
∣∣ϕ′n,m(ξ)

∣∣ · |x− x0| ≤ ε |x− x0| .

Отсюда следует, что

|fn(x)− fm(x)| = |ϕn,m(x)| ≤ |ϕn,m(x)− ϕn,m (x0)|+ |ϕn,m (x0)| ≤

≤ ε |x− x0|+ |fn (x0)− fm (x0)| .

Из этого неравенства видно, что последовательность {fn} удовлетворяет

условию критерия Коши, а значит, она равномерно сходится. Обозначим

f(x) = limn→∞ fn(x). Далее, для n,m ≥ N имеем

|ϕn,m(x+ h)− ϕn,m(x)| ≤ ε|h| (x, x+ h ∈ [a, b]).

Это неравенство можем переписать так:
∣∣∣∣
fn(x+ h)− fn(x)

h
− fm(x+ h)− fm(x)

h

∣∣∣∣ ≤ ε.

Устремим n→∞ и тогда получим
∣∣∣∣
f(x+ h)− f(x)

h
− fm(x+ h)− fm(x)

h

∣∣∣∣ ≤ ε (m ≥ N).

Зафиксируем m ≥ N и найдем такое δ > 0, что для всех h, удовлетворя-

ющих условию 0 < |h| < δ, справедливо неравенство
∣∣∣∣
fm(x+ h)− fm(x)

h
− f ′m(x)

∣∣∣∣ < ε.
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Тогда получим, что

∣∣∣∣
f(x+ h)− f(x)

h
− f ′m(x)

∣∣∣∣ < 2ε (0 < |h| < δ).

Если в неравенстве |f ′n(x)− f ′m(x)| < ε (n,m ≥ N) перейдем к пределу

при n→∞ (как уже доказано, он существует), то получим

|ϕ(x)− f ′m(x)| ≤ ε,

где обозначено ϕ(x) = limn→∞ f ′n(x). Отсюда следует, что

∣∣∣∣
f(x+ h)− f(x)

h
− ϕ(x)

∣∣∣∣ ≤ 3ε (0 < |h| < δ).

Это означает, что существует

lim
h→0

f(x+ h)− f(x)
h

= ϕ(x) = lim
n→∞

f ′n(x) (x ∈ [a, b]).

Упражнение. Сформулируйте самостоятельно аналог последней тео-

ремы для рядов.

16.1.4 Перестановка предельных переходов

Теорема. Пусть на множестве E задана последовательность функ-

ций {fn}, равномерно сходящаяся к функции f на E. Пусть x0 – предель-

ная точка множества E и при каждом n существует limx→x0 fn(x) =

yn. Тогда последовательность {yn} имеет конечный предел y0 и суще-

ствует limx→x0 f(x) = y0.

Доказательство. Зададим ε > 0. Пользуясь равномерной сходимо-

стью, найдем такой номер N , что для всех n,m ≥ N и для каждого x ∈ E
справедливо неравенство |fn(x)− fm(x)| < ε. Устремляя x→ x0, получа-

ем, что |yn − ym| ≤ ε для всех n,m ≥ N , т. е. последовательность {yn}
фундаментальна. В силу критерия Коши, существует limn→∞ yn = y0.

Имеем

|f(x)− y0| ≤ |f(x)− fn(x)|+ |fn(x)− yn|+ |yn − y0| .
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Если n ≥ N , то для всех x ∈ E, в силу равномерной сходимости, справед-

ливо неравенство |fn(x)− f(x)| < ε. Если x достаточно близко к x0, т. е.

|x− x0| < δ, то |fn(x)− yn| < ε. При n ≥ N имеем также |yn − y0| < ε.

Тогда и |f(x)− y0| ≤ 3ε, если только |x− x0| < δ, а это означает, что

limx→x0 f(x) = y0.

Замечание. Доказанная теорема утверждает, что при указанных усло-

виях можно менять местами предельные переходы, а именно,

lim
x→x0

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

lim
x→x0

fn(x).

В случае если условия теоремы не выполнены, такое равенство может

оказаться неверным.

Аналог доказанной теоремы для рядов имеет следующий вид.

Теорема (о почленном переходе к пределу). Пусть на множе-

стве E задан равномерно сходящийся ряд
∑∞
n=1 un(x). Пусть x0 – пре-

дельная точка множества E и для любого n существует limx→x0 un(x) =

αn. Тогда ряд
∑∞
n=1 αn сходится и существует

lim
x→x0

∞∑

n=1

un(x) =
∞∑

n=1

αn =
∞∑

n=1

lim
x→x0

un(x).

Замечание. Эта теорема дает достаточные условия, при которых сум-

му и предел можно менять местами.
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Степенным рядом называется ряд вида
∑∞
n=0 an (x− x0)

n
, где x0 –

фиксированная точка, {an} – числовая последовательность. Числа an (n =

0, 1, . . . ) называются коэффициентами ряда, точка x0 – центром ряда.

Будем рассматривать ряды вида
∑∞
n=0 anx

n, т. е. полагаем x0 = 0.

Пример. Ряд
∑∞
n=0 x

n – сумма геометрической прогрессии. Этот ряд

сходится при |x| < 1 и расходится при |x| ≥ 1.

17.1 Структура множества точек сходимости

степенного ряда

Структуру множества точек сходимости степенного ряда устанавливает

Первая теорема Абеля. Пусть степенной ряд

∞∑

n=0

anx
n (17.1)

сходится в некоторой точке x1 6= 0. Тогда ряд (17.1) абсолютно сходит-

ся в каждой точке x, такой, что |x| < |x1|.
Доказательство. Из сходимости числового ряда

∑∞
n=0 anx

n
1 следует,

что его слагаемые стремятся к нулю и, следовательно, ограничены, т. е.

существует такое M , что для всех n = 0, 1, . . . справедливо неравенство

|anxn1 | ≤M . Поэтому для |x| < |x1| имеем

|anxn| = |anxn1 | ·
∣∣∣∣
x

x1

∣∣∣∣
n

≤M ·
∣∣∣∣
x

x1

∣∣∣∣
n

.

Поскольку q =
∣∣∣ xx1

∣∣∣ < 1, то ряд
∑∞
n=0 q

n сходится. Значит, по признаку

сравнения, сходится и ряд
∑∞
n=0 |anxn|, а это означает, что ряд (17.1)

сходится и притом абсолютно.

53
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Замечание. Если степенной ряд (17.1) сходится при x = x1, то нельзя

гарантировать, что он сходится и при x = −x1. Например, ряд
∑∞
n=1

xn

n

сходится при x = x1 = −1 и расходится при x = −x1 = 1.

Следствие. Если степенной ряд (17.1) расходится в некоторой точ-

ке x1, то для всех x, таких, что |x| > |x1|, ряд (17.1) расходится.

Доказательство. Если бы в некоторой точке x2, такой, что |x2| >
|x1|, ряд (17.1) оказался сходящимся, то, в силу первой теоремы Абеля,

он должен был быть сходящимся в точке x1. Но в точке x1 ряд (17.1)

расходится по условию, и следствие доказано.

Теорема. Множество точек сходимости степенного ряда (17.1) пред-

ставляет собой непустой промежуток с центром в точке x0 = 0. Это

может быть одноточечное множество {0}, интервал (быть может,

и бесконечный), отрезок или полуинтервал.

Доказательство. Ясно, что в точке x0 = 0 ряд (17.1) с любыми ко-

эффициентами {an} сходится. Если других точек сходимости у ряда (17.1)

нет, то множеством точек сходимости ряда (17.1) является множество {0}.
Предположим, что существуют отличные от нуля точки сходимости ряда

(17.1). Обозначим через E множество всех таких точек, R = supx∈E |x|.
Пусть |x| < R. Тогда найдется такое x1 ∈ E, что |x1| > |x|. По первой

теореме Абеля, ряд (17.1) сходится абсолютно в точке x. Если R < +∞
и |x| > R, то ясно, что x /∈ E и, следовательно, в этой точке ряд (17.1)

расходится. При x = ±R ряд (17.1) может быть сходящимся или расходя-

щимся.

Определение. Радиусом сходимости степенного ряда

∞∑

n=0

an (x− x0)n (17.2)

называется неотрицательное число R (конечное или равное +∞), обла-

дающее тем свойством, что при |x− x0| < R ряд (17.2) сходится, а при

|x− x0| > R ряд (17.2) расходится. Существование такого числа R уста-

новлено в предыдущей теореме. Интервал (x0 −R, x0 +R) называется ин-

тервалом сходимости степенного ряда (17.2).
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Из доказанной теоремы следует, что степенной ряд (17.2) сходится в

точке x = x0. Если множество точек сходимости ряда (17.2) состоит более

чем из одной точки x0, то ряд (17.2) сходится в интервале (x0 −R, x0 +R)

и расходится вне отрезка [x0 −R, x0 +R], причем во всех точках интер-

вала (x0 −R, x0 +R) ряд (17.2) сходится абсолютно.

Пример 1. Ряд
∞∑

n=0

n!xn (17.3)

сходится лишь в одной точке x = 0. Действительно, если x 6= 0, то, в силу

известного равенства limn→∞ n!xn = ∞, ряд (17.3) расходится, т. к. для

него не выполнено необходимое условие сходимости. Итак, здесь R = 0 и

множество точек сходимости состоит из единственной точки {0}.

Пример 2. Ряд
∞∑

n=0

xn (17.4)

сходится при |x| < 1 и расходится при |x| ≥ 1. Здесь R = 1, интервал схо-

димости (−1, 1), на концах интервала сходимости ряд (17.4) расходится,

так что множество точек сходимости ряда (17.4) – интервал (−1, 1).

Пример 3. Ряд
∞∑

n=1

xn

n
(17.5)

сходится при |x| < 1 по признаку сравнения, т. к.
∣∣xn
n

∣∣ ≤ |x|n (сравниваем

с геометрической прогрессией). Если |x| > 1, то слагаемые ряда (17.5)

стремятся к ∞ и, следовательно, ряд (17.5) расходится. Итак, радиус схо-

димости ряда (17.5) R = 1, интервал сходимости (−1, 1). При x = −1 ряд

(17.5) принимает вид
∑∞
n=1

(−1)n
n . Это – ряд лейбницевского типа и, следо-

вательно, сходящийся. При x = 1 получаем ряд
∑∞
n=1

1
n – гармонический,

а значит, расходящийся. Итак, на левом конце интервала сходимости ряд

(17.5) сходится (условно), а на правом конце – расходится. Множество

точек сходимости ряда (17.5) – полуинтервал [−1, 1).
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Пример 4. Для ряда
∞∑

n=1

xn

n2
(17.6)

при |x| ≤ 1 имеем
∣∣xn
n2

∣∣ ≤ 1
n2 , т. е. ряд (17.4), в силу признака сравнения,

сходится на множестве [−1, 1]. Если же |x| > 1, то ряд (17.6) расходится,

т. к. не выполнено необходимое условие сходимости
(
xn

n2 →∞ (n→∞)
)
.

Итак, радиус сходимости ряда (17.6) R = 1, интервал сходимости (−1, 1),
множество точек сходимости [−1, 1].

Пример 5. Ряд
∞∑

n=1

xn

n!
(17.7)

сходится при каждом x ∈ R. В самом деле, поскольку

|x|n+1
(n+ 1)!

· n!

|x|n =
|x|
n+ 1

→ 0 (n→∞),

то, в силу признака Даламбера, получаем, что ряд (17.7) сходится. Имеем

R = +∞, интервал сходимости (−∞,+∞).

17.2 Вычисление радиуса сходимости степенного

ряда

Теорема. Пусть дан степенной ряд

∞∑

n=0

anx
n. (17.8)

Если существует

lim
n→∞

n
√
|an| ≡ ρ > 0,

то радиус сходимости ряда (17.8) равен R = 1
ρ . Если для любого n числа

an 6= 0 и существует

lim
n→∞

∣∣∣∣
an+1
an

∣∣∣∣ ≡ ρ∗ > 0,

то

R =
1

ρ∗
= lim
n→∞

∣∣∣∣
an
an+1

∣∣∣∣ .
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Доказательство. Для доказательства первого утверждения приме-

ним признак Коши. Для фиксированного x имеем

n
√
|anxn| = n

√
|an| · |x| → ρ|x| (n→∞).

Если |x| < 1
ρ , то ρ|x| < 1 и, по признаку Коши, ряд (17.8) сходится абсо-

лютно. Если |x| > 1
ρ , то ρ|x| > 1 и, следовательно, ряд (17.8) расходится,

т. к. не выполнено необходимое условие сходимости.

Доказательство второго утверждения теоремы легко можно провести

аналогично, используя признак Даламбера (проведите самостоятельно).

Мы покажем, что из существования предела ρ∗ следует существование

предела ρ и их равенство ρ = ρ∗. Ясно, что отсюда также будет следовать

второе утверждение теоремы.

Зададим ε > 0 и найдем такой номер N , что для всех n ≥ N справед-

ливо неравенство ∣∣∣∣
∣∣∣∣
an+1
an

∣∣∣∣− ρ∗
∣∣∣∣ < ε.

Тогда

ρ∗ − ε <
∣∣∣∣
an+1
an

∣∣∣∣ < ρ∗ + ε,

т. е.

|an| (ρ∗ − ε) < |an+1| < |an| (ρ∗ + ε) .

Применяя рекуррентно левое неравенство, получаем

|aN+1| > (ρ∗ − ε) |aN | ,

|aN+2| > (ρ∗ − ε)2 |aN | , . . . , |aN+k| > (ρ∗ − ε)k |aN | , . . . ,

а из правого неравенства следует, что

|aN+k| < (ρ∗ + ε)
k |aN | (k = 1, 2, . . . ).

Пусть n > N , т. е. n = N + k, где k ∈ N. Тогда

n
√
|an| < (ρ∗ + ε)

n−N
n |aN |

1
n = (ρ∗ + ε)

1−N
n n
√
|aN |.

При фиксированном N выражение справа стремится к ρ∗+ ε при n→∞.

Поэтому при n ≥ N1 оно меньше, чем ρ∗+2ε. Аналогично можно показать,
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что при n ≥ N2 справедливо неравенство n
√
|an| > ρ∗ − 2ε. Получим, что

при n ≥ N3 ≡ max (N1, N2) имеет место неравенство

ρ∗ − 2ε < n
√
|an| < ρ∗ + 2ε,

а это означает, что существует

ρ ≡ lim
n→∞

n
√
|an| = ρ∗.

Замечание 1. Если в условии теоремы считать, что 1
0 = +∞ и 1

+∞ =

0, то теорема остается справедливой и в случаях ρ = 0 и ρ = +∞. При

этом необходимые изменения в доказательстве очевидны (проведите са-

мостоятельно).

Замечание 2. Во второй части доказательства нашей теоремы мы,

по существу, доказали, что из существования limn→∞
an+1

an
(an > 0) сле-

дует, что существует и limn→∞ n
√
an, и эти пределы равны. Для рядов с

положительными слагаемыми это означает, что признак Коши не слабее

признака Даламбера.

Итак, мы можем находить радиус сходимости R = 1
ρ степенного ряда

(17.8) в случае если существует

ρ = lim
n→∞

n
√
|an|,

где 0 ≤ ρ ≤ +∞. Но предел ρ может и не существовать. В общем случае

радиус сходимости ряда (17.8) находится следующим образом.

Теорема Коши – Адамара. Пусть дан степенной ряд

∞∑

n=0

anx
n. (17.9)

Тогда его радиус сходимости равен

R =
1

limn→∞
n
√
|an|

,

где понимается 1
0 = +∞ и 1

+∞ = 0.
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Доказательство этой теоремы основано на применении обобщенного

признака Коши сходимости рядов с положительными слагаемыми.

Теорема (обобщенный признак Коши). Пусть дан числовой ряд

∞∑

n=0

un, (17.10)

где числа un ≥ 0. Если limn→∞ n
√
un < 1, то ряд (17.10) сходится, а если

limn→∞ n
√
un > 1, то ряд (17.10) расходится.

Доказательство. Если limn→∞ n
√
un > 1, то существует подпосле-

довательность номеров nk, таких, что unk ≥ 1, а значит, un не стремит-

ся к нулю, и следовательно, ряд (17.10) расходится, т. к. не выполнено

необходимое условие сходимости. Если же limn→∞ n
√
un ≡ q < 1, то для

0 < ε < 1 − q найдется такой номер N , что для всех n ≥ N справедливо

неравенство n
√
un < q + ε < 1. Отсюда следует, что un < (q + ε)n при

n ≥ N и, значит, ряд (17.10) сходится в силу признака сравнения.

Доказательство теоремы Коши – Адамара. Имеем

limn→∞
n
√
|anxn| = limn→∞

n
√
|an| · |x|.

Если

|x| < 1

limn→∞
n
√
|an|

,

то, в силу обобщенного признака Коши, сходится ряд
∑∞
n=0 |anxn|, т. е.

ряд (17.9) сходится абсолютно. Если же

|x| > 1

limn→∞
n
√
|an|

,

то для ряда
∑∞
n=0 |anxn| не выполнено необходимое условие сходимости.

Следовательно, необходимое условие сходимости не выполнено и для ряда

(17.9), т. е. он расходится.

Пример 1. Рассмотрим ряд

∞∑

n=1

nxn.
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Здесь an = n, limn→∞ n
√
an = limn→∞ n

√
n = 1, т. е. R = 1

limn→∞
n
√
an

= 1. В

точках x = R = 1 и x = −R = −1 ряд расходится. Область его сходимости

– интервал (−1, 1).

Пример 2. Для ряда

∞∑

n=0

[3 + (−1)n]n xn

имеем an = [3 + (−1)n]n, limn→∞ n
√
an = limn→∞ [3 + (−1)n] = 4, R = 1

4 .

Данный ряд сходится при |x| < 1
4 и расходится при |x| > 1

4 . Если x = ± 14 ,
то
∣∣a2kx2k

∣∣ = 42k 1
42k

= 1, т. е. слагаемые с четными номерами равны 1 и

предел слагаемых ряда не равен нулю. Окончательно, область сходимости

ряда – интервал
(
− 14 , 14

)
.

17.3 Равномерная сходимость и непрерывность

суммы степенного ряда

Теорема 1. Пусть дан степенной ряд

∞∑

n=0

anx
n, (17.11)

радиус сходимости которого R > 0. Тогда для любого r, такого, что

0 < r < R, ряд (17.11) равномерно сходится на [−r, r].
Доказательство. Ранее мы показывали, что в каждой точке, ле-

жащей внутри интервала сходимости, степенной ряд сходится абсолютно.

Следовательно, числовой ряд
∑∞
n=0 |an| rn сходится. Поэтому, в силу при-

знака Вейерштрасса, из неравенства |anxn| ≤ |an| rn (|x| ≤ r) следует, что

ряд (17.11) сходится равномерно на [−r, r].

Замечание. При доказательстве теоремы мы показали, что степенной

ряд с радиусом сходимости R > 0 равномерно сходится на отрезке [−r, r],
где 0 < r < R. Другими словами, степенной ряд сходится равномерно

на каждом отрезке, целиком лежащем в интервале сходимости. В этом

случае говорят, что степенной ряд сходится равномерно внутри интервала
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сходимости. Не следует это путать с понятием равномерной сходимости

на всем интервале сходимости. На интервале сходимости степенной ряд

может сходиться и неравномерно, но внутри интервала сходимости, как

показано выше, степенной ряд всегда сходится равномерно.

Теорема 2. Сумма степенного ряда (17.11) с радиусом сходимости

R > 0 является непрерывной на интервале сходимости (−R,R) функ-

цией.

Доказательство. Согласно предыдущей теореме, ряд (17.11) рав-

номерно сходится на [−r, r] ⊂ (−R,R) (на всем интервале (−R,R) ряд

(17.11) может сходиться и неравномерно). Пусть x0 ∈ (−R,R). Выберем

такое r, что |x0| < r < R. Так как x0 – внутренняя точка отрезка [−r, r] и

на [−r, r] ряд (17.11) сходится равномерно, то, по теореме о непрерывности

суммы равномерно сходящегося ряда непрерывных функций, сумма ряда

(17.11) является непрерывной на [−r, r], а значит, и в точке x0, функцией.

Поскольку x0 ∈ (−R,R) – произвольная точка, то сумма ряда (17.11)

непрерывна на (−R,R).

Теорема 3. Если степенной ряд (17.11) с радиусом сходимости R > 0

расходится в точке x = R или x = −R, то он не является равномерно

сходящимся на (−R,R).
Доказательство. Пусть ряд (17.11) расходится при x = R. Если

бы на (−R,R) ряд (17.11) сходился равномерно, то, согласно теореме о

почленном переходе к пределу, мы получили бы, что сходится ряд из

пределов
∞∑

n=0

lim
x→R−0

anx
n =

∞∑

n=0

anR
n,

что противоречит предположению.

Замечание. Степенной ряд, у которого бесконечно много отличных

от нуля коэффициентов, не может быть равномерно сходящимся на всей

числовой оси. В самом деле, если бы степенной ряд равномерно сходил-

ся на всей действительной оси, то, в силу критерия Коши равномерной

сходимости ряда, это означало бы, что слагаемые ряда равномерно малы

(т. е. равномерно стремятся к нулю при n→∞). Но это не так, поскольку
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неравенство |anxn| < ε для всех x ∈ R справедливо лишь в том случае,

если an = 0.

Вторая теорема Абеля. Если ряд (17.11) с радиусом сходимости

R > 0 сходится при x = R, то он сходится равномерно на [0, R] и его

сумма является непрерывной слева в точке x = R функцией.

Доказательство. Представим слагаемые степенного ряда (17.11) в

виде anx
n = anR

n
(
x
R

)n
и обозначим αn(x) =

(
x
R

)n
, βn = anR

n. Тогда

исходный ряд (17.11) можно записать в таком виде:
∑∞
n=0 αn(x)βn. По-

кажем, что выполнены условия признака Абеля равномерной сходимости

на [0, R]. При фиксированном x ∈ [0, R] последовательность αn(x) =
(
x
R

)n

монотонно убывает
(
поскольку x

R ≤ 1
)

и ограничена в совокупности (по-

скольку для x ∈ [0, R] справедливо неравенство 0 ≤
(
x
R

)n ≤ 1). Далее, ряд
∑∞
n=0 βn сходится и притом равномерно на [0, R] (т. к. слагаемые этого ря-

да не зависят от x). По признаку Абеля, ряд (17.11) сходится равномерно

на [0, R]. Отсюда следует непрерывность суммы этого ряда на [0, R] и, в

частности, непрерывность слева в точке x = R.

17.4 Почленное интегрирование

и дифференцирование степенного ряда

Как было выяснено выше, если радиус сходимости степенного ряда

∞∑

n=0

anx
n (17.12)

0 < R ≤ +∞, то его сумма f(x) =
∑∞
n=0 anx

n – непрерывная на (−R,R)
функция.

Теорема 1. Для любого x ∈ (−R,R) справедливо равенство

∫ x

0

f(t) dt =

∞∑

n=0

an
xn+1

n+ 1
.

Доказательство. Пусть x ∈ (−R,R). Тогда ряд (17.12) сходится рав-

номерно на отрезке с концами 0 и x и поэтому к нему на этом отрезке
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можно применить теорему о почленном интегрировании ряда, согласно

которой

∫ x

0

f(t) dt =

∫ x

0

( ∞∑

n=0

ant
n

)
dt =

∞∑

n=0

an

∫ x

0

tn dt =
∞∑

n=0

an
xn+1

n+ 1
.

Замечание 1. Пусть дан степенной ряд (17.12). Тогда проинтегриро-

ванный ряд имеет вид
∞∑

n=0

an
xn+1

n+ 1
. (17.13)

Ряд (17.13) имеет тот же радиус сходимости, что и исходный ряд (17.12).

В самом деле, в силу теоремы Коши – Адамара,

R2 =
1

limn→∞ n

√
|an| 1

n+1

=
1

limn→∞
n
√
|an|

= R.

Замечание 2. Если степенной ряд (17.12) сходится при x = R, где

0 < R < +∞, то, по второй теореме Абеля, он сходится равномерно на

[0, R]. Поэтому, применяя теорему о почленном интегрировании общих

функциональных рядов, получаем, что сходится ряд (17.13) при x = R,

т. е. ряд
∞∑

n=0

an
Rn+1

n+ 1
. (17.14)

Замечание 3. Предположим теперь, что сходится ряд (17.14). Тогда,

по второй теореме Абеля, равномерно на [0, R] сходится и ряд (17.13).

Применяя теорему о почленном переходе к пределу, получим, что суще-

ствует

lim
x→R−0

∫ x

0

f(t) dt = lim
x→R−0

∞∑

n=0

an
xn+1

n+ 1
=

∞∑

n=0

an
Rn+1

n+ 1
.

При этом сама функция f может быть и неинтегрируемой в смысле Рима-

на на [0, R] (например, f может быть неограниченной на [0, R]). Выраже-

ние limx→R−0
∫ x
0
f(t) dt называется несобственным интегралом от функ-

ции f на [0, R).



64 Третий семестр

Теорема 2. Сумма f(x) степенного ряда (17.12) является дифферен-

цируемой в интервале сходимости функцией, причем

f ′(x) =
∞∑

n=1

nanx
n−1 (x ∈ (−R,R)). (17.15)

Доказательство. Прежде всего, согласно теореме Коши – Адамара,

радиус сходимости ряда справа в (17.15) равен

R3 =
1

limn→∞
n
√
|nan|

=
1

limn→∞
n
√
|an|

= R,

так что продифференцированный ряд

∞∑

n=1

nanx
n−1 (17.16)

имеет интервал сходимости (−R,R), такой же, как и у исходного ряда

(17.12). Для доказательства равенства (17.15) воспользуемся общей тео-

ремой о почленном дифференцировании функционального ряда. Зафик-

сируем x ∈ (−R,R) и выберем число r, такое, что 0 ≤ |x| < r < R. По-

скольку радиус сходимости продифференцированного ряда (17.16) равен

R, а внутри интервала сходимости степенной ряд сходится равномерно,

то ряд (17.16) сходится равномерно на [−r, r]. Таким образом, на [−r, r]
для ряда (17.12) выполнены условия теоремы о почленном дифференци-

ровании функционального ряда, согласно которой для x ∈ [−r, r] имеет

место равенство (17.15).

Замечание. Если продифференцированный ряд (17.16) сходится при

x = R, т. е. если сходится ряд
∑∞
n=1 nanR

n−1, то, по второй теореме Абе-

ля, ряд (17.16) сходится равномерно на [0, R] . Поэтому общую теорему

о почленном дифференцировании функционального ряда можно приме-

нить и при x = R. Согласно этой теореме получим, что в этом случае

существует f ′−(R) и

f ′−(R) =
∞∑

n=1

nanR
n−1.
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Следствие. Сумма степенного ряда (17.12) является бесконечно диф-

ференцируемой функцией в интервале сходимости и ее производные вы-

числяются путем последовательного дифференцирования слагаемых ис-

ходного ряда.

Доказательство. Действительно, если

f(x) =
∞∑

n=0

anx
n = a0 + a1x+ a2x

2 + · · ·+ anx
n + . . . ,

то, согласно теореме о дифференцировании суммы степенного ряда,

f ′(x) =
∞∑

n=1

nanx
n−1 = a1+2a2x+3a3x

2+ · · ·+nanxn−1+ . . . x ∈ (−R,R),

и степенной ряд в правой части имеет тот же радиус сходимости R, что и

исходный ряд. Применяя снова к продифференцированному ряду теорему

о дифференцировании суммы степенного ряда, находим

f ′′(x) =
∞∑

n=2

n(n− 1)anx
n−2 = 2a2 + 3 · 2a3x+ 4 · 3a4x2 + . . . ,

где x ∈ (−R,R). Продолжая этот процесс, на k-м шаге получим

f (k)(x) =
∞∑

n=k

n(n− 1) . . . (n− k + 1)anx
n−k =

= k!ak + (k + 1) . . . 2ak+1x+ (k + 2) . . . 3ak+2x
2 + . . . ,

где x ∈ (−R,R).

Замечание. При доказательстве следствия мы получили равенство

f (k)(x) =

∞∑

n=k

n(n− 1) . . . (n− k + 1)anx
n−k (x ∈ (−R,R)),

где k = 0, 1, . . . . Отсюда, в частности, следует, что

f (k)(0) = k!ak (k = 0, 1, . . . ),

или ak = f(k)(0)
k! (k = 0, 1, . . . ). Мы видим, что коэффициенты степенно-

го ряда (17.12) выражаются через производные суммы степенного ряда,

вычисленные в центре интервала сходимости.
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Если дан степенной ряд

f(x) =
∞∑

n=0

an (x− x0)n ,

то его коэффициенты выражаются равенствами

ak =
f (k) (x0)

k!
(k = 0, 1, . . . ).

Определение. Функция f , заданная в окрестности точки x0, называ-

ется аналитической в точке x0, если в некоторой окрестности этой точки

она представима в виде суммы степенного ряда по степеням (x− x0), т. е.

f(x) =
∞∑

n=0

an (x− x0)n (x ∈ (x0 − δ, x0 + δ)) .

Как мы видели выше, если функция f аналитична в точке x0, то она

бесконечно дифференцируема в этой точке и справедливы равенства

ak =
f (k) (x0)

k!
(k = 0, 1, . . . ),

т. е. коэффициенты разложения аналитической функции в степенной ряд

выражаются через производные этой функции. Отсюда следует

Теорема (о единственности разложения аналитической функ-

ции в степенной ряд). Если функция f аналитическая в точке x0, то

ее разложение в ряд по степеням (x− x0) единственно, т. е. коэффици-

енты этого разложения определяются однозначно.

Доказательство. Действительно, если

f(x) =

∞∑

n=0

an (x− x0)n (x ∈ (x0 − δ1, x0 + δ1))

и

f(x) =
∞∑

n=0

bn (x− x0)n (x ∈ (x0 − δ2, x0 + δ2)) ,

то при |x− x0| < δ ≡ min (δ1, δ2) имеем

f(x) =
∞∑

n=0

an (x− x0)n =
∞∑

n=0

bn (x− x0)n

и ak = f(k)(x0)
k! , bk = f(k)(x0)

k! , т. е. ak = bk (k = 0, 1, . . . ).
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17.5 Ряды Тейлора

17.5.1 Определение и основные свойства

Выше мы видели, что сумма степенного ряда f(x) =
∑∞
n=0 an (x− x0)

n
с

радиусом сходимости R > 0 является аналитической, а значит, бесконечно

дифференцируемой функцией, и справедливо равенство ak = f(k)(x0)
k! (k =

0, 1, . . . ). Предположим теперь, что функция f бесконечно дифференци-

руема в точке x0. Рассмотрим ряд
∑∞
n=0 an (x− x0)

n
, где an = f(n)(x0)

n! .

Определение. Пусть функция f , заданная в окрестности точки x0,

бесконечно дифференцируема в самой точке x0. Числа an = f(n)(x0)
n! (n =

0, 1, . . . ) называются коэффициентами Тейлора функции f в точке x0, а

ряд
∞∑

n=0

f (n) (x0)

n!
(x− x0)n

называется рядом Тейлора функции f в окрестности точки x0.

Выше мы показали, что аналитическая функция представима в виде

суммы степенного ряда с коэффициентами an = f(n)(x0)
n! , т. е. она в некото-

рой окрестности точки x0 раскладывается в сумму своего ряда Тейлора.

Если же отказаться от требования аналитичности, то оказывается, что

ряд Тейлора в своем интервале сходимости может сходиться не к функ-

ции f , а к другой функции.

Пример. Рассмотрим функцию f(x) = e−
1
x2 (x 6= 0), f(0) = 0. При-

меняя индукцию и правило Лопиталя, можно показать (покажите само-

стоятельно), что в точке x0 = 0 функция f имеет производные любого

порядка и все они равны нулю, т. е. f (n)(0) = 0 (n = 0, 1, . . . ). Поэтому

ряд Тейлора нашей функции имеет все коэффициенты, равные нулю, и,

следовательно, его сумма тождественно равна нулю. В то же время для

любого x 6= 0 функция f(x) 6= 0, т. е. ряд Тейлора сходится, но не к

функции f , а к другой функции.

Рассмотрим вопрос: при каких условиях ряд Тейлора функции f схо-

дится в некоторой окрестности точки x0 к самой функции f ? Другими
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словами, при каких условиях функция f допускает в некоторой окрест-

ности точки x0 разложение в виде суммы степенного ряда? Для иссле-

дования этого вопроса будем использовать полученную ранее формулу

Тейлора. Напомним ее.

Пусть функция f в интервале (x0 − δ, x0 + δ), где δ > 0, имеет непре-

рывные производные до порядка n+1 включительно. Тогда справедливо

равенство

f(x) =

n∑

k=0

f (k) (x0)

k!
(x− x0)k + rn(x) ≡

≡ f (x0)+
f ′ (x0)

1!
(x− x0)+

f ′′ (x0)

2!
(x− x0)2+· · ·+

f (n) (x0)

n!
(x− x0)n+rn(x),

где остаток rn(x) может быть представлен в виде

rn(x) =
1

n!

∫ x

x0

(x− t)nf (n+1)(t) dt (x ∈ (x0 − δ, x0 + δ)) .

Мы записали остаток формулы Тейлора в интегральной форме. При-

меняя теорему о среднем для интегралов, отсюда легко получить остаток

формулы Тейлора в форме Лагранжа

rn(x) =
1

(n+ 1)!
f (n+1)(ξ) (x− x0)n+1 ,

где точка ξ находится на интервале с концами x0 и x.

Итак, формула Тейлора представляет функцию f в окрестности точки

x0 в виде частичной суммы ее ряда Тейлора и остатка формулы Тей-

лора. Если мы хотим, чтобы ряд Тейлора сходился к функции f , то

для этого, очевидно, необходимо и достаточно, чтобы остаток форму-

лы Тейлора стремился к нулю при n → ∞ при каждом фиксированном

x ∈ (x0 − δ, x0 + δ). Отсюда легко получается

Теорема (достаточное условие разложимости функции в сте-

пенной ряд). Пусть функция f бесконечно дифференцируема в некото-

рой окрестности (x0 − δ, x0 + δ) точки x0. Если все производные функ-

ции f ограничены в совокупности в этой окрестности, т. е. если суще-

ствует такая постоянная M , что
∣∣∣f (n)(x)

∣∣∣ ≤M (x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) , n = 0, 1, . . . ) ,
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то ряд Тейлора функции f по степеням (x− x0) сходится к f(x) для

любого x ∈ (x0 − δ, x0 + δ), т. е. справедливо равенство

f(x) =
∞∑

n=0

f (n) (x0)

n!
(x− x0)n .

Доказательство. Как уже отмечалось, нам нужно показать, что из

условий теоремы следует, что остаток rn(x) формулы Тейлора стремит-

ся к нулю при n → ∞ при каждом фиксированном x ∈ (x0 − δ, x0 + δ).

Представим rn(x) в форме Лагранжа

rn(x) =
1

(n+ 1)!
f (n+1)(ξ) (x− x0)n+1 .

Тогда, в силу ограниченности в совокупности производных функции f ,

имеем

|rn(x)| ≤M
|x− x0|n+1
(n+ 1)!

(n = 0, 1, . . . ).

При фиксированном x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) правая часть стремится к нулю

при n→∞ (мы используем известное равенство limn→∞
an

n! = 0 (a ∈ R)).

Поэтому и rn(x)→ 0 (n→∞), и теорема доказана.

17.5.2 Разложения основных элементарных функций

При x0 = 0 ряд Тейлора называют рядом Маклорена. Ранее мы получили

разложения по формулам Маклорена функций ex, sinx, cosx, ln(1 + x) и

(1 + x)α. Построим для этих функций ряды Маклорена.

1. f(x) = ex. Формула Тейлора (Маклорена) имеет вид

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+
x3

3!
+ · · ·+ xn

n!
+ rn(x) ≡

n∑

k=0

xk

k!
+ rn(x),

f (n)(x) = ex (n = 0, 1, . . . ), и поэтому на любом интервале (−δ, δ) справед-

ливо неравенство

∣∣∣f (n)(x)
∣∣∣ ≤ eδ (x ∈ (−δ, δ), n = 0, 1, . . . ).
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Таким образом, выполнено достаточное условие разложимости функции в

ряд Тейлора (Маклорена). Отсюда следует, что справедливо разложение

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+
x3

3!
+ · · ·+ xn

n!
+ · · · ≡

∞∑

n=0

xn

n!
(x ∈ (−δ, δ)) .

Поскольку δ > 0 произвольное, то полученное разложение справедливо

для всех x ∈ R.

2. f(x) = sinx. Формула Тейлора (Маклорена) имеет вид

sinx = x−x
3

3!
+
x5

5!
−· · ·+(−1)n x2n+1

(2n+ 1)!
+rn(x) ≡

n∑

k=0

(−1)k x2k+1

(2k + 1)!
+rn(x).

Далее,

f ′(x) = cosx = sin
(
x+

π

2

)
, f ′′(x) = − sinx = sin(x+ π), . . . ,

f (n)(x) = sin
(
x+

πn

2

)
(n = 0, 1, . . . ).

Все производные данной функции ограничены в совокупности
∣∣f (n)(x)

∣∣ ≤
1 (x ∈ R, n = 0, 1, . . . ). Таким образом, выполнено достаточное условие

разложимости функции в ряд Маклорена и поэтому справедливо равен-

ство

sinx = x−x
3

3!
+
x5

5!
−· · ·+(−1)n x2n+1

(2n+ 1)!
+· · · ≡

∞∑

n=0

(−1)n x2n+1

(2n+ 1)!
(x ∈ R).

3. f(x) = cosx. Как и для функции sinx, аналогично получаем

cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
− · · ·+ (−1)n x2n

(2n)!
+ · · · ≡

∞∑

n=0

(−1)n x2n

(2n)!
(x ∈ R).

4. f(x) = ln(1+x). Формула Маклорена для функции ln(1+x) (x > −1)
имеет вид

ln(1+x) = x− x2

2
+
x3

3
− · · ·+(−1)n−1x

n

n
+ rn(x) ≡

n∑

k=1

(−1)k−1 x
k

k
+ rn(x).
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Имеем

f ′(x) =
1

1 + x
, f ′′(x) = − 1

(1 + x)2
= −(1+x)−2, f ′′′(x) = 1 ·2(1+x)−3, . . . ,

f (n)(x) = (−1)n−1(n− 1)!(1 + x)−n.

Выясним, для каких x остаток rn(x) стремится к нулю при n→∞. (До-

статочное условие разложимости функции в ряд Тейлора применить нель-

зя, так как производные данной функции не являются ограниченными в

совокупности ни при каком x.) Для этого запишем остаток формулы Ма-

клорена в интегральной форме

rn(x) =
1

n!

∫ x

0

(x− t)nf (n+1)(t) dt =

= (−1)n
∫ x

0

(x− t)n dt

(1 + t)n+1
= (−1)nxn+1

∫ 1

0

(1− u)n du

(1 + xu)n+1
,

|rn(x)| ≤ |x|n+1
∫ 1

0

(1− u)n
(1 + xu)n+1

du.

Пусть |x| < 1. Оценим подынтегральную функцию

(1− u)n
(1 + xu)n+1

≤ (1− u)n
(1− |x|u)n+1 =

(
1− u

1− |x|u

)n
· 1

1− |x|u ≤
1

1− |x|u.

Отсюда следует, что

|rn(x)| ≤ |x|n+1
∫ 1

0

du

1− |x|u = −|x|n
∫ 1−|x|

1

dz

z
=

= |x|n ln |z||11−|x| = |x|n ln
1

1− |x| .

Так как |x| < 1, то |x|n → 0 (n→∞) и, следовательно, rn(x)→ 0 (n→∞).

Таким образом, справедливо разложение

ln(1+x) = x−x
2

2
+
x3

3
−· · ·+(−1)n−1x

n

n
+· · · ≡

∞∑

n=1

(−1)n−1x
n

n
(x ∈ (−1, 1)).
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Ряд справа имеет радиус сходимости R = 1, поэтому при |x| > 1 остаток

rn(x) формулы Маклорена оценивать не нужно.

Рассмотрим полученный ряд на концах интервала сходимости. При

x = −1 ряд расходится. Если же x = 1, то получаем ряд лейбницевского

типа, т. е. сходящийся. Исследуем остаток формулы Маклорена. Имеем

rn(1) = (−1)n
∫ 1

0

(1− u)n
(1 + u)n+1

du,

|rn(1)| ≤
∫ 1

0

(1− u)n du =
1

n+ 1
→ 0 (n→∞).

Таким образом, rn(1)→ 0 при n→∞ и, значит, разложение

ln(1 + x) =
∞∑

n=1

(−1)n−1x
n

n

справедливо для x ∈ (−1, 1]. В частности, отсюда следует равенство

∞∑

n=1

(−1)n−1 1
n
≡ 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ · · · = ln 2.

5. f(x) = (1+x)α. При α ∈ {0, 1, . . . } функция f является многочленом

и поэтому мы опускаем этот тривиальный случай. Пусть α /∈ {0, 1, . . . }.
Формула Маклорена имеет вид

(1+x)α = 1+
α

1!
x+

α(α− 1)

2!
x2+ · · ·+ α(α− 1) . . . (α− n+ 1)

n!
xn+ rn(x) ≡

≡ 1 +
n∑

k=1

α(α− 1) . . . (α− k + 1)

k!
xk + rn(x).

Имеем

f ′(x) = α(1 + x)α−1, f ′′(x) = α(α− 1)(1 + x)α−2, . . . ,

f (n)(x) = α(α− 1) . . . (α− n+ 1)(1 + x)α−n.

Нетрудно показать, что f (n)(x) не являются ограниченными в совокупно-

сти ни при каком значении x. Поэтому для разложения данной функции в
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ряд Маклорена достаточное условие разложимости функции в ряд непри-

менимо. Как и в предыдущем примере, будем находить те значения x, при

которых rn(x)→ 0 при n→∞. Представим остаток rn(x) в интегральной

форме

rn(x) =
1

n!

∫ x

0

(x− t)nf (n+1)(t) dt = An

∫ x

0

(x− t)n(1 + t)α−n−1 dt,

где An = α(α−1)...(α−n+1)(α−n)
n! . В результате замены t = xu получим

rn(x) = Anx
n+1

∫ 1

0

(1− u)n(1 + xu)α−n−1 du.

Пусть |x| < 1. Покажем, что Anx
n+1 → 0 при n → ∞, а интеграл огра-

ничен. Выберем натуральное число m0 ≥ |α|. Тогда для n ≥ m0 будем

иметь

|An| =
|α(α− 1) . . . (α− n)|

n!
≤ m0 (m0 + 1) . . . (m0 + n)

n!
=

=
1 · 2 . . . n(n+ 1) . . . (m0 + n)

(m0 − 1)! · n! ≤

≤ (m0 + n)!

n!
= (n+ 1)(n+ 2) . . . (n+m0) ≤ (2n)m0 ,

откуда следует неравенство

|An| · |x|n+1 ≤ (2n)m0 |x|n+1 = 2m0 |x| (nm0 |x|n)→ 0 (n→∞).

(При этом было использовано известное равенство limn→∞ nkqn = 0, где

k ∈ N, |q| < 1.) Докажем теперь ограниченность интеграла

∫ 1

0

(1− u)n(1 + xu)α−n−1 du, (17.17)

где |x| < 1. Из неравенства 1 + xu ≥ 1− u (|x| < 1) следует, что

(1− u)n(1 + xu)α−n−1 ≤ (1 + xu)α−1.

При фиксированном x функция ϕ(u) = (1+xu)α−1 (u ∈ [0, 1]) непрерыв-

на. Отсюда следует ограниченность интеграла (17.17).
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Окончательно получаем, что при |x| < 1 остаток rn(x)→ 0 при n→∞
и, следовательно, справедливо равенство

(1 + x)α = 1 +
α

1!
x+

α(α− 1)

2!
x2 + · · ·+ α(α− 1) . . . (α− n+ 1)

n!
xn + · · · ≡

≡ 1 +

∞∑

n=1

α(α− 1) . . . (α− n+ 1)

n!
xn,

где |x| < 1.

Ряд

1 +
∞∑

n=1

α(α− 1) . . . (α− n+ 1)

n!
xn

называется биномиальным рядом. Радиус сходимости биномиального ря-

да R = 1. В самом деле, раньше мы показывали, что радиус сходимости

степенного ряда
∑∞
n=0 anx

n может быть вычислен по формуле

R = lim
n→∞

∣∣∣∣
an
an+1

∣∣∣∣ ,

если предел справа существует. Для нашего ряда имеем
∣∣∣∣
an
an+1

∣∣∣∣ =
|α(α− 1) . . . (α− n+ 1)|

n!
· (n+ 1)!

|α(α− 1) . . . (α− n+ 1)(α− n)| =

=
n+ 1

|α− n| → 1 (n→∞).

Вопрос о сходимости полученного ряда на концах интервала сходимо-

сти, т. е. в точках x = −1 и x = 1, рассматривать не будем.

Пример 1. Разложить в ряд по степеням x функцию f(x) = 1
1+x .

Применяя разложение функции (1 + x)α при α = −1, получаем

f(x) =
1

1 + x
= (1+x)−1 = 1−x+x2−x3+ · · · ≡

∞∑

n=0

(−1)nxn ≡
∞∑

n=0

(−x)n,

где |x| < 1. Это – сумма геометрической прогрессии со знаменателем

q = −x с |q| < 1.

Пример 2. Разложить по степеням x+ 1 функцию f(x) = 1
x(3x+1) .
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Полагаем x+1 = t. Тогда функцию f(x) = f(t−1) = 1
(t−1)(3t−2) = ϕ(t)

достаточно разложить по степеням t. Раскладывая с неопределенными

коэффициентами и вычисляя их, находим

ϕ(t) =
A

t− 1
+

B

3t− 2
=

1

t− 1
− 3

3t− 2
=

3

2
· 1

1− 3
2 t
− 1

1− t =

=
3

2

(
1 +

3

2
t+

(
3

2
t

)2
+

(
3

2
t

)3
+ . . .

)
−
(
1 + t+ t2 + t3 + . . .

)
=

=
1

2
+

∞∑

n=1

[(
3

2

)n+1
− 1

]
tn.

Первое разложение справедливо при
∣∣ 3
2 t
∣∣ < 1, т. е. при |t| < 2

3 , а второе

– при |t| < 1. Поэтому оба разложения справедливы при |t| < 2
3 . Оконча-

тельно, заменяя t на x+ 1, получим

1

x(3x+ 1)
=

1

2
+

∞∑

n=1

[(
3

2

)n+1
− 1

]
(x+ 1)n,

где |x+ 1| < 2
3 , т. е. − 53 < x < − 13 .

Пример 3. Разложим в ряд Маклорена функцию f(x) = arctg x.

Имеем

f ′(x) =
1

1 + x2
= 1− x2 + x4 − x6 + · · · ≡

∞∑

n=0

(−1)nx2n,

где |x| < 1. Так как в интервале сходимости степенной ряд допускает

почленное интегрирование, то получаем

f(x) = arctg x =

∫ x

0

dt

1 + t2
=

∞∑

n=0

(−1)n
∫ x

0

t2n dt =

=
∞∑

n=0

(−1)n x
2n+1

2n+ 1
≡ x− x3

3
+
x5

5
− x7

7
+ . . . ,

где |x| < 1.

Упражнение. Разложите в ряды Маклорена гиперболические функ-

ции shx и chx. Сравните полученные разложения с разложениями три-

гонометрических функций sinx и cosx.



18. Несобственные интегралы

18.1 Определение несобственных интегралов

I и II рода

18.1.1 Несобственные интегралы I рода (интегралы

по неограниченным промежуткам)

Пусть функция f задана на промежутке [a,+∞), где a ∈ R, и интегри-

руема по Риману на каждом отрезке [a, ξ], где a < ξ < +∞. Выражение∫ +∞
a

f(x) dx называют несобственным интегралом I рода (или I типа).

Если существует limξ→+∞
∫ ξ
a
f(x) dx, то этот несобственный интеграл на-

зывают сходящимся, а его значение полагают равным

∫ +∞

a

f(x) dx = lim
ξ→+∞

∫ ξ

a

f(x) dx.

Если же не существует конечного предела, то несобственный интеграл

называют расходящимся.

Аналогично определяется несобственный интеграл

∫ a

−∞
f(x) dx = lim

η→−∞

∫ a

η

f(x) dx.

Пусть теперь функция f задана на всей действительной прямой и ин-

тегрируема по Риману на любом отрезке [η, ξ], где −∞ < η < ξ < +∞.

Если существует конечный двойной предел

lim
ξ → +∞
η → −∞

∫ ξ

η

f(x) dx,

то несобственный интеграл
∫ +∞
−∞ f(x) dx называется сходящимся, а его

76
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значение полагают равным

∫ +∞

−∞
f(x) dx = lim

ξ → +∞
η → −∞

∫ ξ

η

f(x) dx.

В противном случае несобственный интеграл называется расходящимся.

Утверждение. Сходимость интеграла
∫ +∞
−∞ f(x) dx равносильна то-

му, что сходятся оба интеграла
∫ +∞
a

f(x) dx и
∫ a
−∞ f(x) dx, причем име-

ет место равенство

∫ +∞

−∞
f(x) dx =

∫ a

−∞
f(x) dx+

∫ +∞

a

f(x) dx, (18.1)

где a – произвольное действительное число.

Доказательство. Пусть при некотором a ∈ R интегралы
∫ +∞
a

f(x) dx

и
∫ a
−∞ f(x) dx сходятся. Тогда для −∞ < η < a < ξ < +∞ будем иметь

∫ ξ

η

f(x) dx =

∫ a

η

f(x) dx+

∫ ξ

a

f(x) dx.

Отсюда, переходя к пределам при ξ → +∞ и η → −∞, получаем

lim
ξ → +∞
η → −∞

∫ ξ

η

f(x) dx = lim
ξ → +∞
η → −∞

∫ a

η

f(x) dx+ lim
ξ → +∞
η → −∞

∫ ξ

a

f(x) dx =

=

∫ a

−∞
f(x) dx+

∫ +∞

a

f(x) dx,

т. е. интеграл
∫ +∞
−∞ f(x) dx сходится и для него справедливо равенство

(18.1).

Для доказательства обратного утверждения зафиксируем произволь-

ное a ∈ R и предположим, что существует

∫ +∞

−∞
f(x) dx = lim

ξ → +∞
η → −∞

∫ ξ

η

f(x) dx.

Тогда, в силу критерия Коши существования двойного предела, отсюда

следует, что для любого ε > 0 найдется такое A, что для любых ξ′, ξ′′ > A
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и для любых η′, η′′ < −A справедливо неравенство

∣∣∣∣∣

∫ ξ′

η′
f(x) dx−

∫ ξ′′

η′′
f(x) dx

∣∣∣∣∣ < ε.

Зафиксируем ε > 0 и найдем такое A. Можем считать, что A > |a|. Вы-

берем η = η′ = η′′ < −A и ξ′, ξ′′ > A. Тогда получим

∣∣∣∣∣

∫ ξ′′

ξ′
f(x) dx

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

∫ ξ′

η

f(x) dx−
∫ ξ′′

η

f(x) dx

∣∣∣∣∣ < ε,

т. е. выполнено условие критерия Коши существования предела

lim
ξ→+∞

∫ ξ

a

f(x) dx.

Отсюда следует, что интеграл
∫ +∞
a

f(x) dx сходится. Аналогично получа-

ем, что и интеграл
∫ a
−∞ f(x) dx также сходится. Имеем

∫ a

−∞
f(x) dx+

∫ +∞

a

f(x) dx = lim
η→−∞

∫ a

η

f(x) dx+ lim
ξ→+∞

∫ ξ

a

f(x) dx =

= lim
η → −∞

ξ → +∞

(∫ a

η

f(x) dx+

∫ ξ

a

f(x) dx

)
= lim

η → −∞

ξ → +∞

∫ ξ

η

f(x) dx =

∫ +∞

−∞
f(x) dx.

Последний предел существует в силу условия, а выражение справа не

зависит от a. Тем самым доказано (18.1) для любого a ∈ R.

Доказанное утверждение показывает, что для изучения трех видов

определенных выше несобственных интегралов по неограниченным про-

межуткам достаточно изучить лишь один из них. Поэтому будем рассмат-

ривать лишь интегралы вида
∫ +∞
a

f(x) dx.

В определении интеграла
∫ +∞
a

f(x) dx существует аналогия с опреде-

лением суммы ряда
∑∞
n=1 an. Именно, аналогом

∫ ξ
a
f(x) dx служит ча-

стичная сумма ряда
∑n
k=1 ak. Сходимость интеграла определяется как

существование предела limξ→+∞
∫ ξ
a
f(x) dx; аналогично, сходимость ря-

да определяется как существование предела limn→∞
∑n
k=1 ak. Однако эта

аналогия неполная. Так, из сходимости ряда
∑∞
n=1 an следует, что



18. Несобственные интегралы 79

limn→∞ an = 0, но из сходимости интеграла
∫ +∞
a

f(x) dx не следует, что

функция f(x) стремится к нулю при x → +∞, даже если функция f

неотрицательна. Действительно, пусть

f(x) =

{
1, x ∈ N,

0, x ∈ [0,+∞) \ N.

Тогда для любого ξ > 1 интеграл
∫ ξ
1
f(x) dx = 0 и, следовательно, ин-

теграл
∫ +∞
1

f(x) dx сходится и равен нулю. Однако же функция f(x) не

стремится к нулю при x→ +∞.

Вместе с тем для монотонной функции f на [1,+∞) сходимость ряда
∑∞
n=1 f(n) и интеграла

∫ +∞
1

f(x) dx равносильны. Это утверждает инте-

гральный признак сходимости рядов.

Пример 1. Вычислим
∫ +∞

0

dx

1 + x2
= lim
ξ→+∞

∫ ξ

0

dx

1 + x2
= lim

ξ→+∞
arctg x

∣∣∣∣
ξ

0

= lim
ξ→+∞

arctg ξ =
π

2
.

Пример 2. Несобственный интеграл
∫ +∞
0

sinx dx расходится. В самом

деле,
∫ ξ

0

sinx dx = − cosx

∣∣∣∣∣

ξ

0

= 1− cos ξ

не имеет предела при ξ → +∞.

Пример 3. Во многих приложениях важным является
∫ +∞
1

dx
xα . Имеем

∫ ξ

1

dx

xα
=





1
1−αx

1−α
∣∣∣
ξ

1
, α 6= 1,

lnx|ξ1 , α = 1

=





1
1−α

(
ξ1−α − 1

)
, α 6= 1,

ln ξ, α = 1.

Если α > 1, то ξ1−α → 0 (ξ → +∞), и поэтому этот интеграл сходится и
∫ +∞

1

dx

xα
=

1

α− 1
.

Если же α ≤ 1, то
∫ ξ
1
dx
xα → +∞ при ξ → +∞, и данный интеграл расхо-

дится. Окончательно
∫ +∞

1

dx

xα
=

1

α− 1
(α > 1),

а при α ≤ 1 интеграл слева расходится.
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18.1.2 Несобственные интегралы II рода (интегралы

от неограниченных функций)

Ранее нами было установлено, что интегрируемая по Риману на отрезке

функция является ограниченной на этом отрезке. Сейчас мы хотим рас-

пространить понятие интеграла для некоторых классов неограниченных

функций.

Пусть функция f задана на полуинтервале [a, b), где −∞ < a < b <

+∞, и интегрируема по Риману на любом отрезке [a, ξ], где a < ξ < b.

Если существует конечный предел limξ→b−0
∫ ξ
a
f(x) dx, то несобственный

интеграл II рода (или II типа)
∫ b
a
f(x) dx называют сходящимся и пола-

гают ∫ b

a

f(x) dx = lim
ξ→b−0

∫ ξ

a

f(x) dx.

В противном случае несобственный интеграл называют расходящимся.

Замечание 1. В данном определении естественно предполагать, что

функция f неограничена в любой левой полуокрестности точки b. Дей-

ствительно, если функция f ограничена на [a, b) и интегрируема на каж-

дом отрезке [a, ξ] при любом ξ < b, то, используя критерий интегриру-

емости функции в смысле Римана в терминах колебаний, легко можно

показать, что функция f интегрируема по Риману на отрезке [a, b] (в са-

мой точке b функцию можно доопределить произвольным образом и это

не влияет ни на свойство функции быть интегрируемой, ни на величину

интеграла Римана
∫ b
a
f(x) dx).

Замечание 2. Если функция f интегрируема по Риману на отрез-

ке [a, b], то, как было установлено ранее, интеграл с переменным верх-

ним пределом ϕ(ξ) =
∫ ξ
a
f(x) dx является непрерывной на [a, b] функцией.

В частности, существует limξ→b−0 ϕ(ξ) =
∫ b
a
f(x) dx. Это означает, что

для интегрируемой в смысле Римана функции интеграл в несобственном

смысле также существует и их значения совпадают.

Если функция f неограничена в любой левой полуокрестности точки

b, то эту точку называют особой точкой и говорят, что в точке b функция
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имеет особенность. Иногда это обозначают так:
∫ (b)
a

f(x) dx.

Аналогично определяется
∫ b
(a)

f(x) dx с особенностью в точке a. Имен-

но, полагаем

∫ b

(a)

f(x) dx ≡
∫ b

a

f(x) dx = lim
η→a+0

∫ b

η

f(x) dx,

если предел справа существует. В этом случае интеграл называют сходя-

щимся, в противном случае – расходящимся.

Пример 1. У интеграла
∫ 1
0

dx√
1−x2

имеется особенность в точке x = 1.

Имеем ∫ 1

0

dx√
1− x2

= lim
ξ→1−0

∫ ξ

0

dx√
1− x2

=

= lim
ξ→1−0

arcsinx

∣∣∣∣
ξ

0

= lim
ξ→1−0

arcsin ξ = arcsin 1 =
π

2
.

Пример 2. Как и в приведенном выше примере 3, следующий пример

имеет много важных приложений. Рассмотрим интеграл
∫ 1
0
dx
xα , где α > 0.

Он имеет особенность в точке x = 0. При α 6= 1 имеем

∫ 1

η

dx

xα
=

1

1− αx
1−α

∣∣∣∣
1

η

=
1

1− α −
η1−α

1− α,

а если α = 1, то
∫ 1

η

dx

x
= lnx

∣∣∣∣
1

η

= ln
1

η
.

Если α < 1, то существует

lim
η→0+

∫ 1

η

dx

xα
=

1

1− α.

Если же α ≥ 1, то предел limη→0+
∫ 1
η
dx
xα не существует. Следовательно,

∫ 1

0

dx

xα
=

1

1− α (α < 1)

и интеграл расходится при α ≥ 1.
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Интеграл с несколькими особенностями определяется как сумма инте-

гралов по таким промежуткам, на каждом из которых имеется лишь одна

особенность. При этом интеграл называют сходящимся, если сходятся все

интегралы указанной суммы. Если хотя бы один из них расходится, то и

исходный интеграл называют расходящимся.

Пример. Интеграл
∫ +∞
−∞

dx√
x 3
√
x−1 4

√
x−2 определяется как

∫ +∞

−∞

dx√
x 3
√
x− 1 4

√
x− 2

=

∫ a

−∞
+

∫ 0

a

+

∫ b

0

+

∫ 1

b

+

∫ c

1

+

∫ 2

c

+

∫ d

2

+

∫ +∞

d

,

где −∞ < a < 0 < b < 1 < c < 2 < d < +∞.

18.2 Простейшие свойства несобственных

интегралов

Будем рассматривать функцию f , заданную на [a, b), где b – конечное или

бесконечное, и изучать свойства интеграла

∫ b

a

f(x) dx = lim
ξ→b, ξ<b

∫ ξ

a

f(x) dx.

Тем самым охватываем свойства интегралов как I, так и II рода.

1. Аддитивность. Несобственный интеграл
∫ b
a
f(x) dx сходится то-

гда и только тогда, когда для любого c ∈ (a, b) сходится интеграл
∫ b
c
f(x) dx.

При этом справедливо равенство

∫ b

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx. (18.2)

Доказательство следует из определения, т. к. при c < ξ < b имеем

∫ ξ

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx+

∫ ξ

c

f(x) dx.

Переходя к пределу при ξ → b (ξ < b), получаем требуемое свойство.

Замечание. Из равенства (18.2) вытекает, что у сходящегося интегра-

ла его "остаток"
∫ b
c
f(x) dx стремится к нулю при c → b. Действительно,
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если в (18.2) устремить c к b, то первое слагаемое справа стремится к∫ b
a
f(x) dx, т. е.

∫ b
c
f(x) dx→ 0 при c→ b (c < b).

2. Линейность. Пусть функции f и g интегрируемы в несобствен-

ном смысле на [a, b) и α, β ∈ R. Тогда функция αf + βg интегрируема на

[a, b) и ∫ b

a

[αf + βg](x) dx = α

∫ b

a

f(x) dx+ β

∫ b

a

g(x) dx. (18.3)

Доказательство следует из линейности собственного интеграла Ри-

мана. Действительно, для ξ < b имеем
∫ ξ

a

[αf + βg](x) dx = α

∫ ξ

a

f(x) dx+ β

∫ ξ

a

g(x) dx

и, переходя к пределу при ξ → b (ξ < b) (пределы каждого слагаемого

справа существуют по условию), получаем (18.3).

3. Формула Ньютона – Лейбница. Пусть функция f непрерывна

на [a, b), где −∞ < a < b ≤ +∞ и F – ее первообразная на [a, b). То-

гда несобственный интеграл
∫ b
a
f(x) dx сходится в том и только в том

случае, если существует конечный предел limx→b, x<b F (x); при этом

∫ b

a

f(x) dx = F (x)

∣∣∣∣∣

b

a

,

где F (x)
∣∣b
a

понимается в следующем смысле:

F (x)

∣∣∣∣
b

a

= lim
x→b, x<b

(F (x)− F (a)) = F (b− 0)− F (a).

Доказательство. Прежде всего заметим, что первообразная F у

непрерывной функции f существует в силу основной теоремы интеграль-

ного исчисления. В частности, одна из первообразных – это интеграл с пе-

ременным верхним пределом
∫ x
a
f(t) dt, где a ≤ x < b. Далее, по формуле

Ньютона – Лейбница,
∫ ξ
a
f(x) dx = F (ξ)− F (a), где a ≤ ξ < b. Существо-

вание предела левой части при ξ → b (ξ < b) равносильно существованию

предела правой части.
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4. Интегрирование неравенств. Пусть функции f и g интегриру-

емы в несобственном смысле на [a, b) и f(x) ≤ g(x) при всех a ≤ x < b.

Тогда ∫ b

a

f(x) dx ≤
∫ b

a

g(x) dx.

Доказательство сразу следует из соответствующего свойства для

собственных интегралов Римана, в силу которого для a ≤ ξ < b имеем

∫ ξ

a

f(x) dx ≤
∫ ξ

a

g(x) dx,

и остается перейти к пределу при ξ → b (ξ < b).

5. Интегрирование по частям. Пусть функции u и v непрерывно

дифференцируемы на [a, b). Тогда справедливо равенство

∫ b

a

u(x)v′(x) dx = u(x)v(x)

∣∣∣∣
b

a

−
∫ b

a

u′(x)v(x) dx, (18.4)

где u(x)v(x)
∣∣b
a

понимается как

u(x)v(x)

∣∣∣∣
b

a

= lim
ξ→b, ξ<b

[u(ξ)v(ξ)− u(a)v(a)] .

Доказательство. Запишем обычную формулу интегрирования по

частям на отрезке [a, ξ] и устремим ξ к b. Следует заметить, что при этом

будут иметь место три предельных перехода. Их следует понимать в том

смысле, что если любые два из трех пределов существуют, то существует

и третий предел и имеет место равенство (18.4).

Пример 1. Вычислим

∫ +∞

0

xe−x dx = −xe−x
∣∣+∞
0

+

∫ +∞

0

e−x dx = − e−x
∣∣+∞
0

= 1.

Пример 2 (интеграл Эйлера). Так называется интеграл

∫ π/2

0

ln sinx dx = x ln sinx

∣∣∣∣
π/2

0

−
∫ π/2

0

x
cosx

sinx
dx = −

∫ π/2

0

x

tg x
dx.
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Интеграл справа существует как собственный интеграл Римана. При этом

мы воспользовались тем, что limx→0+ x ln sinx = 0. Это легко установить

по правилу Лопиталя. Таким образом, мы показали, что интеграл Эйлера

сходится. Его значение будет вычислено позже.

6. Замена переменной. Пусть функция f непрерывна на [a, b), а

функция ϕ – непрерывно дифференцируема на [α, β), где −∞ < α < β ≤
+∞, причем ϕ(α) = a, limt→β, t<β ϕ(t) = b, ϕ(t) ∈ [a, b) при всех t ∈ [α, β).

Тогда справедливо равенство
∫ b

a

f(x) dx =

∫ β

α

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt (18.5)

в предположении, что один из этих интегралов существует, и это вле-

чет существование другого интеграла.

Доказательство. Пусть существует интеграл справа в (18.5). Для

a ≤ ξ < b обозначим через τξ = sup {τ ∈ [α, β) : ϕ(τ) = ξ}. Тогда, по

теореме о замене переменной в собственном интеграле Римана,
∫ ξ

a

f(x) dx =

∫ τξ

α

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt. (18.6)

Если ξ → b, то, как легко видеть, τξ → β и, по условию, правая часть в

(18.6) имеет конечный предел, равный
∫ β
α
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt. Отсюда следует,

что существует и предел слева в (18.6) при ξ → b, т. е. имеет место равен-

ство (18.5) в предположении, что существует интеграл в правой части.

Предположим теперь, что существует интеграл слева в (18.5). Выбе-

рем α ≤ τ < β. Тогда, по теореме о замене переменной в собственном

интеграле Римана,
∫ τ

α

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt =

∫ ϕ(τ)

a

f(x) dx. (18.7)

Если теперь τ → β, то, по условию, ϕ(τ) → b и поэтому правая часть в

(18.7) стремится к конечному пределу. Следовательно, выражение в левой

части (18.7) также имеет конечный предел при τ → β.

Пример 1 (интеграл Эйлера). Обозначим интеграл Эйлера

I =

∫ π/2

0

ln sinx dx.
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Выше мы показали, что этот интеграл сходится. В результате замены

x = 2t получим

I = 2

∫ π/4

0

ln sin 2t dt = 2

∫ π/4

0

ln(2 sin t cos t) dt =

= 2

∫ π/4

0

[ln 2 + ln sin t+ ln cos t] dt =

= 2 ln 2 · π
4
+ 2

∫ π/4

0

ln sin t dt+ 2

∫ π/4

0

ln cos t dt.

Имеем
∫ π/4

0

ln cos t dt =

∫ π/4

0

ln sin
(π
2
− t
)
dt =

∫ π/2

π/4

ln sin z dz.

Поэтому

I = 2 ln 2 · π
4
+ 2

∫ π/4

0

ln sin t dt+ 2

∫ π/2

π/4

ln sin t dt = 2 ln 2 · π
4
+ 2I.

Отсюда получаем, что I = −π
2 ln 2.

Пример 2. Вычислим

I =

∫ +∞

0

dx

1 + x4
. (18.8)

Замена x = 1
t приводит к интегралу

I =

∫ +∞

0

t2 dt

1 + t4
. (18.9)

Складывая равенства (18.8) и (18.9), получаем

2I =

∫ +∞

0

1 + t2

1 + t4
dt.

В интеграле справа сделаем замену z = t− 1
t и получим

2I =

∫ +∞

−∞

dz

2 + z2
=

1√
2
arctg

z√
2

∣∣∣∣
+∞

−∞
=

1√
2

[π
2
−
(
−π
2

)]
=

π√
2
.

Поэтому I = π
2
√
2
.
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18.3 Сходимость несобственных интегралов

18.3.1 Интегралы от неотрицательных функций

Теорема 1. Пусть функция f неотрицательна на [a, b) и интегри-

руема по Риману на каждом отрезке, содержащемся в [a, b). Для того

чтобы несобственный интеграл
∫ b
a
f(x) dx сходился, необходимо и до-

статочно, чтобы функция Φ(ξ) ≡
∫ ξ
a
f(x) dx была ограниченной на [a, b).

Доказательство. Эта теорема сразу следует из того, что функция

Φ(ξ) возрастает на [a, b) (монотонность функции Φ вытекает из того, что

f(x) ≥ 0). Действительно, limξ→b, ξ<b Φ(ξ) существует в том и только в

том случае, когда Φ ограничена.

Теорема 2 (признак сравнения). Пусть функции f и g неотри-

цательны на [a, b) и интегрируемы на каждом отрезке, содержащемся

в [a, b). Предположим, что f(x) ≤ g(x) для любого x ∈ [a, b). Тогда из

сходимости интеграла ∫ b

a

g(x) dx (18.10)

вытекает сходимость интеграла
∫ b

a

f(x) dx, (18.11)

а из расходимости интеграла (18.11) следует расходимость интеграла

(18.10).

Доказательство сразу следует из теоремы 1. Действительно, пусть

Φ(ξ) =
∫ ξ
a
f(x) dx, G(ξ) =

∫ ξ
a
g(x) dx. Тогда ясно, что Φ(ξ) ≤ G(ξ) при

всех a ≤ ξ < b. Если сходится интеграл (18.10), то G(ξ) ограничена и,

следовательно, Φ(ξ) также ограничена, т. е. сходится интеграл (18.11).

Если расходится интеграл (18.11), то Φ(ξ) неограничена и, следовательно,

G(ξ) также неограничена, т. е. (18.10) расходится.

Следствие. Пусть неотрицательные на [a, b) функции f и g инте-

грируемы на любом отрезке, содержащемся в [a, b). Предположим, что

существует

lim
x→b, x<b

f(x)

g(x)
= λ,
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где 0 ≤ λ ≤ +∞. Тогда

a) если λ = 0, то из сходимости интеграла (18.10) следует сходи-

мость интеграла (18.11), а из расходимости интеграла (18.11) следует

расходимость интеграла (18.10);

b) если 0 < λ < +∞, то интегралы (18.10) и (18.11) сходятся или

расходятся одновременно;

c) если λ = +∞, то из сходимости интеграла (18.11) следует сходи-

мость интеграла (18.10), а из расходимости интеграла (18.10) следует

расходимость интеграла (18.11).

Доказательство. Достаточно учесть, что сходимость интегралов (18.10)

и (18.11) эквивалентна сходимости интегралов
∫ b
c
g(x) dx и

∫ b
c
f(x) dx, со-

ответственно, где произвольное a ≤ c < b. Дальнейшее доказательство

этого следствия совершенно аналогично тому, как был доказан признак

сравнения для рядов в предельной форме.

Пример. Найти совокупность всех значений α, при которых сходится

интеграл
∫ 1
0

dx
| ln x|α . При α = 0 – это собственный интеграл Римана. Если

α > 0, то интеграл имеет особенность в точке x = 1, а при α < 0 –

особенность в точке x = 0.

Пусть α > 0. Учитывая, что lnx = ln(1 + x − 1) ∼ x − 1 при x →
1 − 0, имеем 1

| ln x|α ∼ 1
(1−x)α . Поскольку

∫ 1
0

dx
(1−x)α сходится при α < 1 и

расходится при остальных α, то и исходный интеграл сходится при 0 <

α < 1 и расходится при α ≥ 1.

Пусть теперь α < 0. Обозначим β = −α > 0. Тогда данный интеграл

принимает такой вид:
∫ 1
0
| lnx|β dx. Воспользуемся тем, что | lnx|β = o

(
1
xε

)

при x→ 0+ для любого ε > 0. Положим ε = 1
2 . Тогда из сходимости инте-

грала
∫ 1
0
dx√
x
, в силу признака сравнения, вытекает сходимость интеграла∫ 1

0
| lnx|β dx при любом β > 0.

Окончательно получаем, что исходный интеграл
∫ 1
0

dx
| ln x|α сходится

при α < 1 и расходится при α ≥ 1.
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18.3.2 Критерий Коши. Абсолютная и условная

сходимость

Теорема (критерий Коши сходимости несобственных инте-

гралов). Пусть функция f задана на [a, b), где −∞ < a < b ≤ +∞, и ин-

тегрируема по Риману на любом отрезке [a, ξ] ⊂ [a, b). Для того чтобы

сходился несобственный интеграл
∫ b
a
f(x) dx, необходимо и достаточно,

чтобы для любого ε > 0 существовало такое η ∈ [a, b), что для любых

ξ, ξ′ ∈ [a, b), таких, что ξ, ξ′ > η, выполнялось неравенство
∣∣∣∣∣

∫ ξ′

ξ

f(x) dx

∣∣∣∣∣ < ε.

Доказательство мгновенно вытекает из того, что высказанное усло-

вие необходимо и достаточно для существования предела функции Φ(ξ) =∫ ξ
a
f(x) dx при ξ → b (ξ < b).

Пусть функция f задана на [a, b) и интегрируема по Риману на любом

отрезке [a, ξ] ⊂ [a, b). Тогда этим же свойством обладает и функция |f |.
Несобственный интеграл Римана

∫ b
a
f(x) dx называется абсолютно сходя-

щимся, если сходится интеграл
∫ b
a
|f(x)| dx.

Теорема. Если несобственный интеграл
∫ b
a
f(x) dx сходится абсо-

лютно, то он сходится, и при этом справедливо неравенство
∣∣∣∣∣

∫ b

a

f(x) dx

∣∣∣∣∣ ≤
∫ b

a

|f(x)| dx. (18.12)

Доказательство. Сходимость несобственного интеграла
∫ b
a
f(x) dx

вытекает из критерия Коши и из неравенства
∣∣∣∣∣

∫ ξ′

ξ

f(x) dx

∣∣∣∣∣ ≤
∫ ξ′

ξ

|f(x)| dx (ξ < ξ′) .

Неравенство (18.12) следует из неравенства
∣∣∣∣∣

∫ ξ

a

f(x) dx

∣∣∣∣∣ ≤
∫ ξ

a

|f(x)| dx,

если в нем перейти к пределу при ξ → b (ξ < b).
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Определение. Если несобственный интеграл
∫ b
a
f(x) dx сходится, а

интеграл
∫ b
a
|f(x)| dx расходится, то говорят, что интеграл

∫ b
a
f(x) dx схо-

дится условно.

Пример. Рассмотрим интеграл Дирихле
∫ +∞
0

sin x
x dx. Это – несоб-

ственный интеграл I рода. Подынтегральная функция ограничена в ок-

рестности нуля и непрерывна на (0,+∞), а значит, интегрируема на лю-

бом отрезке [0, ξ] в смысле Римана. Поэтому данный интеграл сходится

или расходится вместе с интегралом
∫ +∞
1

sin x
x dx. Применим к последнему

интегралу формулу интегрирования по частям и получим

∫ +∞

1

sinx

x
dx =



u = 1

x du = − 1
x2 dx

dv = sinx dx v = − cosx


 =

= − 1

x
cosx

∣∣∣∣
+∞

1

−
∫ +∞

1

cosx

x2
dx.

Интеграл справа сходится абсолютно, т. к.
∣∣ cos x
x2

∣∣ ≤ 1
x2 и интеграл

∫ +∞
1

dx
x2

сходится, так что, в силу признака сравнения, абсолютно сходится и ин-

теграл
∫ +∞
1

cos x
x2 dx. Таким образом, интеграл Дирихле сходится. Пока-

жем, что он сходится условно. Для этого нужно показать, что интеграл∫ +∞
1

| sin x|
x dx расходится. Это мы сделаем двумя способами.

I. Из неравенства | sinx| ≥ sin2 x = 1
2 (1 − cos 2x) следует, что | sin x|

x ≥
1
2x − cos 2x

2x . Точно так же, как была доказана сходимость интеграла Дири-

хле, можно показать, что интеграл
∫ +∞
1

cos 2x
2x dx сходится. Далее, раньше

мы показывали, что интеграл
∫ +∞
1

dx
2x расходится. Следовательно, расхо-

дится и интеграл
∫ +∞
1

(
1
2x − cos 2x

2x

)
dx. В силу признака сравнения, рас-

ходится также интеграл
∫ +∞
1

| sin x|
x dx.

II. Достаточно показать, что расходится интеграл
∫ +∞
π

| sin x|
x dx. Оце-

ним
∫ (k+1)π

kπ

| sinx|
x

dx ≥ 1

(k + 1)π

∫ (k+1)π

kπ

| sinx| dx =
2

(k + 1)π
.

Поэтому

∫ nπ

π

| sinx|
x

dx =
n−1∑

k=1

∫ (k+1)π

kπ

| sinx|
x

dx ≥
n−1∑

k=1

2

(k + 1)π
.
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Справа мы получили частичные суммы гармонического ряда. Поскольку

гармонический ряд расходится, то его частичные суммы стремятся к +∞.

Следовательно, и
∫ nπ

π

| sinx|
x

dx→ +∞ (n→∞).

18.3.3 Признаки Абеля и Дирихле

Теорема (признак Абеля сходимости несобственных интегра-

лов). Пусть функция f непрерывна на [a, b) и несобственный интеграл∫ b
a
f(x) dx сходится. Пусть, далее, непрерывно дифференцируемая функ-

ция g монотонна и ограничена на [a, b). Тогда сходится несобственный

интеграл
∫ b
a
f(x)g(x) dx.

Доказательство. Применим формулу интегрирования по частям

∫ ξ

a

f(x)g(x) dx = F (x)g(x)

∣∣∣∣
ξ

a

−
∫ ξ

a

F (x)g′(x) dx,

где F (x) =
∫ x
a
f(t) dt – первообразная функции f . Так как F (ξ) имеет

предел при ξ → b (ξ < b) (в силу сходимости интеграла
∫ b
a
f(x) dx) и g(ξ)

имеет предел при ξ → b (ξ < b) (как монотонная и ограниченная функ-

ция), то первое слагаемое справа имеет предел при ξ → b (ξ < b). Пока-

жем, что интеграл
∫ b
a
F (x)g′(x) dx сходится абсолютно. Так как функция

F непрерывна на [a, b) и существует limx→b F (x), то функция F ограни-

чена на [a, b), т. е. существует такое M , что |F (x)| ≤M при всех x ∈ [a, b).

Так как функция g монотонна, то функция g′ не меняет знака на [a, b).

Поэтому

∫ b

a

|F (x)| · |g′(x)| dx ≤M

∫ b

a

|g′(x)| dx =M

∣∣∣∣∣

∫ b

a

g′(x) dx

∣∣∣∣∣ =

=M lim
ξ→b, ξ<b

|g(ξ)− g(a)| ,

а это и означает, что интеграл
∫ b
a
F (x)g′(x) dx сходится абсолютно. Итак,

в силу формулы интегрирования по частям, интеграл
∫ b
a
f(x)g(x) dx схо-

дится.
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Теорема (признак Дирихле сходимости несобственных инте-

гралов). Пусть непрерывная на [a, b) функция f такова, что

∣∣∣∣∣

∫ ξ

a

f(x) dx

∣∣∣∣∣ ≤M

при любом a ≤ ξ < b. Пусть, далее, непрерывно дифференцируемая функ-

ция g(x) монотонно стремится к нулю при x → b (x < b). Тогда несоб-

ственный интеграл
∫ b
a
f(x)g(x) dx сходится.

Доказательство. Применим формулу интегрирования по частям

∫ ξ

a

f(x)g(x) dx = F (x)g(x)

∣∣∣∣
ξ

a

−
∫ ξ

a

F (x)g′(x) dx.

Первое слагаемое справа стремится к конечному пределу при ξ → b (ξ < b)

(так как F (ξ) ≡
∫ ξ
a
f(x) dx ограничена, а g(ξ) → 0 при ξ → b (ξ < b)).

Покажем, что интеграл справа сходится абсолютно. Имеем

∫ ξ

a

|F (x)| · |g′(x)| dx ≤M

∫ ξ

a

|g′(x)| dx =M

∣∣∣∣∣

∫ ξ

a

g′(x) dx

∣∣∣∣∣ =

=M |g(ξ)− g(a)| ≤ 2M |g(a)| .

Отсюда следует абсолютная сходимость интеграла
∫ b
a
F (x)g′(x) dx. В си-

лу формулы интегрирования по частям, получаем, что сходится также и

интеграл
∫ b
a
f(x)g(x) dx.

Замечание. Можно показать, что признак Абеля следует из признака

Дирихле.

Пример. Исследуем на сходимость интеграл
∫ +∞
1

sin x
xα dx.

Если α > 1, то этот интеграл сходится абсолютно. Это сразу следует

из неравенства | sin x|xα ≤ 1
xα и из признака сравнения. Если же 0 < α ≤ 1, то

данный интеграл сходится условно. Действительно, его сходимость можно

установить по признаку Дирихле, полагая f(x) = sinx, g(x) = 1
xα . Тогда

∣∣∣∣∣

∫ ξ

1

f(x) dx

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

∫ ξ

1

sinx dx

∣∣∣∣∣ ≤ 2,
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а функция g(x) монотонно стремится к нулю при x→ +∞. Расходимость

интеграла
∫ +∞
1

| sin x|
xα dx при α = 1 была доказана выше. Если же 0 <

α < 1, то расходимость этого интеграла следует из неравенства | sin x|
xα ≥

| sin x|
x (x ≥ 1).

Упражнение. Докажите, что при α ≤ 0 интеграл
∫ +∞
1

sin x
xα dx расхо-

дится.

Пример. Чтобы исследовать на сходимость интеграл
∫ 1
0

1
xα sin 1

x dx

(α > 0), достаточно выполнить замену t = 1
x и придем к интегралу∫ +∞

1
sin t dt
t2−α , который исследован нами в предыдущем примере.

18.3.4 Связь несобственных интегралов с рядами

Пусть функция f задана на [a, b) (−∞ < a < b ≤ +∞) и интегрируема

по Риману на любом отрезке [a, ξ] ⊂ [a, b). По определению, сходимость

интеграла
∫ b
a
f(x) dx означает существование предела у функции F (ξ) ≡∫ ξ

a
f(x) dx при ξ → b (ξ < b). Далее, в силу определения предела функции

F (ξ) при ξ → b (ξ < b) по Гейне, это означает, что для любой последова-

тельности {ξn}∞n=1, стремящейся к b (ξn < b, n = 1, 2, . . . ), последователь-

ность {F (ξn)} сходится. Обозначим ξ0 = a. Тогда частичная сумма ря-

да
∑∞
n=1 [F (ξn)− F (ξn−1)] равна Sn =

∑n
k=1 [F (ξk)− F (ξk−1)] = F (ξn)

и, следовательно, сходимость ряда
∑∞
n=1 [F (ξn)− F (ξn−1)] эквивалентна

сходимости последовательности {F (ξn)}. Поскольку F (ξn) − F (ξn−1) =∫ ξn
ξn−1

f(x) dx, то мы получаем следующее утверждение.

Теорема. Для того чтобы сходился интеграл
∫ b
a
f(x) dx, необходимо

и достаточно, чтобы для любой последовательности чисел {ξn}, стре-

мящейся к b (ξn < b, ξ0 = a), сходился ряд
∑∞
n=1

∫ ξn
ξn−1

f(x) dx.



19. Интегралы, зависящие от параметра

Интегралом, зависящим от параметра, называется интеграл вида

I(y) =

∫ β(y)

α(y)

f(x, y) dx,

где y – параметр. Более простой случай – это интеграл
∫ b
a
f(x, y) dx.

19.1 Собственные интегралы, зависящие

от параметра

Будем рассматривать случай, когда функция f(x, y) задана на прямо-

угольнике [a, b; c, d].

19.1.1 Непрерывность по параметру

Теорема 1. Пусть функция f(x, y) непрерывна на прямоугольнике

Π ≡ [a, b; c, d]. Тогда интеграл I(y) =
∫ b
a
f(x, y) dx является непрерывной

функцией от переменной y на [c, d].

Доказательство. Так как функция f непрерывна на Π, то для лю-

бого y ∈ [c, d] функция f(x, y) непрерывна по x на [a, b] и, следовательно,

интегрируема на [a, b]. Далее, из непрерывности f на замкнутом и ограни-

ченном (а значит, компактном) прямоугольнике Π следует равномерная

непрерывность функции f на Π. Зададим ε > 0 и, пользуясь равномер-

ной непрерывностью f , найдем такое δ > 0, что из условий |x′ − x′′| < δ,

|y′ − y′′| < δ следует неравенство

|f (x′, y′)− f (x′′, y′′)| < ε

b− a .

Отсюда, в частности, следует, что для любого x ∈ [a, b] и любых y′, y′′ ∈
[c, d], таких, что |y′ − y′′| < δ, справедливо неравенство

|f (x, y′)− f (x, y′′)| < ε

b− a .

94
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Поэтому

|I (y′)− I (y′′)| =
∣∣∣∣∣

∫ b

a

f (x, y′) dx−
∫ b

a

f (x, y′′) dx

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣

∫ b

a

[f (x, y′)− f (x, y′′)] dx
∣∣∣∣∣ ≤

∫ b

a

|f (x, y′)− f (x, y′′)| dx ≤ ε,

если только |y′ − y′′| < δ. Тем самым доказана равномерная непрерыв-

ность на [c, d] интеграла I(y).

19.1.2 Дифференцирование по параметру

Теорема 2. Пусть функция f непрерывна на прямоугольнике Π ≡
[a, b; c, d] и имеет на нем непрерывную частную производную ∂f

∂y . Тогда

интеграл I(y) =
∫ b
a
f(x, y) dx является непрерывно дифференцируемой

функцией на [c, d] и при этом

I ′(y) =

∫ b

a

∂f

∂y
(x, y) dx (y ∈ [c, d]).

Доказательство. Зафиксируем y0 ∈ [c, d] и выберем µ такое, что

y0 + µ ∈ [c, d]. Рассмотрим разностное отношение

I (y0 + µ)− I (y0)
µ

=

∫ b

a

f (x, y0 + µ)− f (x, y0)
µ

dx.

По формуле конечных приращений (теореме Лагранжа), для любого x ∈
[a, b] существует θ ≡ θ(x, µ) ∈ (0, 1), такое, что

f (x, y0 + µ)− f (x, y0)
µ

=
∂f

∂y
(x, y0 + θµ) .

Поэтому

I (y0 + µ)− I (y0)
µ

=

∫ b

a

∂f

∂y
(x, y0 + θµ) dx,

где θ ∈ (0, 1).
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Зададим ε > 0. В силу равномерной непрерывности функции ∂f
∂y на Π,

существует δ > 0, такое, что из условия |y − y0| < δ для каждого x ∈ [a, b]

справедливо неравенство
∣∣∣∣
∂f

∂y
(x, y)− ∂f

∂y
(x, y0)

∣∣∣∣ <
ε

b− a .

Тогда для |µ| < δ получим
∣∣∣∣∣
I (y0 + µ)− I (y0)

µ
−
∫ b

a

∂f

∂y
(x, y0) dx

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣

∫ b

a

[
∂f

∂y
(x, y0 + θµ)− ∂f

∂y
(x, y0)

]
dx

∣∣∣∣∣ ≤

≤
∫ b

a

∣∣∣∣
∂f

∂y
(x, y0 + θµ)− ∂f

∂y
(x, y0)

∣∣∣∣ dx ≤ ε.

Отсюда следует, что

I ′ (y0) ≡ lim
µ→0

I (y0 + µ)− I (y0)
µ

=

∫ b

a

∂f

∂y
(x, y0) dx,

т. е. функция I(y) дифференцируема в точке y0.

Непрерывность I ′(y) следует из предыдущей теоремы. В самом деле,

по условию, ∂f∂y непрерывна на Π и поэтому, в силу предыдущей теоремы,

I ′(y) =

∫ b

a

∂f

∂y
(x, y) dx

непрерывна на [c, d].

Пример. Вычислить интеграл I3(y) ≡
∫ a
0

dx
(x2+y2)3

, где a, y > 0.

Обозначим I1(y) =
∫ a
0

dx
x2+y2 = 1

y arctg
a
y . Тогда

I ′1(y) = −
1

y2
arctg

a

y
+

1

y
· 1

1 + a2

y2

· a
(
− 1

y2

)
= − 1

y2
arctg

a

y
− a

y
· 1

y2 + a2
.

С другой стороны, в силу теоремы о дифференцировании интеграла по

параметру y, получаем

I ′1(y) =

∫ a

0

∂

∂y

1

x2 + y2
dx =

∫ a

0

− 1

(x2 + y2)
2 · 2y dx = −2y

∫ a

0

dx

(x2 + y2)
2 .
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Отсюда следует, что

I2(y) ≡
∫ a

0

dx

(x2 + y2)
2 = − 1

2y
I ′1(y) =

1

2y3
arctg

a

y
+

a

2y2
· 1

y2 + a2
.

Далее, применяя теорему о дифференцировании интеграла по параметру,

имеем

I ′2(y) =

∫ a

0

∂

∂y

1

(x2 + y2)
2 dx =

=

∫ a

0

−2
(x2 + y2)

2 · 2y dx = −4y
∫ a

0

dx

(x2 + y2)
3 = −4yI3(y).

Отсюда получаем

I3(y) = −
1

4y
I ′2(y) = −

1

4y

[
−3

2

1

y4
arctg

a

y
+

+
1

2y3
· 1

1 + a2

y2

· a
(
− 1

y2

)
+
a

2
· −2
y3
· 1

y2 + a2
+

a

2y2
· −1
(y2 + a2)

2 · 2y
]
.

Теорема 3. Пусть функция f непрерывна на Π ≡ [a, b; c, d]. Тогда

∫ d

c

I(y) dy =

∫ b

a

(∫ d

c

f(x, y) dy

)
dx, (19.1)

где I(y) =
∫ b
a
f(x, y) dx.

Замечание. Равенство (19.1) можно переписать в таком виде:

∫ d

c

(∫ b

a

f(x, y) dx

)
dy =

∫ b

a

(∫ d

c

f(x, y) dy

)
dx.

В левой части этого равенства интегрирование по переменной y произ-

водится под знаком интеграла. Это равенство можно истолковать как

формулу для перемены порядка интегрирования.

Доказательство теоремы 3. Существование
∫ d
c
I(y) dy следует из

непрерывности функции I(y) (теорема 1). Поэтому нужно лишь доказать

равенство (19.1).
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Зададим разбиение отрезка [c, d]: c = y0 < y1 < · · · < yn = d, выберем

точки ηk ∈ [yk−1, yk] и составим интегральную сумму

σ =

n∑

k=1

I (ηk)∆yk =

n∑

k=1

(∫ b

a

f (x, ηk) dx

)
∆yk =

=

∫ b

a

(
n∑

k=1

f (x, ηk)∆yk

)
dx.

Теперь будем оценивать разность

∣∣∣∣∣σ −
∫ b

a

(∫ d

c

f(x, y) dy

)
dx

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣

∫ b

a

(
n∑

k=1

f (x, ηk)∆yk −
n∑

k=1

∫ yk

yk−1

f(x, y) dy

)
dx

∣∣∣∣∣ ≤

≤
∫ b

a

(
n∑

k=1

∫ yk

yk−1

|f (x, ηk)− f(x, y)| dy
)
dx.

Пользуясь равномерной непрерывностью функции f на Π, по заданному

ε > 0 найдем такое δ, что из условий |x′ − x′′| < δ и |y′ − y′′| < δ следует

неравенство

|f (x′, y′)− f (x′′, y′′)| < ε

(b− a)(c− d) .

Если теперь точки yk (k = 1, . . . , n) выбрать так, чтобы диаметр разбие-

ния был max |yk − yk−1| < δ, то получим что |ηk − y| < δ для y ∈ [yk−1, yk].

Поэтому для y ∈ [yk−1, yk] получим

|f (x, ηk)− f(x, y)| <
ε

(b− a)(c− d) .

Отсюда следует

∣∣∣∣∣σ −
∫ b

a

(∫ d

c

f(x, y) dy

)
dx

∣∣∣∣∣ ≤
ε

(b− a)(c− d)

∫ b

a

(
n∑

k=1

∫ yk

yk−1

dy

)
dx = ε.

Это означает, что предел интегральных сумм для интеграла
∫ d
c
I(y) dy

равен
∫ b
a

(∫ d
c
f(x, y) dy

)
dx.
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Пример. Вычислить интеграл
∫ 1
0
xb−xa
ln x dx, где 0 < a < b.

В этом интеграле нет особенностей, поскольку при x → 1 − 0 подын-

тегральная функция стремится к конечному пределу. Имеем

xb − xa
lnx

=

∫ b

a

xy dy (0 < x < 1).

Поэтому данный интеграл имеет вид

∫ 1

0

(∫ b

a

xy dy

)
dx =

∫ b

a

(∫ 1

0

xy dx

)
dy =

∫ b

a

(
1

y + 1
xy+1

∣∣∣∣
x=1

x=0

)
dy =

=

∫ b

a

dy

y + 1
= ln(y + 1)

∣∣∣∣
b

a

= ln
1 + b

1 + a
.

19.1.3 Интегралы с пределами, зависящими

от параметра

Теорема 4 (непрерывность по параметру). Пусть функция f

непрерывна на Π ≡ [a, b; c, d], а функции α(y) и β(y) непрерывны на [c, d],

причем все их значения содержатся в отрезке [a, b]. Тогда функция

I(y) ≡
∫ β(y)

α(y)

f(x, y) dx

непрерывна на [c, d].

Доказательство. Фиксируем y0 ∈ [c, d]. Тогда

I(y) =

∫ β(y0)

α(y0)

f(x, y) dx+

∫ β(y)

β(y0)

f(x, y) dx+

∫ α(y0)

α(y)

f(x, y) dx ≡
3∑

k=1

Ik(y).

Интеграл I1(y) имеет фиксированные пределы интегрирования. Поэтому,

в силу доказанной выше теоремы о непрерывности интеграла, зависяще-

го от параметра (с фиксированными пределами), I1(y) непрерывный в

точке y0. Далее, из непрерывности f на Π следует ограниченность, т. е.

существует такое M , что |f(x, y)| ≤M для всех (x, y) ∈ Π. Поэтому

|I2(y)| ≤M |β(y)− β (y0)| , |I3(y)| ≤M |α(y)− α (y0)| .
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При y → y0 правые части неравенств стремятся к нулю (в силу непрерыв-

ности функций α(y) и β(y)). Поэтому I2(y) → 0 и I3(y) → 0 при y → y0.

Итак, при y → y0 имеем

I(y) = I1(y) + I2(y) + I3(y)→ I1 (y0) + 0 + 0 = I1 (y0) = I (y0) .

Замечание. В условии теоремы 4 функция f предполагается опреде-

ленной на более широком множестве Π, чем это необходимо для опреде-

ления функции I(y). На самом деле функцию f достаточно предполагать

непрерывной лишь на множествеE ≡ {(x, y) : c ≤ y ≤ d, α(y) ≤ x ≤ β(y)}.
В этом случае утверждение теоремы 4 также остается в силе. Для его

доказательства достаточно продолжить функцию f на Π \ E, полагая

f(x, y) = f(α(y), y) при y ∈ [c, d], a ≤ x < α(y) и f(x, y) = f(β(y), y) при

y ∈ [c, d], β(y) < x ≤ b. Ясно, что при таком продолжении полученная

функция будет непрерывной на Π, и останется применить доказанную

теорему.

Теорема 5 (дифференцирование по параметру). Пусть функ-

ция f непрерывна на Π ≡ [a, b; c, d] и имеет на нем непрерывную частную

производную ∂f
∂y . Пусть, далее, функции α(y) и β(y) непрерывно диффе-

ренцируемы на [c, d] и таковы, что все их значения содержатся в [a, b].

Тогда функция

I(y) =

∫ β(y)

α(y)

f(x, y) dx

непрерывно дифференцируема на [c, d], причем

I ′(y) =

∫ β(y)

α(y)

∂f

∂y
(x, y) dx+ f(β(y), y) · β′(y)− f(α(y), y) · α′(y).

Доказательство. Фиксируем y0 ∈ [c, d]. Тогда

I(y) =

∫ β(y0)

α(y0)

f(x, y) dx+

∫ β(y)

β(y0)

f(x, y) dx+

∫ α(y0)

α(y)

f(x, y) dx ≡
3∑

k=1

Ik(y).
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Согласно теореме о дифференцировании интеграла, зависящего от пара-

метра, с постоянными пределами интегрирования, имеем

I ′1(y) =

∫ β(y0)

α(y0)

∂f

∂y
(x, y) dx (c ≤ y ≤ d).

Найдем производную от I2(y) и I3(y). Для этого составим разностные

отношения и учтем, что I2 (y0) = 0. Тогда получим

I2(y)− I2 (y0)
y − y0

=
I2(y)

y − y0
=

1

y − y0

∫ β(y)

β(y0)

f(x, y) dx =
β(y)− β (y0)

y − y0
·f (xy, y) ,

где xy – некоторая точка, лежащая между β(y) и β (y0). Последнее равен-

ство справедливо на основании первой теоремы о среднем (для опреде-

ленного интеграла). Если y → y0, то, в силу непрерывности функции β(y),

xy → β (y0). Тогда, в силу непрерывности функции f(x, y), при y → y0

имеем f (xy, y)→ f (β (y0) , y0) и β(y)−β(y0)
y−y0 → β′ (y0). Поэтому

I ′2 (y0) = β′ (y0) · f (β (y0) , y0) .

Аналогично показываем, что I ′3 (y0) = −α′ (y0) · f (α (y0) , y0).

Окончательно, имеем

I ′ (y0) = I ′1 (y0) + I ′2 (y0) + I ′3 (y0) =

=

∫ β(y0)

α(y0)

∂f

∂y
(x, y0) dx+ f (β (y0) , y0) · β′ (y0)− f (α (y0) , y0) · α′ (y0) .

Непрерывность производной I ′(y) следует из предыдущей теоремы.

19.2 Несобственные интегралы, зависящие

от параметра

Пусть функция f(x, y) задана на [a, b)×Y и при каждом фиксированном

y ∈ Y и при любом ξ ∈ [a, b) функция f(x, y) интегрируема по Риману по

переменной x на отрезке [a, ξ]. Если несобственный интеграл
∫ b
a
f(x, y) dx

сходится при любом y ∈ Y , то говорят, что этот несобственный интеграл

сходится на множестве Y .
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19.2.1 Равномерная сходимость

Говорят, что несобственный интеграл
∫ b
a
f(x, y) dx сходится равномерно

на множестве Y , если для любого ε > 0 найдется такое ξ0 = ξ0(ε) ∈ [a, b),

что для всех ξ > ξ0 и для любого y ∈ Y справедливо неравенство

∣∣∣∣∣

∫ b

ξ

f(x, y) dx

∣∣∣∣∣ < ε.

Пример 1. Рассмотрим интеграл
∫ +∞
1

dx
x2+y2 . Этот несобственный ин-

теграл сходится при любом значении y ∈ R (например, в силу признака

сравнения, т. к. 0 ≤ 1
x2+y2 ≤ 1

x2 при 1 ≤ x < +∞, y ∈ R). Поэтому на

множестве R он сходится. Исследуем его на равномерную сходимость. Из

неравенства

∫ +∞

ξ

dx

x2 + y2
≤
∫ +∞

ξ

dx

x2
=

1

ξ
(y ∈ R, 1 ≤ ξ < +∞)

следует, что данный интеграл сходится равномерно на R. Действительно,

для любого ε > 0 найдется ξ0 =
1
ε , такое, что для всех y ∈ R и для любого

ξ ≥ ξ0 справедливо неравенство
∫ +∞
ξ

dx
x2+y2 < ε.

Пример 2. Рассмотрим интеграл
∫ +∞
0

ye−xy dx. Этот интеграл схо-

дится при y = 0. Если y > 0, то интеграл также сходится, в чем легко

убедиться, пользуясь определением. Легко показать, что при y < 0 инте-

грал расходится. Таким образом, область сходимости данного интеграла

является множество Y = {y : y ≥ 0}. Исследуем этот интеграл на рав-

номерную сходимость. Если y = 0, то
∫ +∞
0

ye−xy dx = 0. Если y > 0,

то ∫ +∞

ξ

ye−xy dx =

∫ +∞

ξy

e−z dz = e−ξy.

Отсюда видно, что неравенство
∣∣∣
∫ +∞
ξ

yexy dx
∣∣∣ < ε не может быть выпол-

ненным сразу для всех y ∈ Y = [0,+∞) при фиксированном ξ, если только

фиксированное ε < 1. Действительно, если y → 0+, то e−ξy → 1. Таким

образом, данный интеграл сходится на множестве Y неравномерно. Если

же Y1 = [y0,+∞), где y0 > 0, то на Y1 интеграл сходится равномерно. В
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самом деле, на Y1 остаток можно оценить так:
∫ +∞

ξ

ye−xy dx = e−ξy ≤ e−ξy0 (y ∈ Y1) .

Правая часть этого неравенства не зависит от y и стремится к нулю

при ξ → +∞. Значит, для любого ε > 0 найдется ξ0 = ln 1/ε
y0

, такое,

что для любого ξ ≥ ξ0 и для любого y ∈ Y1 справедливо неравенство∫ +∞
ξ

ye−xy dx < ε.

Пример 3. Рассмотрим интеграл
∫ 1
0
dx
xy . При y > 0 данный интеграл

несобственный, а сходится он при y < 1. Поэтому будем исследовать его

на равномерную сходимость на множестве Y = (0, 1). Рассмотрим остатки
∫ ξ

0

dx

xy
=

ξ1−y

1− y .

Если ξ фиксировано, то неравенство
∣∣∣ ξ

1−y

1−y

∣∣∣ < ε не может выполняться

сразу для всех y ∈ Y , ибо при y → 1− 0 имеем ξ1−y

1−y → +∞. Это означает,

что на всем Y данный интеграл сходится неравномерно. Если же рассмат-

ривать данный интеграл на множестве Y1 = (0, 1 − δ], где 0 < δ < 1, то

на Y1 будет иметь место равномерная сходимость. В самом деле, имеем∫ ξ
0
dx
xy ≤

ξδ

δ для всех y ∈ Y1. В последнем неравенстве правая часть не за-

висит от y и стремится к нулю при ξ → 0+. Поэтому для заданного ε > 0

найдется такое ξ0 = (δε)1/δ, что для любого ξ ∈ (0, ξ0) и для любого y ∈ Y1
справедливо неравенство

∫ ξ
0
dx
xy ≤ ε. Это и означает, что на Y1 интеграл

сходится равномерно.

Теорема (критерий Коши равномерной сходимости несобствен-

ных интегралов). Пусть функция f(x, y) определена на [a, b) × Y , где

−∞ < a < b ≤ +∞, и при каждом фиксированном y ∈ Y интегрируема

по Риману по переменной x на любом отрезке [a, ξ] ⊂ [a, b). Для того

чтобы несобственный интеграл
∫ b

a

f(x, y) dx (19.2)

равномерно сходился на множестве Y , необходимо и достаточно, чтобы

было выполнено условие Коши, т. е. для любого ε > 0 существовало
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такое ξ0 ∈ [a, b), что для всех ξ′, ξ′′ > ξ0, таких, что ξ′, ξ′′ < b, и для

любого y ∈ Y выполнялось неравенство

∣∣∣∣∣

∫ ξ′′

ξ′
f(x, y) dx

∣∣∣∣∣ < ε. (19.3)

Доказательство. Необходимость. Пусть интеграл (19.2) сходится

равномерно на Y . Тогда, пользуясь определением, для заданного ε > 0

найдем такое ξ0, что для любого ξ > ξ0 справедливо неравенство

∣∣∣∣∣

∫ b

ξ

f(x, y) dx

∣∣∣∣∣ <
ε

2
.

Для ξ′, ξ′′ ≥ ξ0 получим

∣∣∣∣∣

∫ ξ′′

ξ′
f(x, y) dx

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣

∫ b

ξ′
f(x, y) dx

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣

∫ b

ξ′′
f(x, y) dx

∣∣∣∣∣ <
ε

2
+
ε

2
= ε (y ∈ Y ),

т. е. выполнено условие Коши.

Достаточность. Пусть выполнено условие Коши. Пусть y ∈ Y . То-

гда выполнено условие Коши сходимости несобственного интеграла, т. е.

несобственный интеграл
∫ b
a
f(x, y) dx сходится при каждом фиксирован-

ном y ∈ Y . Докажем, что он сходится равномерно на Y . В неравенстве

(19.3), сохраняя фиксированным ξ′, устремим ξ′′ к b (ξ′′ < b). Получим,

что ∣∣∣∣∣

∫ b

ξ′
f(x, y) dx

∣∣∣∣∣ ≤ ε

для любого ξ′ ≥ ξ0 и y ∈ Y . Это означает, что интеграл (19.2) сходится

равномерно на Y .

Пример. Интеграл
∫ +∞
0

e−yx
2

dx, очевидно, сходится при любом y >

0. Если бы он сходился равномерно, то при любых фиксированных ξ′, ξ′′ ≥
ξ0 было бы выполнено неравенство

∫ ξ′′

ξ′
e−yx

2

dx < ε при всех y > 0. (19.4)



19. Интегралы, зависящие от параметра 105

Интеграл в левой части является непрерывной функцией переменной y

(по теореме о непрерывности собственного интеграла, зависящего от па-

раметра). Поэтому

F (y) ≡
∫ ξ′′

ξ′
e−yx

2

dx→ F (0) = ξ′′ − ξ′ (y → 0).

Значит, так как F (y) < ε, то и F (0) = limy→0 F (y) ≤ ε, т. е. ξ′′ − ξ′ ≤ ε.

Но поскольку ξ′, ξ′′ ∈ [ξ0,+∞) могут быть выбраны так, чтобы ξ′′ − ξ′

было сколь угодно большим, то это означает, что (19.4) не может быть

выполнено сразу для всех ξ′, ξ′′ ∈ [ξ0,+∞). Таким образом, для данного

интеграла нарушено условие Коши, и, значит, он сходится неравномерно.

19.2.2 Признаки равномерной сходимости

Теорема (признак Вейерштрасса). Пусть функция f(x, y) задана

на [a, b) × Y , а неотрицательная функция g(x) задана на [a, b). Предпо-

ложим, что обе эти функции интегрируемы по x на любом отрезке

[a, ξ] ⊂ [a, b). Если для любого x ∈ [a, b) и любого y ∈ Y справедливо нера-

венство |f(x, y)| ≤ g(x) и несобственный интеграл
∫ b
a
g(x) dx сходится,

то интеграл
∫ b
a
f(x, y) dx сходится абсолютно и равномерно на Y .

Доказательство. Эта теорема сразу следует из критерия Коши.

Действительно, если a ≤ ξ′ < ξ′′ < b, то
∣∣∣∣∣

∫ ξ′′

ξ′
f(x, y) dx

∣∣∣∣∣ ≤
∫ ξ′′

ξ′
|f(x, y)| dx ≤

∫ ξ′′

ξ′
g(x) dx (y ∈ Y ).

Отсюда, в силу критерия Коши, вытекает абсолютная и равномерная схо-

димость интеграла
∫ b
a
f(x, y) dx.

Пример 1. Рассмотрим интеграл
∫ +∞
0

cos xy
1+x2 dx. Из очевидного нера-

венства | cos xy|
1+x2 ≤ 1

1+x2 и из сходимости интеграла
∫ +∞
0

dx
1+x2 , в силу при-

знака Вейерштрасса, следует, что данный интеграл сходится абсолютно

и равномерно на R.

Пример 2. Рассмотрим
∫ +∞
0

dx
1+x2+y2 . Из неравенства 1

1+x2+y2 ≤ 1
1+x2

и из сходимости интеграла
∫ +∞
0

dx
1+x2 , в силу признака Вейерштрасса, вы-

текает равномерная и абсолютная сходимость данного интеграла на R.
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Замечание. Для применения признака Вейерштрасса можно выби-

рать мажоранту g(x) = supy∈Y |f(x, y)|. Если окажется, что интеграл∫ b
a
g(x) dx сходится, то можно применить признак Вейерштрасса. В про-

тивном случае мы не можем утверждать, что интеграл не является рав-

номерно сходящимся, т. е. признак Вейерштрасса является лишь доста-

точным условием равномерной сходимости.

Пример 3. Рассмотрим интеграл
∫ +∞
0

ye−yx
2

dx. Он сходится при

y ≥ 0. Найдем supy≥0 |f(x, y)|, где f(x, y) = ye−yx
2

. Пусть x ∈ [0,+∞)

фиксировано. Тогда

f ′y(x, y) = e−yx
2

+ ye−yx
2 (−x2

)
= e−yx

2 (
1− x2y

)
= 0,

если только x2y = 1, т. е. y = 1
x2 . Поэтому

sup
y≥0

|f(x, y)| = f

(
x,

1

x2

)
=

1

x2
e−1 ≡ g(x).

Но интеграл
∫ +∞
0

g(x) dx = 1
e

∫ +∞
0

dx
x2 расходится из-за особенности в ну-

ле. Если учесть, что исходный интеграл не имеет особенности в нуле, то

это означает, что его равномерная сходимость эквивалентна равномер-

ной сходимости интеграла
∫ +∞
1

ye−yx
2

dx. Если теперь принять во внима-

ние, что интеграл
∫ +∞
1

g(x) dx = 1
e

∫ +∞
1

dx
x2 сходится, то, в силу признака

Вейерштрасса, интеграл
∫ +∞
1

f(x, y) dx сходится равномерно, а значит, и

исходный интеграл сходится равномерно.

Теорема (признак Абеля равномерной сходимости несобствен-

ного интеграла). Пусть функции f(x, y) и g(x, y) определены на мно-

жестве [a, b)× Y . Предположим, что

a) функция f(x, y) непрерывна по переменной x на [a, b) при каждом

фиксированном y ∈ Y и такова, что интеграл
∫ b
a
f(x, y) dx сходится

равномерно на Y ;

b) функция g(x, y) непрерывно дифференцируема по переменной x на

[a, b) при каждом фиксированном y ∈ Y , монотонна по x при каждом

фиксированном y ∈ Y и ограничена на [a, b)×Y , т. е. существует такое

M , что |g(x, y)| ≤M при всех x ∈ [a, b), y ∈ Y .
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Тогда интеграл
∫ b
a
f(x, y)g(x, y) dx сходится равномерно на Y .

Теорема (признак Дирихле равномерной сходимости несоб-

ственного интеграла). Пусть функции f(x, y) и g(x, y) определены на

множестве [a, b)× Y . Предположим, что

a) функция f(x, y) непрерывна по переменной x на [a, b) при каждом

фиксированном y ∈ Y и такова, что интеграл
∫ ξ
a
f(x, y) dx равномерно

ограничен на Y , т. е. существует такое M , что
∣∣∣
∫ ξ
a
f(x, y) dx

∣∣∣ ≤M при

всех ξ ∈ [a, b), y ∈ Y ;

b) функция g(x, y) непрерывно дифференцируема по переменной x на

[a, b) при каждом фиксированном y ∈ Y , монотонна по x при каждом

фиксированном y ∈ Y и равномерно стремится к нулю при x→ b (x < b),

т. е. для любого ε > 0 существует такое ξ0 ∈ [a, b), что при любом

ξ ∈ [ξ0, b) и при любом y ∈ Y справедливо неравенство |g(ξ, y)| < ε.

Тогда интеграл
∫ b
a
f(x, y)g(x, y) dx сходится равномерно на Y .

Доказательство признаков Абеля и Дирихле основано на примене-

нии критерия Коши и формулы интегрирования по частям. Пусть a ≤
ξ′ < ξ′′ < b. Тогда для y ∈ Y имеем

∫ ξ′′

ξ′
f(x, y)g(x, y) dx = F (x, y)g(x, y)

∣∣∣∣
x=ξ′′

x=ξ′
−
∫ ξ′′

ξ′
F (x, y)g′x(x, y) dx, (19.5)

где F (x, y) =
∫ x
ξ′
f(t, y) dt.

Для доказательства признака Абеля зафиксируем ε > 0 и, пользуясь

равномерной сходимостью интеграла
∫ b
a
f(x, y) dx на множестве Y , выбе-

рем такое ξ0 ∈ [a, b), что для всех ξ′, ξ′′ (ξ0 ≤ ξ′ < ξ′′ < b) и для любого

y ∈ Y справедливо неравенство
∣∣∣∣∣

∫ ξ′′

ξ′
f(x, y) dx

∣∣∣∣∣ <
ε

3M
.

Тогда первое слагаемое справа в (19.5) оценим так:

|F (ξ′′, y) · g (ξ′′, y)− F (ξ′, y) · g (ξ′, y)| = |F (ξ′′, y)| · |g (ξ′′, y)| =

=

∣∣∣∣∣

∫ ξ′′

ξ′
f(x, y) dx

∣∣∣∣∣ · |g (ξ
′′, y)| ≤ ε

3M
·M =

ε

3
.



108 Третий семестр

Оценим второе слагаемое
∣∣∣∣∣

∫ ξ′′

ξ′
F (x, y)g′x(x, y) dx

∣∣∣∣∣ ≤ sup
x∈[ξ′,ξ′′]

|F (x, y)| ·
∫ ξ′′

ξ′
|g′x(x, y)| dx =

= sup
x∈[ξ′,ξ′′]

∣∣∣∣
∫ x

ξ′
f(t, y) dt

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣

∫ ξ′′

ξ′
g′x(x, y) dx

∣∣∣∣∣ ≤

≤ ε

3M
|g (ξ′′, y)− g (ξ′, y)| ≤ ε

3M
(|g (ξ′′, y)|+ |g (ξ′, y)|) ≤ 2

3
ε.

Отсюда следует, что для любых ξ′, ξ′′ ∈ [ξ0, b) (ξ
′ < ξ′′) и для всех y ∈ Y

справедливо неравенство
∣∣∣∣∣

∫ ξ′′

ξ′
f(x, y)g(x, y) dx

∣∣∣∣∣ ≤
ε

3
+

2ε

3
= ε,

т. е. для интеграла
∫ b
a
f(x, y)g(x, y) dx выполнено условие Коши равномер-

ной сходимости. В силу критерия Коши, этот интеграл сходится равно-

мерно на Y .

Для доказательства признака Дирихле зафиксируем ε > 0 и, пользу-

ясь равномерной сходимостью к нулю функции g(x, y) при x→ b (x < b)

на множестве y ∈ Y , найдем такое ξ0, что для всех ξ′ (ξ0 ≤ ξ′ < b) и для

любого y ∈ Y справедливо неравенство

|g (ξ′, y)| ≤ ε

6M
.

Тогда для ξ′ < ξ′′ < b и для любого y ∈ Y первое слагаемое справа в

(19.5) оценим так:

|F (ξ′′, y) · g (ξ′′, y)− F (ξ′, y) · g (ξ′, y)| = |F (ξ′′, y)| · |g (ξ′′, y)| =

=

∣∣∣∣∣

∫ ξ′′

ξ′
f(x, y) dx

∣∣∣∣∣ · |g (ξ
′′, y)| ≤

≤
(∣∣∣∣∣

∫ ξ′

a

f(x, y) dx

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣

∫ ξ′′

a

f(x, y) dx

∣∣∣∣∣

)
|g (ξ′′, y)| ≤ 2M

ε

6M
=
ε

3
.
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Оценим второе слагаемое

∣∣∣∣∣

∫ ξ′′

ξ′
F (x, y)g′x(x, y) dx

∣∣∣∣∣ ≤ sup
x

∣∣∣∣
∫ x

ξ′
f(t, y) dt

∣∣∣∣ ·
∫ ξ′′

ξ′
|g′x(x, y)| dx ≤

≤
(
sup
x

∣∣∣∣
∫ x

a

f(t, y) dt

∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣

∫ ξ′

a

f(t, y) dt

∣∣∣∣∣

)
(|g (ξ′, y)|+ |g (ξ′′, y)|) ≤

≤ 2M · 2 · ε

6M
=

2

3
ε.

Отсюда следует, что для любых ξ′, ξ′′ ∈ [ξ0, b) и для любых y ∈ Y спра-

ведливо неравенство

∣∣∣∣∣

∫ ξ′′

ξ′
f(x, y)g(x, y) dx

∣∣∣∣∣ ≤ ε,

т. е. для интеграла
∫ b
a
f(x, y)g(x, y) dx выполнено условие Коши равномер-

ной сходимости. В силу критерия Коши, этот интеграл сходится равно-

мерно на множестве Y .

Пример. Рассмотрим интеграл
∫ +∞
1

x sin xy
1+x2 dx. Найдем область сходи-

мости этого интеграла. Если y = 0, то он, очевидно, сходится. При фикси-

рованном y 6= 0 применим признак Дирихле. Обозначим f(x, y) = sinxy,

g(x, y) = x
1+x2 . Тогда имеем

∫ ξ

1

f(x, y) dx =

∫ ξ

1

sinxy dx = − 1

y
cosxy

∣∣∣∣
x=ξ

x=1

=
1

y
(cos y − cos ξy) ,

так что ∣∣∣∣∣

∫ ξ

1

f(x, y) dx

∣∣∣∣∣ ≤
2

|y| .

Далее, функция g(x, y) при каждом y (т. к. она не зависит от y) монотонно

стремится к нулю, так как

g′x(x, y) =
1 + x2 − 2x · x

(1 + x2)
2 =

−x2 + 1

(1 + x2)
2 ≤ 0 (x ≥ 1).
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Следовательно, в силу признака Дирихле сходимости несобственного ин-

теграла, данный интеграл сходится и при y 6= 0. Итак, область сходимости

данного интеграла – множество всех действительных чисел R.

Если |y| ≥ δ > 0, то

∣∣∣∣∣

∫ ξ

1

f(x, y) dx

∣∣∣∣∣ ≤
2

|y| ≤
2

δ
(|y| ≥ δ).

Поэтому на множестве |y| ≥ δ выполнено условие признака Дирихле рав-

номерной сходимости, в силу которого данный интеграл сходится равно-

мерно на множестве |y| ≥ δ.

Покажем, что на R данный интеграл сходится неравномерно. Если

бы он сходился равномерно, то для достаточно больших ξ′ и ξ′′ было бы

выполнено неравенство
∣∣∣∣∣

∫ ξ′′

ξ′

x sinxy

1 + x2
dx

∣∣∣∣∣ < ε

сразу для всех y ∈ R. Возьмем y = 1
n , ξ′ = πn

2 , ξ′′ = πn. Тогда для
πn
2 ≤ x ≤ nπ будет π

2 ≤ x
n ≤ π, так что sin x

n ≥ 0, и поэтому

∫ nπ

nπ
2

x sinxy

1 + x2
dx ≥ nπ

1 + n2π2

∫ nπ

nπ
2

sin
x

n
dx =

=
nπ

1 + n2π2
· n
(
− cos

x

n

) ∣∣∣∣
nπ

nπ
2

=
n2π

1 + n2π2
→ 1

π
> 0 (n→∞).

Таким образом, если n достаточно большое, то n2π
1+n2π2 > 1

4 = ε0, т. е.

существует ε0
(
ε0 =

1
4

)
, такое, что для любого ξ0 найдутся ξ′

(
ξ′ = nπ

2

)
,

ξ′′ (ξ′′ = nπ) и y = 1
n , такие, что справедливо неравенство

∣∣∣∣∣

∫ ξ′′

ξ′

x sinxy

1 + x2
dx

∣∣∣∣∣ ≥ ε0.

Это означает, что для данного интеграла не выполнено условие Коши рав-

номерной сходимости интеграла. Значит, исходный интеграл не является

равномерно сходящимся на R.
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19.2.3 Связь с функциональными рядами

Ранее было показано, что несобственный интеграл

∫ b

a

f(x) dx = lim
ξ→b, ξ<b

∫ ξ

a

f(x) dx

сходится тогда и только тогда, когда для любой последовательности

{ξn}∞n=0, такой, что ξ0 = a, ξn ∈ [a, b), ξn → b (n → ∞), сходится ряд
∑∞
n=1

∫ ξn
ξn−1

f(x) dx. Аналогом этого утверждения для равномерной сходи-

мости интеграла, зависящего от параметра, является следующая

Теорема. Пусть функция f(x, y) задана на [a, b) × Y и при каждом

фиксированном y ∈ Y интегрируема по Риману по переменной x на лю-

бом отрезке [a, ξ] ⊂ [a, b). Несобственный интеграл
∫ b
a
f(x, y) dx сходит-

ся равномерно на множестве Y в том, и только в том случае, когда

для любой последовательности {ξn}∞n=0, такой, что ξ0 = a, ξn ∈ [a, b),

ξn → b (n→∞), функциональный ряд

∞∑

n=1

∫ ξn

ξn−1

f(x, y) dx ≡
∞∑

n=1

ϕn(y)

сходится равномерно на Y .

Доказательство. В силу определения, равномерная сходимость ин-

теграла
∫ b
a
f(x, y) dx равносильна равномерному по y стремлению к нулю

при ξ → b (ξ < b) функции

F (ξ, y) =

∫ b

a

f(x, y) dx−
∫ ξ

a

f(x, y) dx =

∫ b

ξ

f(x, y) dx.

Последнее, в свою очередь, эквивалентно тому, что для любой последова-

тельности {ξn}∞n=0, такой, что ξ0 = a, ξn ∈ [a, b), ξn → b (n→∞), F (ξn, y)

равномерно по y стремится к нулю. Из равенства

F (ξn, y) =

∫ b

ξn

f(x, y) dx =

∫ b

a

f(x, y) dx−
∫ ξn

a

f(x, y) dx =

=
∞∑

k=1

∫ ξk

ξk−1

f(x, y) dx−
n∑

k=1

∫ ξk

ξk−1

f(x, y) dx =
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=
∞∑

k=n+1

∫ ξk

ξk−1

f(x, y) dx ≡
∞∑

k=n+1

ϕk(y) (y ∈ Y )

следует, что равномерное по y стремление к нулю последовательности

{F (ξn, y)} равносильно равномерному по y стремлению к нулю остатков

ряда
∑∞
n=1 ϕn(y), а это равносильно равномерной сходимости этого ряда.

19.2.4 Основные свойства несобственных интегралов,

зависящих от параметра

Теорема 1 (непрерывность несобственного интеграла, завися-

щего от параметра). Пусть функция f(x, y) непрерывна на [a, b)× [c, d]

(−∞ < a < b ≤ +∞) и несобственный интеграл

I(y) ≡
∫ b

a

f(x, y) dx

сходится равномерно относительно y на [c, d]. Тогда функция I(y) непре-

рывна на [c, d].

Доказательство. Фиксируем y0 ∈ [c, d] и задаем ε > 0. В силу рав-

номерной сходимости интеграла на [c, d], найдется такое ξ0 ∈ [a, b), что

для любого ξ ∈ [ξ0, b) и для любого y ∈ [c, d] справедливо неравенство
∣∣∣∣∣

∫ b

ξ

f(x, y) dx

∣∣∣∣∣ <
ε

3
.

Фиксируем ξ. Так как f(x, y) непрерывна на [a, ξ] × [c, d], то, по тео-

реме о непрерывности собственного интеграла по параметру, функция∫ ξ
a
f(x, y) dx равномерно непрерывна по переменной y на [c, d]. Поэтому

найдется такое δ > 0, что для всех y ∈ [c, d], таких, что |y − y0| < δ,

справедливо неравенство
∣∣∣∣∣

∫ ξ

a

f(x, y) dx−
∫ ξ

a

f (x, y0) dx

∣∣∣∣∣ <
ε

3
.

Поэтому

|I(y)− I (y0)| ≤
∣∣∣∣∣

∫ ξ

a

f(x, y) dx−
∫ ξ

a

f (x, y0) dx

∣∣∣∣∣+
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+

∣∣∣∣∣

∫ b

ξ

f(x, y) dx

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣

∫ b

ξ

f (x, y0) dx

∣∣∣∣∣ <
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε

для всех y ∈ [c, d], таких, что |y − y0| < δ.

Замечание. Если в условии теоремы отбросить требование равномер-

ной сходимости, то утверждение теоремы теряет силу. Действительно, ра-

нее мы рассмотрели интеграл
∫ +∞
0

ye−xy dx и показали, что на области

сходимости Y ≡ [0,+∞) этот интеграл сходится неравномерно. Функция

I(y) =

∫ +∞

0

ye−xy dx =

∫ +∞

0

e−t dt = 1 (y > 0),

I(0) = 0, разрывна в точке y0 = 0.

Теорема 2 (дифференцирование несобственного интеграла по

параметру). Пусть функция f(x, y) непрерывна на Π ≡ [a, b) × [c, d]

и имеет на Π непрерывную производную ∂f
∂y . Пусть, далее, интеграл∫ b

a
f(x, y) dx сходится в точке y0 ∈ [c, d], а интеграл

∫ b
a
∂f
∂y (x, y) dx схо-

дится равномерно по y на [c, d]. Тогда интеграл
∫ b
a
f(x, y) dx сходится

равномерно на [c, d], функция I(y) ≡
∫ b
a
f(x, y) dx непрерывно дифферен-

цируема на [c, d] и справедливо равенство

I ′(y) =

∫ b

a

∂f

∂y
(x, y) dx (y ∈ [c, d]). (19.6)

Доказательство. Зададим ε > 0 и, пользуясь равномерной сходи-

мостью интеграла
∫ b
a
∂f
∂y (x, y) dx, найдем такое ξ0 ∈ [a, b), что для всех

ξ′, ξ′′ ∈ [ξ0, b) и для любого y ∈ [c, d] справедливо неравенство

∣∣∣∣∣

∫ ξ′′

ξ′

∂f

∂y
(x, y) dx

∣∣∣∣∣ < ε.

Существование такого ξ0 вытекает из критерия Коши. Покажем, что для

ξ′, ξ′′ ∈ [ξ0, b) и y ∈ [c, d] (y 6= y0) справедливо неравенство

∣∣∣∣∣

∫ ξ′′

ξ′

f(x, y)− f (x, y0)
y − y0

dx

∣∣∣∣∣ < ε.
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Для этого обозначим Φ(y) =
∫ ξ′′
ξ′
f(x, y) dx. По теореме о дифференциро-

вании собственного интеграла, зависящего от параметра, функция Φ(y)

непрерывно дифференцируема на [c, d] и для всех y ∈ [c, d]

|Φ′(y)| =
∣∣∣∣∣

∫ ξ′′

ξ′

∂f

∂y
(x, y) dx

∣∣∣∣∣ < ε.

Поэтому
∣∣∣∣∣

∫ ξ′′

ξ′

f(x, y)− f (x, y0)
y − y0

dx

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
Φ(y)− Φ(y0)

y − y0

∣∣∣∣ = |Φ′ (ỹ)| < ε,

где ỹ принадлежит интервалу с концами y и y0. Последнее равенство

справедливо в силу теоремы Лагранжа (формулы конечных прираще-

ний). Имеем
∣∣∣∣∣

∫ ξ′′

ξ′
f(x, y) dx

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣

∫ ξ′′

ξ′
f (x, y0) dx

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣

∫ ξ′′

ξ′
(f(x, y)− f (x, y0)) dx

∣∣∣∣∣ ≤

≤
∣∣∣∣∣

∫ ξ′′

ξ′
f (x, y0) dx

∣∣∣∣∣+ ε |y − y0| (y ∈ [c, d]).

Поскольку интеграл
∫ b
a
f (x, y0) dx сходится (по условию), то существует

ξ1 > ξ0, такое, что для любых ξ′, ξ′′ ∈ [ξ1, b) справедливо неравенство
∣∣∣∣∣

∫ ξ′′

ξ′
f (x, y0) dx

∣∣∣∣∣ < ε.

Тогда получим, что
∣∣∣∣∣

∫ ξ′′

ξ′
f(x, y) dx

∣∣∣∣∣ < ε+ ε(d− c),

где y ∈ [c, d] произвольное, а ξ′, ξ′′ ∈ [ξ1, b). Это означает, что для инте-

грала
∫ b
a
f(x, y) dx выполнено условие Коши равномерной сходимости. В

силу критерия Коши, он сходится равномерно на [c, d].

Пусть y1 ∈ [c, d], ξ′, ξ′′ ∈ [ξ0, b). Тогда, как и выше, получаем
∣∣∣∣∣

∫ ξ′′

ξ′

f(x, y)− f (x, y1)
y − y1

dx

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
Φ(y)− Φ(y1)

y − y1

∣∣∣∣ = |Φ′ (y1)| < ε.



19. Интегралы, зависящие от параметра 115

Отсюда, устремляя ξ′′ к b (ξ′′ < b), получим, что для любого y ∈ [c, d]
∣∣∣∣∣

∫ b

ξ′

f(x, y)− f (x, y1)
y − y1

dx

∣∣∣∣∣ ≤ ε,

а из неравенства ∣∣∣∣∣

∫ ξ′′

ξ′

∂f

∂y
(x, y) dx

∣∣∣∣∣ < ε

следует, что ∣∣∣∣∣

∫ b

ξ′

∂f

∂y
(x, y) dx

∣∣∣∣∣ ≤ ε (y ∈ [c, d]).

Тогда ∣∣∣∣∣
I(y)− I (y1)

y − y1
−
∫ b

a

∂f

∂y
(x, y1) dx

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣
1

y − y1

(∫ b

a

f(x, y) dx−
∫ b

a

f (x, y1) dx

)
−
∫ b

a

∂f

∂y
(x, y1) dx

∣∣∣∣∣ ≤

≤
∣∣∣∣∣

1

y − y1

(∫ ξ′

a

f(x, y) dx−
∫ ξ′

a

f (x, y1) dx

)
−
∫ ξ′

a

∂f

∂y
(x, y1) dx

∣∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣

∫ b

ξ′

f(x, y)− f (x, y1)
y − y1

dx

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣

∫ b

ξ′

∂f

∂y
(x, y1) dx

∣∣∣∣∣ ≤

≤
∣∣∣∣∣
Ĩ(y)− Ĩ (y1)

y − y1
−
∫ ξ′

a

∂f

∂y
(x, y1) dx

∣∣∣∣∣+ ε+ ε,

где Ĩ(y) =
∫ ξ′
a
f(x, y) dx. Так как ξ′ ∈ [ξ0, b) фиксировано, то на отрезке

[a, ξ′] можем применить теорему о производной собственного интеграла

Римана, зависящего от параметра. Согласно этой теореме, имеем

Ĩ ′ (y1) =

∫ ξ′

a

∂f

∂y
(x, y1) dx.

Поэтому
∣∣∣∣∣
Ĩ(y)− Ĩ (y1)

y − y1
−
∫ ξ′

a

∂f

∂y
(x, y1) dx

∣∣∣∣∣→ 0 (y → y1) ,
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т. е. разность слева может быть сделана меньшей ε при |y − y1| < δ. Окон-

чательно,
∣∣∣∣∣
I(y)− I (y1)

y − y1
−
∫ b

a

∂f

∂y
(x, y1) dx

∣∣∣∣∣ ≤ 3ε (|y − y1| < δ) ,

т. е.

I ′ (y1) ≡ lim
y→y1

I(y)− I (y1)
y − y1

=

∫ b

a

∂f

∂y
(x, y1) dx,

а это и есть равенство (19.6) при y = y1. Непрерывность функции I ′(y)

вытекает из равенства (19.6) и из предыдущей теоремы.

Теорема 3 (интегрирование несобственного интеграла по па-

раметру). Пусть функция f(x, y) непрерывна на Π ≡ [a, b)× [c, d] и ин-

теграл I(y) =
∫ b
a
f(x, y) dx сходится равномерно на [c, d]. Тогда

∫ d

c

(∫ b

a

f(x, y) dx

)
dy =

∫ b

a

(∫ d

c

f(x, y) dy

)
dx. (19.7)

Доказательство. По теореме 1 функция I(y) непрерывна на [c, d]

и, следовательно, интегрируема на [c, d], так что интеграл в левой ча-

сти (19.7) существует. В правой части (19.7) внешний интеграл понима-

ется как несобственный по [a, b) от функции J(x) =
∫ d
c
f(x, y) dy. Так как

f(x, y) непрерывна по y при фиксированном x ∈ [a, b), то J(x) опреде-

лена для каждого x ∈ [a, b). По теореме о непрерывности собственного

интеграла Римана, зависящего от параметра, функция J(x) непрерывна

на каждом отрезке [a, ξ] ⊂ [a, b) и, следовательно, непрерывна на [a, b).

Неявным утверждением теоремы является тот факт, что несобственный

интеграл справа в (19.7), т. е.
∫ b
a
J(x) dx, является сходящимся.

Докажем (19.7). Возьмем произвольное ξ ∈ [a, b). По теореме о пере-

мене порядка интегрирования для собственного интеграла, имеем

∫ d

c

(∫ ξ

a

f(x, y) dx

)
dy =

∫ ξ

a

(∫ d

c

f(x, y) dy

)
dx. (19.8)

Поэтому достаточно показать, что при ξ → b (ξ < b) левая часть в этом

равенстве имеет предел, равный левой части (19.7). Тем самым мы по-

лучим, что и правая часть имеет предел и справедливо равенство (19.7).
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Имеем
∣∣∣∣∣

∫ d

c

(∫ ξ

a

f(x, y) dx

)
dy −

∫ d

c

(∫ b

a

f(x, y) dx

)
dy

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣

∫ d

c

(∫ b

ξ

f(x, y) dx

)
dy

∣∣∣∣∣ ≤
∫ d

c

∣∣∣∣∣

∫ b

ξ

f(x, y) dx

∣∣∣∣∣ dy. (19.9)

Пользуясь равномерной сходимостью интеграла I(y), для заданного ε > 0

найдем такое ξ0 ∈ [a, b), что для всех ξ ∈ [ξ0, b) и для любого y ∈ [c, d]

справедливо неравенство
∣∣∣∣∣

∫ b

ξ

f(x, y) dx

∣∣∣∣∣ <
ε

d− c .

Тогда для ξ ∈ [ξ0, b) левая часть в (19.9) не превосходит ε, а это и означает,

что левая часть в (19.8) стремится к левой части (19.7) при ξ → b (ξ < b).

Теорема 4 (перестановка порядка интегрирования для случая,

когда оба интеграла несобственные). Пусть функция f(x, y) непре-

рывна на Π ≡ [a, b) × [c, d), где −∞ < a < b ≤ +∞, −∞ < c < d ≤ +∞.

Пусть, далее,
∫ b
a
|f(x, y)| dx сходится равномерно относительно y на лю-

бом отрезке [γ, δ] ⊂ (c, d), а
∫ d
c
|f(x, y)| dy сходится равномерно относи-

тельно x на любом отрезке [α, β] ⊂ (a, b). Если сходится хотя бы один

из интегралов

∫ b

a

(∫ d

c

|f(x, y)| dy
)
dx или

∫ d

c

(∫ b

a

|f(x, y)| dx
)
dy, (19.10)

то сходится и другой интеграл, и имеет место равенство

∫ b

a

(∫ d

c

f(x, y) dy

)
dx =

∫ d

c

(∫ b

a

f(x, y) dx

)
dy, (19.11)

Доказательство. Докажем сначала теорему для случая f ≥ 0. Пусть,

например, сходится первый из интегралов (19.10). Обозначим его I1. Вы-

берем c < γ < δ < d и на [a, b) × [γ, δ] применим теорему 3. В силу этой
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теоремы,

∫ δ

γ

(∫ b

a

f(x, y) dx

)
dy =

∫ b

a

(∫ δ

γ

f(x, y) dy

)
dx ≤

≤
∫ b

a

(∫ d

c

f(x, y) dy

)
dx ≡ I1.

Поскольку γ < δ произвольные из (c, d), то, устремляя γ к c, а δ к d,

получаем, что интеграл

I2 ≡
∫ d

c

(∫ b

a

f(x, y) dx

)
dy

ограничен и, следовательно, сходящийся, а также I2 ≤ I1. Если теперь,

учитывая сходимость интеграла I2, поменять в наших рассуждениях ме-

стами интегралы I1 и I2, то получим неравенство I1 ≤ I2. Отсюда следует,

что I1 = I2, т. е. равенство (19.11) для случая f ≥ 0.

Пусть теперь функция f произвольного знака. Обозначим f+ = |f |+f
2 ,

f− = |f |−f
2 . Тогда |f | = f+ + f−, f = f+ − f− и функции f+ и f− неот-

рицательные и непрерывны на Π. Поскольку из равномерной сходимости

интегралов
∫ b
a
|f(x, y)| dx и

∫ d
c
|f(x, y)| dy следует равномерная сходимость

интегралов
∫ b
a
f(x, y) dx и

∫ d
c
f(x, y) dy, а отсюда вытекает равномерная

сходимость соответствующих интегралов от функций f+ и f−, то к функ-

циям f+ и f− можем применить уже доказанную часть теоремы. Записав

равенство (19.11) для f+ и f− и вычитая одно из другого, получим ра-

венство (19.11) для функции f .

Пример (интеграл Эйлера – Пуассона). Так называется интеграл

I ≡
∫ +∞
0

e−x
2

dx. Он имеет многочисленные применения в различных во-

просах. Очевидно, что этот интеграл сходится. Мы хотим вычислить его

значение. Известно, что первообразная функции e−x
2

не выражается в

элементарных функциях, и поэтому формула Ньютона – Лейбница непри-

менима. Имеем

I =

∫ +∞

0

e−x
2

dx = t

∫ +∞

0

e−t
2y2

dy.
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Умножим обе части этого равенства на e−t
2

и проинтегрируем по t от 0

до +∞. Получим

I2 =

∫ +∞

0

e−t
2

I dt =

∫ +∞

0

te−t
2

(∫ +∞

0

e−t
2y2

dy

)
dt =

=

∫ +∞

0

(∫ +∞

0

te−t
2(1+y2) dt

)
dy =

[
z =

(
1 + y2

)
t2

dz = 2t
(
1 + y2

)
dt

]
=

=

∫ +∞

0

(
1

2 (1 + y2)

∫ +∞

0

e−z dz

)
dy =

∫ +∞

0

(
1

2 (1 + y2)

(
−e−z

)∣∣+∞
0

)
dy =

=
1

2

∫ +∞

0

dy

1 + y2
=

1

2
arctg y

∣∣∣∣
+∞

0

=
1

2
· π
2
=
π

4
.

Отсюда I = 1
2

√
π. Осталось обосновать перемену порядка интегрирова-

ния. Для этого покажем, что выполнены условия теоремы 4 для функции

f(x, y) = xe−x
2(1+y2) на множестве [0,+∞)× [0,+∞). В самом деле, инте-

грал
∫ +∞
0

xe−x
2(1+y2) dx сходится равномерно по переменной y на множе-

стве [0,+∞). Это можно установить с помощью признака Вейерштрасса,

т. к. xe−x
2(1+y2) ≤ xe−x

2

(y ≥ 0) и функция справа интегрируема на

[0,+∞). Другой интеграл
∫ +∞
0

xe−x
2(1+y2) dy сходится равномерно по x

на любом отрезке [α, β] ⊂ (0,+∞). Это также следует из неравенства

xe−x
2(1+y2) ≤ βe−α

2(1+y2) (α ≤ x ≤ β, y ≥ 0) и из интегрируемости по y

на [0,+∞) функции в правой части. И, наконец, интеграл

I2 =

∫ +∞

0

(∫ +∞

0

xe−x
2(1+y2) dx

)
dy,

как было показано, является сходящимся. Следовательно, выполнены усло-

вия теоремы 4, в силу которой перемена порядка интегрирования законна.

19.2.5 Интегралы Эйлера

Гамма-функцией Эйлера называется несобственный интеграл

Γ(s) =

∫ +∞

0

xs−1e−x dx (s > 0).
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Этот интеграл сходится при s > 0. Действительно, интеграл
∫ 1
0
xs−1e−x dx

сходится, так как xs−1e−x ≤ xs−1 (0 ≤ x ≤ 1), где s− 1 > −1, то интеграл

сходится по признаку Вейерштрасса. Другой интеграл
∫ +∞
1

xs−1e−x dx

сходится при любом s, поскольку xs−1e−x ≤ e−
x
2 (x ≥ x0(s)), а интеграл∫ +∞

1
e−

x
2 dx сходится. Поэтому сходится и исходный интеграл при s > 0.

Значение Γ(0) не определено, так как интеграл расходится при s =

0. Интеграл Γ(s) сходится равномерно относительно s на любом отрезке

[α, β] ⊂ (0,+∞). Действительно, для s ∈ [α, β] справедливо неравенство

xs−1e−x ≤ xα−1 (0 < x ≤ 1),

так что для интеграла
∫ 1
0
xs−1e−x dx выполнено условие признака Вейер-

штрасса. Далее,

xs−1e−x ≤ xβ−1e−x (x ≥ 1),

и интеграл
∫ +∞
1

xβ−1e−x dx сходится, так что и интеграл
∫ +∞
1

xs−1e−x dx

сходится равномерно на [α, β] по признаку Вейерштрасса.

Из равномерной сходимости на [α, β] ⊂ (0,+∞) и из теоремы о непре-

рывности несобственного интеграла, зависящего от параметра, получаем,

что функция Γ(s) непрерывна на [α, β]. Так как 0 < α < β < +∞ произ-

вольные, то отсюда следует, что функция Γ(s) непрерывна на (0,+∞).

Продифференцируем функцию xs−1e−x под знаком интеграла по па-

раметру s. Получим интеграл
∫ +∞
0

xs−1e−x lnx dx. Аналогично тому, как

мы доказали равномерную сходимость на [α, β] ⊂ (0,+∞) интеграла Γ(s),

можно показать, что и интеграл
∫ +∞
0

xs−1e−x lnx dx равномерно сходится

на [α, β] ⊂ (0,+∞). Это означает, что к исходному интегралу Γ(s) мож-

но применить теорему о дифференцировании интеграла по параметру.

Согласно этой теореме, Γ′(s) =
∫ +∞
0

xs−1e−x lnx dx. Рассуждая аналогич-

но, получим, что функция Γ(s) имеет производные любого порядка на

(0,+∞) и Γ(k)(s) =
∫ +∞
0

xs−1e−x(lnx)k dx. В частности, Γ′′(s) ≥ 0, так

что функция Γ(s) выпукла вниз.

Применяя формулу интегрирования по частям, находим

Γ(s+ 1) =

∫ +∞

0

xse−x dx =

[
u = xs du = sxs−1 dx

dv = e−x dx v = −e−x

]
=
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= −xse−x
∣∣+∞
0

+ s

∫ +∞

0

xs−1e−x dx = sΓ(s).

Если учесть, что Γ(1) =
∫ +∞
0

e−x dx = 1, то, применяя рекуррентно полу-

ченное равенство, находим

Γ(n+ 1) = nΓ(n) = n(n− 1)Γ(n− 1) = · · · = n! (n ∈ N).

Бета-функцией Эйлера называется интеграл

B(p, q) =

∫ 1

0

xp−1(1− x)q−1 dx (p, q > 0).

Он сходится при p, q > 0. Для доказательства разобьем данный интеграл

на два интеграла
∫ 1

2

0
xp−1(1 − x)q−1 dx и

∫ 1
1
2
xp−1(1 − x)q−1 dx. Ясно, что

первый интеграл сходится при p > 0, а второй – при q > 0.

Аналогично тому, как мы доказывали равномерную сходимость на

[α, β] ⊂ (0,+∞) гамма-функции Γ(s), легко можно показать, что инте-

грал B(p, q) сходится равномерно по переменным p и q на любом отрезке

из (0,+∞). Отсюда следует, что функция B(p, q) непрерывна при p, q > 0.

Если в интеграле B(p, q) сделать замену переменной x = y
1+y , то по-

лучим другое представление бета-функции –

B(p, q) =

∫ 1

0

xp−1(1− x)q−1 dx =

[
x = y

1+y y = x
1−x

dx = dy
(1+y)2

]
=

=

∫ +∞

0

yp−1

(1 + y)p−1
· 1

(1 + y)q−1
· dy

(1 + y)2
=

∫ +∞

0

yp−1

(1 + y)p+q
dy.

Связь между гамма- и бета-функциями устанавливает следующая фор-

мула Эйлера:

B(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)
.

Докажем это равенство. Имеем

Γ(s) =

∫ +∞

0

xs−1e−x dx =



122 Третий семестр

= ts
∫ +∞

0

ys−1e−ty dy = ts
∫ +∞

0

xs−1e−tx dx (t > 0).

Отсюда
Γ(s)

ts
=

∫ +∞

0

xs−1e−tx dx.

Положим s = p+ q, t = 1 + y. Тогда

Γ(p+ q)

(1 + y)p+q
=

∫ +∞

0

xp+q−1e−x(1+y) dx.

Умножим это равенство на yp−1 и проинтегрируем по y от 0 до +∞.

Получим

Γ(p+ q)

∫ +∞

0

yp−1

(1 + y)p+q
dy =

∫ +∞

0

(
yp−1

∫ +∞

0

xp+q−1e−x(1+y) dx

)
dy =

=

∫ +∞

0

(
xp+q−1

∫ +∞

0

yp−1e−x(1+y) dy

)
dx =

=

∫ +∞

0

(
xp+q−1e−x

∫ +∞

0

yp−1e−xy dy

)
dx.

Внутренний интеграл равен

∫ +∞

0

yp−1e−xy dy =
[
z = xy, y = z

x

]
=

1

xp

∫ +∞

0

zp−1e−z dx =
Γ(p)

xp
.

Поэтому

Γ(p+ q)B(p, q) =

∫ +∞

0

xp+q−1e−x
Γ(p)

xp
dx =

= Γ(p)

∫ +∞

0

xq−1e−x dx = Γ(p)Γ(q).

Отсюда следует формула Эйлера, если только обосновать перемену по-

рядка интегрирования. Для этого обоснования покажем, что выполнены

условия теоремы 4. Обозначим

f(x, y) = xp+q−1yp−1e−x(1+y).
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Ясно, что f(x, y) ≥ 0 на [0,+∞)× [0,+∞). Интеграл

∫ +∞

0

f(x, y) dx =

∫ +∞

0

xp+q−1yp−1e−x(1+y) dx

сходится равномерно по переменной y на любом отрезке [γ, δ] ⊂ (0,+∞).

Это следует из неравенства

xp+q−1yp−1e−x(1+y) ≤
{

δp−1 · xp+q−1 · e−x(1+γ), p ≥ 1,

γp−1 · xp+q−1 · e−x(1+γ), 0 < p < 1

}
≤

≤
(
δp−1 + γp−1

)
xp+q−1 · e−x(1+γ) (y ∈ [γ, δ]),

сходимости интеграла
∫ +∞
0

xp+q−1e−x(1+γ) dx и из признака Вейерштрас-

са. Далее, интеграл

∫ +∞

0

f(x, y) dy =

∫ +∞

0

xp+q−1yp−1e−x(1+y) dy

сходится равномерно по переменной x на любом отрезке [α, β] ⊂ (0,+∞).

Это следует из неравенства

xp+q−1yp−1e−x(1+y) ≤
{

βp+q−1 · yp−1 · e−α(1+y), p+ q ≥ 1,

αp+q−1 · yp−1 · e−α(1+y), 0 < p+ q < 1

}
≤

≤
(
αp+q−1 + βp+q−1

)
yp−1e−α(1+y) (x ∈ [α, β]),

сходимости интеграла
∫ +∞
0

yp−1e−α(1+y) dy и из признака Вейерштрасса.

Наконец, последнее условие теоремы 4, а именно, сходимость интеграла∫ +∞
0

dx
∫ +∞
0

f(x, y) dy, мы показали выше, точнее, мы даже выразили его

значение через гамма-функцию.

Итак, бета-функция выражается через гамма-функцию. Продолжим

изучение свойств гамма-функции. Выше уже отмечалось, что функция

Γ(s) непрерывна на (0,+∞). Поскольку Γ(s) = Γ(s+1)
s , то при s → 0+

имеем Γ(s + 1) → Γ(1) = 1 и, следовательно, при s → 0+ имеем Γ(s) =
Γ(s+1)

s ∼ Γ(1)
s = 1

s .

Гамма-функция может быть определена с сохранением полученных

свойств для отрицательных s 6= 0,−1,−2, . . . . Положим по определению



124 Третий семестр

Γ(s) = Γ(s+1)
s , где −1 < s < 0. Так как s+ 1 ∈ (0, 1), то такое определение

корректно. Исследуем поведение Γ(s) при s→ −1 + 0. Имеем

Γ(s) =
Γ(s+ 1)

s
=

Γ(t)

t− 1
∼ −Γ(t) ∼ −1

t
= − 1

s+ 1
(t = s+ 1→ 0+).

Теперь по индукции можно определить функцию Γ(s) на любом интерва-

ле (−n− 1,−n) (n ∈ N) равенством

Γ(s) =
Γ(s+ 1)

s
.

Упражнение. Используя полученные свойства, постройте график

функции Γ(s).



20. Ряды Фурье

20.1 Ортонормированные системы и ряды Фурье

по ортонормированным системам

Пусть задано некоторое линейное пространство R. Это пространство бу-

дем называть евклидовым, если каждой паре элементов f, g ∈ R поставле-

но в соответствие некоторое число, называемое скалярным произведени-

ем элементов f и g (это число будем обозначать (f, g)), причем операция

скалярного произведения обладает следующими свойствами:

1) (f, g) = (g, f);

2) (f + g, h) = (f, h) + (g, h);

3) (λf, g) = λ(f, g) для любого λ ∈ R;

4) (f, f) ≥ 0, (f, f) = 0 ⇔ f = 0 – нулевой элемент пространства R.

Кусочно непрерывной на отрезке [a, b] называется функция f , непре-

рывная всюду на [a, b], за исключением, быть может, конечного числа

точек x1, . . . , xn, причем в каждой точке разрыва xi функция f имеет

скачок и справедливо равенство f (xi) =
1
2 (f (xi − 0) + f (xi + 0)).

Пространство всех кусочно непрерывных на отрезке [a, b] функций f

будет евклидовым, если в нем определить скалярное произведение равен-

ством

(f, g) =

∫ b

a

f(x)g(x) dx. (20.1)

Ясно, что интеграл от произведения двух кусочно непрерывных функций

существует и свойства 1) − 4) скалярного произведения выполнены. В

доказательстве нуждается, разве что, следующее свойство:

(f, f) = 0 ⇒ f = 0.

125
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Докажем его. Пусть (f, f) = 0. Если f отлична от тождественного нуля,

то найдется такая точка x∗, что f (x∗) 6= 0. При этом если x∗ совпа-

дает с какой-либо точкой разрыва функции xi, то, поскольку f (x∗) =
1
2 (f (x

∗ − 0) + f (x∗ + 0)), найдется и точка x∗∗ непрерывности функции

f , в которой f (x∗∗) 6= 0. Поэтому сразу можем считать, что функция

f непрерывна в точке x∗ и f (x∗) 6= 0. Пусть, например, f (x∗) > 0. То-

гда найдется такая δ-окрестность точки x∗, что f (x) > 1
2f (x

∗) для всех

x ∈ (x∗ − δ, x∗ + δ). Но тогда

∫ b

a

f2(x) dx ≥
∫ x∗+δ

x∗−δ
f2(x) dx ≥ 2δ

(
1

2
f (x∗)

)2
> 0,

что противоречит условию.

В частности, пространство C([a, b]) всех непрерывных на отрезке [a, b]

функций является евклидовым пространством, если скалярное произве-

дение в C([a, b]) определено равенством (20.1).

Теорема (неравенство Коши – Буняковского). Для любых двух

элементов f, g евклидова пространства R справедливо неравенство

(f, g)2 ≤ (f, f) · (g, g).

Доказательство. Поскольку для любого действительного числа λ

справедливо неравенство

0 ≤ (f − λg, f − λg) = (f, f)− 2λ(f, g) + λ2(g, g),

т. е. квадратный трехчлен относительно λ неотрицателен, то его дискри-

минант D = 4(f, g)2 − 4(f, f) · (g, g) ≤ 0, а это равносильно требуемому

неравенству.

Определение. Линейное пространство R называется нормирован-

ным, если каждому элементу f ∈ R поставлено в соответствие действи-

тельное число ‖f‖, называемое нормой элемента f , причем норма удовле-

творяет следующим аксиомам:

1) ‖f‖ ≥ 0, ‖f‖ = 0 ⇔ f = 0 – нулевой элемент пространства R;
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2) ‖λf‖ = |λ| · ‖f‖ для любых f ∈ R и λ ∈ R;

3) ‖f + g‖ ≤ ‖f‖ + ‖g‖ – неравенство треугольника или неравенство

Минковского.

Пусть R – евклидово пространство. Тогда его можно превратить в

нормированное, если норму определить равенством

‖f‖ =
√
(f, f).

В самом деле, справедливость аксиом 1) и 2) очевидна, а аксиома 3) вы-

текает из неравенства Коши – Буняковского

‖f + g‖2 = (f + g, f + g) = (f, f) + 2(f, g) + (g, g) ≤

≤ (f, f) + 2|(f, g)|+ (g, g) ≤
(√

(f, f)
)2

+ 2
√

(f, f)
√
(g, g) +

(√
(g, g)

)2
=

=
(√

(f, f) +
√
(g, g)

)2
= (‖f‖+ ‖g‖)2 .

Определение. Два элемента f и g евклидова пространства R назы-

ваются ортогональными, если (f, g) = 0.

Система элементов {ϕn}∞n=1 евклидова пространства R называется ор-

тогональной системой, если любые два различных элемента этой системы

ортогональны, т. е. если (ϕn, ϕm) = 0 при n 6= m.

Система элементов {ϕn}∞n=1 нормированного пространства R называ-

ется нормированной, если норма каждого элемента ‖ϕn‖ = 1.

Система {ϕn}∞n=1 называется ортонормированной, если она ортого-

нальна и нормированная.

Важнейшим примером ортогональной на отрезке [−π, π] функций яв-

ляется тригонометрическая система

1, cosx, sinx, cos 2x, sin 2x, . . . , cosnx, sinnx, . . .

Чтобы проверить ортогональность этой системы, достаточно убедиться в

справедливости равенств

∫ π

−π
1 · cosnx dx = 0,

∫ π

−π
1 · sinnx dx = 0,
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∫ π

−π
cosnx cosmxdx =

∫ π

−π
sinnx sinmxdx =

{
0, m 6= n,

π, m = n (6= 0),

∫ π

−π
sinnx cosmxdx = 0.

Тригонометрическая система станет нормированной, если каждый ее эле-

мент разделить на его норму, т. е. получим такую ортонормированную

систему:

1√
2π
,
cosx√
π
,
sinx√
π
,
cos 2x√

π
,
sin 2x√

π
, . . .

cosnx√
π

,
sinnx√

π
, . . .

Упражнение. Покажите, что система функций

1√
2l
,

1√
l
cos

πx

l
,

1√
l
sin

πx

l
, . . . ,

1√
l
cos

nπx

l
,

1√
l
sin

nπx

l
, . . .

ортонормированная на отрезке [−l, l].

Пусть задана ортонормированная система функций {ϕn}∞n=1 на отрез-

ке [a, b], где все функции ϕn непрерывны на [a, b]. Пусть, далее, функ-

циональный ряд
∑∞
n=1 anϕn(x) сходится равномерно на [a, b]. Тогда, по

теореме о непрерывности суммы равномерно сходящегося ряда из непре-

рывных функций, его сумма f(x) =
∑∞
n=1 anϕn(x) непрерывна на [a, b].

Теорема. Если ряд
∑∞
n=1 anϕn(x) = f(x) по ортонормированной на

отрезке [a, b] системе непрерывных функций {ϕn} сходится равномерно

на [a, b], то для коэффициентов an этого ряда справедливы равенства

ak =

∫ b

a

f(x)ϕk(x) dx (k = 1, 2 . . . ). (20.2)

Доказательство. Зафиксируем k. Поскольку функция ϕk непрерыв-

на на [a, b], то, в силу первой теоремы Вейерштрасса, она ограничена на

[a, b]. Умножим равенство f(x) =
∑∞
n=1 anϕn(x) на ϕk(x) и получим

f(x)ϕk(x) =
∞∑

n=1

anϕn(x)ϕk(x).
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Ряд в правой части этого равенства сходится равномерно, так как его

слагаемые получены путем умножения слагаемых равномерно сходяще-

гося ряда
∑∞
n=1 anϕn(x) на ограниченную функцию ϕk. Проинтегрировав

почленно, с учетом ортонормированности системы {ϕn}, получим

∫ b

a

f(x)ϕk(x) dx =

∫ b

a

∞∑

n=1

anϕn(x)ϕk(x) dx =

=
∞∑

n=1

an

∫ b

a

ϕn(x)ϕk(x) dx = ak

∫ b

a

ϕ2k(x) dx = ak.

В частном случае, для тригонометрической системы коэффициенты

ak и bk равномерно на [−π, π] сходящегося к функции f ряда

a0
2

+

∞∑

n=1

an cosnx+ bn sinnx = f(x)

могут быть выражены через функцию f следующими равенствами:

ak =
1

π

∫ π

−π
f(x) cos kx dx (k = 0, 1, 2, . . . ),

bk =
1

π

∫ π

−π
f(x) sin kx dx (k = 1, 2, . . . ).

Доказанная теорема дает возможность выразить числа ak – коэффи-

циенты ряда по ортонормированной системе функций {ϕn} – через сум-

му этого ряда f в том случае, когда этот ряд сходится равномерно, а

функции ϕk непрерывны на [a, b]. Однако же равенством (20.2) можно

определить числа ak для более широкого класса функций f , чем таких,

которые могут быть представлены в виде суммы равномерно сходящегося

ряда
∑∞
n=1 anϕn(x). Именно, пусть функция f абсолютно интегрируема

на отрезке [a, b], т. е. пусть f имеет на [a, b] конечное число особых точек

и интеграл
∫ b
a
|f(x)| dx сходится как несобственный. Тогда

|f(x)ϕk(x)| ≤Mk|f(x)|, где Mk = sup
x∈[a,b]

|ϕk(x)| .
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Поэтому, в силу признака сравнения, интеграл
∫ b
a
f(x)ϕk(x) dx сходится

и даже абсолютно. Следовательно, числа

ak =

∫ b

a

f(x)ϕk(x) dx (k = 1, 2, . . . ) (20.3)

определены для абсолютно интегрируемой в несобственном смысле функ-

ции f .

Определение. Пусть функция f абсолютно интегрируема в несоб-

ственном смысле на отрезке [a, b], а система непрерывных на [a, b] функ-

ций ϕk ортонормированная. Числа ak, определяемые равенством (20.3),

называются коэффициентами Фурье функции f по системе {ϕn}. Ряд
∑∞
n=1 anϕn(x), где числа an – коэффициенты Фурье функции f , называ-

ется рядом Фурье функции f и обозначается

f(x) ∼
∞∑

n=1

anϕn(x).

Равенства здесь может и не быть. Ряд в правой части может оказать-

ся расходящимся. Символом ∼ указывается лишь на то, что ряд спра-

ва соответствует функции f , но не обязательно сходится к функции f в

каком-либо смысле.

Последняя теорема, в частности утверждает, что равномерно сходя-

щийся ряд Фурье является рядом Фурье своей суммы.

Пусть теперь система {ϕn}∞n=1 ортономированная в произвольном нор-

мированном пространстве R и пусть f ∈ R. Коэффициентами Фурье

элемента f ∈ R по системе {ϕn}∞n=1 называют числа ak = (f, ϕk) (k =

1, 2, . . . ), а ряд
∑∞
n=1 anϕn называют рядом Фурье элемента f по системе

{ϕn}∞n=1.
Основное свойство коэффициентов Фурье выражает следующая

Теорема (о минимальном свойстве частичных сумм ряда

Фурье). Среди всех сумм вида
∑n
k=1 ckϕk наименьшее отклонение по

норме данного евклидова пространства от элемента f имеет n-я ча-
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стичная сумма ряда Фурье элемента f , т. е.

inf
c1,...cn∈R

∥∥∥∥∥f −
n∑

k=1

ckϕk

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥f −
n∑

k=1

akϕk

∥∥∥∥∥ ,

где числа ak (k = 1, . . . , n) – коэффициенты Фурье функции f .

Доказательство. Учитывая ортонормированность системы {ϕn}, пре-

образуем

∥∥∥∥∥f −
n∑

k=1

ckϕk

∥∥∥∥∥

2

=

(
f −

n∑

k=1

ckϕk, f −
n∑

k=1

ckϕk

)
=

=
n∑

k=1

c2k−2
n∑

k=1

ck (f, ϕk)+(f, f) =
n∑

k=1

(ck − (f, ϕk))
2−

n∑

k=1

(f, ϕk)
2
+(f, f) ≥

≥ (f, f)−
n∑

k=1

(f, ϕk)
2
,

причем, как легко видеть, равенство достигается в том и только в том

случае, когда ck = (f, ϕk).

Следствие 1. Если {ak} – коэффициенты Фурье элемента f по си-

стеме {ϕk}, то ∥∥∥∥∥f −
n∑

k=1

akϕk

∥∥∥∥∥

2

= ‖f‖2 −
n∑

k=1

a2k.

Это вытекает непосредственно из доказательства теоремы.

Следствие 2 (неравенство Бесселя). Если {ak} – коэффициенты

Фурье элемента f по некоторой ортонормированной системе, то

∞∑

k=1

a2k ≤ ‖f‖2.

Это неравенство для любого конечного числа n слагаемых в левой

части вытекает из следствия 1. Переходя к пределу при n→∞, получаем

неравенство Бесселя.
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Следствие 3. Если {ak} – коэффициенты Фурье некоторого элемен-

та f , то limk→∞ ak = 0.

Это вытекает из следствия 2 и из необходимого условия сходимости

ряда в левой части неравенства Бесселя.

Вернемся к тригонометрической системе

{1, cosx, sinx, cos 2x, sin 2x, . . . , cosnx, sinnx, . . . } .

По этой системе коэффициенты Фурье имеют вид

an =
1

π

∫ π

−π
f(x) cosnx dx (n = 0, 1, . . . ),

bn =
1

π

∫ π

−π
f(x) sinnx dx (n = 1, 2, . . . ).

Ряд Фурье

f(x) ∼ a0
2

+

∞∑

n=1

an cosnx+ bn sinnx

мы определили для абсолютно интегрируемой на [−π, π] функции f . Но

пространство абсолютно интегрируемых функций не является евклидо-

вым пространством с тем скалярным произведением, которое мы опреде-

лили выше. В самом деле, функция f(x) = 1√
|x|

абсолютно интегрируема

на [−π, π] и в то же время (f, f) =
∫ π
−π f

2(x) dx =
∫ π
π
dx
|x| – расходящийся

интеграл. Поэтому в нашем случае минимальное свойство коэффициен-

тов Фурье, так же, как и следствия 1 и 2, не имеет смысла. Вместе с

тем утверждение следствия 3 остается справедливым и в этом случае.

Это фундаментальное свойство коэффициентов Фурье по тригонометри-

ческой системе содержится в следующей теореме.

Теорема Римана. Если функция f абсолютно интегрируема на ин-

тервале (a, b) (конечном или бесконечном), то справедливы следующие

равенства:

lim
ω→∞

∫ b

a

f(x) cosωxdx = 0, lim
ω→∞

∫ b

a

f(x) sinωxdx = 0.
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Доказательство проведем в несколько шагов. Сначала покажем,

что теорема верна для случая, когда

f(x) =

{
1, α ≤ x < β,

0, x /∈ [α, β).

В этом случае имеем
∣∣∣∣∣

∫ b

a

f(x) cosωxdx

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

∫ β

α

cosωxdx

∣∣∣∣∣ =
1

|ω| |sinωβ − sinωα| ≤ 2

|ω| ,

так что интеграл в левой части стремится к нулю при ω →∞.

Пусть теперь f – финитная ступенчатая функция, т. е.

f(x) =

{
0, x < α или x ≥ β,

γi, xi ≤ x < xi+1, i = 0, 1, . . . , n− 1,

где γi – произвольные действительные числа, α = x0 < x1 < · · · < xn = β.

В этом случае имеем

∣∣∣∣∣

∫ b

a

f(x) cosωxdx

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
n−1∑

i=0

γi

∫ xi+1

xi

cosωxdx

∣∣∣∣∣ ≤

≤
n−1∑

i=0

|γi|
2

|ω| =
2

|ω|

n−1∑

i=0

|γi| → 0 (ω →∞).

Покажем теперь, что для абсолютно интегрируемой функции f и за-

данного ε > 0 найдется такая финитная ступенчатая функция ϕ, что

∫ b

a

|f(x)− ϕ(x)| dx < ε

2
. (20.4)

Отсюда сразу получим утверждение теоремы, т. к.
∣∣∣∣∣

∫ b

a

f(x) cosωxdx

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

∫ b

a

(f(x)− ϕ(x)) cosωxdx+

∫ b

a

ϕ(x) cosωxdx

∣∣∣∣∣ ≤

≤
∫ b

a

|f(x)− ϕ(x)| dx+

∣∣∣∣∣

∫ b

a

ϕ(x) cosωxdx

∣∣∣∣∣ <
ε

2
+
ε

2
= ε,
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если только |ω| > ∆. Это вытекает из уже доказанной части теоремы, так

как

∫ b

a

ϕ(x) cosωxdx→ 0 (ω →∞), т. е.

∣∣∣∣∣

∫ b

a

ϕ(x) cosωxdx

∣∣∣∣∣ <
ε

2
,

если только |ω| > ∆.

Для доказательства (20.4), не ограничивая общности, можем считать,

что a = −∞ и b = +∞. Так как мы рассматриваем несобственные ин-

тегралы в смысле Римана, то у функции f может быть лишь конечное

число особых точек x1, . . . , xN . По условию, все интегралы
∫ x1

−∞ |f(x)| dx,∫ xi
xi−1

|f(x)| dx и
∫ +∞
xN

|f(x)| dx сходятся. Поэтому найдутся точки

−∞ < α1 < β1 < x1 < α2 < β2 < x2 < · · · <

< xN−1 < αN < βN < xN < αN+1 < βN+1 < +∞,

такие, что функция f интегрируема в собственном смысле Римана на

каждом отрезке [αk, βk] (k = 1, 2, . . . , N + 1) и

∫ xi

xi−1

|f(x)| dx−
∫ βi

αi

|f(x)| dx ≤ ε

2(N + 1)
(i = 1, 2, . . . , N + 1),

где понимается x0 = −∞ и xN+1 = +∞. Это следует из определения

несобственного интеграла

∫ x1

xi−1

|f(x)| dx = lim
αi → xi−1

βi → xi

∫ βi

αi

|f(x)| dx.

Далее, поскольку на отрезке [αi, βi] функция f интегрируема по Риману в

собственном смысле, то нижняя сумма Дарбу стремится к
∫ βi
αi
f(x) dx при

стремлении к нулю диаметра разбиения. Поэтому для заданного ε > 0

найдется такое δi, что при любом разбиении отрезка [αi, βi], диаметра

меньшего, чем δi, нижняя сумма Дарбу
∑si
k=1m

i
k

∣∣∆i
k

∣∣ отличается от инте-

грала
∫ βi
αi
f(x) dx меньше чем на ε

2(N+1) , где обозначено ∆i
k =

[
xik−1, x

i
k

)
,∣∣∆i

k

∣∣ = xik − xik−1, m
i
k = infx∈∆i

k
f(x), αi = xi0 < xi1 < · · · < xisi = βi,

maxk
∣∣∆i

k

∣∣ < δi.
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Положим ϕ(x) = mi
k, если x ∈ ∆i

k и ϕ(x) = 0 при x /∈ ∪N+1i=1 ∪sik=1 ∆i
k.

Ясно, что ϕ – финитная ступенчатая функция. Имеем

∫ +∞

−∞
|f(x)− ϕ(x)| dx =

N∑

i=0

∫ xi+1

xi

|f(x)− ϕ(x)| dx =

=
N+1∑

i=1

(∫ αi

xi−1

|f(x)| dx+

∫ xi

βi

|f(x)| dx+

∫ βi

αi

|f(x)− ϕ(x)| dx
)

=

=

N+1∑

i=1

(∫ xi

xi−1

|f(x)| dx−
∫ βi

αi

|f(x)| dx
)

+

N+1∑

i=1

∫ βi

αi

|f(x)− ϕ(x)| dx ≤

≤ ε

2
+
N+1∑

i=1

si∑

k=1

∫ xik

xi
k−1

(
f(x)−mi

k

)
dx =

=
ε

2
+

N+1∑

i=1

(∫ βi

αi

f(x) dx−
si∑

k=1

mi
k

∣∣∆i
k

∣∣
)
≤ ε

2
+
ε

2
= ε.

Отсюда следует (20.4) и тем самым завершается доказательство первого

равенства теоремы.

Второе равенство доказывается аналогично.

20.2 Замкнутые и полные ортонормированные

системы

Рассмотрим произвольную ортонормированную систему {ϕk} в евклидо-

вом пространстве R.

Определение. Ортонормированная система {ϕk} называется замкну-

той, если для любого элемента f ∈ R и для любого ε > 0 найдется такая

линейная комбинация конечного числа элементов ϕk, что

∥∥∥∥∥f −
n∑

k=1

ckϕk

∥∥∥∥∥ < ε.
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Теорема 1. Если ортонормированная система {ϕk} замкнута, то

для любого элемента f ∈ R неравенство Бесселя обращается в равенство

∞∑

k=1

(f, ϕk)
2
= ‖f‖2,

называемое равенством Парсеваля.

Доказательство. Фиксируем f ∈ R и ε > 0. Из замкнутости системы

{ϕk} следует, что найдутся такие число n и коэффициенты c, . . . , cn, что

∥∥∥∥∥f −
n∑

k=1

ckϕk

∥∥∥∥∥

2

< ε2.

Но, в силу свойства минимальности коэффициентов Фурье ak = (f, ϕk) и

следствия 1 из него,

‖f‖2 −
n∑

k=1

a2k =

∥∥∥∥∥f −
n∑

k=1

akϕk

∥∥∥∥∥

2

≤
∥∥∥∥∥f −

n∑

k=1

ckϕk

∥∥∥∥∥

2

< ε2,

откуда, учитывая неравенство Бесселя, получаем

0 ≤ ‖f‖2 −
n∑

k=1

a2k < ε2.

Поскольку с ростом n выражение ‖f‖2−∑n
k=1 a

2
k убывает, то отсюда вы-

текает, что для всех номеров m ≥ n также справедливо неравенство

‖f‖2 −
m∑

k=1

a2k < ε2,

а это и означает, что

‖f‖2 =
∞∑

k=1

a2k =

∞∑

k=1

(f, ϕk)
2
.

Теорема 2. Если ортонормированная система {ϕk} замкнута в R,

то для любого элемента f ∈ R его ряд Фурье сходится к f по норме

пространства R, т. е.

lim
n→∞

∥∥∥∥∥f −
n∑

k=1

(f, ϕk)ϕk

∥∥∥∥∥ = 0.
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Доказательство мгновенно следует из теоремы 1 и следствия 1 из

свойства минимальности коэффициентов Фурье. В самом деле, в силу

равенства Парсеваля,

∥∥∥∥∥f −
n∑

k=1

(f, ϕk)ϕk

∥∥∥∥∥

2

= ‖f‖2 −
n∑

k=1

(f, ϕk)
2 → 0 (n→∞).

Замечание. В пространстве кусочно непрерывных на [−π, π] функ-

ций тригонометрическая система является замкнутой (это мы докажем

позже). Норма в этом пространстве определяется равенством

‖f‖ =
√∫ π

−π
f2(x) dx.

Сходимость по норме этого пространства имеет такой вид:

lim
n→∞

∫ π

−π

(
f(x)−

(
a0
2

+
n∑

k=1

ak cos kx+ bk sin kx

))2
dx = 0,

где ak и bk – коэффициенты Фурье функции f . Такой вид сходимости

называют также сходимостью в среднем. Из сходимости в среднем после-

довательности функций не следует поточечная сходимость этой последо-

вательности. Например, последовательность

fn,k(x) =





1, k
n ≤ x < k+1

n ,

0, x ∈ [0, 1] \
[
k
n ,

k+1
n

)
, k = 0, . . . , n− 1, n = 1, 2, . . . ,

сходится в среднем к функции, тождественно равной нулю, но расходится

в каждой точке.

Определение. Ортонормированная система {ϕk} называется полной,

если не существует ненулевого элемента f ∈ R, ортогонального ко всем

ϕk. Другими словами, для полной системы {ϕk} из равенств (f, ϕk) =

0 (k = 1, 2, . . . ) следует, что f – нулевой элемент в R.

Теорема 3. Если ортонормированная система {ϕk} замкнута, то

она полная.
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Доказательство. Пусть {ϕk} замкнута, а f – ортогональный ко всем

ϕk. Тогда все коэффициенты Фурье элемента f по системе {ϕk} равны

нулю и, в силу равенства Парсеваля,

‖f‖2 =
∞∑

k=1

(f, ϕk)
2
=

∞∑

k=1

0 = 0.

Из аксиом нормы следует, что f – нулевой элемент пространства R.

Теорема 4 (единственность ряда Фурье). Если ортонормирован-

ная система {ϕk} полная, то два различных элемента f, g ∈ R не могут

иметь одинаковые ряды Фурье.

Доказательство. Если (f, ϕk) = (g, ϕk), то (f − g, ϕk) = 0 (k =

1, 2, . . . ), т. е. разность f − g ортогональна ко всем ϕk. Отсюда, в силу

полноты {ϕk}, следует, что f − g = 0, т. е. f = g.

Из теорем 3 и 4 мгновенно вытекает

Следствие. Если ортонормированная система {ϕk} замкнута, то

два различных элемента f, g ∈ R не могут иметь одинаковых рядов

Фурье.

20.3 Тригонометрические ряды Фурье

20.3.1 Ядро Дирихле и его свойства. Принцип

локализации

Пусть функция f абсолютно интегрируема на [−π, π] в несобственном

смысле. Найдем выражение для частичной суммы ее ряда Фурье по три-

гонометрической системе

Sn(x, f) =
a0
2

+
n∑

k=1

ak cos kx+ bk sin kx =

=
1

2π

∫ π

−π
f(t) dt+

n∑

k=1

1

π

∫ π

−π
f(t)[cos kt cos kx+ sin kt sin kx] dt =
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=
1

π

∫ π

−π
f(t)

[
1

2
+

n∑

k=1

cos k(t− x)
]
dt.

Обозначим

Dn(t) =
1

2
+

n∑

k=1

cos kt. (20.5)

Функция Dn(t) называется ядром Дирихле. Тогда получим

Sn(x, f) =
1

π

∫ π

−π
Dn(t− x)f(t) dt.

Интеграл в правой части называется интегралом Дирихле.

Свойства ядра Дирихле.

1) Dn(0) = n+
1

2
(n = 0, 1, . . . ).

2)
1

π

∫ π

−π
Dn(t) dt = 1 (n = 0, 1, . . . ).

3) Dn(t) =
sin
(
n+ 1

2

)
t

2 sin t
2

(n = 0, 1, . . . , t 6= 2πk, k ∈ N).

Первые два свойства вытекают сразу из определения (20.5) ядра Ди-

рихле. Докажем 3). Для n = 0, 1 . . . , t 6= 2πk, k ∈ N имеем

Dn(t) =
1

2
+

n∑

k=1

cos kt =
1

2 sin t
2

(
sin

t

2
+

n∑

k=1

2 sin
t

2
cos kt

)
=

=
1

2 sin t
2

[
sin

t

2
+

n∑

k=1

(
sin

2k + 1

2
t− sin

2k − 1

2
t

)]
=

sin
(
n+ 1

2

)
t

2 sin t
2

.

4) Из (20.5) сразу видно, что ядро Дирихле – четная, непрерывная,

2π-периодическая функция. Поэтому

∫ 0

−π
Dn(t) dt =

∫ π

0

Dn(t) dt =
π

2
,
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или
2

π

∫ π

0

Dn(t) dt = 1.

Вернемся к частичным суммам ряда Фурье абсолютно интегрируемой

на [−π, π], 2π-периодической функции f . Имеем

Sn(x, f) =
1

π

∫ π

−π
Dn(t− x)f(t) dt =

1

π

∫ π−x

−π−x
Dn(u)f(x+ u) du =

=
1

π

∫ π

−π
Dn(u)f(x+ u) du =

=
1

π

∫ 0

−π
Dn(u)f(x+ u) du+

1

π

∫ π

0

Dn(u)f(x+ u) du =

=
1

π

∫ π

0

Dn(t)f(x− t) dt+
1

π

∫ π

0

Dn(u)f(x+ u) du =

=
1

π

∫ π

0

Dn(t)[f(x+ t) + f(x− t)] dt.

Отсюда вытекает

Следствие. Пусть 0 < δ < π, x ∈ [−π, π], 2π-периодическая функция

f абсолютно интегрируема на [−π, π]. Тогда

Sn(x, f) =
1

π

∫ δ

0

Dn(t)[f(x+ t) + f(x− t)] dt+ o(1) (n→∞).

Доказательство. В силу полученного выше равенства,

Sn(x, f) =
1

π

∫ δ

0

Dn(t)[f(x+t)+f(x−t)] dt+
1

π

∫ π

δ

Dn(t)[f(x+t)+f(x−t)] dt.

Поэтому достаточно показать, что последнее слагаемое справа стремится

к нулю при n → ∞. При фиксированном x ∈ [−π, π] на отрезке t ∈ [δ, π]

функция f(x+t)+f(x−t)
2 sin t

2

абсолютно интегрируема и поэтому, в силу теоре-

мы Римана,
1

π

∫ π

δ

Dn(t)[f(x+ t) + f(x− t)] dt =
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=
1

π

∫ π

δ

sin

(
n+

1

2

)
t · f(x+ t) + f(x− t)

2 sin t
2

dt→ 0 (n→∞).

Из этого следствия вытекает

Теорема (принцип локализации). Пусть 2π-периодическая функ-

ция f абсолютно интегрируема на отрезке [−π, π]. Тогда сходимость

ряда Фурье функции f в точке x0 ∈ R зависит только от существова-

ния при n→∞ предела интеграла

1

π

∫ δ

0

Dn(t) [f (x0 + t) + f (x0 − t)] dt,

где δ – сколь угодно малое положительное число. Иначе говоря, сходи-

мость ряда Фурье в точке x0 определяется лишь поведением функции

f в любой сколь угодно малой окрестности точки x0.

20.3.2 Условия сходимости тригонометрического ряда

Фурье в точке

Лемма. Пусть 2π-периодическая функция f абсолютно интегриру-

ема на [0, π]. Тогда при любом δ ∈ (0, π] интегралы

∫ δ

0

|f(t)|
t

dt и

∫ π

0

|f(t)|
2 sin t

2

dt (20.6)

сходятся или расходятся одновременно.

Доказательство. Выберем δ1 ∈ (0, δ], такое, что у функции f нет

других особенностей на (0, δ1], за исключением, быть может, точки 0. Это

возможно, поскольку у функции f может быть не более конечного числа

особых точек на [0, π]. Функции 1
t и 1

2 sin t
2

ограничены на [δ1, δ] и [δ1, π],

соответственно, а функция f абсолютно интегрируема на [δ1, π] по усло-

вию. Поэтому функции |f(t)|
t и |f(t)|

2 sin t
2

абсолютно интегрируемы на [δ1, δ] и

[δ1, π], соответственно. Значит, сходимость интегралов в (20.6) определя-

ется сходимостью интегралов

∫ δ1

0

|f(t)|
t

dt и

∫ δ1

0

|f(t)|
2 sin t

2

dt, (20.7)
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причем единственная особенность у этих интегралов может быть лишь в

нуле. Но поскольку функции ϕ1(t) =
|f(t)|
t и ϕ2(t) =

|f(t)|
2 sin t

2

эквивалентны

при t→ 0+ (
lim
t→0+

ϕ1(t)

ϕ2(t)
= lim
t→0+

2 sin t
2

t
= 1

)
,

то оба интеграла в (20.7), в силу признака сравнения, сходятся или рас-

ходятся одновременно.

Предположим, что в некоторой точке x у 2π-периодической, абсолют-

но интегрируемой на [−π, π] функции f существуют односторонние пре-

делы f(x+ 0) и f(x− 0). Обозначим

ϕx(t) = f(x+ t)− f(x+ 0) + f(x− t)− f(x− 0).

Ясно, что функция ϕx(t) при фиксированном x 2π-периодическая и абсо-

лютно интегрируема на [−π, π].

Теорема (признак Дини сходимости ряда Фурье в точке).

Пусть 2π-периодическая функция f абсолютно интегрируема на [−π, π]
и пусть в некоторой точке x у функции f существуют односторонние

пределы f(x+ 0) и f(x− 0). Если при некотором δ > 0 интеграл

∫ δ

0

|ϕx(t)|
t

dt (20.8)

сходится, то ряд Фурье функции f сходится в точке x к значению

f(x+ 0) + f(x− 0)

2
. (20.9)

Доказательство. Имеем

Sn(x, f)−
f(x+ 0) + f(x− 0)

2
=

=
1

π

∫ π

0

Dn(t)[f(x+ t) + f(x− t)] dt− f(x+ 0) + f(x− 0)

2

2

π

∫ π

0

Dn(t) dt =

=
1

π

∫ π

0

Dn(t)ϕx(t) dt =
1

π

∫ π

0

ϕx(t)

2 sin t
2

sin

(
n+

1

2

)
t dt.
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Если сходится интеграл (20.8), то, в силу леммы, интеграл

∫ π

0

|ϕx(t)|
2 sin t

2

dt

сходится, т. е. функция ϕx(t)
2 sin t

2

абсолютно интегрируема на [0, π]. Поэтому,

в силу теоремы Римана,

∫ π

0

ϕx(t)

2 sin t
2

sin

(
n+

1

2

)
t dt→ 0 (n→∞).

Следствие 1. Пусть f – кусочно непрерывная функция. Если в точке

x интеграл (20.8) сходится, то ряд Фурье функции f сходится к f(x).

Это сразу следует из доказанной теоремы и из определения кусочно

непрерывной функции, для которой в каждой точке x справедливо ра-

венство f(x) = f(x+0)+f(x−0)
2 .

Следствие 2. Пусть 2π-периодическая, абсолютно интегрируемая

на [−π, π] функция f такова, что в некоторой точке x существуют

f(x+ 0), f(x− 0),

f ′+(x) = lim
t→0+

f(x+ t)− f(x+ 0)

t
, f ′−(x) = lim

t→0−
f(x+ t)− f(x− 0)

t
.

Тогда ряд Фурье функции f в точке x сходится к значению (20.9).

Доказательство. Достаточно показать, что сходится интеграл (20.8).

Имеем

lim
t→0+

ϕx(t)

t
= lim
t→0+

(
f(x+ t)− f(x+ 0)

t
+
f(x− t)− f(x− 0)

t

)
=

= f ′+(x)− f ′−(x).

Поэтому функция ϕx(t)
t ограничена в некоторой окрестности точки 0 и,

следовательно, точка 0 не является особой для интеграла (20.8). Поэтому

при некотором δ > 0 этот интеграл сходится и тем самым завершается

доказательство.

Следствие 3. Если функция f дифференцируема в точке x, то ее

ряд Фурье в точке x сходится к значению f(x).
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Это сразу вытекает из следствия 2 и из признака Дини.

Пример 1. Пусть f(x) = chx (−π < x ≤ π). Тогда

bn =
1

π

∫ π

−π
chx sinnx dx = 0

и

an =
1

π

∫ π

−π
chx cosnx dx =

1

π
shx cosnx

∣∣∣∣
π

−π
+ n

1

π

∫ π

−π
shx sinnx dx =

= (−1)n 2
π
shπ +

n

π
chx sinnx

∣∣∣
π

−π
− n2 1

π

∫ π

−π
chx cosnx dx =

= (−1)n 2
π
shπ − n2an, откуда an = (−1)n 2

π

shπ

1 + n2
,

а ряд Фурье имеет вид

chx ∼
∞∑

n=0

(−1)n 2
π

shπ

1 + n2
cosnx =

2 shπ

π

∞∑

n=0

(−1)n cosnx
1 + n2

.

Этот ряд сходится равномерно на [−π, π]. Функция chx дифференцируе-

ма на (−π, π) и поэтому ее ряд Фурье сходится в каждой точке x ∈ (−π, π)
к значению f(x) = chx. В точке x = π функция chx, периодически про-

долженная на всю числовую ось, имеет конечные односторонние произ-

водные. Поэтому, в силу следствия 2, ряд Фурье функции chx в точке

x = π сходится к значению chπ. Аналогично, в точке x = −π ряд Фурье

сходится к значению ch(−π) = chπ.

Пример 2. Рассмотрим функцию f(x) = shx (−π < x ≤ π). Ее коэф-

фициенты Фурье an = 1
π

∫ π
−π shx cosnx dx = 0,

bn =
1

π

∫ π

−π
shx sinnx dx =

1

π
chx sinnx

∣∣∣∣
π

−π
− n

π

∫ π

−π
chx cosnx dx =

= −n(−1)n 2
π

shπ

1 + n2
= (−1)n−1 2 shπ

π

n

1 + n2
,
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а ее ряд Фурье имеет вид

shx ∼ 2 shπ

π

∞∑

n=1

(−1)n−1 n

1 + n2
sinnx.

Если x ∈ (−π, π), то функция f(x) = shx дифференцируема в точке x

и, следовательно, ее ряд Фурье сходится к f(x) = shx. Если x = π, то

периодически продолженная на всю числовую ось функция shx в точке

x = π имеет односторонние производные. Значит, ее ряд Фурье, в силу

следствия 2, сходится к значению f(π+0)+f(π−0)
2 = 0. Аналогично, в точке

x = −π ряд Фурье сходится к нулю.

Ряд Фурье функции f не является равномерно сходящимся на [−π, π],
ибо в противном случае его сумма была бы непрерывной на [−π, π].

Пример 3. Пусть f(x) = π−x
2 (0 < x < 2π). Продолжим функцию f

периодически и получим нечетную функцию. Следовательно, an = 0, а

bn =
1

π

∫ 2π

0

π − x
2

sinnx dx = − 1

2π

∫ 2π

0

x sinnx dx =

=
1

2nπ
x cosnx

∣∣∣∣
2π

0

+
1

2nπ

∫ 2π

0

cosnx dx =
1

n
.

Итак, данной функции соответствует ряд Фурье

π − x
2

∼
∞∑

n=1

1

n
sinnx.

Как и для функции shx, показываем, что при 0 < x < 2π ряд Фурье

сходится к π−x
2 . Если же x = 2kπ (k ∈ Z), то ряд Фурье сходится к нулю.

Ясно, что ряд Фурье не является равномерно сходящимся на [−π, π].

Пример 4. Разложим в ряд Фурье неограниченную периодическую

функцию f(x) = ln
∣∣2 cos x2

∣∣ (x 6= (2k + 1)π, k ∈ Z). Эта функция четная,

и поэтому bn = 0. Далее,

a0 =
1

π

∫ π

−π
ln
(
2 cos

x

2

)
dx =

2

π

∫ π

0

ln
(
2 cos

x

2

)
dx =

=
4

π

∫ π/2

0

ln(2 cosx) dx =
4

π

∫ π/2

0

ln(2 sinx) dx =
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=
4

π

[
π

2
ln 2 +

∫ π/2

0

ln sinx dx

]
.

Ранее мы вычислили интеграл
∫ π/2
0

ln sinx dx = −π
2 ln 2. Отсюда следует,

что a0 = 0. Найдем

an =
2

π

∫ π

0

ln
(
2 cos

x

2

)
cosnx dx =

=
2

π

1

n
ln
(
2 cos

x

2

)
sinnx

∣∣∣∣
π

0

+
2

π

1

n

1

2

∫ π

0

sinnx sin x
2

cos x2
dx =

=
1

nπ

∫ π

0

sinnx sin x
2

cos x2
dx =

(−1)n−1
nπ

∫ π

0

sinnx cos x2
sin x

2

dx =

=
(−1)n−1
nπ

∫ π

0

[
sin
(
n+ 1

2

)
x

2 sin x
2

+
sin
(
n− 1

2

)
x

2 sin x
2

]
dx =

=
(−1)n−1
nπ

∫ π

0

[Dn(x) +Dn−1(x)] dx =

=
(−1)n−1
nπ

∫ π

0

[
1

2
+

n∑

k=1

cos kx+
1

2
+
n−1∑

k=1

cos kx

]
dx =

(−1)n−1
n

.

Окончательно имеем

ln
(
2 cos

x

2

)
∼

∞∑

n=1

(−1)n−1
n

cosnx.

Поскольку функция f(x) = ln
(
2 cos x2

)
дифференцируема на (−π, π), то ее

ряд Фурье сходится в каждой точке x ∈ (−π, π) к значению f(x). Далее,

в силу периодичности, имеем

ln
∣∣∣2 cos x

2

∣∣∣ =
∞∑

n=1

(−1)n−1
n

cosnx (x 6= (2k + 1)π, k ∈ Z),

а при x = (2k + 1)π (k ∈ Z) ряд Фурье, очевидно, расходится. Ясно, что

ряд Фурье не является равномерно сходящимся.
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Замечание. Из непрерывности функции f в некоторой точке x не

следует сходимость интеграла (20.8) из признака Дини. Например, функ-

ция

f(x) =
1

ln 1
|x|

(0 < |x| ≤ π), f(0) = 0,

очевидно, непрерывна в точке 0. Имеем

ϕ0(t) = f(t) + f(−t) = 2

ln 1
|t|

и интеграл (20.8) имеет вид

∫ δ

0

|ϕ0(t)|
t

dt = 2

∫ δ

0

dt

t ln 1
t

.

Этот интеграл, очевидно, расходится.

Признак Дини – достаточное условие сходимости ряда Фурье в точке

x. Если не выполнено условие признака Дини, то отсюда еще не следует,

что ряд Фурье расходится. Существуют примеры непрерывных функций,

для которых их ряды Фурье расходятся в некоторых точках. Пример та-

кой функции был построен Дю Буа Реймоном во второй половине XIX в.

Однако долгое время оставался открытым следующий вопрос: обязан ли

ряд Фурье непрерывной функции f сходиться хотя бы в одной точке?

Положительный ответ на этот вопрос вытекает из знаменитой теоремы

Карлесона (1966 г.), которая утверждает, что для достаточно широкого

класса функций их ряды Фурье сходятся на достаточно большом мно-

жестве (мы сейчас не можем привести точную формулировку теоремы

Карлесона, т. к. для этого нужно вводить понятия меры и интеграла Ле-

бега). С другой стороны, Колмогоровым в 1927 г. был построен пример

интегрируемой (в смысле Лебега) на [−π, π] функции f , у которой ряд

Фурье расходится в каждой точке.

20.3.3 Суммирование ряда Фурье методом Чезаро

Выше было сказано, что даже для непрерывной на всей числовой оси

2π-периодической функции ее ряд Фурье не обязан быть сходящимся в
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каждой точке. В этом параграфе рассматривается метод, который поз-

воляет для любой непрерывной функции построить последовательность

тригонометрических полиномов, сходящуюся к ней равномерно.

Пусть сначала 2π-периодическая функция f абсолютно интегрируе-

ма на [−π, π], а Sn(x, f) – частичные суммы ее ряда Фурье. Рассмотрим

средние арифметические

σn(x, f) =
1

n+ 1
(S0(x, f) + S1(x, f) + · · ·+ Sn(x, f)) =

1

n+ 1

n∑

k=0

Sk(x, f).

Обозначим

Φn(x) =
1

n+ 1
(D0(x) +D1(x) + · · ·+Dn(x)) =

1

n+ 1

n∑

k=0

Dk(x),

где Dk – ядра Дирихле. Функция Φn называется ядром Фейера, а сумма

σn(x, f) – суммой Фейера n-го порядка. При исследовании сходимости ря-

да мы изучали вопрос о существовании предела последовательности его

частичных сумм. Сейчас будем исследовать на сходимость последователь-

ность средних арифметических частичных сумм исходного ряда. Сходи-

мость последовательности средних арифметических σn(x, f) в терминах

ряда означает, что исходный ряд суммируем в смысле Чезаро или сумми-

руется методом средних арифметических. Ясно, что из сходимости ряда

вытекает его суммируемость в смысле Чезаро к той же сумме. Обратное

неверно, в чем легко убедиться на примере расходящегося числового ря-

да
∑∞
n=0(−1)n, у которого последовательность средних арифметических

сходится к нулю.

Вернемся к рядам Фурье. Если воспользоваться полученным ранее

представлением

Sn(x, f) =
1

π

∫ π

−π
Dn(t)f(x+ t) dt

частичной суммы через ядро Дирихле, то будем иметь

σn(x, f) =
1

n+ 1

n∑

k=0

Sk(x, f) =
1

π

1

n+ 1

∫ π

−π

n∑

k=0

Dk(t)f(x+ t) dt =

=
1

π

∫ π

−π
Φn(t)f(x+ t) dt.
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Таким образом, для изучения поведения средних рядов Фурье нужно

знать свойства ядер Фейера. Отметим некоторые из них.

1) Ядра Фейера – четные, 2π-периодические, непрерывные функции и

Φn(0) =
n+1
2 .

2)
1

π

∫ π

−π
Φn(t) dt =

2

π

∫ π

0

Φn(t) dt = 1.

3) При t 6= 2kπ (k ∈ Z) справедливо равенство

Φn(t) =
sin2 n+12 t

2(n+ 1) sin2 t2
.

Свойства 1) и 2) вытекают мгновенно из свойств ядер Дирихле. Дока-

жем 3). Имеем

Φn(t) =
1

n+ 1

n∑

k=0

Dk(t) =
1

n+ 1

n∑

k=0

sin
(
k + 1

2

)
t

2 sin t
2

=

=
1

n+ 1

1

4 sin2 t2

n∑

k=0

2 sin
t

2
sin

(
k +

1

2

)
t =

=
1

n+ 1

1

4 sin2 t2

n∑

k=0

[cos kt− cos(k + 1)t] =
1

4 sin2 t2
(1− cos(n+ 1)t)

1

n+ 1
=

=
1

(n+ 1)4 sin2 t2
2 sin2

n+ 1

2
t =

sin2 n+12 t

2(n+ 1) sin2 t2
.

Из свойства 3) вытекает следующее свойство.

4) Ядро Фейера неотрицательно и при любом δ (0 < δ < π)

lim
n→∞

max
δ≤|t|≤π

Φn(t) = 0.

В самом деле, неравенство Φn(t) ≥ 0 очевидно, а при 0 < δ ≤ |t| < π

имеем

Φn(t) ≤
1

2(n+ 1) sin2 δ2
→ 0 (n→∞).
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Пусть теперь f – непрерывная на всей числовой оси, 2π-периодическая

функция. Тогда, в силу первой теоремы Вейерштрасса, она ограничена на

[−π, π], а значит, и на R. Поэтому найдется такое число M , что |f(x)| ≤M

для всех x ∈ R. Далее, покажем, что f равномерно непрерывна на R.

Из теоремы Кантора следует, что непрерывная на [−3π, 3π] функция f

равномерно непрерывна, т. е. для любого ε > 0 найдется такое δ > 0,

что для всех x′, x′′ ∈ [−2π, 2π], удовлетворяющих условию |x′ − x′′| < δ,

справедливо неравенство |f (x′)− f (x′′)| < ε. Можем считать, что δ < π.

Если теперь x1, x2 ∈ R такие, что |x1 − x2| < δ, то найдутся такие x′, x′′ ∈
[−2π, 2π], что x′ = x1+2kπ, x′′ = x2+2kπ. Поэтому, в силу периодичности

функции f , так как |x′ − x′′| < δ, то

|f (x1)− f (x2)| = |f (x′)− f (x′′)| < ε.

Замечание. Если функция f задана на [−π, π] и непрерывна на нем,

то, при условии, что f(−π) = f(π), функцию f можно продолжить на всю

числовую ось так, что вновь полученная функция будет непрерывной на

R. Такую продолженную функцию мы также будем обозначать через f .

Теорема Фейера. Пусть функция f непрерывна на [−π, π] и f(−π) =
f(π). Тогда последовательность сумм Фейера σn(x, f) сходится к функ-

ции f равномерно на R.

Доказательство. Продолжим функцию f периодически на всю чис-

ловую ось. Оценим разность

|f(x)− σn(x, f)| =
∣∣∣∣f(x)

1

π

∫ π

−π
Φn(t) dt−

1

π

∫ π

−π
Φn(t)f(x+ t) dt

∣∣∣∣ ≤

≤ 1

π

∫ π

−π
|f(x)− f(x+ t)|Φn(t) dt =

1

π

∫ −δ

−π
+
1

π

∫ δ

−δ
+
1

π

∫ π

δ

,

где δ > 0 пока произвольное.

Зададим ε > 0 и, пользуясь равномерной непрерывностью функции

f , найдем такое δ > 0, что для любых x′, x′′, удовлетворяющих условию

|x′ − x′′| ≤ δ, справедливо неравенство |f (x′)− f (x′′)| < ε
3 . Если теперь
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|t| ≤ δ, то для любого x справедливо неравенство |(x + t)− x| = |t| ≤ δ и

поэтому

1

π

∫ δ

−δ
|f(x)− f(x+ t)|Φn(t) dt ≤

ε

3

1

π

∫ π

−π
Φn(t) dt =

ε

3
.

Далее, пользуясь ограниченностью f , найдем такое M , что |f(x)| ≤ M

для всех x ∈ R. Тогда получим

1

π

∫ π

δ

|f(x)− f(x+ t)|Φn(t) dt ≤
2M

π

∫ π

δ

Φn(t) dt ≤

≤ 2M

π
(π − δ) max

δ≤t≤π
Φn(t) ≤ 2M max

δ≤t≤π
Φn(t).

Но выше мы показали, что limn→∞maxδ≤t≤π Φn(t) = 0 при любом δ > 0.

Поэтому для заданного ε > 0 и найденного δ > 0 найдется такое N1, что

при всех n ≥ N1 справедливо неравенство maxδ≤t≤π Φn(t) ≤ ε
6M . Тогда

при n ≥ N1 будем иметь

1

π

∫ π

δ

|f(x)− f(x+ t)|Φn(t) dt ≤
ε

3
.

Аналогично получаем, что при n ≥ N2 справедливо неравенство

1

π

∫ −δ

−π
|f(x)− f(x+ t)|Φn(t) dt ≤

ε

3
.

Поэтому при n ≥ N ≡ max (N1, N2) для любого x ∈ R получим

|f(x)− σn(x, f)| ≤
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

Таким образом, мы показали, что последовательность σn(x, f) равномер-

но сходится к функции f .

20.3.4 Теоремы о приближении непрерывных функций

Теорема Вейерштрасса (о приближении непрерывной функ-

ции тригонометрическими полиномами). Пусть функция f непре-

рывна на [−π, π] и f(−π) = f(π). Тогда для любого ε > 0 найдется такой
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тригонометрический полином T (x) = A0

2 +
∑n
k=1Ak cos kx + Bk sin kx,

что

|f(x)− T (x)| < ε (−π ≤ x ≤ π).

Доказательство. Ясно, что любая частичная сумма ряда Фурье,

а значит, и сумма Фейера, представляют собой тригонометрические по-

линомы. В силу теоремы Фейера, суммы Фейера сходятся равномерно к

функции f . Поэтому в качестве искомого полинома T (x) в данной теореме

можно взять соответствующую сумму Фейера σn(x, f).

Теорема Вейерштрасса (о приближении непрерывной функ-

ции алгебраическими полиномами). Пусть функция f непрерывна

на отрезке [a, b]. Тогда для любого ε > 0 найдется алгебраический поли-

ном P (x) =
∑n
k=0 akx

k, такой, что

|f(x)− P (x)| < ε (a ≤ x ≤ b).

Доказательство. Обозначим ϕ(t) = f
(
a+ b−a

π t
)
. Тогда получим

функцию ϕ, непрерывную на [0, π]. Продолжим функцию ϕ четным обра-

зом на [−π, 0], положив ϕ(−t) = ϕ(t) (0 ≤ t ≤ π). Получим непрерывную

на [−π, π] функцию ϕ, причем ϕ(−π) = ϕ(π). Применяя теорему Вей-

ерштрасса о приближении непрерывной функции тригонометрическими

полиномами, для заданного ε > 0 найдем такой тригонометрический по-

лином T (t), что

|ϕ(t)− T (t)| < ε

2
(t ∈ R).

Пусть

T (t) =
A0
2

+
n∑

k=1

Ak cos kt+Bk sin kt.

Каждая из функций cos kt и sin kt является аналитической и поэтому рас-

кладывается в степенной ряд, сходящийся на всей числовой прямой. По-

этому и T (t) является суммой степенного ряда, сходящегося на всей чис-

ловой прямой и, следовательно, сходящегося равномерно на каждом от-

резке. Значит, найдется такая частичная сумма степенного ряда
∑m
k=0 ckt

k,
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что ∣∣∣∣∣T (t)−
m∑

k=0

ckt
k

∣∣∣∣∣ <
ε

2
(0 ≤ t ≤ π).

Тогда получим
∣∣∣∣∣ϕ(t)−

m∑

k=0

ckt
k

∣∣∣∣∣ ≤ |ϕ(t)− T (t)|+
∣∣∣∣∣T (t)−

m∑

k=0

ckt
k

∣∣∣∣∣ <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Но тогда для x ∈ [a, b] имеем f(x) = ϕ
(
π x−ab−a

)
и

∣∣∣∣∣f(x)−
m∑

k=0

ck

(
π
x− a
b− a

)k∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ϕ(t)−

m∑

k=0

ckt
k

∣∣∣∣∣ < ε (a ≤ x ≤ b ⇔ 0 ≤ t ≤ π).

Поскольку
∑m
k=0 ck

(
π x−ab−a

)k
– многочлен относительно x, то тем самым

завершается доказательство теоремы.

20.3.5 Замкнутость тригонометрической системы

в классе кусочно непрерывных функций

Выше мы отмечали (но не доказывали), что тригонометрическая система

замкнута в классе кусочно непрерывных функций. Напомним определе-

ние.

Система {ϕn}∞n=1 называется замкнутой в евклидовом пространстве R,

если для любого элемента f ∈ R и для любого ε > 0 найдется конечная

линейная комбинация элементов ϕk, такая, что ‖f −∑n
k=1 ckϕk‖ < ε.

Напомним также, что норма определяется равенством ‖f‖ =
√
(f, f),

где в классе кусочно непрерывных на [a, b] функций скалярное произве-

дение определено равенством

(f, g) =

∫ b

a

f(x)g(x) dx.

Применительно к нашему случаю свойство замкнутости тригономет-

рической системы формулируется следующим образом.

Теорема. Для любой кусочно непрерывной на [−π, π] функции f и для

любого ε > 0 найдется такой тригонометрический полином Tn, что

‖f − Tn‖2 ≡
∫ π

−π
(f(x)− Tn(x))2 dx < ε2.
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Доказательство. Пусть функция f кусочно непрерывна на [−π, π].
Легко показать, что тогда f ограничена на [−π, π]. Пусть |f(x)| ≤M для

всех x ∈ [−π, π]. Пусть x1, . . . , xN ∈ (−π, π) – точки разрыва функции f

(по определению кусочно непрерывной функции, их количество конечно

и все они являются точками разрыва I рода). Зададим ε > 0 и положим

δ =
1

2
min

{
|xi − xj | (i 6= j), xi − (−π), π − xj ,

ε2

16M2(N + 1)

}
.

Тогда ясно, что интервалы (−π,−π + δ), (π − δ, π) и (xi − δ, xi + δ) (i =

1, . . . , N) не пересекаются. Положим

ϕ(x) =

{
0, x = π, x = −π,
f(x), x /∈ (−π,−π + δ) ∪ (π − δ, π) ∪

(
∪Ni=1 (xi − δ, xi + δ)

)
,

а на отрезках [−π,−π + δ], [π − δ, π] и [xi − δ, xi + δ] (i = 1, . . . , N) опре-

делим функцию ϕ как линейную. Полученная таким образом функция ϕ

непрерывна, ϕ(−π) = ϕ(π) и |ϕ(x)| ≤M (−π ≤ x ≤ π). Так как ϕ отлича-

ется от f лишь на множестве [−π,−π+δ]∪ [π−δ, π]∪
(
∪Ni=1 [xi − δ, xi + δ]

)
,

то

‖f − ϕ‖2 =
∫ π

−π
(f(x)− ϕ(x))2 dx =

=

∫ −π+δ

−π
(f(x)− ϕ(x))2 dx+

∫ π

π−δ
(f(x)− ϕ(x))2 dx+

+

N∑

i=1

∫ xi+δ

xi−δ
(f(x)− ϕ(x))2 dx ≤

≤ 4M2(δ + δ + 2Nδ) = 8M2(N + 1)δ ≤ ε2

4
.

Отсюда имеем

‖f − ϕ‖ < ε

2
.

Далее, так как функция ϕ непрерывна и ϕ(−π) = ϕ(π), то, в силу теоремы

Вейерштрасса о приближении непрерывной функции тригонометрически-

ми полиномами, найдется такой тригонометрический полином Tn(x) =
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a0

2 +
∑n
k=1 ak cos kx+ bk sin kx, что для всех x ∈ [−π, π] справедливо нера-

венство

|ϕ(x)− Tn(x)| <
ε

2
√
2π
.

Тогда

‖ϕ− Tn‖2 =
∫ π

−π
(ϕ(x)− Tn(x))2 dx ≤

ε2

4 · 2π · 2π =
ε2

4
,

или

‖ϕ− Tn‖ ≤
ε

2
.

Окончательно, в силу неравенства треугольника, получим

‖f − Tn‖ ≤ ‖f − ϕ‖+ ‖ϕ− Tn‖ <
ε

2
+
ε

2
= ε.

20.3.6 Почленное дифференцирование и интегрирование

рядов Фурье

Определение. Пусть функция f непрерывна на [−π, π]. Будем на-

зывать ее кусочно непрерывно дифференцируемой на [−π, π], если суще-

ствует такое разбиение {xi}ni=0, −π = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = π, что

на каждом [xi−1, xi] функция f непрерывно дифференцируема.

Например, функция f(x) = |x| кусочно непрерывно дифференцируема

на [−π, π], так как на [−π, 0] и на [0, π] она непрерывно дифференцируе-

ма. Ясно, что кусочно непрерывно дифференцируемая функция f может

быть недифференцируемой в конечном числе точек, однако в таких точ-

ках функция f имеет односторонние производные.

Замечание. Легко видеть, что формула интегрирования по частям,

доказанная ранее для случая непрерывно дифференцируемых функций

u и v, справедлива также и для кусочно непрерывно дифференцируемых

функций. Действительно, в этом случае будем иметь

∫ π

−π
u(x)v′(x) dx =

n∑

k=1

∫ xk

xk−1

u(x)v′(x) dx =
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=

n∑

k=1

[
u(x)v(x)

∣∣∣∣
xk

xk−1

−
∫ xk

xk−1

u′(x)v(x) dx

]
=

= u(π)v(π)− u(−π)v(−π)−
∫ π

−π
u′(x)v(x) dx.

При этом в интегралах в левой и в правой частях полученного равенства

подынтегральные функции могут быть не определены в точках недиф-

ференцируемости x0, x1, . . . , xn, но это не влияет ни на существование, ни

на величины соответствующих интегралов.

Теорема 1. Пусть функция f кусочно непрерывно дифференцируема

на [−π, π], f(−π) = f(π) и пусть

f ∼ a0
2

+
∞∑

n=1

an cosnx+ bn sinnx.

Тогда

f ′ ∼
∞∑

n=1

−nan sinnx+ nbn cosnx.

Доказательство. Поскольку f ′ непрерывна на каждом из отрезков

[xi−1, xi] разбиения [−π, π], то f ′ (определенная всюду, кроме конечного

числа точек xi (i = 0, 1, . . . , n)) интегрируема в собственном смысле на

[−π, π] = ∪ni=1 [xi−1, xi]. Поэтому для производной f ′ определены коэф-

фициенты Фурье. Пусть

f ′ ∼ α0
2

+
∞∑

n=1

αn cosnx+ βn sinnx.

Тогда, учитывая последнее замечание, получим

α0 =
1

π

∫ π

−π
f ′(t) dt =

1

π

n∑

i=1

∫ xi

xi−1

f ′(t) dt =

=
1

π

n∑

i=1

[f (xi − 0)− f (xi−1 + 0)] =
1

π
[f(π)− f(−π)] = 0,
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αn =
1

π

∫ π

−π
f ′(t) cosnt dt =

1

π
f(t) cosnt

∣∣∣∣
π

−π
+

1

π
n

∫ π

−π
f(t) sinnt dt =

=
1

π
[(−1)nf(π)− (−1)nf(−π)] + nbn = nbn,

βn =
1

π

∫ π

−π
f ′(t) sinnt dt =

=
1

π
f(t) sinnt

∣∣∣∣
π

−π
− n 1

π

∫ π

−π
f(t) cosnt dt = −nan.

Доказанная теорема показывает, что для кусочно непрерывно диф-

ференцируемой функции f ряд Фурье ее производной получается путем

формального почленного дифференцирования ряда Фурье функции f без

всяких предположений относительно сходимости этих рядов. Если бы мы

пользовались теоремой о почленном дифференцировании функциональ-

ного ряда, то нам пришлось бы требовать более сильное условие – равно-

мерную сходимость ряда из производных. Вместе с тем наша теорема не

дает соответствующих равенств. Утверждается лишь, что если функции f

соответствует ряд Фурье, то ее производной f ′ соответствует формально

продифференцированный ряд Фурье исходной функции f .

Лемма (неравенство Коши – Буняковского). Если последова-

тельности чисел {xn}∞n=1 и {yn}∞n=1 таковы, что ряды
∑∞
n=1 x

2
n и

∑∞
n=1 y

2
n

сходятся, то ряд
∑∞
n=1 xnyn сходится абсолютно и справедливо неравен-

ство ∣∣∣∣∣
∞∑

n=1

xnyn

∣∣∣∣∣ ≤
( ∞∑

n=1

x2n

) 1
2
( ∞∑

n=1

y2n

) 1
2

.

Доказательство. Достаточно показать, что для любого N ∈ N спра-

ведливо неравенство

(
N∑

n=1

|xnyn|
)2
≤

N∑

n=1

x2n

N∑

n=1

y2n, (20.10)
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и перейти к пределу при N → ∞. Можем считать, что в неравенстве

(20.10) все xn ≥ 0 и yn ≥ 0. Тогда для любого λ ∈ R получим

0 ≤
N∑

n=1

(xn − λyn)2 =
N∑

n=1

x2n − 2λ
N∑

n=1

xnyn + λ2
N∑

n=1

y2n.

Так как квадратный трехчлен относительно λ неотрицательный, то его

дискриминант D = 4
(∑N

n=1 xnyn

)2
−4

∑N
n=1 x

2
n

∑N
n=1 y

2
n ≤ 0, а это и есть

неравенство (20.10).

Пусть функция f кусочно непрерывно дифференцируема на [−π, π] и

f(−π) = f(π). Продолжая f 2π-периодически на всю числовую ось, полу-

чим функцию, для которой в каждой точке x ∈ [−π, π] выполнено условие

одного из следствий из признака Дини сходимости тригонометрического

ряда в точке. Поэтому в каждой точке x ∈ [−π, π] ряд Фурье функции

f сходится к значению f(x). Следующая теорема показывает, что в этом

случае ряд Фурье сходится к функции f равномерно.

Тоерема 2. Пусть f – кусочно непрерывно дифференцируемая на

[−π, π] функция и f(−π) = f(π). Тогда ее ряд Фурье сходится к f равно-

мерно на [−π, π].
Доказательство. Пусть

f ∼ a0
2

+
∞∑

n=1

an cosnx+ bn sinnx,

а на основании вышесказанного можем записать

f(x) =
a0
2

+
∞∑

n=1

an cosnx+ bn sinnx (−π ≤ x ≤ π).

Далее, в силу теоремы 1,

f ′ ∼ α0
2

+
∞∑

n=1

αn cosnx+ βn sinnx,

где α0 = 0, αn = nbn, βn = −nan. Поскольку функция f ′ отличается

от кусочно непрерывной лишь в конечном числе точек (в которых f ′ не
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определена), то функция (f ′)2 интегрируема на [−π, π]. Поэтому, в силу

неравенства Бесселя, для εn = max (|αn| , |βn|) получим

∞∑

n=1

ε2n ≤
∞∑

n=1

(
α2n + β2n

)
≤ 1

π

∫ π

−π
(f ′(x))

2
dx <∞.

Покажем теперь, что остатки rN (x) ряда Фурье функции f стремятся к

нулю равномерно. Имеем

|rN (x)| ≡
∣∣∣∣∣

∞∑

n=N+1

an cosnx+ bn sinnx

∣∣∣∣∣ ≤

≤
∞∑

n=N+1

(|an|+ |bn|) =
∞∑

n=N+1

1

n
(|αn|+ |βn|) .

Поэтому, в силу неравенства Коши – Буняковского,

|rN (x)|2 ≤ 4
∞∑

n=N+1

1

n2
·

∞∑

n=N+1

[max (|αn| , |βn|)]2 = 4
∞∑

n=N+1

1

n2
·

∞∑

n=N+1

ε2n.

Поскольку в правой части мы получили произведение остатков сходящих-

ся рядов и это выражение не зависит от x, то отсюда следует, что остатки

rN (x) стремятся к нулю при N →∞ равномерно по x на [−π, π].

Теорема 3 (о почленном интегрировании ряда Фурье). Пусть

функция f непрерывна на [−π, π] и

f ∼ a0
2

+
∞∑

n=1

an cosnx+ bn sinnx. (20.11)

Тогда

∫ t

0

f(x) dx =

∫ t

0

a0
2
dx+

∞∑

n=1

∫ t

0

(an cosnx+ bn sinnx) dx =

=
a0
2
t+

∞∑

n=1

an
n

sinnt− bn
n
(cosnt− 1), (20.12)

причем ряд справа в (20.12) сходится равномерно.
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Доказательство. Функция F (t) =
∫ t
0

[
f(x)− a0

2

]
dx непрерывна на

[−π, π] и имеет непрерывную производную F ′(t) = f(t)− a0

2 . Далее,

F (π)− F (−π) =
∫ π

0

−
∫ −π

0

=

∫ 0

−π
+

∫ π

0

=

=

∫ π

−π

[
f(x)− a0

2

]
dx =

∫ π

−π
f(x) dx− πa0 = 0,

т. е. F (π) = F (−π). Таким образом, к функции F можно применить тео-

рему 2, в силу которой ряд Фурье функции F сходится к F равномерно.

Пусть An, Bn – коэффициенты Фурье функции F . Тогда

F (t) =
A0
2

+
∞∑

n=1

An cosnt+Bn sinnt. (20.13)

Найдем эти коэффициенты:

An =
1

π

∫ π

−π
F (t) cosnt dt =

=
1

π
F (t)

1

n
sinnt

∣∣∣∣
π

−π
− 1

π

1

n

∫ π

−π

[
f(t)− a0

2

]
sinnt dt =

= − 1

nπ

∫ π

−π
f(t) sinnt dt+

a0
2nπ

∫ π

−π
sinnt dt = −bn

n
(n = 1, 2, . . . ),

Bn =
1

π

∫ π

−π
F (t) sinnt dt =

=
1

π
F (t)

−1
n

cosnt

∣∣∣∣
π

−π
+

1

n

1

π

∫ π

−π

[
f(t)− a0

2

]
cosnt dt =

=
1

n

1

π

∫ π

−π
f(t) cosnt dt− a0

2nπ

∫ π

−π
cosnt dt =

an
n

(n = 1, 2, . . . ).

Для нахожденияA0 положим в (20.13) t = 0. Так как F (0) = 0, то получим

0 =
A0
2

+
∞∑

n=1

An =
A0
2
−

∞∑

n=1

bn
n
,



20. Ряды Фурье 161

откуда

A0
2

=
∞∑

n=1

bn
n
.

Подставляя полученные выражения An и Bn в (20.13), будем иметь

F (t) =
∞∑

n=1

bn
n

+
∞∑

n=1

−bn
n

cosnt+
an
n

sinnt =

=
∞∑

n=1

an
n

sinnt− bn
n
(cosnt− 1),

а это и есть равенство (20.12). Равномерная сходимость ряда справа в

(20.12) следует из равномерной сходимости ряда справа в (20.13).

Замечание. Утверждение о сходимости (и даже равномерной) проин-

тегрированного почленно ряда Фурье непрерывной функции f мы полу-

чили без каких-либо предположений о сходимости исходного ряда Фурье

функции f (в (20.11)).

Теоремы о почленном дифференцировании и интегрировании рядов

Фурье могут применяться для построения рядов Фурье. Это удобно в

том случае, если можем построить ряд Фурье не самой функции, а ее

производной или первообразной. Тогда, почленно интегрируя или диффе-

ренцируя построенный ряд, мы получим ряд Фурье исходной функции.



21. Интеграл Римана – Стилтьеса

21.1 Интеграл Римана – Стилтьеса относительно

монотонной функции

Рассмотрим одно обобщение интеграла Римана от функции, заданной на

отрезке. Такое обобщение имеет многочисленные применения. Сначала

напомним вкратце определение интеграла Римана.

Пусть на отрезке [a, b] задана функция f . Разбиением отрезка [a, b]

называется система точек a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b и обо-

значается Π = {xi}ni=0. Отрезки [xi−1, xi] называются частичными отрез-

ками, их длины обозначаются через ∆xi = xi − xi−1 (i = 1, . . . , n), а

число d(Π) = max1≤i≤n∆xi называется диаметром разбиения. В каждом

частичном отрезке [xi−1, xi] выбираем точку ξi ∈ [xi−1, xi] и составляем

интегральную сумму σ =
∑n
i=1 f (ξi)∆xi. Если существует конечный пре-

дел limd(Π)→0 σ ≡ I, не зависящий ни от выбора точек ξi ∈ [xi−1, xi], ни

от способа разбиения отрезка [a, b] на частичные отрезки, то функция f

называется интегрируемой по Риману на отрезке [a, b], а число I назы-

вается интегралом Римана от функции f по отрезку [a, b] и обозначается∫ b
a
f(x) dx.

Интеграл Римана можно было бы определять и в терминах сумм Дар-

бу, используя понятия верхнего I = infΠ{S} и нижнего I = supΠ{S}
интегралов, где

S =
n∑

i=1

mi∆xi, S =
n∑

i=1

Mi∆xi,

mi = infx∈[xi−1,xi] f(x), Mi = supx∈[xi−1,xi] f(x). При построении интегра-

ла Римана мы отмечали, что интегрируемость функции f равносильна

равенству I = I.

162
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Рассмотрим теперь более общую ситуацию. Пусть α – монотонно воз-

растающая на отрезке [a, b] функция. Тогда эта функция ограничена, по-

скольку −∞ < α(a) ≤ α(x) ≤ α(b) < +∞. Для разбиения Π = {xi}ni=0
отрезка [a, b] положим ∆αi = α (xi) − α (xi−1) (i = 1, . . . , n). Далее, для

ограниченной на [a, b] функции f определим нижнюю и верхнюю суммы

S (Π, f, α) =
n∑

i=1

mi∆αi, S (Π, f, α) =
n∑

i=1

Mi∆αi,

где числа mi и Mi определены выше. Далее, положим

I(f, α) = sup {S(Π, f, α)} , I(f, α) = inf
{
S(Π, f, α)

}
,

где верхняя и нижняя грани берутся по всевозможным разбиениям Π

отрезка [a, b]. Если I(f, α) = I(f, α), то функция f называется интегриру-

емой по отрезку [a, b] в смысле Римана – Стилтьеса относительно функ-

ции α, а общее значение I(f, α) и I(f, α) называют интегралом Римана –

Стилтьеса

I(f, α) = I(f, α) =

∫ b

a

f(x) dα(x) ≡
∫ b

a

f(x) dα.

Совокупность всех функций f , интегрируемых относительно α на [a, b],

будем обозначать через R(α) ≡ R(α; [a, b]).

Ясно, что при α(x) = x получим обычный интеграл Римана. В общем

же случае мы не требуем даже непрерывности функции α. Пока пред-

полагаем только монотонность α, а ниже определим понятие интеграла

Римана – Стилтьеса для более широкого класса функций α. Сначала изу-

чим некоторые свойства интеграла Римана – Стилтьеса для монотонных

функций α.

Теорема 1. При добавлении к разбиению Π новой точки верхняя сум-

ма не увеличивается, а нижняя сумма не уменьшается.

Доказательство. Пусть Π = {xi}ni=0, x∗ ∈ (xk−1, xk),

ω1 = inf
x∈[xk−1,x∗]

f(x), ω2 = inf
x∈[x∗,xk]

f(x),

ω1 = sup
x∈[xk−1,x∗]

f(x), ω2 = sup
x∈[x∗,xk]

f(x).
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Тогда
n∑

i=1

mi∆αi =
∑

i6=k
mi∆αi +mk∆αk ≤

≤
∑

i6=k
mi∆αi + ω1 (α (x∗)− α (xk−1)) + ω2 (α (xk)− α (x∗)) ,

n∑

i=1

Mi∆αi =
∑

i6=k
Mi∆αi +Mk∆αk ≥

≥
∑

i6=k
Mi∆αi + ω1 (α (x∗)− α (xk−1)) + ω2 (α (xk)− α (x∗)) .

Следствие 1. Для любых разбиений Π1, Π2 справедливо неравенство

S (Π1, f, α) ≤ S (Π2, f, α) .

Доказательство. Строим разбиение Π = Π1 ∪ Π2 и применяем тео-

рему 1, в силу которой

S (Π1, f, α) ≤ S (Π, f, α) ≤ S (Π, f, α) ≤ S (Π2, f, α) .

Следствие 2. Справедливо неравенство

I(f, α) ≤ I(f, α).

Это следствие сразу вытекает из следствия 1.

Теорема 2 (критерий интегрируемости). Пусть функция α не

убывает на [a, b]. Функция f интегрируема в смысле Римана – Стил-

тьеса тогда и только тогда, когда для любого ε > 0 найдется такое

разбиение Π, что справедливо неравенство

S(Π, f, α)− S(Π, f, α) < ε. (21.1)
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Доказательство. Достаточность. Зададим ε > 0 и найдем такое

разбиение Π, что справедливо (21.1). Тогда из неравенств

S(Π, f, α) ≤ I(f, α) ≤ I(f, α) ≤ S(Π, f, α)

следует, что 0 ≤ I(f, α) − I(f, α) ≤ ε. В силу произвольности ε, отсюда

получаем, что I(f, α) = I(f, α).

Необходимость. Пусть f ∈ R(α). Это означает, что I(f, α) = I(f, α).

Зададим ε > 0 и, пользуясь определением I(f, α) и I(f, α), найдем такие

разбиения Π1 и Π2, что

S (Π1, f, α)− I(f, α) <
ε

2
, I(f, α)− S (Π2, f, α) <

ε

2
.

Тогда для разбиения Π ≡ Π1 ∪Π2 будем иметь

S (Π, f, α)− S (Π, f, α) ≤ S (Π1, f, α)− S (Π2, f, α) <

< I(f, α) +
ε

2
−
(
I(f, α)− ε

2

)
= ε.

Теорема 3 (достаточные условия интегрируемости). Пусть

функция α не убывает на [a, b].

I. Если функция f непрерывна на [a, b], то f ∈ R(α; [a, b]) и, кроме

того, для любого ε > 0 найдется такое δ > 0, что для любого раз-

биения Π = {xi}ni=0 отрезка [a, b], удовлетворяющего условию d(Π) ≡
max1≤i≤n∆xi < δ, и при любом выборе точек ξi ∈ [xi−1, x1] справедливо

неравенство ∣∣∣∣∣
n∑

i=1

f (ξi)∆αi −
∫ b

a

f(x) dα

∣∣∣∣∣ < ε. (21.2)

II. Если функция f монотонна на [a, b], а функция α непрерывна на

[a, b], то f ∈ R(α; [a, b]).
Доказательство. I. Зададим ε > 0 и найдем такое η > 0, что спра-

ведливо неравенство [α(b)− α(a)] η < ε. Далее, пользуясь равномерной

непрерывностью функции f на [a, b] (которая вытекает из непрерывности

f и из теоремы Кантора), найдем такое δ > 0, что из условия |x′ − x′′| < δ
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вытекает неравенство |f (x′)− f (x′′)| < η. Отсюда получим, что для лю-

бого разбиения Π = {xi}ni−0, у которого d(Π) < δ, справедливо неравен-

ство Mi −mi < η (i = 1, . . . , n). Поэтому

S(Π, f, α)−S(Π, f, α) =
n∑

i=1

(Mi −mi)∆αi ≤ η
n∑

i=1

∆αi = η(α(b)−α(a)) < ε.

Из этого неравенства, в силу теоремы 2, следует интегрируемость f , а

также и неравенство (21.2), в силу очевидных неравенств

S(Π, f, α) ≤
n∑

i=1

f (ξi)∆αi ≤ S(Π, f, α),

S(Π, f, α) ≤
∫ b

a

f(x) dα ≤ S(Π, f, α).

II. Пусть f возрастает и функция α непрерывна. Зададим ε > 0 и,

пользуясь непрерывностью α, для натурального n выберем разбиение Π

так, что ∆αi <
α(b)−α(a)

n (i = 1, . . . , n). Тогда, в силу монотонности f ,

имеем Mi = f (xi), mi = f (xi−1), и поэтому

S(Π, f, α)− S(Π, f, α) < α(b)− α(a)
n

n∑

i=1

[f (xi)− f (xi−1)] =

=
α(b)− α(a)

n
· (f(b)− f(a)) < ε,

если только n выбрано достаточно большим. По теореме 2 получаем, что

f ∈ R(α; [a, b]).

Теорема 4 (элементарные свойства интеграла Римана – Стил-

тьеса).

a) Если f1 ∈ R(α), f2 ∈ R(α) на [a, b], то f1 + f2 ∈ R(α), c · f1 ∈ R(α)
при любом c ∈ R, причем

∫ b

a

(f1 + f2) dα =

∫ b

a

f1 dα+

∫ b

a

f2 dα,

∫ b

a

c · f1 dα = c

∫ b

a

f1 dα.

b) Если функции f1, f2 ∈ R(α) удовлетворяют условию f1(x) ≤ f2(x)

(x ∈ [a, b]), то
∫ b
a
f1 dα ≤

∫ b
a
f2 dα.



21. Интеграл Римана – Стилтьеса 167

c) Если f ∈ R(α; [a, b]) и a < c < b, то f ∈ R(α; [a, c]) и f ∈ R(α; [c, b]),
причем ∫ b

a

f dα =

∫ c

a

f dα+

∫ b

c

f dα.

d) Если f ∈ R(α; [a, b]) и |f(x)| ≤M (x ∈ [a, b]), то
∣∣∣∣∣

∫ b

a

f dα

∣∣∣∣∣ ≤M(α(b)− α(a)).

e) Если f ∈ R (α1; [a, b]) и f ∈ R (α2; [a, b]), то f ∈ R (α1 + α2; [a, b]) и

∫ b

a

f d (α1 + α2) =

∫ b

a

f dα1 +

∫ b

a

f dα2,

а для f ∈ R(α; [a, b]) при любом c > 0 справедливо равенство

∫ b

a

f d(cα) = c

∫ b

a

f dα.

Доказательство этих свойств аналогично доказательству соответству-

ющих свойств интеграла Римана (проведите самостоятельно).

Теорема 5. Пусть f ∈ R(α; [a, b]) и m ≤ f(x) ≤M (x ∈ [a, b]), а функ-

ция ϕ непрерывна на [m,M ]. Тогда функция h(x) ≡ ϕ(f(x)) ∈ R(α; [a, b]).
Доказательство. Зададим ε > 0 и, пользуясь равномерной непре-

рывностью ϕ на [m,M ], найдем такое δ (0 < δ < ε), что условие |t′ − t′′| <
δ влечет неравенство |ϕ (t′)− ϕ (t′′)| < ε. Далее, пользуясь условием f ∈
R(α; [a, b]), найдем такое Π = {xi}ni=0, что

S(Π, f, α)− S(Π, f, α) < δ2.

Обозначим

Mi = sup
x∈[xi−1,xi]

f(x), mi = inf
x∈[xi−1,xi]

f(x),

M∗
i = sup

x∈[xi−1,xi]

h(x), m∗i = inf
x∈[xi−1,xi]

h(x).

Множество всех индексов i = 1, . . . , n разобьем на два класса. К первому

(обозначим его A) отнесем те номера i, для которых Mi − mi < δ, а ко



168 Третий семестр

второму (обозначим его B) отнесем все остальные номера i, т. е. такие,

что Mi −mi ≥ δ.

Если i ∈ A, то Mi −mi < δ, т. е.

sup
x′∈[xi−1,xi]

f (x′)− inf
x′′∈[xi−1,xi]

f (x′′) < δ.

Отсюда следует, что M∗
i −m∗i ≤ ε. Если же i ∈ B, то M∗

i −m∗i ≤ 2K, где

обозначено K = supm≤t≤M |ϕ(t)|. Поэтому имеем

δ
∑

i∈B
∆αi ≤

∑

i∈B
(Mi −mi)∆αi ≤ S(Π, f, α)− S(Π, f, α) < δ2,

откуда следует, что
∑
i∈B ∆αi < δ.

Итак,

S(Π, h, α)− S(Π, h, α) =
∑

i∈A
(M∗

i −m∗i )∆αi +
∑

i∈B
(M∗

i −m∗i )∆αi ≤

≤ ε
∑

i∈A
∆αi + 2K

∑

i∈B
∆αi ≤ ε(α(b)− α(a) + 2K).

Отсюда и из теоремы 2 следует, что h ∈ R(α).

Следствие. Если f ∈ R(α), g ∈ R(α), то f · g ∈ R(α), |f | ∈ R(α) и

∣∣∣∣∣

∫ b

a

f dα

∣∣∣∣∣ ≤
∫ b

a

|f | dα.

Доказательство. В силу теоремы 5 при ϕ(t) = t2, получаем, что

f2 ∈ R(α) и g2 ∈ R(α). Поэтому и

f · g =
1

4

[
(f + g)2 − (f − g)2

]
∈ R(α).

Если же применим теорему 5 при ϕ(t) = |t|, то получим, что |f | ∈ R(α),
а из неравенств f ≤ |f | и f ≥ −|f | следует, что

∫ b
a
f dα ≤

∫ b
a
|f | dα и∫ b

a
f dα ≥ −

∫ b
a
|f | dα, т. е.

∣∣∣
∫ b
a
f dα

∣∣∣ ≤
∫ b
a
|f | dα.

Мы определили интеграл Римана – Стилтьеса с помощью верхнего и

нижнего интегралов, а интеграл Римана – как предел интегральных сумм.
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Для интеграла Римана – Стилтьеса тоже можно было бы рассматривать

интегральные суммы Римана – Стилтьеса

σ(Π, f, α) ≡
n∑

i=1

f (ξi)∆αi,

где xi−1 ≤ ξi ≤ xi. Связь между определенным выше интегралом Ри-

мана – Стилтьеса и пределом интегральных сумм Римана – Стилтьеса

устанавливает следующая теорема.

Теорема. Если существует предел limd(Π)→0 σ(Π, f, α) ≡ A, то f ∈
R(α) и справедливо равенство

∫ b

a

f dα = A. (21.3)

Доказательство. Пусть существует предел limd(Π)→0 σ(Π, f, α) ≡ A.

Зададим ε > 0 и найдем такое δ > 0, что для любых Π = {xi}ni=0 и

ξi ∈ [xi−1, xi] справедливо неравенство

A− ε

2
< σ(Π, f, α) < A+

ε

2
.

Тогда получим, что

A− ε

2
≤ S(Π, f, α) ≤ S(Π, f, α) ≤ A+

ε

2
.

В силу теоремы 2, отсюда, очевидно, следует, что f ∈ R(α), а равенство

(21.3) получаем из неравенства

S(Π, f, α) ≤
∫ b

a

f dα ≤ S(Π, f, α).

Замечание. Для α(x) = x (случай интеграла Римана) эта теорема

обратима, т. е. для интеграла Римана определение с помощью верхнего и

нижнего интегралов эквивалентно определению с помощью интегральных

сумм. В общем случае это не так. Из интегрируемости функции в смысле

Римана – Стилтьеса, вообще говоря, не следует существование предела

интегральных сумм Римана – Стилтьеса.
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Следующая теорема описывает важный случай, когда интеграл Рима-

на – Стилтьеса сводится к интегралу Римана.

Теорема. Если функции f и α таковы, что f и α′ интегрируемы в

смысле Римана на [a, b], то f ∈ R(α) и справедливо равенство

∫ b

a

f dα =

∫ b

a

f(x)α′(x) dx. (21.4)

Доказательство. По следствию из теоремы 5, функция fα′ инте-

грируема по Риману на [a, b]. Пользуясь интегрируемостью по Риману

функций fα′ и α′, для заданного ε > 0 найдем такое δ > 0, что для лю-

бого разбиения Π, такого, что d(Π) < δ, и при любом выборе точек ξi

справедливы неравенства
∣∣∣∣∣
n∑

i−1
f (ξi)α

′ (ξi)∆xi −
∫ b

a

f(x)α′(x) dx

∣∣∣∣∣ < ε,

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

α′ (ξi)∆xi −
∫ b

a

α′(x) dx

∣∣∣∣∣ < ε.

Если ηi ∈ [xi−1, xi], то, в силу критерия интегрируемости по Риману

функции α′, получим

n∑

i=1

|α′ (ξi)− α′ (ηi)|∆xi ≤
n∑

i−1
(Mi −mi)∆xi < 2ε.

Так как функция α дифференцируема на [xi−1, xi], то, в силу теоремы

Лагранжа, ∆αi = α (xi)− α (xi−1) = α′ (ηi)∆xi. Отсюда следует, что

n∑

i=1

f (ξi)∆αi =
n∑

i=1

f (ξi)α
′ (ηi)∆xi =

=
n∑

i=1

f (ξi)α
′ (ξi)∆xi +

n∑

i=1

f (ξi) [α
′ (ηi)− α′ (ξi)]∆xi.

Поэтому, используя ограниченность функции f (|f(x)| ≤ M (x ∈ [a, b])),

получим ∣∣∣∣∣
n∑

i=1

f (ξi)∆αi −
∫ b

a

f(x)α′(x) dx

∣∣∣∣∣ ≤
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≤
∣∣∣∣∣
n∑

i=1

f (ξi)α
′ (ξi)∆xi −

∫ b

a

f(x)α′(x) dx

∣∣∣∣∣+

+
n∑

i=1

|f (ξi)| · |α′ (ηi)− α′ (ξi)|∆xi ≤ ε+ 2Mε = (2M + 1)ε,

т. е. существует

lim
d(Π)→0

σ(Π, f, α) =

∫ b

a

f(x)α′(x) dx.

Теперь, в силу предыдущей теоремы, получаем равенство (21.4).

21.2 Функции ограниченной вариации и интеграл

Римана – Стилтьеса

До сих пор мы рассматривали интеграл Римана – Стилтьеса относитель-

но монотонной функции α, и это было существенным, так как во всех

доказательствах, связанных с суммами Римана – Стилтьеса S(Π, f, α) и

S(Π, f, α), важную роль играло неравенство ∆αi ≥ 0. Мы можем расши-

рить класс функций α в теории интегралов Римана – Стилтьеса на случай

так называемых функций ограниченной вариации.

Определение. Пусть функция f определена на отрезке [a, b] и пусть

Π = {xi}ni=0 – разбиение [a, b]. Обозначим ∆fi = f (xi)− f (xi−1) и

V ba f = sup

n∑

i=1

|∆fi| ,

где верхняя грань берется по всевозможным разбиениям Π отрезка [a, b].

Число V ba f называется полной вариацией функции f на [a, b]. Если V b
a f <

+∞, то говорят, что функция f имеет ограниченную вариацию на от-

резке [a, b]. Класс всех функций ограниченной вариации на [a, b] будем

обозначать через V ≡ V ([a, b]).

Пример 1. Если функция f монотонна на [a, b], то f имеет на [a, b]

ограниченную вариацию и V ba f = |f(b)− f(a)|. Это очевидно.
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Пример 2. Если у функции f существует на [a, b] ограниченная про-

изводная, то f имеет на [a, b] ограниченную вариацию. Действительно,

если |f ′(x)| ≤ M (a ≤ x ≤ b), то для любого разбиения Π отрезка [a, b]

имеем

n∑

i=1

|∆fi| =
n∑

i=1

|f (xi)− f (xi−1)| ≤M
n∑

i=1

(xi − xi−1) =M(b− a).

Пример 3. Примером непрерывной функции, имеющей неограничен-

ную вариацию, может служить функция f(x) = x sin π
x (0 < x ≤ 2), f(0) =

0. Действительно, для разбиения Π =
{
0, 2
2n−1 ,

2
2n−3 , . . . ,

2
5 ,
2
3 , 2
}

имеем

n∑

i=1

|∆fi| =
n∑

i=1

|f (xi)− f (xi−1)| =

=
2

2n− 1
+

(
2

2n− 3
+

2

2n− 1

)
+· · ·+

(
2

5
+

2

3

)
+

(
2

3
+ 2

)
→∞ (n→∞).

Пример 4. Из очевидного неравенства |f(x)−f(a)| ≤ V b
a f (a ≤ x ≤ b)

следует, что каждая функция ограниченной вариации ограничена на [a, b].

Как показывает предыдущий пример, обратное неверно.

В отличие от монотонных, совокупность всех функций ограниченной

вариации образует линейное пространство. Более того, справедлива

Теорема 1. Пусть функции f и g имеют ограниченную вариацию на

[a, b], а A и B постоянные. Тогда функции Af +Bg и f ·g также имеют

ограниченные вариации на [a, b].

Доказательство. Для любого разбиения Π = {xi}ni=0 отрезка [a, b]

имеем

n∑

i=1

|A∆fi +B∆gi| ≤ |A|
n∑

i=1

|∆fi|+ |B|
n∑

i=1

|∆gi| ≤ |A|V ba f + |B|V ba g.

Отсюда следует, что V ba (Af +Bg) ≤ |A|V ba f + |B|V ba g.
Далее, так как функция с ограниченной вариацией ограничена, то из

неравенств |f(x)| ≤ F и |g(x)| ≤ G следует, что

|f (xi) g (xi)− f (xi−1) g (xi−1)| ≤
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≤ |f (xi) g (xi)− f (xi) g (xi−1)|+ |f (xi) g (xi−1)− f (xi−1) g (xi−1)| =

= |f (xi)| |∆gi|+ |g (xi−1)| |∆fi| ≤ F |∆gi|+G |∆fi| .

Поэтому

n∑

i=1

|∆(f · g)i| ≤ F
n∑

i=1

|∆gi|+G
n∑

i=1

|∆fi| ≤ F · V ba g +G · V ba f.

Отсюда имеем

V ba (f · g) ≤ F · V ba g +G · V ba f.

Следствие. Если функции f и g монотонны на [a, b], то f−g имеет

ограниченную вариацию на [a, b].

Ниже мы покажем, что это следствие обратимо в том смысле, что

каждая функция ограниченной вариации представима в виде разности

двух монотонных функций. Это и позволит нам распространить поня-

тие интеграла Римана – Стилтьеса относительно не только возрастающей

функции, но и функции ограниченной вариации.

Определение. Пусть функция f имеет ограниченную вариацию на

отрезке [a, b]. Функцию vf (x) = V xa f (a ≤ x ≤ b) будем называть функцией

полной вариации функции f на [a, b].

Очевидно, что функция полной вариации vf – неубывающая на [a, b]

функция.

Теорема 2. Пусть f ∈ V ([a, b]). Тогда

a) V ya f = V xa f + V yx f (a ≤ x ≤ y ≤ b);

b) если, кроме того, функция f непрерывна на [a, b], то и функция vf

также непрерывна на [a, b].

Доказательство. a) Пусть Π1 – разбиение отрезка [a, x], а Π2 – раз-

биение отрезка [x, y]. Тогда Π ≡ Π1 ∪Π2 – разбиение отрезка [a, y] и

V ya f ≥
∑

|∆fi| =
∑

1
|∆fi|+

∑
2
|∆fi| .

Отсюда, переходя к верхней грани по всевозможным разбиениям Π1 и Π2,

получаем

V ya f ≥ V xa f + V yx f.
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С другой стороны, так как от прибавления к разбиению новой точки сум-

ма
∑ |∆fi| не уменьшается, то, прибавляя к произвольному разбиению Π

отрезка [a, y] точку x, получим

∑
|∆fi| ≤

∑′
|∆fi| =

∑
1
|∆fi|+

∑
2
|∆fi| ≤ V xa f + V yx f.

Отсюда следует, что V ya f ≤ V xa f + V yx f . Итак, получили равенство

V ya f = V xa f + V yx f.

b) Сначала покажем, что если функция f непрерывна слева в точке y

(a < y ≤ b), то и функция vf также непрерывна слева в точке y. Пред-

положим противное. Учитывая монотонность функции vf , наше предпо-

ложение означает, что найдется такое ε0 > 0, что vf (x) < vf (y) − ε0 при

x < y. Найдем такое разбиение Π = {xi}ni=0 отрезка [a, y], что

vf (y)−
ε0
2
<

n∑

i=1

|∆fi| =
n−1∑

i=1

|∆fi|+ |f (xn−1)− f (xn)| ≤

≤
n−1∑

i=1

|∆fi|+ |f (xn−1)− f(x)|+ |f(x)− f(y)| ≤

≤ vf (x) + |f(x)− f(y)| < vf (y)− ε0 + |f(x)− f(y)|,

где произвольное x ∈ (xn−1, y). Отсюда следует, что для x ∈ (xn−1, y)

справедливо неравенство |f(x)− f(y)| ≥ ε0
2 , которое противоречит непре-

рывности слева функции f в точке y.

Аналогично показываем, что непрерывность справа функции f в точке

y ∈ [a, b) влечет непрерывность справа функции vf в точке y.

Замечание. Обратное утверждению b) доказанной теоремы также

справедливо. Именно, из непрерывности функции vf следует непрерыв-

ность f . Это мгновенно вытекает из очевидного неравенства

|f(x)− f(y)| ≤ |vf (x)− vf (y)| .



21. Интеграл Римана – Стилтьеса 175

Теорема 3. Пусть f ∈ V ([a, b]). Тогда существуют монотонно воз-

растающие на [a, b] функции v+f и v−f , такие, что v+f (a) = v−f (a) = 0,

f(x)− f(a) = v+f (x)− v−f (x) и vf (x) = v+f (x) + v−f (x) (a ≤ x ≤ b).

Доказательство. Обозначим

v+f (x) =
1

2
(vf (x) + f(x)− f(a)) , v−f (x) =

1

2
(vf (x)− f(x) + f(a)) .

Тогда, очевидно, v+f (a) = v−f (a) = 0, v+f (x)−v−f (x) = f(x), v+f (x)+v
−
f (x) =

vf (x) (a ≤ x ≤ b). Далее, для a ≤ x ≤ y ≤ b имеем

v+f (y)− v+f (x) =
1

2
[vf (y)− vf (x) + f(y)− f(x)] = 1

2
(V yx f + (f(y)− f(x))] ,

v−f (y)− v−f (x) =
1

2
[vf (y)− vf (x)− f(y) + f(x)] =

1

2
(V yx f − (f(y)− f(x))) ,

и монотонность v+f и v−f следует из неравенства

|f(y)− f(x)| ≤ V yx f.

Функции v+f и v−f называют соответственно положительной и отрица-

тельной вариациями функции f .

Следствие 1. Если функция f ∈ V ([a, b]) непрерывна, то v+f и v−f
также непрерывны.

Это вытекает из части b) предыдущей теоремы и из определения функ-

ций v+f и v−f .

Следствие 2. Если функция f ∈ V ([a, b]), то f может иметь разве

что разрывы I рода, а множество всех точек разрыва функции f не

более чем счетно.

Это вытекает из соответствующего свойства монотонных функций.

Теперь мы можем определить интеграл Римана – Стилтьеса не только

относительно монотонно возрастающей функции α, а относительно любой

функции α ограниченной вариации. Действительно, пусть α ∈ V ([a, b]).

Тогда, согласно теореме 3, представим α = v+α − v−α , где функции v+α и v−α

монотонно возрастают и поэтому для них интеграл Римана – Стилтьеса
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уже определен. Естественно теперь положить по определению

∫ b

a

f dα =

∫ b

a

f dv+α −
∫ b

a

f dv−α .

Легко проверить, что при таком определении сохраняются рассмот-

ренные выше свойства интеграла Римана – Стилтьеса, однако с некото-

рыми уточнениями. Отметим те из них, которые не совпадают со свой-

ствами интеграла относительно монотонно возрастающей функции α (или

не рассматривались выше).

1) Для α ∈ V ([a, b]) справедливо неравенство
∣∣∣∣∣

∫ b

a

f dα

∣∣∣∣∣ ≤
∫ b

a

|f | dvα.

2) Для α ∈ V ([a, b]) справедливо неравенство
∣∣∣∣∣

∫ b

a

f dα

∣∣∣∣∣ ≤ V baα · sup
a≤x≤b

|f(x)|.

3) Формула интегрирования по частям. Пусть f, α ∈ V ([a, b]),

f ∈ C([a, b]). Тогда

∫ b

a

f dα = f(b)α(b)− f(a)α(a)−
∫ b

a

αdf.

4) Аналог теоремы о среднем значении. Если f ∈ C([a, b]), а

функция α монотонно возрастает, то существует такое x ∈ [a, b], что

∫ b

a

f dα = f(x)[α(b)− α(a)].

5) Аналог формулы замены переменной. Если f, ϕ ∈ C([a, b]),

функция ϕ строго возрастает на [a, b], а функция ψ обратная к ϕ, то

справедливо равенство

∫ b

a

f(x) dx =

∫ ϕ(b)

ϕ(a)

f(ψ(y)) dψ(y).
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Пример. Для функции

α1(x) =

{
0, −1 ≤ x < 0,

1, 0 ≤ x ≤ 1,

для любой функции f при любом разбиении Π = {xi} имеем

S (Π, f, α1) =
∑

i

mi∆αi = mi1 , S (Π, f, α1) =
∑

i

Mi∆αi =Mi1 ,

где номер i1 такой, что xi1−1 < 0 ≤ xi1 . Поэтому

I (f, α1) = sup
Π
{S (Π, f, α1)} = lim

δ→0+
inf

−δ<x≤0
f(x),

I (f, α1) = inf
Π

{
S (Π, f, α1)

}
= lim
δ→0+

sup
−δ<x≤0

f(x).

Отсюда видно, что интегрируемость функции f относительно α1 равно-

сильна непрерывности функции f слева в точке x = 0 и справедливо

равенство ∫ 1

−1
f dα1 = f(0).

Аналогично, для функции

α2(x) =

{
0, −1 ≤ x ≤ 0,

1, 0 < x ≤ 1,

для любой функции f при любом разбиении Π = {xi} имеем

S (Π, f, α1) =
∑

i

mi∆αi = mi2 , S (Π, f, α1) =
∑

i

Mi∆αi =Mi2 ,

где номер i2 такой, что xi2−1 ≤ 0 < xi2 . Поэтому

I (f, α2) = sup
Π
{S (Π, f, α2)} = lim

δ→0+
inf

0≤x<δ
f(x),

I (f, α2) = inf
Π

{
S (Π, f, α2)

}
= lim
δ→0+

sup
0≤x<δ

f(x).
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Отсюда видно, что интегрируемость функции f относительно α2 равно-

сильна непрерывности функции f справа в точке x = 0 и справедливо

равенство ∫ 1

−1
f dα1 = f(0).

Для функции

α(x) = α1(x)− α2(x) =
{

0, x 6= 0,

1, x = 0

интегрируемость функции f относительно α равносильна непрерывности

функции f в точке x = 0, а

∫ 1

−1
f dα = 0.



22. Кратные интегралы

22.1 Мера Жордана

Для множеств из Rn меру Жордана определим в три этапа.

22.1.1 Мера сегмента и ее свойства

Определение. Сегментом в Rn назовем множество точек x ∈ Rn,

координаты которых удовлетворяют неравенствам

ai ≤ xi ≤ bi (i = 1, . . . , n),

где a =
(
a1, . . . , an

)
и b =

(
b1, . . . , bn

)
фиксированные векторы, такие, что

ai ≤ bi (i = 1, . . . , n). Обозначаем I = [a, b] =
[
a1, b1; . . . ; an, bn

]
.

Мерой сегмента I =
[
a1, b1; . . . ; an, bn

]
называется число

|I| ≡ mI =
n∏

i=1

(
bi − ai

)
.

Пусть произвольное множество E ⊂ Rn. Точка x0 ∈ E называется

внутренней точкой множества E, если существует некоторая окрестность

точки x0, целиком содержащаяся в E. Другими словами, точка x0 ∈ E –

внутренняя, если найдется такое δ > 0, что

B (x0, δ) ≡



x ∈ Rn : d (x, x0) ≡

√√√√
n∑

i=1

(
xi − xi0

)2
< δ



 ⊂ E.

Совокупность всех внутренних точек множества E называется внут-

ренностью E и обозначается intE или
◦
E. Например, если задан сегмент

I =
[
a1, b1; . . . ; an, bn

]
, то, очевидно,

◦
I= (a, b) ≡

{
x ∈ Rn : ai < xi < bi (i = 1, . . . , n)

}

179
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при условии, что ai < bi (i = 1, . . . , n). Если же хотя бы при одном i0

справедливо равенство ai0 = bi0 (такой сегмент называют вырожденным),

то
◦
I= ∅.

Лемма 1. Пусть сегмент I =
[
a1, b1; . . . ; an, bn

]
является объедине-

нием конечного числа сегментов I1, . . . , Is, причем
◦
Ii ∩

◦
Ij= ∅ (i 6= j).

Тогда

|I| =
s∑

i=1

|Ii| .

Доказательство. Если каждую сторону
[
ai, bi

]
сегмента I разбить

на конечное число отрезков ai = αi0 < αi1 < · · · < αiki = bi (i = 1, . . . , n),

то получим разбиение I на сегменты ∆i1,...,in ≡
[
α1i1 , α

1
i1+1

; . . . ;αnin , α
n
in+1

]

(0 ≤ ij ≤ kj − 1, j = 1, . . . , n), и при этом равенство |I| =∑ |∆i1,...,in | оче-

видно.

Если же теперь I1, . . . , Is – произвольное разбиение сегмента I, где

Ii =
[
a1i , b

1
i ; . . . ; a

n
i , b

n
i

]
(i = 1, . . . , s), то при фиксированном k ∈ {1, . . . , n},

располагая числа ak1 , b
k
1 , a

k
2 , b

k
2 , . . . , a

k
s , b

k
s в порядке возрастания, получим

разбиение отрезка
[
ak, bk

]
. Проделав эту операцию для всех k ∈ {1, . . . , n},

получим такие сегменты ∆i1,...,in , которые имеют попарно непересека-

ющиеся внутренности, I = ∪i1,...,in∆i1,...,in , причем каждый сегмент Ii

представлен в виде объединения некоторых сегментов ∆i1,...,in . Поэтому

на основании уже доказанной части леммы получим

|I| =
∑

|∆i1,...,in | =
s∑

r=1




∑

{i1,...,in: ∆i1,...,in⊂Ir}
|∆i1,...,in |


 =

s∑

r=1

|Ir| .

Лемма 2. Для любого конечного набора сегментов I1, . . . , Is найдется

такой конечный набор сегментов Q1, . . . , Qr, что

a)
◦
Qi ∩

◦
Qj= ∅ (i 6= j);

b)
r⋃

i=1

Qi =
s⋃

j=1

Ij ;

c) если int (Qi ∩ Ij) 6= ∅, то Qi ⊂ Ij .
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Доказательство. В одномерном случае лемма очевидна. Действи-

тельно, пусть α1, . . . , α2s – занумерованные в неубывающем порядке числа

a1, b1, . . . , as, bs. Если [αk, αk+1] ⊂ ∪sj=1Ij , то полагаем [αk, αk+1] в качестве

очередного Qi, а в противном случае переходим к следующему номеру k.

Перебрав таким образом все номера k = 1, . . . , 2s − 1, получим лемму в

одномерном случае.

Доказательство леммы в пространстве размерности большей, чем 1,

проводим индукцией по n. Пусть лемма верна в Rn−1. Тогда она верна и

в Rn, поскольку n-мерный сегмент можно представить в виде декартова

произведения (n− 1)-мерного сегмента и одномерного сегмента. В самом

деле, просматривая всевозможные декартовы произведения одномерных

и (n−1)-мерных сегментов, полученных в результате применения предпо-

ложения индукции к проекциям исходных сегментов на соответствующие

подпространства, нужно оставить те n-мерные сегменты, которые содер-

жатся в ∪sj=1Ij . Они и будут составлять требуемый набор сегментов {Qi}.

22.1.2 Мера фигуры и ее свойства

Определение. Фигурой в Rn называется такое множество, которое

может быть представлено в виде конечного объединения сегментов.

Очевидно сегмент – это частный случай фигуры. Непосредственно из

определения вытекают следующие свойства фигур.

1) Каждая фигура – замкнутое и ограниченное множество.

2) Объединение конечного числа фигур является фигурой.

3) Если X1 и X2 фигуры, и X1 ∩X2 6= ∅, то X1 ∩X2 фигура.

4) Если X1 и X2 фигуры, и X1 \X2 6= ∅, то X1 \X2 фигура.

В определении фигуры не требуется, чтобы сегменты не пересекались.

Из леммы 2, в частности, вытекает следующее важное свойство, которое

используется при определении меры фигуры.

5) Каждую фигуру можно представить в виде конечного объедине-

ния сегментов, внутренности которых попарно не пересекаются.
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Набор сегментов, существование которого гарантирутся свойством 5),

называется дизъюнктивным набором, а сами сегменты называют состав-

ляющими сегментами. Ясно, что у данной фигуры дизъюнктивный набор

сегментов не единственный.

Определение. Пусть фигура X представлена в виде конечного объ-

единения составляющих сегментов I1, . . . , Is. Мерой фигуры X называет-

ся число

mX =
s∑

k=1

|Ik| .

Для того чтобы показать корректность данного определения, нуж-

но доказать, что определенная нами мера фигуры не зависит от спо-

соба представления данной фигуры в виде объединения составляющих

сегментов. Докажем это. Пусть X = ∪sk=1Ik и X = ∪ri=1Qi, где {Ik} и

{Qi} дизъюнктивные наборы сегментов. Нужно показать, что
∑s
k=1 |Ik| =∑r

i=1 |Qi|. Обозначим Tk,i = Ik ∩ Qi. Ясно, что Tk,i – сегмент (или ∅) и

внутренности сегментов Tk,i попарно не пересекаются. Имеем

Ik = Ik ∩X = Ik ∩
(

r⋃

i=1

Qi

)
=

r⋃

i=1

(Ik ∩Qi) =
r⋃

i=1

Tk,i

и, поскольку внутренности сегментов Tk,i попарно не пересекаются, по

лемме 1 получаем |Ik| =
∑r
i=1 |Tk,i|. Отсюда следует, что

∑s
k=1 |Ik| =∑s

k=1

∑r
i=1 |Tk,i|. Аналогично получаем, что

∑r
i=1 |Qi| =

∑r
i=1

∑s
k=1 |Tk,i|.

Поэтому
s∑

k=1

|Ik| =
s∑

k=1

r∑

i=1

|Tk,i| =
r∑

i=1

s∑

k=1

|Tk,i| =
r∑

i=1

|Qi| .

Лемма 3 (монотонность меры фигур). Если фигуры X ⊂ Y , то

mX ≤ mY .

Доказательство. Выберем наборы составляющих сегментов для фи-

гур X и Y . Применим к объединению этих наборов лемму 2 и построим

систему сегментов J1, . . . , Js с попарно непересекающимися внутренностя-

ми, т. е. составляющими для фигуры Y . При этом часть из этих сегментов
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образует дизъюнктивный набор для фигуры X. Пусть это будут сегменты

Ji1 , . . . , Jil . Тогда

mX =
l∑

r=1

|Jir | ≤
s∑

i=1

|Ji| = mY.

Лемма 4 (полуаддитивность меры фигур). Пусть X и Y – фи-

гуры. Тогда m(X ∪ Y ) ≤ mX + mY . Если, кроме того,
◦
X ∩

◦
Y= ∅, то

m(X ∪ Y ) = mX +mY .

Доказательство. К объединению составляющих сегментов фигур

X и Y применим лемму 2 и получим набор сегментов J1, . . . , Js, который

разобьем на три непересекающихся набора. К первому набору отнесем

те сегменты Ji, внутренности которых не пересекаются с X, ко второму

– те сегменты, внутренности которых не пересекаются с Y . Оставшиеся

сегменты образуют третий набор. Ясно, что каждый сегмент из третьего

набора содержится в X ∩ Y . Через S1, S2 и S3 обозначим сумму мер

сегментов из первого, второго и третьего наборов, соответственно. Тогда

получим

m(X ∪ Y ) = S1 + S2 + S3 ≤ (S1 + S3) + (S2 + S3) = mY +mX.

Если же
◦
X ∩

◦
Y= ∅, то третий набор сегментов либо пустой, либо состоит

лишь из вырожденных сегментов. Поэтому

m(X ∪ Y ) = S1 + S2 + S3 = (S1 + S3) + (S2 + S3) = mY +mX.

22.1.3 Мера Жордана

Мера Жордана определяется с помощью приближения множества фигу-

рами извне и изнутри. Если эти приближения дают один и тот же резуль-

тат, то множество объявляется измеримым по Жордану.

Определение. Пусть множество E ⊂ Rn ограничено. Внутренней

мерой множества E назывется число m∗E = supX⊂EmX. Внешней мерой

множества E называется число m∗E = infX⊃EmX.
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Для любого ограниченного множества E ⊂ Rn справедливо нера-

венство m∗E ≤ m∗E. Действительно, если фигуры X и Y таковы, что

X ⊂ E ⊂ Y , то, в силу монотонности меры фигур, mX ≤ mY . Фиксируя

Y и переходя к верхней грани по всевозможным фигурам X ⊂ E, получа-

ем, что m∗E ≤ mY . Переходя теперь в этом неравенстве к нижней грани

по всем фигурам Y ⊃ E, получаем неравенство m∗E ≤ m∗E.

Определение. Ограниченное множество E ⊂ Rn называется изме-

римым по Жордану, если m∗E = m∗E. В этом случае общее значение

m∗E и m∗E называется мерой Жордана и обозначается mE. Если же

m∗E < m∗E, то говорят, что множество E неизмеримо.

Непосредственно из определения внешней и внутренней мер мгновен-

но вытекает их монотонность. Поэтому и мера Жордана измеримых по

Жордану множеств обладает свойством монотонности.

Пример 1. Пусть E = X – фигура. Тогда E измеримо по Жордану и

его мера Жордана mE равна определенной выше мере фигуры mX. Это

сразу вытекает из определения меры Жордана и из свойства монотонно-

сти меры фигур.

Пример 2. Пусть E =
◦
X, где X – фигура. Тогда E измеримо по

Жордану и его мера mE равна мере фигуры mX. В самом деле, так

как
◦
X⊂ X, то для любой фигуры Y ⊃ E, в силу замкнутости Y , спра-

ведливо также вложение Y ⊃ X. Поэтому, в силу монотонности меры

фигур, mY ≥ mX. Кроме того, существует фигура Y ⊃ E, такая, что

mY = mX (в качестве Y можно взять X). Это означает, что m∗E = mX.

С другой стороны, зададим ε > 0 и разобьем фигуру X на составляющие

сегменты {Ij}sj=1. В тех сегментах Ij , внутренности которых непустые,

построим замкнутый сегмент I ′j ⊂
◦
Ij , так, чтобы

∣∣I ′j
∣∣ > |Ij | − ε

s . Тогда

фигура Xε ≡ ∪sj=1I ′j ⊂ E и mXε =
∑s
j=1

∣∣I ′j
∣∣ ≥ ∑s

j=1 |Ij | − ε = mX − ε.

Получили, что для любого ε > 0 найдется фигура Xε ⊂ E, такая, что

mXε ≥ mX − ε. Поэтому и m∗E ≥ mX. Учитывая, что m∗E ≤ m∗E,

получим, что m∗E = m∗E = mX.
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Пример 3. Счетное множество может оказаться неизмеримым по

Жордану. Приведем соответствующий пример. Пусть E – множество всех

рациональных точек из отрезка [0, 1] (это множество счетное). В R фи-

гурами являются конечные объединения отрезков. Пусть фигура Y =

∪sj=1Ij ⊃ E, где отрезки Ij = [aj , bj ] образуют дизъюнктивное разбиение

фигуры Y . Можем считать, что a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ as, а поскольку разби-

ение дизъюнктивное, то a1 ≤ b1 ≤ a2 ≤ b2 ≤ · · · ≤ as ≤ bs. Покажем,

что Y ⊃ [0, 1]. Действительно, если 0 ≤ bk−1 < ak ≤ 1 при некотором k,

то найдется рациональное число r ∈ (bk−1, ak) и, следовательно, Y 6⊃ E.

Итак, получили, что Y ⊃ [0, 1]. Отсюда, в силу монотонности меры фи-

гур, mY ≥ m([0, 1]) = 1, а поскольку фигура Y ⊃ E произвольная, то

m∗E ≥ 1. Легко видеть, что на самом деле m∗E = 1. С другой стороны,

любая фигура X ⊂ E не может содержать ни одного невырожденного

отрезка, ибо в противном случае в X имелись бы иррациональные точ-

ки. Поэтому любая фигура X ⊂ E имеет меру mX = 0 и, стало быть,

m∗E = 0. Окончательно имеем m∗E = 0 < 1 = m∗E.

Пример 4. Даже открытое множество может оказаться неизмеримым

по Жордану. Действительно, чтобы построить пример такого множества,

расположим в последовательность {ri}∞i=1 множество всех рациональных

точек из интервала (0, 1). Далее, для фиксированного δ > 0 точку ri окру-

жим окрестностью ∆i =
(
ri − δ

2i+1 , ri +
δ

2i+1

)
. Обозначим G = ∪∞i=1∆i.

Ясно, что множество G открыто как объединение открытых интервалов.

Как и в предыдущем примере, легко показать, что каждая фигура, со-

держащая G, содержит также и весь отрезок [0, 1]. Поэтому m∗G ≥ 1. С

другой стороны, если фигура X ⊂ G, то mX ≤ ∑∞
i=1 |∆i| =

∑∞
i=1

δ
2i = δ.

Значит, и m∗G ≤ δ. Если δ < 1, то получили, что m∗G ≤ δ < 1 ≤ m∗G, а

это означает, что множество G неизмеримо.

22.1.4 Множества жордановой меры нуль и критерий

измеримости по Жордану

Из неравенств 0 ≤ m∗E ≤ m∗E и из условия m∗E = 0 следует, что

m∗E = 0, т. е. если m∗E = 0, то множество E измеримо по Жордану
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и mE = 0. Другими словами, множество E имеет жорданову меру нуль

тогда и только тогда, когда для любого ε > 0 найдется такая фигура X ⊃
E, что mX < ε, или, иначе говоря, для любого ε > 0 множество E можно

покрыть конечным набором сегментов, сумма мер которых меньше, чем ε.

Простейшие свойства множеств жордановой меры нуль.

1) Если множество E имеет меру нуль, а множество Q ⊂ E, то Q

также имеет меру нуль.

Это очевидно.

2) Объединение любого конечного числа множеств меры нуль явля-

ется множеством меры нуль.

Доказательство. Действительно, пусть даны множества E1, . . . , Es

нулевой меры. Зададим ε > 0 и каждое множество Ei погрузим в фи-

гуру Xi ⊃ Ei, такую, что mXi <
ε
s . Тогда для фигуры X = ∪si=1Xi

получим E = ∪si=1Ei ⊂ X и, в силу полуаддитивности меры фигур,

mX = m (∪si=1Xi) ≤
∑s
i=1mXi < ε. Таким образом, mE = 0.

Замечание. Свойство 2 теряет силу для случая счетного объединения

множеств. В самом деле, в примере 3 мы привели счетное, неизмеримое

по Жордану множество рациональных точек из отрезка [0, 1]. В то же

время одноточечное множество, очевидно, измеримо и имеет меру нуль.

Пусть множество E ⊂ Rn. Точку x0 ∈ Rn будем называть граничной

точкой множества E, если в любой окрестности точки x0 содержатся как

точки множества E, так и точки, не принадлежащие E. Не следует пу-

тать понятие граничной и предельной точки множества. Так, изолирован-

ная точка множества является, очевидно, его граничной, но не предель-

ной точкой. Легко показать, что все точки множества подразделяются

на внутренние и граничные. Но среди граничных точек множества могут

оказаться и точки, не принадлежащие самому множеству. Совокупность

всех граничных точек множества E называется границей множества E и

обозначается через ∂E.

Утверждение. Для любого множества E ⊂ Rn его граница ∂E –

замкнутое множество.
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Доказательство. Нужно показать, что каждая точка, предельная

для ∂E, принадлежит ∂E. Пусть x0 – предельная для ∂E. Выберем про-

извольную окрестность U0 точки x0. В ней содержится точка x1 ∈ ∂E.

Выберем окрестность U1 ⊂ U0 точки x1. Так как x1 ∈ ∂E, то в окрестно-

сти U1 содержатся как точки из E, так и точки, не принадлежащие E, а

так как U1 ⊂ U0, то это же справедливо и для U0. Это означает, что x0 –

граничная для E, т. е. x0 ∈ ∂E.

Напомним, что компактным называется такое множество, из любо-

го открытого покрытия которого можно извлечь конечное подпокрытие.

Ранее был доказан следующий критерий компактности множества в Rn.

Теорема Гейне – Бореля. Множество E ⊂ Rn компактно тогда

и только тогда, когда оно замкнуто и ограничено.

Теорема (критерий измеримости по Жордану). Ограниченное

множество E ⊂ Rn измеримо по Жордану тогда и только тогда, когда

его граница ∂E имеет жорданову меру нуль.

Доказательство. Пусть множество E измеримо. Покажем, что ∂E

имеет меру нуль. Зададим ε > 0 и построим фигуру Y ⊃ E, такую, что

mY < m∗E + ε
2 . Далее, построим фигуру X1 ⊂ E, такую, что mX1 >

m∗E − ε
4 . Стягивая каждый из составляющих фигуру X1 сегментов от-

носительно центра, можем построить такую фигуру X ⊂ X1, что mX >

mX1 − ε
4 и X ⊂

◦
X1. Если точка x ∈ X, то x входит в

◦
X1 вместе с неко-

торой окрестностью, а из вложения X ⊂
◦
X1⊂ E следует, что x входит в

E вместе с некоторой окрестностью. Таким образом, фигура X состоит

лишь из внутренних точек множества E (т. е. не содержит точек из ∂E)

и

mX > mX1 −
ε

4
> m∗E −

ε

4
− ε

4
= m∗E −

ε

2
.

Поскольку Y ⊃ E и Y – замкнутое множество, то ∂E ⊂ Y . Поэтому

Y \ X ⊃ ∂E. Обозначим W = Y \X. По свойству фигур, W – фигура,

и ясно, что Y = X ∪W , причем
◦
X ∩

◦
W= ∅. В силу аддитивности меры
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фигур, получаем, что mY = mX +mW , откуда

mW = mY −mX < m∗E +
ε

2
−
(
m∗E −

ε

2

)
= ε

(мы воспользовались равенством m∗E = m∗E, которое справедливо в

силу измеримости E). Итак, по заданному ε > 0 мы построили фигуру

W ⊃ ∂E, такую, что mW < ε. Это и означает, что ∂E имеет жорданову

меру нуль.

Обратно, пусть ∂E имеет жорданову меру нуль. Зададим ε > 0 и по-

строим фигуру W ⊃ ∂E, такую, что mW < ε. Можем сразу предпола-

гать, что ∂E ⊂
◦
W , ибо в противном случае достаточно взять такую фигуру

W1 ⊃ ∂E, что mW1 <
ε
2 , и расширить относительно центра составляющие

сегменты фигуры W1 так, чтобы получить такую фигуру W , что
◦
W⊃W1

и mW < ε.

Обозначим Y = E ∪W , X = Y \W и покажем, что X и Y фигуры.

Множество X замкнуто, т. к. это замыкание множества Y \W , и X ⊂ Y ,

а Y – ограниченное множество (как объединение ограниченного множе-

ства E и фигуры W ). Поэтому ограничено и множество X. В силу тео-

ремы Гейне – Бореля, множество X компактно. Кроме того, из равенств

X = Y \W = (E ∪W ) \W и из того, что ∂E ⊂
◦
W , следует, что X ⊂

◦
E.

Для каждой точки x ∈ X построим открытый куб с центром в точке x,

содержащийся в
◦
E. Совокупность всех таких кубов образует открытое по-

крытие компактного множества X, из которого можно выбрать конечное

число кубов, покрывающих X и содержащихся во внутренности E. Объ-

единение замыканий этих кубов дает нам фигуру X̃ ⊃ X. Из построения

ясно, что X̃ ⊂ Y . Далее, так как Y ⊃ W и X = Y \W , то Y = X ∪W , а

из вложения X ⊂ X̃ ⊂ Y следует, что Y = X̃ ∪W , т. е. Y – фигура. Но

тогда и X = Y \W также является фигурой.

Наконец, поскольку X и W не имеют общих внутренних точек, то

по свойству аддитивности меры фигур, имеем mY = mX + mW , т. е.

mY −mX = mW < ε. Отсюда и из неравенства mX ≤ m∗E ≤ m∗E ≤ mY

следует, что m∗E −m∗E < ε. Так как ε > 0 – произвольное, то m∗E =

m∗E.
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Пример 1. В R2 многоугольник – измеримое множество. Действи-

тельно, граница многоугольника состоит из конечного числа отрезков.

Поэтому достаточно показать, что отрезок в R2 имеет меру нуль. Для

этого разбиваем отрезок на достаточно мелкие части и на каждой из них

как на диагонали строим сегмент (т. е. прямоугольник в R2, стороны ко-

торого параллельны координатным осям). Ясно, что таким способом мо-

жем получить фигуру, мера которой меньше любого наперед заданного

положительного ε.

Пример 2. Множество точек квадрата [0, 1]2 с рациональными коор-

динатами не измеримо. Действительно, границей этого множества явля-

ется весь квадрат [0, 1]2, мера которого равна 1, т. е. положительна.

22.1.5 Свойства меры Жордана

Теорема 1. Объединение, пересечение, разность и симметрическая

разность двух измеримых по Жордану множеств – измеримые множе-

ства.

Доказательство. В силу критерия измеримости, достаточно пока-

зать, что для измеримых множеств A и B справедливы следующие вклю-

чения:

1) ∂(A ∪B) ⊂ ∂A ∪ ∂B; 2) ∂(A ∩B) ⊂ ∂A ∪ ∂B;

3) ∂(A \B) ⊂ ∂A ∪ ∂B; 4) ∂(A∆B) ⊂ ∂A ∪ ∂B.
Докажем 1). Если x0 /∈ ∂A∪∂B, то x0 /∈ ∂A и x0 /∈ ∂B. Поэтому найдет-

ся окрестность U1 точки x0, состоящая либо только из точек множества

A, либо из точек дополнения cA, и окрестность U2 точки x0, состоящая

либо только из точек множества B, либо только из точек дополнения cB.

Обозначим U = U1 ∩ U2. Возможен один из следующих четырех случаев:

a) U ⊂ A ∩B; b) U ⊂ A ∩ cB; c) U ⊂ cA ∩B; d) U ⊂ cA ∩ cB.
В первых трех случаях имеем U ⊂ A ∪B, а в последнем U ⊂ c(A ∪B). В

любом случае получаем, что x0 не является граничной точкой множества

A ∪B.

Для доказательства 2) заметим, что в случае a) имеем U ⊂ A∩B, а в

случаях b), c) и d) в U нет точек из A ∩B. Поэтому x0 /∈ ∂(A ∩B).
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Докажем 3). Так как в случаях a) и c) U состоит из точек множества

B, то в U нет точек из A \ B. В случае b) U состоит из точек множества

A \ B, а в случае d) U состоит из точек дополнения к множеству A \ B.

Поэтому x0 /∈ ∂(A \B).

Для доказательства 4) группируем случаи b), c) и a), d).

Теорема 2 (конечная аддитивность меры). Пусть множества

E1, . . . , Es измеримы по Жордану и Ei∩Ej = ∅ (i 6= j). Тогда множество

E = ∪si=1Ei измеримо и справедливо равенство

mE =
s∑

i=1

mEi. (22.1)

Доказательство. Измеримость множества E следует из предыду-

щей теоремы по индукции. Для доказательства равенства (22.1) достаточ-

но показать, что это равенство справедливо для двух множеств, а затем

применить индукцию.

Пусть фигурыX ⊃ E1, Y ⊃ E2. ТогдаX∪Y – фигура иX∪Y ⊃ E1∪E2.
Поэтому, в силу полуаддитивности меры фигур,

m∗ (E1 ∪ E2) ≤ m(X ∪ Y ) ≤ mX +mY.

Переходя в правой части к нижней грани по всевозможным фигурам X ⊃
E1 и Y ⊃ E2, получаем

m∗ (E1 ∪ E2) ≤ m∗E1 +m∗E2. (22.2)

С другой стороны, для любых фигур X ⊂ E1 и Y ⊂ E2 фигура X ∪ Y ⊂
E1 ∪ E2 и поэтому

m∗ (E1 ∪ E2) ≥ m(X ∪ Y ) = mX +mY

(последнее равенство справедливо в силу аддитивности меры фигур, при-

чем условие X ∩ Y = ∅ вытекает из того, что E1 ∩ E2 = ∅). Переходя к

верхней грани по всем фигурам X ⊂ E1 и Y ⊂ E2, из последнего нера-

венства получим, что

m∗ (E1 ∪ E2) ≥ m∗E1 +m∗E2. (22.3)
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Теперь из (22.2) и (22.3) и из измеримости множеств E1 и E2 следует, что

m∗ (E1 ∪ E2) ≤ mE1 +mE2 ≤ m∗ (E1 ∪ E2) ,

а если учесть, что m∗ (E1 ∪ E2) ≤ m∗ (E1 ∪ E2), то получим равенство

m∗ (E1 ∪ E2) = m∗ (E1 ∪ E2) = mE1 +mE2.

Следствие. Если множества A и B измеримы, то

m(A ∪B) = mA+mB −m(A ∩B).

Доказательство. Измеримость множеств A∪B, A∩B, A\B и B \A
доказана в теореме 1. На основании конечной аддитивности меры имеем

m(A ∪B) = m(A \B) +m(B \A) +m(A ∩B) =

= m(A \B) +m(A ∩B) +m(B \A) +m(A ∩B)−m(A ∩B) =

= m((A\B)∪(A∩B))+m((B\A)∪(A∩B))−m(A∩B) = mA+mB−m(A∩B).

22.2 Интеграл Римана в многомерном

пространстве

Диаметром множества A будем называть величину

diamA = sup
x,y∈A

|x− y| = sup
x,y∈A

√√√√
n∑

i=1

(yi − xi)2,

где верхняя грань берется по всевозможным векторам x =
(
x1, . . . , xn

)
∈

A, y =
(
y1, . . . , yn

)
∈ A.

Пусть E – измеримое по Жордану множество в Rn. Набор множеств

Π = {E1, . . . , Es} называется разбиением множества E, если все множе-

ства Ei измеримы, попарно не пересекаются и E = ∪si=1Ei. Диаметром
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разбиения Π называется наибольший из диаметров множеств Ei, состав-

ляющих разбиение Π, т. е.

d(Π) = max
i=1,...,s

diamEi.

Пусть измеримое множество E ⊂ Rn и функция f задана на E. Да-

лее, пусть Π = {E1, . . . , Es} – разбиение множества E. В каждом из Ei

выберем точку ξi ∈ Ei (i = 1, . . . , s). Сумма

σ =
s∑

i=1

f (ξi)mEi

называется интегральной суммой, соответствующей данному разбиению

Π и данному выбору точек ξi.

Определение. Число I называется пределом интегральных сумм σ

при стремлении к нулю диаметра разбиения d(Π), если для любого по-

ложительного ε найдется такое δ > 0, что для любого разбиения Π =

{E1, . . . , Es} диаметра меньшего, чем δ, при любом выборе точек ξi ∈ Ei
справедливо неравенство |σ − I| < ε. Обозначают это так:

I = lim
d(Π)→0

σ.

Если существует конечный предел интегральных сумм при стремлении

к нулю диаметра разбиения, то функцию f называют интегрируемой по

Риману на множестве E, а значение этого предела называют интегралом

(многомерным, кратным) от функции f по множеству E. Обозначают это

так:

lim
d(Π)→0

σ = I =

∫

E

f(x) dx =

∫
. . .

∫

︸ ︷︷ ︸
E

f
(
x1, . . . , xn

)
dx1 . . . dxn

(
здесь вектор x =

(
x1, . . . , xn

))
.

Замечание. Данное определение похоже на определение интегриру-

емости функции, заданной на отрезке. Вместе с тем отличие состоит не

только в том, что здесь E ⊂ Rn, но и в том, что и в одномерном случае
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множество E не обязано быть отрезком и, кроме того, даже если E ⊂ R

– отрезок, то разбиения Π, по которым строятся интегральные суммы,

состоят не обязательно из отрезков, а из произвольных измеримых мно-

жеств.

В связи с тем, что данное определение интеграла применимо для более

сложных множеств по сравнению с отрезком в R, то и свойства интегра-

ла, доказанные нами ранее в одномерном случае, могут не сохранять-

ся. Например, ранее мы показывали, что из интегрируемости функции

на отрезке следует ее ограниченность. Если же функция интегрируема

на произвольном измеримом множестве, то она не обязана быть ограни-

ченной. Действительно, на множестве нулевой меры интегрируема любая

функция (так как каждая интегральная сумма на множестве нулевой ме-

ры равна нулю). Однако на множестве нулевой меры функция не обяза-

на быть ограниченной. Например, функция f(x, y) = 1
x неограничена на

множестве E =
{
(x, y) ∈ R2 : y = 0, 0 < x ≤ 1

}
. Вместе с тем нетрудно

показать, что из интегрируемости функции f на множестве E следует

ограниченность этой функции на внутренности intE множества E (если

только intE 6= ∅).

22.2.1 Суммы Дарбу и их свойства

Пусть на измеримом множестве E ⊂ Rn задана ограниченная функция f .

Возьмем разбиение Π = {E1, . . . , Es} и обозначим

SΠ =
s∑

i=1

µimEi, SΠ =
s∑

i=1

MimEi,

где µi = infx∈Ei f(x), Mi = supx∈Ei f(x) (i = 1, . . . , s). Суммы SΠ и SΠ

называются соответственно нижней и верхней суммами Дарбу, соответ-

ствующими разбиению Π.

Ясно, что каждая интегральная сумма σ, построенная по разбиению

Π, удовлетворяет неравенству

SΠ ≤ σ ≤ SΠ.
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Разбиение Π2 =
{
E
(2)
1 , . . . , E

(2)
r

}
будем называть продолжением (или

измельчением) разбиения Π1 =
{
E
(1)
1 , . . . , E

(1)
s

}
, если для любого j ∈

{1, . . . , r} найдется такое i ∈ {1, . . . , s}, что E
(2)
j ⊂ E

(1)
i , или, иначе говоря,

если каждое множество E
(2)
j содержится в некотором E

(1)
i .

Лемма 1. Если разбиение Π2 является измельчением разбиения Π1,

то SΠ2
≥ SΠ1

и SΠ2 ≤ SΠ1 .

Доказательство. Достаточно доказать лемму для случая, когда Π2

получено из Π1 разбиением лишь одного множества Ei на два подмно-

жества E′ и E′′. В этом случае SΠ2
отличается от SΠ1

лишь тем, что

вместо одного слагаемого µimEi в SΠ1
будет два слагаемых µ′imE

′ +

µ′′imE
′′ в SΠ2

, где µ′i = infx∈E′ f(x), µ′′i = infx∈E′′ f(x). Но из равенства

mEi = mE′ +mE′′ и из неравенств µ′i ≥ µi, µ
′′
i ≥ µi сразу следует, что

µ′imE
′ + µ′′imE

′′ ≥ mEi, а значит, и SΠ2
≥ SΠ1

.

Аналогично показываем, что SΠ2 ≤ SΠ1 .

Лемма 2. Каждая нижняя сумма Дарбу не превосходит каждой

верхней суммы, т. е. для любых разбиений Π1 и Π2 справедливо неравен-

ство

SΠ1
≤ SΠ2

.

Доказательство. Пусть Π1 = {E1, . . . , Es}, Π2 = {Q1, . . . , Qr}. Обо-

значим Ti,j = Qi ∩ Ej (i = 1, . . . , r, j = 1 . . . , s). Совокупность множеств

Ti,j образует разбиение множества E. Обозначим это разбиение через Π.

Ясно, что Π является измельчением как разбиения Π1, так и разбиения

Π2. Поэтому, в силу леммы 1, имеем

SΠ1
≤ SΠ ≤ SΠ ≤ SΠ2

.

Связь между суммами Дарбу и интегральными суммами устанавли-

вает следующая лемма.

Лемма 3. Для любого разбиения Π суммы Дарбу SΠ и SΠ являют-

ся соответственно нижней и верхней гранями множества всех инте-

гральных сумм σ, построенных по данному разбиению.
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Доказательство. Пусть Π = {E1, . . . , Es}. Ясно, что

σ =
s∑

i=1

f (ξi)mEi ≥
s∑

i=1

µimEi = SΠ.

С другой стороны, для заданного ε > 0 в каждом Ei найдем точку ξ0i ∈ Ei,
такую, что f

(
ξ0i
)
< µi +

ε
mE . Тогда получим

σ0 =
s∑

i=1

f
(
ξ0i
)
mEi ≤

s∑

i=1

(
µi +

ε

mE

)
mEi =

=
s∑

i=1

µimEi +
ε

mE

s∑

i=1

mEi = SΠ + ε.

Вместе с предыдущим неравенством это означает, что SΠ = infξi∈Ei σ.

Равенство SΠ = supξi∈Ei σ доказывается аналогично.

Теорема 1 (критерий Римана интегрируемости в терминах

сумм Дарбу). Пусть функция f ограничена на измеримом по Жор-

дану множестве E ⊂ Rn. Для того чтобы f была интегрируемой на E,

необходимо и достаточно, чтобы было выполнено условие

lim
d(Π)→0

(
SΠ − SΠ

)
= 0, (22.4)

т. е. чтобы для любого ε > 0 существовало такое δ > 0, что при любом

разбиении Π, диаметр которого d(Π) < δ, выполнялось неравенство SΠ−
SΠ < ε.

Доказательство этой теоремы проводим аналогично тому, как была

доказана соответствующая теорема в одномерном случае для интеграла

Римана по отрезку.

Пусть f интегрируема на E. Тогда существует I = limd(Π)→0 σ. За-

дадим ε > 0 и найдем такое δ > 0, что для любого разбиения Π =

{E1, . . . , Es}, даметр которого d(Π) < δ, при любом выборе точек ξi ∈ Ei
справедливо неравенство |σ − I| < ε

2 , т. е.

I − ε

2
<

s∑

i=1

f (ξi)mEi < I +
ε

2
.
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Но тогда, поочередно переходя к верхней и нижней граням по всем ξi ∈
Ei, получим, что

I − ε

2
≤ SΠ ≤ SΠ ≤ I +

ε

2
,

откуда следует, что SΠ − SΠ ≤ ε. Это и означает, что справедливо (22.4).

Обратно, пусть выполнено условие (22.4). Обозначим через I = supΠ SΠ

(верхняя грань существует, так как множество всех нижних сумм Дар-

бу, в силу леммы 2, ограничено сверху, например, какой-нибудь верхней

суммой Дарбу). Аналогично получаем, что существует I = infΠ SΠ. Из

леммы 2 следует, что I ≤ I, а если учесть, что справедливо условие

(22.4), то получим, что I = I ≡ I. Зададим ε > 0 и пользуясь усло-

вием (22.4), найдем такое δ > 0, что для любого разбиения Π, диаметр

которого d(Π) < δ, справедливо неравенство SΠ − SΠ < ε. Но тогда из

неравенств SΠ ≤ I = I = I ≤ SΠ и SΠ ≤ σ ≤ SΠ (последнее справедливо

при любом выборе точек ξi) получим, что |σ− I| ≤ SΠ−SΠ < ε. Отсюда,

в силу произвольности ε, следует, что I = limd(Π)→0 σ, т. е. функция f

интегрируема.

Замечание. При доказательстве критерия Римана мы определили ве-

личины I = supΠ SΠ и I = infΠ SΠ, называемые соответственно нижним и

верхним интегралами, а также установили, что справедливо неравенство

I ≤ I. Можно показать, что

I = lim
d(Π)→0

SΠ, I = lim
d(Π)→0

SΠ

(мы не будем доказывать эти равенства). Тогда критерий интегрируе-

мости может быть выражен в терминах нижнего и верхнего интегралов

следующим образом.

Теорема 2. Для того чтобы ограниченная функция f была инте-

грируемой, необходимо и достаточно, чтобы было выполнено равенство

I = I.

Доказательство. Достаточность следует из доказанного выше

критерия, так как если I = I, т. е. если limd(Π)→0 SΠ = limd(Π)→0 SΠ,
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то

lim
d(Π)→0

(
SΠ − SΠ

)
= 0,

а значит, выполнено условие (22.4) теоремы 1, из которой следует инте-

грируемость f .

Необходимость следует из неравенств SΠ ≤ I ≤ I ≤ SΠ и из теоре-

мы 1, так как из интегрируемости f следует, что limd(Π)→0
(
SΠ − SΠ

)
= 0,

а это влечет равенство I = I.

Итак, мы получили, что для ограниченной на измеримом множестве

E ⊂ Rn функции f следующие три условия равносильны:

1) функция f интегрируема на E;

2) lim
d(Π)→0

(
SΠ − SΠ

)
= 0;

3) I = I.

Отсюда сразу получается следующий критерий интегрируемости ограни-

ченной функции.

Теорема 3. Для того чтобы ограниченная функция f была интегри-

руемой на измеримом множестве E ⊂ Rn, необходимо и достаточно,

чтобы для любого ε > 0 нашлось такое разбиение Π, что SΠ − SΠ < ε.

Напомним, что величина

ωi = sup
x′,x′′∈Ei

(f (x′)− f (x′′)) = sup
x∈Ei

f(x)− inf
x∈Ei

f(x) =Mi − µi

называется колебанием ограниченной функции f на множестве Ei. В тер-

минах колебаний разность SΠ−SΠ может быть представлена в следующем

виде:

SΠ − SΠ =
s∑

i=1

ωimEi.

Поэтому в терминах колебаний равносильная формулировка теоремы 1

выглядит следующим образом.
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Теорема 4. Для того чтобы ограниченная функция f была интегри-

руемой на измеримом множестве E ⊂ Rn, необходимо и достаточно,

чтобы было выполнено условие

lim
d(Π)→0

s∑

i=1

ωimEi = 0.

Аналогично, теорема 3 может быть записана в таком виде.

Теорема 5. Для того чтобы ограниченная функция f была интегри-

руемой на измеримом множестве E ⊂ Rn, необходимо и достаточно,

чтобы для любого ε > 0 нашлось такое разбиение Π, что

s∑

i=1

ωimEi < ε.

22.2.2 Достаточные условия интегрируемости

Теорема 1. Пусть измеримое множество E ⊂ Rn компактно. Если

функция f непрерывна на E, то f интегрируема на E.

Доказательство. Так как функция f непрерывна на компактном

множестве E, то, в силу теоремы Кантора, она равномерно непрерывна

на E. Поэтому для любого ε > 0 найдется такое δ > 0, что для любых

x′, x′′ ∈ E, удовлетворяющих условию |x′ − x′′| < δ, справедливо нера-

венство |f (x′)− f (x′′)| < ε. Зададим ε > 0 и, пользуясь равномерной

непрерывностью функции f , найдем δ. Пусть теперь Π = {Ei}si=1 – про-

извольное разбиение множества E, диаметр которого d(Π) < δ. Тогда

ωi = supx′,x′′∈Ei |f (x′)− f (x′′)| ≤ ε и поэтому

s∑

i=1

ωimEi ≤ ε
s∑

i=1

mEi = εmE.

Это означает, что limd(Π)→0
∑s
i=1 ωimEi = 0 и поэтому, в силу критерия

интегрируемости, f интегрируема на E.
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Теорема 2. Пусть множество E ⊂ Rn измеримо, а ограниченная на

E функция f непрерывна всюду, за исключением, быть может, множе-

ства e ⊂ E жордановой меры нуль. Тогда f интегрируема на E.

Доказательство. Обозначим Ẽ = E \ e. Так как me = 0, то mẼ =

mE. Зададим ε > 0 и найдем такую фигуру X ⊂ Ẽ, что mX > mẼ −
ε
2 = mE − ε

2 . Далее, найдем такую фигуру Y ⊃ E, что mY < mE + ε
2 .

Обозначим W = Y \X. Ясно, что W – фигура. Получим

mW = mY −mX < mE +
ε

2
−
(
mE − ε

2

)
= ε.

Представим фигуру W в виде конечного объединения составляющих сег-

ментов I1, . . . , Is. Можем считать, что все сегменты Ik невырожденные.

Действительно, для этого достаточно выбирать невырожденную фигу-

ру Y и такую фигуру X, что X ⊂ intY , что, очевидно, можно сде-

лать. Обозначим через δ1 > 0 наименьшую из всех длин сторон всех

сегментов Ik (k = 1, . . . , s). Так как функция f непрерывна на замкну-

том и ограниченном (а эначит, компактном) множестве X ⊂ Ẽ, то f

равномерно непрерывна на X. Поэтому найдется такое δ2 > 0, что для

всех x′, x′′ ∈ X, удовлетворяющих условию |x′ − x′′| < δ2, справедливо

неравенство |f (x′)− f (x′′)| < ε. Обозначим δ = min (δ1, δ2) > 0. Пусть

Π = {E1, . . . , Er} – произвольное разбиение множества E, диаметр кото-

рого d(Π) < δ. Сумму
∑r
j=1 ωjmEj разобьем на две суммы

∑′
и
∑′′

. В
∑′

отнесем те слагаемые, для которых Ej ⊂ X, а остальные слагаемые отне-

сем к
∑′′

. Если Ej ⊂ X, то ωj ≤ ε и поэтому
∑′ ≤ ε

∑r
j=1mEj = εmE.

Пусть Ej 6⊂ X. Тогда Ej пересекается с каким-либо из сегментов, состав-

ляющих фигуру W . Пусть это будет Ik. Через Ĩk обозначим сегмент с тем

же центром, что и у Ik, каждая сторона которого увеличена по сравнению

со стороной сегмента Ik в 3 раза. Поскольку diamEj < δ1, то ясно, что

Ej ⊂ Ĩk. Но mĨk = 3nmIk. Поэтому

∑′′
=
∑

j

′′
ωjmEj ≤ 2M

∑

j

′′
mEj ≤ 2M

s∑

k=1

mĨk =

= 2M · 3n
s∑

k=1

mIk = 2M · 3nmW < 2M · 3nε,
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где M = supx∈E |f(x)|. Таким образом, мы получили, что если только

d(Π) < δ, то

r∑

j=1

ωjmEj =
∑′

+
∑′′

< ε (mE + 2M · 3n) .

Поэтому, в силу критерия интегрируемости, функция f интегрируема

на E.

В связи с двумя последними теоремами возникает вопрос. Каким мо-

жет быть множество точек разрыва ограниченной интегрируемой по Ри-

ману функции? Чтобы дать ответ на этот вопрос, введем одно понятие.

Будем называть внутренность n-мерного сегмента n-мерным интервалом.

Ранее было доказано, что жорданова мера n-мерного интервала равна

жордановой мере n-мерного сегмента.

Определение. Ограниченное множество E ⊂ Rn называется мно-

жеством лебеговой меры нуль, если для любого ε > 0 найдется конеч-

ный или счетный набор {∆i}i≥1 интервалов, таких, что E ⊂ ∪i≥1∆i и
∑
i≥1m∆i < ε.

Определение множества лебеговой меры нуль отличается от опреде-

ления множества жордановой меры нуль лишь тем, что множество жор-

дановой меры нуль обязано допускать покрытие конечным набором сег-

ментов, а множество лебеговой меры нуль – конечным или счетным на-

бором интервалов, сумма мер которых меньше любого наперед заданного

ε > 0. Легко видеть, что множество жордановой меры нуль имеет также

и лебегову меру нуль. Обратное неверно. Например, рассмотренное на-

ми выше множество E = {rk}∞k=1 рациональных точек из отрезка [0, 1]

неизмеримо по Жордану. В то же время это множество имеет лебегову

меру нуль. Действительно, зададим ε > 0 и покроем каждую точку rk

интервалом ∆k =
(
rk − ε

2k+1 , rk +
ε

2k+1

)
. Тогда получим, что E ⊂ ∪∞k=1∆k

и
∑∞
k=1m∆k =

∑∞
k=1

ε
2k

= ε.

Теорема (критерий Лебега интегрируемости по Риману).

Пусть функция f ограничена на измеримом по Жордану множестве
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E ⊂ Rn. Для того чтобы функция f была интегрируемой по Риману на

E, необходимо и достаточно, чтобы множество точек разрыва функ-

ции f имело лебегову меру нуль.

Эту теорему мы принимаем без доказательства.

Пример. Функция Римана

R(x) =

{
0, x ∈ [0, 1] \Q,
1
q , x = p

q – несократимая дробь

непрерывна в каждой иррациональной точке и разрывна в каждой ра-

циональной точке. Множество точек разрыва неизмеримо по Жордану и

поэтому теорема 2 неприменима. Вместе с тем, так как множество раци-

ональных точек имеет лебегову меру нуль, то, в силу критерия Лебега,

такая функция интегрируема по Риману на [0, 1].

22.2.3 Свойства интеграла Римана

1. Если E – измеримое множество, то для любой постоянной c

справедливо равенство
∫
E
c dx = c ·mE.

Это сразу следует из того, что каждая интегральная сумма равна σ =
∑s
i=1 c ·mEi = c ·mE.

2. Если ограниченная функция f интегрируема на множестве E ⊂
Rn и измеримое подмножество A ⊂ E, то f интегрируема на A.

Доказательство. Применим критерий Римана в терминах колеба-

ний. Достаточно показать, что для любого ε > 0 найдется такое разбиение

Π = {Ai}si=1 множества A, что
∑s
i=1 ωimAi < ε. Так как f интегрируема

на E, то для заданного ε > 0 найдется такое разбиение Π1 = {E1, . . . , Er}
множества E, что

∑r
i=1 ωimEi < ε. Выберем разбиение Π1 и обозначим

Ai = Ei ∩A. Ясно, что ωi (Ai) ≤ ωi (Ei). Поэтому

r∑

i=1

ωi (Ai)mAi ≤
r∑

i=1

ωi (Ei)mEi < ε,

а это и означает, что f интегрируема на A.
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3. Если функция f ограничена и интегрируема на каждом из мно-

жеств E′ и E′′, где E′ ∩ E′′ = ∅, то f интегрируема и на множестве

E = E′ ∪ E′′, причем

∫

E

f(x) dx =

∫

E′

f(x) dx+

∫

E′′

f(x) dx. (22.5)

Это свойство называется аддитивностью интеграла. Его доказатель-

ство основано на применении следующих двух лемм, для формулиров-

ки которых нам понадобится понятие расстояния между множествами

A ⊂ Rn и B ⊂ Rn, которое определяется равенством

dist(A,B) = inf
x∈A, y∈B

|x− y|.

Лемма 1. Пусть измеримое множество E ⊂ Rn и e ⊂ E – подмно-

жество жордановой меры нуль. Тогда для любого ε > 0 найдется такое

δ > 0, что для любого разбиения Π = {E1, . . . , Es} множества E, диа-

метр которого d(Π) < δ, справедливо неравенство
∑
i
′
mEi < ε, где

∑
i
′

означает сумму по таким номерам i, что dist (Ei, e) < δ.

Доказательство. Зададим ε > 0 и найдем такую содержащую мно-

жество e фигуру X = ∪ri=1∆i, что mX < ε
5n , где составляющие сегменты

∆i имеют непустые внутренности. Пусть δ > 0 – наименьшая из всех длин

сторон всех сегментов ∆i. Далее, пусть Π = {E1, . . . , Es} – произвольное

разбиение множества E диаметра d(Π) < δ. Если множество Ei такое, что

dist (Ei, e) < δ, то ясно, что Ei ⊂ ∪rj=1∆̃j , где ∆̃j имеют те же центры,

что и ∆j , а длина каждой стороны у ∆̃j в 5 раз больше, чем у ∆j . Тогда

получим, что

∑

i

′
mEi ≤

r∑

j=1

m∆̃j = 5n
r∑

j=1

m∆j = 5nmX < ε.

Лемма 2. Пусть множество E ⊂ Rn, E 6= Rn. Если a ∈ E, b /∈ E, то

на отрезке [a, b] ≡ {x ∈ Rn : x = (1− t)a+ tb, 0 ≤ t ≤ 1} найдется хотя

бы одна граничная точка множества E.
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Доказательство. Обозначим x(t) = (1 − t)a + tb (0 ≤ t ≤ 1). Тогда

x(0) = a ∈ E, x(1) = b /∈ E. Далее, обозначим τ = sup {t ∈ [0, 1] : x(t) ∈ E}
и покажем, что x(τ) ∈ ∂E. В самом деле, x(τ) не является внутренней

точкой множества E и не является внутренней точкой дополнения cE.

Поэтому x(τ) ∈ ∂E.

Доказательство свойства 3. Пусть Π = {E1, . . . , Es} – разбиение

множества E. Обозначим через
∑
i
′
и
∑
i
′′

суммы по тем номерам i, для

которых Ei ⊂ E′ и Ei ⊂ E′′, соответственно. Тогда

s∑

i=1

ωimEi =
∑

i

′
ωimEi +

∑

i

′′
ωimEi +

∑

i

′′′
ωimEi,

где через
∑
i
′′′

обозначена сумма по тем номерам i, для которыхEi∩E′ 6= ∅
и Ei ∩ E′′ 6= ∅. В силу интегрируемости функции f на E ′ и E′′, суммы
∑
i
′
и
∑
i
′′

стремятся к нулю при d(Π)→ 0. Далее, поскольку E ′ ∩E′′ = ∅
и если Ei ∩ E′ 6= ∅ и Ei ∩ E′′ 6= ∅, то найдутся точки x′i ∈ Ei ∩ E′ и

x′′i ∈ Ei ∩ E′′. В силу леммы 2, на отрезке [x′i, x
′′
i ] найдется граничная

точка множества E′. Иначе говоря, в сумму
∑
i
′′′

входят такие Ei, для

которых dist (Ei, ∂E
′) < d(Π). Но поскольку m (∂E′) = 0, то, применяя

лемму 1, получим, что
∑

i

′′′
ωimEi ≤ 2M

∑

i

′′′
mEi < 2Mε,

если только диаметр разбиения d(Π) < δ, где δ получено из леммы 1, а

M = supx∈E |f(x)|. Отсюда получаем интегрируемость функции f на E.

Для доказательства равенства (22.5) строим разбиения Π′ и Π′′ мно-

жеств E′ и E′′, соответственно. Тогда Π = Π′∪Π′′ – разбиение множества

E. Переходя к пределу при d(Π)→ 0, получаем равенство (22.5).

Замечание. Свойство 3 теряет силу, если не требовать ограниченно-

сти функции f . Например, если f(x, y) = 0 ( (x, y) ∈ E ′ ≡ {0 < x, y ≤ 1}),
f(x, y) = 1

y ( (x, y) ∈ E′′ ≡ {x = 0, 0 < y ≤ 1}), то получим, что f инте-

грируема на E′ и на E′′, но неинтегрируема на E = E′ ∪ E′′.

4. Пусть функции f и g ограничены на измеримом множестве E ⊂
Rn и пусть множество e = {x ∈ E : f(x) 6= g(x)} имеет жорданову ме-
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ру нуль. Если f интегрируема на E, то g также интегрируема на E

и ∫

E

f(x) dx =

∫

E

g(x) dx.

Доказательство. Положим E′ = E \ e, E′′ = e и применим свой-

ство 3. Тогда получим
∫

E

f(x) dx =

∫

E′

f(x) dx+

∫

E′′

f(x) dx =

∫

E′

g(x) dx + 0 =

=

∫

E′

g(x) dx+

∫

E′′

g(x) dx =

∫

E

g(x) dx.

5. Если функции f и g интегрируемы на множестве E ⊂ Rn, то

для любых постоянных α и β функция αf + βg интегрируема на E и

справедливо равенство
∫

E

(αf + βg)(x) dx = α

∫

E

f(x) dx+ β

∫

E

g(x) dx.

Для доказательства составляем интегральные суммы и переходим к

пределу при стремлении к нулю диаметра разбиения.

6. Если функции f и g интегрируемы на множестве E ⊂ Rn и f(x) ≤
g(x) (x ∈ E), то ∫

E

f(x) dx ≤
∫

E

g(x) dx.

Доказательство следует из соответствующего неравенства для инте-

гральных сумм.

7. Если функция f интегрируема на множестве E ⊂ Rn, то |f | так-

же интегрируем на E и справедливо неравенство

∣∣∣∣
∫

E

f(x) dx

∣∣∣∣ ≤
∫

E

|f(x)| dx.
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Доказательство. Действительно, интегрируемость |f | вытекает из

неравенства ωi(|f |) ≤ ωi(f) и из критерия интегрируемости в терминах

колебаний. Требуемое неравенство для интегралов вытекает из соответ-

ствующего неравенства для интегральных сумм.

8. Если ограниченные функции f и g интегрируемы на множестве

E ⊂ Rn, то функция ϕ = f · g интегрируема на E.

Доказательство. Пусть Mf = supx∈E |f(x)|, Mg = supx∈E |g(x)|. То-

гда из неравенства

|ϕ (x′)− ϕ (x′′)| = |f (x′) g (x′)− f (x′′) g (x′′)| ≤

≤ |f (x′)| |g (x′)− g (x′′)|+ |g (x′′)| |f (x′)− f (x′′)| ≤

≤Mf |g (x′)− g (x′′)|+Mg |f (x′)− f (x′′)|

следует, что ωi(ϕ) ≤Mfωi(g) +Mgωi(f), и поэтому

s∑

i=1

ωi(ϕ)mEi ≤Mf

s∑

i=1

ωi(g)mEi +Mg

s∑

i=1

ωi(f)mEi.

Теперь остается применить критерий интегрируемости.

9. Теорема о среднем. Пусть ограниченные функции f и g инте-

грируемы на множестве E ⊂ Rn, функция g не меняет знака на E и

m ≤ f(x) ≤ M (x ∈ E). Тогда существует такое число µ ∈ [m,M ], что

справедливо равенство
∫

E

f(x)g(x) dx = µ

∫

E

g(x) dx. (22.6)

Доказательство. Можем считать, что функция g неотрицательна.

Умножая неравенство m ≤ f (ξi) ≤M на g (ξi) ≥ 0 и складывая, получим

m
s∑

i=1

g (ξi)mEi ≤
s∑

i=1

f (ξi) g (ξi)mEi ≤M
s∑

i=1

g (ξi)mEi.

Отсюда, переходя к пределу при стремлении к нулю диаметра разбиения,

имеем

m

∫

E

g(x) dx ≤
∫

E

f(x)g(x) dx ≤M

∫

E

g(x) dx.
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Если
∫
E
g(x) dx > 0, то из этого неравенства получим (22.6), если обозна-

чим µ =
∫
E
f(x)g(x) dx/

∫
E
g(x) dx. Если же

∫
E
g(x) dx = 0, то из полу-

ченного неравенства следует, что и интеграл слева в (22.6) также равен

нулю, так что и в этом случае равенство (22.6) справедливо.

10. Сведение кратного интеграла к повторному. Ограничимся

рассмотрением случая n = 2.

Теорема. Пусть ограниченная функция f(x, y) интегрируема на пря-

моугольнике I ≡ [a, b; c, d]. Для x ∈ [a, b] обозначим через J(x) и J(x)

соответственно нижний и верхний интегралы от функции f(x, y) по

переменной y, взятые по отрезку [c, d]. Пусть, далее, J(x) – произволь-

ная функция на [a, b], удовлетворяющая условию J(x) ≤ J(x) ≤ J(x).

Тогда функция J(x) интегрируема на [a, b] и справедливо равенство

∫ b

a

J(x) dx =

∫ ∫

︸ ︷︷ ︸
I

f(x, y) dxdy. (22.7)

Доказательство. Каждый из отрезков I ′ = [a, b] и I ′′ = [c, d] разо-

бьем точками

Π′ = {a = x0 < x1 < · · · < xp = b} , Π′′ = {c = y0 < y1 < · · · < yq = d}

и обозначим I ′i = [xi, xi+1], I
′′
j = [yj , yj+1], Ii,j = I ′i × I ′′j . Пусть x ∈ [a, b].

Тогда

J(x) ≥ J(x) ≥
q−1∑

j=0

inf
y∈I′′j

f(x, y)
∣∣I ′′j
∣∣ .

Поэтому нижняя сумма Дарбу для J(x), соответствующая разбиению Π′,

удовлетворяет неравенству

SΠ′(J) =

p−1∑

i=0

inf
x∈I′i

J(x) |I ′i| ≥
p−1∑

i=0

inf
x∈I′i



q−1∑

j=0

inf
y∈I′′j

f(x, y)
∣∣I ′′j
∣∣

 |I ′i| ≥

≥
p−1∑

i=0

q−1∑

j=0

inf
x∈I′i, y∈I′′j

f(x, y) |Ii,j | = SΠ(f),
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где разбиение Π = {Ii,j}i=0,1,...,p−1; j=0,1,...,q−1. Аналогично получаем нера-

венство SΠ′(J) ≤ SΠ(f). Таким образом, имеем

SΠ(f) ≤ SΠ′(J) ≤ SΠ′(J) ≤ SΠ(f).

Поскольку f интегрируема на I, то SΠ(f) и SΠ(f) стремятся к интегралу∫
I
f(x, y) dxdy при d(Π) → 0. Значит, к этому же пределу стремятся и

SΠ′(J) и SΠ′(J), а это, в силу критерия интегрируемости функции J(x)

в терминах сумм Дарбу, означает, что J(x) интегрируема на [a, b] и спра-

ведливо равенство (22.7).

Следствие 1. Пусть функция f(x, y) непрерывна на прямоугольнике

I = [a, b; c, d]. Тогда справедливо равенство

∫ ∫

︸ ︷︷ ︸
I

f(x, y) dxdy =

∫ b

a

(∫ d

c

f(x, y) dy

)
dx.

Доказательство. Из непрерывности f следует, что при фиксиро-

ванном x ∈ [a, b] функция f(x, y) непрерывна по переменной y. Поэтому

существует ∫ d

c

f(x, y) dy = J(x) = J(x).

Единственная функция J(x), удовлетворяющая условию теоремы, будет

функция J(x) =
∫ d
c
f(x, y) dy. Из равенства (22.7) тогда получаем

∫ ∫

︸ ︷︷ ︸
I

f(x, y) dxdy =

∫ b

a

(∫ d

c

f(x, y) dy

)
dx.

Следствие 2. Если в следствии 1 условие непрерывности функции

f заменить условием интегрируемости f по переменной y при каждом

фиксированном x ∈ [a, b], то утверждение следствия 1 остается в силе.

Это очевидно, так как доказательство предыдущей теоремы повторя-

ется дословно.



208 Четвертый семестр

Следствие 3. Пусть на отрезке [a, b] заданы две непрерывные функ-

ции ϕ(x) ≤ ψ(x) и пусть E = {(x, y) : a ≤ x ≤ b, ϕ(x) ≤ y ≤ ψ(x)}. Да-

лее, пусть функция f непрерывна на E. Тогда справедливо равенство

∫ ∫

︸ ︷︷ ︸
E

f(x, y) dxdy =

∫ b

a

(∫ ψ(x)

ϕ(x)

f(x, y) dy

)
dx.

Доказательство. Обозначим c = minx∈[a,b] ϕ(x), d = maxx∈[a,b] ψ(x).

Тогда E ⊂ I ≡ [a, b; c, d]. Положим f(x, y) = 0, если (x, y) ∈ I \ E. Тогда

доопределенная на I функция f непрерывна всюду, за исключением, быть

может, таких точек (x, y), что y = ϕ(x) или y = ψ(x). Но множество таких

точек имеет жорданову меру нуль. Поэтому функция f интегрируема на

I. Далее, при каждом фиксированном x ∈ [a, b] функция f(x, y) перемен-

ной y имеет не более двух точек разрыва на [c, d] и поэтому интегрируема

на [c, d]. Значит, можем применить следствие 2, в силу которого

∫ ∫

︸ ︷︷ ︸
E

f(x, y) dxdy =

∫ ∫

︸ ︷︷ ︸
I

f(x, y) dxdy =

∫ b

a

(∫ d

c

f(x, y) dy

)
dx =

=

∫ b

a

dx

[∫ ϕ(x)

c

f(x, y) dy +

∫ ψ(x)

ϕ(x)

f(x, y) dy +

∫ d

ψ(x)

f(x, y) dy

]
=

=

∫ b

a

dx

∫ ψ(x)

ϕ(x)

f(x, y) dy.

22.2.4 Замена переменной в кратном интеграле

Сначала напомним некоторые сведения, установленные нами ранее.

Теорема (об обратном отображении). Пусть открытое множе-

ство E ⊂ Rn, отображение ϕ : E → Rn класса C1(E) и точка a ∈ E

такая, что якобиан Jϕ(a) 6= 0. Тогда существует окрестность U ⊂ E

точки a, такая, что

1) сужение ϕ|U биективно (т. е. взаимно однозначно);
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2) образ V = ϕ(U) открыт;

3) обратное отображение ϕ−1 является отображением класса C1(V ).

При этом якобианы прямого и обратного отображений связаны равен-

ством

Jϕ−1(y) = [Jϕ(x)]−1,

где x ∈ U , y = ϕ(x) ∈ V .

Следствие. Пусть открытое множество E ⊂ Rn, отображение ϕ :

E → Rn, ϕ ∈ C1(E) и Jϕ(x) 6= 0 для любого x ∈ E. Тогда ϕ – открытое

отображение, т. е. образ ϕ(G) любого открытого множества G ⊂ E

является открытым множеством.

Определение. Пусть открытое множество E ⊂ Rn. Отображение ϕ :

E → Rn называется C1-диффеоморфизмом множества E, если

1) отображение ϕ ∈ C1(E);

2) отображение ϕ биективно;

3) обратное отображение ϕ−1 ∈ C1(ϕ(E)).

Одно из основных свойств C1-диффеоморфизма ϕ множества E со-

стоит в том, что Jϕ(x) 6= 0 для любого x ∈ E.

Лемма 1. Пусть ϕ – C1-диффеоморфизм открытого множества

∆ ⊂ Rn на множество D ⊂ Rn. Пусть множество A ⊂ ∆ такое, что

его граница ∂A ⊂ ∆. Тогда ∂ϕ(A) = ϕ(∂A).

Доказательство. Докажем сначала, что ∂ϕ(A) ⊂ ϕ(∂A). Пусть x ∈
∂ϕ(A). Найдем t ∈ ∆, такое, что x = ϕ(t), и выберем окрестность U ⊂
∆ точки t. Так как отображение ϕ открыто, то образ ϕ(U) – открытое

множество и x ∈ ϕ(U). Выберем окрестность V ⊂ ϕ(U) с центром в точке

x. Поскольку x ∈ ∂ϕ(A), то найдутся такие точки x′, x′′ ∈ V , что x′ ∈
ϕ(A), x′′ /∈ ϕ(A). Пусть t′ и t′′ – прообразы точек x′ и x′′ соответственно,

т. е. x′ = ϕ (t′) и x′′ = ϕ (t′′). Тогда t′ ∈ A ∩ U , t′′ ∈ U \ A, а это означает,

что t ∈ ∂A, т. е. x = ϕ(t) ∈ ϕ(∂A).
Для доказательства обратного включения обозначим B = ϕ(A) и при-

меним приведенные выше рассуждения к отображению ϕ−1. Тогда по-

лучим ∂ϕ−1(B) ⊂ ϕ−1(∂B), т. е. ∂A ⊂ ϕ−1(∂B). Отсюда следует, что
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ϕ(∂A) ⊂ ∂B, т. е. ϕ(∂A) ⊂ ∂ϕ(A).

Лемма 2. Пусть I – невырожденный сегмент в Rn. Тогда существу-

ет конечный набор сегментов Qk (k = 1, . . . , s), таких, что ∪si=1Qk = I,

intQi ∩ intQk = ∅ (i 6= k) и для любого k отношение длин двух любых

сторон сегмента Qk не превосходит 2.

Доказательство. Пусть d – наименьшая из длин сторон сегмента

I. Если какая-либо из сторон сегмента I больше, чем 2d, то, разделив ее

пополам, получим два сегмента I1 и I2 с непересекающимися внутренно-

стями. Если среди этих сегментов есть такой, что длина какой-либо из его

сторон больше, чем 2d, то снова поделим его пополам путем деления его

стороны на две равные части. Будем продолжать этот процесс до тех пор,

пока у полученных сегментов длины всех сторон не будут превосходить

2d. Ясно, что при этом длина каждой из сторон будет иметь длину не

меньшую, чем d, и эта ситуация наступит после конечного числа шагов.

В результате этого процесса получим требуемый набор сегментов Qk.

Замечание 1. Полученные в лемме 2 сегменты Qk обладают свой-

ствами, близкими к свойствам кубов. Назовем сегмент Q почти кубом,

если для любых двух его сторон li(Q) и lj(Q) справедливо неравенство
li(Q)
lj(Q)

≤ 2. Для любого почти куба Q существуют кубы Q′ ⊂ Q и Q′′ ⊃ Q,

такие, что 2−nmQ′′ ≤ mQ ≤ 2nmQ′. Действительно, в качестве Q′ до-

статочно взять куб с тем же центром, что и у почти куба Q и длиной

стороны l (Q′) = min1≤i≤n li(Q). Если же возьмем куб с тем же центром,

длина стороны которого l (Q′′) = max1≤i≤n li(Q), то получим требуемый

куб Q′′.

Замечание 1 означает, что в определении множества E жордановой ме-

ры нуль не обязательно рассматривать совокупность всевозможных фи-

гур X ⊃ E, а только лишь конечные объединения кубов, покрывающих

E. Точнее, из леммы 2 вытекает

Предложение 1. Множество E ⊂ Rn имеет жорданову меру нуль

тогда и только тогда, когда для любого ε > 0 найдется конечный набор

кубов, покрывающий E, сумма мер которых меньше чем ε.
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Лемма 3. Пусть ϕ – C1-диффеоморфизм открытого множества

∆ ⊂ Rn на множество D ⊂ Rn и компактное измеримое множество

A ⊂ ∆. Тогда множество B = ϕ(A) измеримо.

Доказательство. Пусть ϕ(t) =
(
ϕ1
(
t1, . . . , tn

)
, . . . , ϕn

(
t1, . . . , tn

))
,

куб Q ⊂ ∆ с центром в точке t0, длина стороны которого равна 2l. Тогда,

в силу теоремы Лагранжа, для любой точки t ∈ Q имеем

∣∣ϕi(t)− ϕi (t0)
∣∣ =

∣∣∣∣∣∣

n∑

j=1

∂ϕi

∂tj
(ξi)

(
tj − tj0

)
∣∣∣∣∣∣
≤ l

n∑

j=1

∣∣∣∣
∂ϕi

∂tj
(ξi)

∣∣∣∣ ,

где точка ξi принадлежит отрезку, соединяющему точки t0 и t. Обозначим

ρQ = max
1≤i≤n

max
ξ∈Q

n∑

j=1

∣∣∣∣
∂ϕi

∂tj
(ξ)

∣∣∣∣ .

Из непрерывности функций ∂ϕi

∂tj на компактном множестве Q следует,

что ρQ < ∞. Итак, мы получили, что образ куба Q содержится в кубе

с центром в точке ϕ (t0) и длиной стороны 2lρQ. Поэтому для внешней

меры образа куба Q справедливо неравенство

m∗ϕ(Q) ≤ ρnQ(2l)
n = ρnQmQ. (22.8)

Используя это неравенство, докажем измеримость ϕ(A).

Пользуясь компактностью A, построим фигуру X ⊂ ∆, такую, что

A ⊂ intX. Обозначим

ρX = max
1≤i≤n

max
ξ∈X

n∑

j=1

∣∣∣∣
∂ϕi

∂tj
(ξ)

∣∣∣∣ .

В силу критерия измеримости, имеем m∂A = 0. Зададим ε > 0 и постро-

им конечный набор кубов Qk (k = 1, . . . , s), таких, что ∂A ⊂ ∪sk=1Qk и
∑s
k=1mQk < ε. Это возможно в силу предложения 1. Не ограничивая

общности, можем считать, что Qk ⊂ X (k = 1, . . . , s). Действительно, для

этого достаточно заметить, что расстояние d между двумя компактными

множествами ∂X и ∂A положительно. Затем построить фигуру Y1 ⊃ ∂A,

такую, что mY1 <
ε
2n . Тогда Y = Y1 ∩ X ⊃ ∂A, Y – фигура. Разобьем
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составляющие сегменты фигуры Y так, чтобы длины их сторон были

меньшими, чем d
2
√
n
. Тогда, применяя лемму 2 и замечание 1, построим

кубы, длины сторон которых меньше, чем d√
n
, а значит, диаметры этих

кубов меньшие, чем d. Выбирая среди них те, которые содержат точки из

∂A, получаем кубы Qk ⊂ X. Из (22.8) следует, что

m∗ϕ (Qk) ≤ ρXmQk (k = 1, . . . , s).

Далее, в силу леммы 1,

∂ϕ(A) = ϕ(∂A) ⊂ ϕ

(
s⋃

k=1

Qk

)
=

s⋃

k=1

ϕ (Qk) .

Используя монотонность и полуаддитивность внешней меры, находим

m∗∂ϕ(A) ≤ m∗
(

s⋃

k=1

ϕ (Qk)

)
≤

s∑

k=1

m∗ϕ (Qk) ≤ ρX

s∑

k=1

mQk < ρXε.

Это означает, что ∂ϕ(A) имеет меру нуль. Отсюда, в силу критерия из-

меримости, следует измеримость множества ϕ(A).

Лемма 4. Пусть компактное измеримое множество E ⊂ Rn, λ :

Rn → Rn – невырожденное линейное преобразование (т. е. detλ 6= 0).

Тогда

mλ(E) = |detλ|mE. (22.9)

Доказательство. Измеримость λ(E) вытекает из предыдущей лем-

мы. Для доказательства равенства (22.9) достаточно доказать это равен-

ство для сегментов. Действительно, доказав (22.9) для сегментов, полу-

чим (22.9) для фигур, а затем и для произвольного E.

Чтобы получить (22.9) для сегментов, достаточно доказать (22.9) в

следующих случаях:

a) λ является умножением одной из координат на скаляр α, т. е.

λ :
(
x1, . . . , xi, . . . , xn

)
→
(
x1, . . . , αxi, . . . , xn

)
;
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b) λ – инверсия, т. е.

λ :
(
x1, . . . , xi, . . . , xj , . . . , xn

)
→
(
x1, . . . , xj , . . . , xi, . . . , xn

)
;

c) λ к i-й координате прибавляет j-ю координату, т. е.

λ :
(
x1, . . . , xi, . . . , xj , . . . , xn

)
→
(
x1, . . . , xi + xj , . . . , xj , . . . , xn

)
.

В каждом из этих случаев лемма доказывается простым подсчетом.

Затем используется хорошо известное свойство, которое состоит в том,

что любое линейное преобразование можно представить в виде компози-

ции конечного числа преобразований вида a), b) и c). Отсюда получаем

утверждение леммы.

Лемма 5. Пусть невырожденный сегмент I ⊂ Rn. Тогда для любого

ε > 0 найдутся два конечных набора кубов {Q′i}si=1 и
{
Q′′j
}r
j=1

, таких,

что intQ′i ∩ intQ′k = ∅, intQ′′i ∩ intQ′′k = ∅ (i 6= k), ∪si=1Q′i ⊂ I ⊂ ∪rj=1Q′′j и

s∑

i=1

mQ′i + ε ≥ mI ≥
r∑

j=1

mQ′′j − ε.

Доказательство. Если стороны сегмента I имеют рациональные ко-

ординаты, то утверждение леммы очевидно. В этом случае кубы Q′i и

Q′′j можно построить так, что ∪si=1Q′i = ∪rj=1Q′′j = I. Если же некото-

рые из сторон сегмента I имеют иррациональные координаты, то по-

строим сегменты I ′ ⊂ I ⊂ I ′′ с рациональными координатами так, что

mI ′ + ε ≥ mI ≥ mI ′′ − ε, а затем для сегментов I ′ и I ′′ с рациональными

координатами построим кубы Q′i (i = 1, . . . , s), Q′′j (j = 1, . . . , r), так, что

I ′ = ∪si=1Q′i, I ′′ = ∪rj=1Q′′j .

Замечание 2. Из леммы 5 следует, что для любого множества E ⊂ Rn

справедливо равенство

m∗E = sup
X′⊂E

mX ′,

где X ′ – конечное объединение кубов из Rn с попарно не пересекающи-

мися внутренностями (это простое упражнение предлагается доказать са-

мостоятельно). Другими словами, в определении внутренней меры можно
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использовать не всевозможные фигуры, а лишь дизъюнктивные объеди-

нения кубов.

Лемма 6 (оценка мер образов малых кубов). Пусть ϕ – C1-

диффеоморфизм открытого множества ∆ ⊂ Rn на множество D ⊂ Rn

и точка t0 ∈ ∆. Тогда для любого ε > 0 найдется такое δ > 0, что

для любого куба Q ⊂ ∆ с центром в точке t0, длина стороны которого

меньшая, чем δ, справедливо неравенство

mϕ(Q) ≤ (1 + ε) |Jϕ (t0)|mQ,

где Jϕ (t0) – якобиан отображения ϕ в точке t0.

Доказательство. Для любого куба Q ⊂ ∆ множество ϕ(Q) изме-

римо в силу леммы 3. Рассмотрим линейное отображение λ = ϕ′ (t0).

Составим композицию Φ = λ−1 ◦ ϕ. В силу леммы 4, имеем

mΦ(Q) =
∣∣detλ−1

∣∣mϕ(Q) =
1

|detλ|mϕ(Q).

Далее, по теореме о производной композиции отображений и с учетом то-

го, что производная линейного отображения является самим этим отоб-

ражением, получаем

Φ′ (t0) = λ−1 ◦ ϕ′ (t0) = λ−1 ◦ λ,

т. е. Φ′ (t0) – единичное (тождественное) отображение. Значит,

n∑

j=1

∣∣∣∣
∂Φi

∂tj
(t0)

∣∣∣∣ = 1 (i = 1, . . . , n).

Зададим ε > 0 и, пользуясь непрерывностью отображения Φ′ (как компо-

зиции линейного отображения λ−1 и непрерывного отображения ϕ′), най-

дем такое δ > 0, что для всех t, удовлетворяющих условию |t− t0| <
√
nδ,

справедливо неравенство

Ψi (t0, t) ≡
n∑

j=1

∣∣∣∣
∂Φi

∂tj
(t)

∣∣∣∣ < (1 + ε)1/n (i = 1, . . . , n).
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Тогда получим, что для любого куба Q ⊂ ∆ с центром в точке t0 и длиной

стороны меньшей, чем δ, справедливо неравенство

max
1≤i≤n

max
ξ∈Q

n∑

j=1

∣∣∣∣
∂Φi

∂tj
(ξ)

∣∣∣∣ ≤ (1 + ε)1/n.

Пусть 2l – длина стороны куба Q, 2l < δ. В силу теоремы Лагранжа, для

любого t ∈ Q имеем

∣∣Φi(t)− Φi (t0)
∣∣ =

∣∣∣∣∣∣

n∑

j=1

∂Φi

∂tj
(ξi)

(
tj − tj0

)
∣∣∣∣∣∣
≤ lmax

ξ∈Q

n∑

j=1

∣∣∣∣
∂Φi

∂tj
(ξ)

∣∣∣∣ ≤ l(1+ε)1/n,

т. е. образ куба Q при отображении Φ лежит в кубе с центром в точке

Φ(t0) и длиной стороны 2l(1 + ε)1/n. Значит,

mΦ(Q) ≤
(
2l(1 + ε)1/n

)n
= (1 + ε)(2l)n = (1 + ε)mQ.

Окончательно получаем

mϕ(Q) = |detλ|mΦ(Q) ≤ (1 + ε) |Jϕ (t0)|mQ.

Теорема (о замене переменной в кратном интеграле). Пусть

ϕ – C1-диффеоморфизм открытого множества ∆ ⊂ Rn на множество

D ⊂ Rn и действительная функция f непрерывна на D. Тогда для любого

измеримого компактного множества A ⊂ ∆ справедливо равенство
∫

B

f(x) dx =

∫

A

f(ϕ(t))|Jϕ(t)| dt, (22.10)

где B = ϕ(A).

Доказательство. Измеримость множества B = ϕ(A) вытекает из

леммы 3. Подынтегральные функции в (22.10) непрерывны и, следова-

тельно, интегрируемы. Поэтому нужно только доказать равенство (22.10).

Предположим сначала, что f(x) ≥ 0 (x ∈ D). При доказательстве

леммы 6 мы определили непрерывные функции Ψi (t0, t) (i = 1, . . . , n)

и показали, что Ψi (t0, t0) = 1 для любого t0 ∈ ∆. Поэтому, пользуясь

компактностью множества A, для заданного ε > 0 можно найти такое
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δ > 0, что для любых t′, t′′ ∈ A, удовлетворяющих условию |t′ − t′′| < δ,

справедливо неравенство Ψi (t′, t′′) < (1 + ε)1/n (i = 1, . . . , n).

Пусть фигура X ⊂ A является объединением конечного числа кубов

Qk (k = 1, . . . , ν) с попарно непересекающимися внутренностями, длины

сторон которых меньше, чем δ. Пусть tk – центр куба Qk. Тогда, в силу

леммы 6,

mϕ (Qk) ≤ (1 + ε) |Jϕ (tk)|mQk (k = 1, . . . , ν).

Умножим это неравенство на f (ϕ (tk)) ≥ 0 и сложим. В результате полу-

чим
ν∑

k=1

f (xk)mϕ (Qk) ≤ (1 + ε)
ν∑

k=1

f (ϕ (tk)) |Jϕ (tk)|mQk,

где xk = ϕ (tk). Измельчая разбиение фигуры X, приходим к неравенству

∫

ϕ(X)

f(x) dx ≤ (1 + ε)

∫

X

f(ϕ(t))|Jϕ(t)| dt.

Устремляя ε к нулю и увеличивая область интегрирования в правой ча-

сти, приходим к неравенству
∫

ϕ(X)

f(x) dx ≤
∫

A

f(ϕ(t))|Jϕ(t)| dt.

Пусть теперь фигура Y ⊂ ∆, такая, что A ⊂ intY . Далее, пусть

{Xν}ν≥1 – последовательность фигур, таких, что Xν ⊂ A (ν = 1, 2, . . . ) и

mXν → mA (ν →∞). Тогда

0 ≤
∫

ϕ(A)

f(x) dx−
∫

ϕ(Xν)

f(x) dx =

∫

ϕ(A\Xν)

f(x) dx ≤

≤ sup
x∈ϕ(A)

f(x) ·mϕ (A \Xν) .

Покажем, чтоmϕ (A \Xν)→ 0 (ν →∞). Зададим ε > 0 и найдем такое ν0,

что для всех ν ≥ ν0 справедливо неравенствоm (A \Xν) < ε·2−n−1. Пусть

ν ≥ ν0. Построим фигуру Yν ⊃ A \Xν , такую, что mYν < m (A \Xν) + ε ·
2−n−1 < ε · 2−n. Применяя к фигуре Yν лемму 2 и замечание 1, получим
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набор почти кубов {Qk,ν}sνk=1, таких, что Yν = ∪sνk=1Qk,ν , и набор кубов

Q′′k,ν , для которых mQ′′k,ν ≤ 2nmQk,ν . Тогда

sν∑

k=1

mQ′′k,ν ≤ 2n
sν∑

k=1

mQk,ν = 2nmYν < ε.

Ясно, что кубы Q′′k,ν могут быть построены так, что Q′′k,ν ⊂ Y , и дли-

ны их сторон достаточно малы. Тогда, обозначая M1 = supt∈Y |Jϕ(t)| и

применяя лемму 6, получаем

mϕ (A \Xν) ≤ mϕ

(
sν⋃

k=1

Q′′k,ν

)
= m

(
sν⋃

k=1

ϕ
(
Q′′k,ν

)
)
≤

≤
sν∑

k=1

mϕ
(
Q′′k,ν

)
< 2M1ε.

Таким образом, мы показали, что

lim
ν→∞

∫

ϕ(Xν)

f(x) dx =

∫

ϕ(A)

f(x) dx.

Отсюда получаем, что
∫

ϕ(A)

f(x) dx ≤
∫

A

f(ϕ(t))|Jϕ(t)| dt.

Чтобы получить противоположное неравенство, введем в рассмотре-

ние функцию g(t) = f(ϕ(t))|Jϕ(t)| и отображение ψ = ϕ−1. Повторяя

предыдущие рассуждения, получим неравенство
∫

ψ(B)

g(t) dt ≤
∫

B

g(ψ(x))|Jψ(x)| dx.

Учитывая определение функции g и равенство

g(ψ(x))|Jψ(x)| = f(ϕ(ψ(x)))|Jϕ(ψ(x))||Jψ(x)| =

= f(x)|Jϕ(t)| · |Jψ(x)| ≡ f(x),

в котором обозначено t = ψ(x), перепишем последнее неравенство в сле-

дующем виде: ∫

A

f(ϕ(t))|Jϕ(t)| dt ≤
∫

ϕ(A)

f(x) dx.
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Окончательно, для непрерывной, неотрицательной функции f полу-

чили равенство

∫

A

f(ϕ(t))|Jϕ(t)| dt =
∫

ϕ(A)

f(x) dx.

Если теперь f – произвольная непрерывная на D функция, то поло-

жим f+(x) = max(f(x), 0), f−(x) = max(−f(x), 0). Легко показать, что

обе эти функции непрерывны на D, неотрицательны и f = f+ − f−. Из

доказанной части теоремы получаем, что

∫

A

f+(ϕ(t))|Jϕ(t)| dt =
∫

ϕ(A)

f+(x) dx,

∫

A

f−(ϕ(t))|Jϕ(t)| dt =
∫

ϕ(A)

f−(x) dx.

Вычитая второе равенство из первого и используя линейность интеграла,

получаем равенство (22.10).

Следствие. Пусть ϕ – C1-диффеоморфизм открытого множества

∆ ⊂ Rn на множество D ⊂ Rn. Далее, пусть A – измеримое по Жордану

множество, такое, что A ⊂ ∆. Тогда его образ B = ϕ(A) измерим и

mB =

∫

A

|Jϕ(t)| dt. (22.11)

Доказательство. В силу доказанной теоремы,

∫

B

f(x) dx =

∫

A

f(ϕ(t))|Jϕ(t)| dt

для любой непрерывной на D функции f . Положим f(x) ≡ 1. Тогда,

учитывая, что
∫
B
dx = mB, получаем

mB =

∫

A

|Jϕ(t)| dt.

Отсюда следует равенство (22.11), если учесть, что m(∂A) = m(∂B) = 0.
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Геометрический смысл модуля якобиана. Пусть ϕ – C1-диф-

феоморфизм открытого множества ∆ ⊂ Rn на множество D ⊂ Rn

и точка t0 ∈ ∆. Далее, пусть {Aν} – последовательность таких ком-

пактных множеств, что Aν ⊂ ∆, t0 ∈ Aν и diamAν → 0 (ν → ∞).

Тогда
1

mAν

∫

Aν

|Jϕ(t)| dt→ |Jϕ (t0)| (ν →∞).

Это утверждение следует из непрерывности модуля якобиана |Jϕ(t)| и
из условия diamAν → 0 (ν →∞). С другой стороны, используя следствие,

это равенство можно переписать так:

mϕ (Aν)

mAν
→ |Jϕ (t0)| (ν →∞).

Это означает, что модуль якобиана характеризует локальное изменение

меры при отображении ϕ, т. е. для множеств A малого диаметра, содер-

жащих точку t0, справедливо следующее приближенное равенство:

mϕ(A) ≈ |Jϕ (t0)|mA.



23. Криволинейные интегралы

23.1 Спрямляемые кривые

Сначала напомним некоторые сведения о кривых. Кривая в Rn задается

как вектор-функция r(t) ≡ (x1(t), . . . , xn(t)) (α ≤ t ≤ β), отображающая

отрезок [α, β] в пространство Rn. При этом совокупность точек

Γ ≡
{
xi = xi(t), α ≤ t ≤ β, i = 1, . . . , n

}

называется следом кривой Γ. В ряде случаев мы будем отождествлять

понятие кривой и ее следа. Если все функции xi (i = 1, . . . , n) непре-

рывны, то кривая Γ называется непрерывной. Если все xi ∈ C1([α, β])

и
∑n
i=1 (x

′
i(t))

2
> 0 при всех t ∈ [α, β], то кривая Γ называется гладкой.

Если отображение r отрезка [α, β] на множество Γ взаимно однозначно,

то кривая Γ называется простой. Если существуют точки t1, t2 ∈ [α, β],

t1 6= t2, такие, что r (t1) = r (t2), то точка r (t1) = r (t2) называется точкой

самопересечения кривой Γ. Точки r(α) и r(β) называются соответственно

началом и концом кривой Γ. Если у кривой Γ начало и конец совпадают,

то кривая Γ называется замкнутой. Если непрерывная замкнутая кривая

Γ не имеет других точек самопересечения, кроме концов, то такая кривая

называется простым контуром.

Мы будем рассматривать кусочно гладкие кривые, т. е. такие непре-

рывные кривые, которые распадаются на конечное число гладких кривых.

Кроме того, будем рассматривать ориентированные кривые. Именно, ес-

ли At – точка кривой Γ, соответствующая значению параметра t, то для

α ≤ t1 < t2 ≤ β будем говорить, что точка At1 предшествует точке At2 , и

обозначать это таким образом: At1 ≺ At2 .

Если Γ – кривая, определенная уравнением r = r(t) (α ≤ t ≤ β), то

уравнение ρ = r(β+α− t) (α ≤ t ≤ β) определяет то же самое множество

220
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точек в Rn, но если такую кривую рассматривать как ориентированную,

то, очевидно, ориентация вновь полученной кривой изменяется на проти-

воположную. Такую кривую будем обозначать через Γ−.

Спрямляемой мы называли такую кривую, для которой существует

верхняя грань длин ломаных, вписанных в эту кривую. Для случая, когда

функции xi кусочно гладкие (т. е. кривая Γ – кусочно гладкая), длина S

кривой Γ равна

S =

∫ β

α

√√√√
n∑

i=1

[x′i(t)]
2
dt.

Для спрямляемой кусочно гладкой кривой Γ определим интеграл с пере-

менным верхним пределом

l(t) =

∫ t

α

√√√√
n∑

i=1

[x′i(τ)]
2
dτ.

Производная этого интеграла в точках непрерывности всех функций x′i
(i = 1, . . . , n) равна

l′(t) =

√√√√
n∑

i=1

[x′i(t)]
2
= |r′(t)| ,

а дифференциал длины дуги (т. е. линейная часть изменения) равен

dl = l′(t) dt =

√√√√
n∑

i=1

[x′i(t)]
2
dt = |r′(t)| dt.

Каждая кривая Γ может быть задана различными представлениями.

Будем говорить, что уравнение ρ = ρ(τ) (a ≤ τ ≤ b) определяет ту же

самую кривую, что и уравнение r = r(t) (α ≤ t ≤ β), если уравнение

ρ = ρ(τ) может быть получено из уравнения r = r(t) заменой переменной

t = t(τ), где функция t(τ) кусочно непрерывно дифференцируема на [a, b]

и отображает отрезок [a, b] на [α, β], причем t(a) = α, t(b) = β и t′(τ) > 0

во всех точках τ ∈ [a, b], где эта производная существует.

Пусть кривая Γ задана уравнением r = r(t) (α ≤ t ≤ β). Предположим,

что она спрямляема. Тогда на [α, β] определена функция l(τ) – длина ча-

сти кривой Γ, определенной уравнением r = r(t), где α ≤ t ≤ τ . Если Γ –
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кусочно гладкая (т. е.
∑n
i=1 [x

′
i(t)]

2
> 0 всюду, за исключением, быть мо-

жет, конечного числа точек), то получаем строго возрастающую на [α, β]

функцию l(τ), причем l(α) = 0, l(β) = S, где S – длина кривой, причем,

как выше уже упоминалось, функция l(τ) кусочно непрерывно дифферен-

цируема. Поэтому существует обратная функция τ = l−1(s) (0 ≤ s ≤ S),

кусочно непрерывно дифференцируемая на [0, S] и строго возрастающая.

Тогда получаем представление кривой Γ

ρ(s) = r
(
l−1(s)

)
(0 ≤ s ≤ S),

которое называется естественной параметризацией кривой Γ. Для есте-

ственной параметризации характерно то, что для любого s ∈ [0, S] длина

части кривой ρ = ρ(σ) (0 ≤ σ ≤ s) равна s. Кроме того, для s = l(τ) имеем

|ρ′(s)| =
∣∣∣∣r′
(
l−1(s)

) 1

l′(τ)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
r′(τ)

l′(τ)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
r′(τ)

|r′(τ)|

∣∣∣∣ = 1.

Это равенство означает, что при естественной параметризации прираще-

ние длины дуги кривой равняется приращению параметра.

23.2 Криволинейные интегралы первого рода

Пусть гладкая кривая Γ задана уравнением

r = r(t) = (x1(t), . . . , xn(t)) (α ≤ t ≤ β).

Далее, пусть на множестве Γ ⊂ Rn задана непрерывная функция f . Тогда

интеграл

∫ β

α

f(r(t)) |r′(t)| dt ≡
∫ β

α

f (x1(t), . . . , xn(t)) |r′(t)| dt,

где |r′(t)| =
√∑n

i=1 [x
′
i(t)]

2
, называется криволинейным интегралом I ро-

да от функции f вдоль кривой Γ и обозначается
∫

Γ

f(x) ds ≡
∫

Γ

f
(
x1, . . . , xn

)
ds.
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Свойства криволинейного интеграла I рода.

1. Криволинейный интеграл I рода аддитивен относительно кривой,

т. е. если Γ = Γ1 ∪ · · · ∪ ΓN , то

∫

Γ

f(x) ds =
N∑

i=1

∫

Γi

f(x) ds.

Доказательство следует непосредственно из аддитивности опреде-

ленного интеграла относительно области интегрирования. В самом деле,

если Γi = r(t) (αi ≤ t ≤ βi), α1 = α, βN = β, то

∫

Γ

f(x) ds =

∫ β

α

f(x(t)) |r′(t)| dt =

=
N∑

i=1

∫ βi

αi

f(x(t)) |r′(t)| dt =
N∑

i=1

∫

Γi

f(x) ds.

Свойство 1 позволяет естественным образом распространить опреде-

ление криволинейного интеграла I рода на случай кусочно гладких кри-

вых Γ.

2. Криволинейный интеграл первого рода не зависит от способа па-

раметризации кривой.

Доказательство. Действительно, пусть r = r(t) = (x1(t), . . . , xn(t))

(α ≤ t ≤ β) – уравнение кривой Γ, а к другому уравнению ρ = ρ(τ) =

(x̄1(τ), . . . , x̄n(τ)) (a ≤ τ ≤ b) этой же кривой Γ осуществляется переход

заменой переменной t = t(τ), где свойства функции t(τ) описаны выше.

Тогда ∫

Γ

f(x) ds =

∫ β

α

f (x1(t), . . . , xn(t)) |r′(t)| dt =

=

∫ b

a

f (x1(t(τ)), . . . , xn(t(τ))) |r′(t(τ))| t′(τ) dτ =

=

∫ b

a

f (x̄1(τ), . . . , x̄n(τ))

√√√√
n∑

i=1

[
(xi)

′
t (t(τ))

]2
t′(τ) dτ =
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=

∫ b

a

f (x̄(τ))

√√√√
n∑

i=1

[
(x̄i)

′
τ (τ)

]2
dτ =

∫

Γ

f(x) ds.

3. Криволинейный интеграл первого рода не зависит от ориентации

кривой, т. е. ∫

Γ

f(x) ds =

∫

Γ−

f(x) ds.

Доказательство. Имеем

∫

Γ

f(x) ds =

∫ β

α

f (x1(t), . . . , xn(t)) |r′(t)| dt =

=

∫ β

α

f (x1(α+ β − τ), . . . , xn(α+ β − τ)) |r′(α+ β − τ)| dτ =

∫

Γ−

f(x) ds.

4. Если ρ = ρ(s) – естественная параметризация кривой Γ, то по-

скольку в этом случае |ρ′(s)| = 1 (0 ≤ s ≤ S), криволинейный интеграл∫
Γ
f(x) ds принимает такой вид:

∫

Γ

f(x) ds =

∫ S

0

f (x1(s), . . . , xn(s)) ds. (23.1)

5. Из перечисленных выше свойств следует, что для вычисления кри-

волинейного интеграла вдоль некоторой кусочно гладкой кривой Γ от

функции f достаточно взять любую кусочно гладкую параметризацию

кривой Γ, т. е. представить ее в виде xi = xi(t), (α ≤ t ≤ β, i = 1, . . . , n),

и тогда получим

∫

Γ

f(x) ds =

∫ β

α

f (x1(t), . . . , xn(t))

√√√√
n∑

i=1

[x′i(t)]
2
dt.
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Физический смысл криволинейного интеграла первого рода.

Воспользуемся представлением (23.1) и интеграл справа запишем как пре-

дел интегральных сумм. Тогда получим

∫

Γ

f(x) ds = lim
d(Π)→0

N∑

i=1

f (x1 (ξi) , . . . , xn (ξi))∆si,

где ξi ∈ [si−1, si], ∆si = si − si−1, Π – разбиение [0, S], т. е. 0 = s0 <

s1 < · · · < sN = S. Поскольку разбиение отрезка [0, S] порождает разби-

ение кривой Γ на кривые Γsi−1,si (i = 1, . . . , N) длины ∆si, то в случае

неотрицательной функции f выражение f (x1 (ξi) , . . . , xn (ξi))∆si можно

интерпретировать как приближенное значение массы кривой Γsi−1,si , а

саму интегральную сумму – как приближенное значение массы кривой

Γ с плотностью распределения массы f . Поэтому сам криволинейный

интеграл можно интерпретировать как массу кривой Γ с плотностью рас-

пределения массы f .

Пример. Вычислить массу эллипса x2

a2 + y2

b2 = 1 (a > 0, b > 0), если

плотность распределения массы равна f(x, y) = |y|.
Параметрическое представление эллипса можно записать в виде

x = a cos t, y = b sin t (0 ≤ t ≤ 2π).

Масса кривой Γ выражается криволинейным интегралом
∫
Γ
f(x, y) ds.

Имеем

ds = |r′(t)| dt =
√
[x′(t)]2 + [y′(t)]2 dt =

√
a2 sin2 t+ b2 cos2 t dt,

f(x(t), y(t)) = |y(t)| = |b sin t|.

Поэтому

∫

Γ

f(x, y) ds = b

∫ 2π

0

| sin t|
√
a2 sin2 t+ b2 cos2 t dt =

= b

∫ 2π

0

| sin t|
√
a2 + (b2 − a2) cos2 t dt =

= 2b

∫ π

0

sin t
√
a2 + (b2 − a2) cos2 t dt =
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= 2b

∫ 1

−1

√
a2 + (b2 − a2) z2 dz = 4b

∫ 1

0

√
a2 + (b2 − a2) z2 dz.

Упражнение. Вычислите самостоятельно последний интеграл. Для

этого рекомендуется рассмотреть случаи a < b, a > b и a = b.

23.3 Криволинейные интегралы второго рода

Областью в Rn называется открытое связное множество. Замкнутой об-

ластью называется объединение области и ее границы. Пусть область

Ω ⊂ Rn. Предположим, что каждой точке x ∈ Ω поставлен в соответ-

ствие вектор F (x) ∈ Rn. Это можно записать с помощью n функций в

следующем виде:

F (x) =
(
ϕ1
(
x1, . . . , xn

)
, . . . , ϕn

(
x1, . . . , xn

))
≡ (ϕ1(x), . . . , ϕn(x)) .

В этом случае говорят, что на Ω задано векторное поле F . Если функции

ϕi
(
x1, . . . , xn

)
(i = 1, . . . , n) непрерывные, то векторное поле F называ-

ется непрерывным. Если все ϕi (i = 1, . . . , n) непрерывно дифференциру-

емы, то поле F называется непрерывно дифференцируемым в области Ω.

Пусть в области Ω ⊂ Rn задано непрерывное векторное поле F =

(ϕ1, . . . , ϕn), а r = r(t) (α ≤ t ≤ β) определяет кусочно гладкую кривую Γ,

лежащую в области Ω. Криволинейным интегралом II рода от векторного

поля F вдоль кривой Γ называется интеграл

∫

Γ

(F, dr) ≡
∫ β

α

((ϕ1 (x1(t), . . . , xn(t)) , . . . , ϕn (x1(t), . . . , xn(t))) , r
′(t)) dt ≡

≡
∫ β

α

[ϕ1 (x1(t), . . . , xn(t))x
′
1(t) + · · ·+ ϕn (x1(t), . . . , xn(t))x

′
n(t)] dt ≡

≡
∫

Γ

ϕ1 dx
1 + · · ·+ ϕn dx

n.

В частности, в R2 обозначим F = (P (x, y), Q(x, y)), Γ : r = r(t) =

(x(t), y(t)) (α ≤ t ≤ β). Тогда получим
∫

Γ

(F, dr) ≡
∫

Γ

P (x, y) dx+Q(x, y) dy =
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=

∫ β

α

[P (x(t), y(t))x′(t) +Q(x(t), y(t))y′(t)] dt.

В этой записи первые два интеграла – суть обозначения криволинейно-

го интеграла II рода, а интеграл справа – определение криволинейного

интеграла II рода.

Аналогично, в R3 имеем F = (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)), Γ : r =

r(t) = (x(t), y(t), z(t)) (α ≤ t ≤ β),

∫

Γ

(F, dr) =

∫

Γ

P (x, y, z) dx+Q(x, y, z) dy +R(x, y, z) dz =

=

∫ β

α

[P (x(t), y(t), z(t))x′(t) +Q(x(t), y(t), z(t))y′(t)+

+ R(x(t), y(t), z(t))z′(t)] dt.

Свойства криволинейных интегралов II рода.

Мы будем рассматривать эти свойства в R2 (изменения на случай про-

извольного n ≥ 2 очевидны).

1. Криволинейный интеграл II рода не зависит от способа парамет-

ризации кривой.

Доказательство. Если Γ : r = r(t) (α ≤ t ≤ β) и Γ : ρ = ρ(τ)

(a ≤ τ ≤ b), то t = t(τ), t(a) = α, t(b) = β и t – кусочно непрерывно

дифференцируемая функция переменной τ . Тогда

∫

Γ

(F, dr) =

∫ β

α

[P (x(t), y(t))x′(t) +Q(x(t), y(t))y′(t)] dt =

=

∫ b

a

[P (x(t(τ)), y(t(τ)))x′(t(τ)) +Q(x(t(τ)), y(t(τ)))y′(t(τ))] t′(τ) dτ =

=

∫ b

a

[P (x̄(τ), ȳ(τ)) x̄′(τ) +Q (x̄(τ), ȳ(τ)) ȳ′(τ)] dτ =

∫

Γ

(F, dρ),

где r(t) = (x(t), y(t)) α ≤ t ≤ β), ρ(τ) = (x̄(τ), ȳ(τ)) (a ≤ τ ≤ b).

Замечание. Напомним, что r = r(t) и ρ = ρ(τ) – два параметрических

задания кривой Γ, если они, кроме того, что t = t(τ), сохраняют ориен-

тацию кривой. Другими словами, доказательство свойства 1 имеет силу
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лишь в том случае, когда представления r = r(t) и ρ = ρ(τ) определяют

одну и ту же кривую Γ и имеют одну и ту же ориентацию.

2. При изменении ориентации кривой на противоположную криво-

линейный интеграл II рода меняет знак на противоположный, т. е.
∫

Γ

(F, dr) = −
∫

Γ−

(F, dr).

Доказательство. Пусть Γ : r = r(t) (α ≤ t ≤ β), Γ− : ρ = r(α+β−t)
(α ≤ t ≤ β). Тогда ρ′(t) = −r′(α+ β − t) и

∫

Γ−

(F, dr) =

∫ β

α

(F (ρ(t)), ρ′(t)) dt =

= −
∫ β

α

(F (r(α+ β − t)), r′(α+ β − t)) dt =

= −
∫ β

α

(F (r(τ)), r′(τ)) dτ = −
∫

Γ

(F, dr).

3. Криволинейный интеграл II рода аддитивен относительно кри-

вой Γ.

Доказательство этого свойства такое же, как и для интегралов I рода,

и мы его опускаем.

Пример 1. Вычислить криволинейный интеграл
∫
Γ
y dx − x dy, где

Γ – дуга окружности x2 + y2 = 1, которая начинается в точке (1, 0) и

заканчивается в точке (0, 1).

Параметрическое представление кривой Γ имеет вид Γ : x = cos t, y =

sin t
(
0 ≤ t ≤ π

2

)
. Поэтому

∫

Γ

y dx− x dy =

∫ π/2

0

[sin t(− sin t)− cos t · cos t] dt = −
∫ π/2

0

dt = −π
2
.

Пример 2. Пусть в предыдущем примере Γ – отрезок, начинающийся

в точке (1, 0) и заканчивающийся в точке (0, 1). Тогда параметрическое

представление имеет вид Γ : x = 1− t, y = t (0 ≤ t ≤ 1) и поэтому
∫

Γ

y dx− x dy =

∫ 1

0

[t(−1)− (1− t) · 1] dt = −1.
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Пример 3. Вычислить
∫
Γ
y dx + x dy, где Γ : x = cos t, y = sin t

(0 ≤ t ≤ π/2). Имеем

∫

Γ

y dx+ x dy =

∫ π/2

0

[sin t(− sin t) + cos t · cos t] dt =

=

∫ π/2

0

(
cos2 t− sin2 t

)
dt =

∫ π/2

0

cos 2t dt = 0.

4. Вычислить
∫
Γ
y dx+ x dy, где Γ : x = 1− t, y = t (0 ≤ t ≤ 1).

Имеем
∫

Γ

y dx+ x dy =

∫ 1

0

[t(−1) + (1− t) · 1] dt =
∫ 1

0

(1− 2t) dt = 0.

Замечание. Как в первых двух примерах, так и в двух последних мы

вычисляли интегралы от одних и тех же векторных полей вдоль разных

кривых, начала и концы которых совпадают. В первой паре примеров

интегралы оказались разными, а во второй паре – одинаковыми. Ниже мы

увидим, что совпадение интегралов во второй паре примеров не является

случайностью.

23.4 Формула Грина

Напомним, что областью в R2 называется открытое связное множество.

Замкнутой областью называется объединение области и ее границы. Для

дальнейшего нам понадобится следующая теорема, которую мы прини-

маем без доказательства.

Теорема Жордана. Каждая простая, непрерывная, замкнутая кри-

вая в R2 разделяет всю плоскость на две области – ограниченную и

неограниченную, причем сама кривая является границей для обеих об-

ластей.

Простую непрерывную замкнутую кривую в R2 называют простым

контуром. Говорят, что простой контур γ ограничивает область Ω ⊂ R2,

если Ω – ограниченная область, существование которой гарантируется

теоремой Жордана.
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Область Ω ⊂ R2 называется односвязной, если для любого простого

контура γ ⊂ Ω область, ограниченная контуром γ, содержится в Ω.

Введем понятие ориентации простого контура Γ. Будем говорить, что

простой контур Γ ориентирован положительно, если при обходе конту-

ра Γ ограничиваемая им область остается слева. Противоположно ори-

ентированный простой контур называют отрицательно ориентированным

и обозначают через Γ−. Иначе говоря, кусочно гладкий простой контур

ориентирован положительно, если в каждой точке простого контура Γ,

в которой существует касательный вектор, он образует с вектором внут-

ренней нормали правую пару.

Замечане. Данное определение ориентации простого контура носит

интуитивный характер. Можно дать и строгое формальное определение

ориентации, но мы не будем на этом останавливаться.

Следующая важная теорема устанавливает связь между интегралом

по замкнутому контуру и двойным интегралом по области, ограниченной

этим контуром.

Теорема (формула Грина). Пусть функции P (x, y) и Q(x, y) непре-

рывно дифференцируемы в односвязной области Ω ⊂ R2, а простой ку-

сочно гладкий контур Γ ⊂ Ω ограничивает область G ⊂ Ω. Тогда спра-

ведливо равенство

∫

∂G

P (x, y) dx+Q(x, y) dy =

∫ ∫

G

[
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

]
dxdy, (23.2)

где ∂G – положительно ориентированная граница области G.

Доказательство. Докажем сначала равенство (23.2) для случая, ко-

гда область G элементарна, т. е.

G = {(x, y) : a ≤ x ≤ b, ϕ(x) ≤ y ≤ ψ(x)} =

= {(x, y) : c ≤ y ≤ d, α(y) ≤ x ≤ β(y)} ,

где функции ϕ, ψ, α и β – кусочно непрерывно дифференцируемы.
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В этом случае, применяя формулу сведения двойного интеграла к по-

вторному, получим

−
∫ ∫

G

∂P

∂y
dxdy = −

∫ b

a

dx

∫ ψ(x)

ϕ(x)

∂P

∂y
(x, y) dy =

= −
∫ b

a

[P (x, ψ(x))− P (x, ϕ(x))] dx =

∫ b

a

P (x, ϕ(x)) dx−
∫ b

a

P (x, ψ(x)) dx =

=

∫

ΓABCD

P (x, y) dx+

∫

ΓDE

P (x, y) dx+

∫

ΓEFHK

P (x, y) dx+

+

∫

ΓKA

P (x, y) dx =

∫

∂G

P (x, y) dx.

Аналогично имеем
∫ ∫

G

∂Q

∂x
dxdy =

∫

∂G

Q(x, y) dy.

Складывая эти два равенства, получаем (23.2).

Предположим теперь, что область G ограничена кусочно гладкой кри-

вой ∂G и такова, что ее можно разбить кусочно гладкой кривой Γ на две

элементарные области G1 и G2. Введем обозначения Γi = ∂G ∩ ∂Gi (i =
1, 2). Ясно, что ∂G1 = Γ1 ∪ Γ и ∂G2 = Γ2 ∪ Γ−. Применяя к каждой из

областей G1 и G2 уже доказанную формулу Грина, получаем

∫ ∫

G1

[
∂Q

∂y
− ∂P

∂x

]
dxdy =
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=

∫

∂G1

P dx+Qdy =

∫

Γ1

P dx+Qdy +

∫

Γ

P dx+Qdy

и ∫ ∫

G2

[
∂Q

∂y
− ∂P

∂x

]
dxdy =

=

∫

∂G2

P dx+Qdy =

∫

Γ2

P dx+Qdy +

∫

Γ−

P dx+Qdy.

Поэтому ∫ ∫

G

[
∂Q

∂y
− ∂P

∂x

]
dxdy =

=

∫

Γ1

P dx+Qdy +

∫

Γ

P dx+Qdy +

∫

Γ−

P dx+Qdy =

∫

∂G

P dx+Qdy.

Далее, применяя метод математической индукции, можно доказать

формулу Грина для случая, когда область G с помощью n − 1 кусоч-

но гладких кривых Γ1, . . . ,Γn−1 разбивается на n элементарных областей

G1, . . . , Gn. В частности, любой многоугольник можно разбить на конеч-

ное число треугольников, т. е. элементарных областей. Таким образом,

формула Грина справедлива и для любого многоугольника.

В общем случае произвольной области G, ограниченной кусочно глад-

ким контуром Γ, формула Грина получается, если контур Γ аппроксими-

ровать замкнутой ломаной или, что то же самое, область G аппроксими-

ровать многоугольником.

Формула Грина может быть обобщена и на случай многосвязных об-

ластей. Точнее, пусть область G ограничена внешним контуром Γ и n

контурами γ1, . . . , γn. Тогда формально имеет место равенство (23.2), где

под символом
∫
∂G

понимается
∫
Γ
+
∑n
i=1

∫
γi

.

Положим в формуле Грина Q(x, y) = x, P (x, y) = −y. Тогда получим

∫ ∫

G

dxdy =
1

2

∫

∂G

x dy − y dx.
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Но поскольку
∫ ∫

G
dxdy = m(G), то получили формулу, выражающую

меру области G, ограниченной кусочно гладким контуром ∂G, через кри-

волинейный интеграл по этому контуру

m(G) =
1

2

∫

∂G

x dy − y dx.

Пример. Вычислить площадь области, заключенной между кривой

x = 3at
1+t3 , y = 3at2

1+t3 (0 ≤ t ≤ 1) и биссектрисой первой четверти.

На данной кривой имеем

x dy − y dx = 9a2
t2

(1 + t3)
2 dt.

Если же x = y, то x dy − y dx = 0. Таким образом, получаем

m(G) =
1

2

∫

∂G

x dy − y dx =
1

2
9a2

∫ 1

0

t2

(1 + t3)
dt =

1

2
9a2

1

6
=

3

4
a2.

23.5 Потенциальные поля

Непрерывное векторное поле (P (x, y), Q(x, y)) называется потенциальным

в области G ⊂ R2, если существует непрерывно дифференцируемая функ-

ция U(x, y), заданная на G, такая, что

∂U

∂x
(x, y) = P (x, y),

∂U

∂y
(x, y) = Q(x, y).

Такая функция U называется потенциалом поля (P,Q). Другими словами,

функция U называется потенциалом поля (P,Q), если

dU(x, y) = P (x, y) dx+Q(x, y) dy.

Следующая теорема содержит необходимое и достаточное условие по-

тенциальности поля.

Теорема 1. Для того чтобы непрерывное поле (P (x, y), Q(x, y)) было

потенциальным в области G, необходимо и достаточно, чтобы было

выполнено условие
∫

Γ

P (x, y) dx+Q(x, y) dy = 0 (23.3)
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для любой кусочно гладкой замкнутой кривой Γ ⊂ G.

Доказательство. Необходимость. Пусть поле (P,Q) потенциаль-

но, т. е. пусть существует такая функция U(x, y), что

∂U

∂x
(x, y) = P (x, y),

∂U

∂y
(x, y) = Q(x, y) ((x, y) ∈ G).

Далее, пусть Γ : r = r(t) = (x(t), y(t)) (α ≤ t ≤ β) – произвольная кусочно

гладкая, замкнутая кривая, лежащая в G. Тогда

∫

Γ

P (x, y) dx+Q(x, y) dy =

∫ β

α

[P (x(t), y(t))x′(t) +Q(x(t), y(t))y′(t)] dt =

=

∫ β

α

[
∂U

∂x
(x(t), y(t))x′(t) +

∂U

∂y
(x(t), y(t))y′(t)

]
dt =

=

∫ β

α

d

dt
U(x(t), y(t)) dt = U(x(β), y(β))− U(x(α), y(α)) = 0.

Последнее равенство справедливо в силу условия r(α) = r(β), т. е. в силу

замкнутости кривой Γ.

Достаточность. Пусть выполнено условие (23.3). Покажем сначала,

что в этом случае криволинейный интеграл
∫
γ
P (x, y) dx + Q(x, y) dy за-

висит лишь от начальной и от конечной точек кривой γ ⊂ G и не зависит

от самой кривой γ, соединяющей эти точки.

Итак, пусть γ1 : r = r1(t) (α ≤ t ≤ β) и γ2 : r = r2(τ) (a ≤ τ ≤ b)

– две кусочно гладкие кривые, лежащие в G и такие, что r1(α) = r2(a),

r1(β) = r2(b). Тогда кривая Γ = γ1∪(γ2)− является замкнутой, и поэтому,

в силу условия (23.3),

0 =

∫

Γ

P dx+Qdy =

∫

γ1

P dx+Qdy +

∫

(γ2)−

P dx+Qdy =

=

∫

γ1

P dx+Qdy −
∫

γ2

P dx+Qdy.

Отсюда следует, что
∫
γ1
P dx+Qdy =

∫
γ2
P dx+Qdy.
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Зафиксируем теперь точку (ξ0, η0) ∈ G. В силу связностиG, для любой

точки (ξ, η) ∈ G найдется кусочно гладкая кривая γ ⊂ G, начало которой

в точке (ξ0, η0), а конец – в точке (ξ, η), причем для любой такой кривой

интеграл
∫
γ
P dx + Qdy зависит лишь от точек (ξ0, η0) и (ξ, η). Таким

образом, на G определена функция

U(ξ, η) =

∫

γ

P (x, y) dx+Q(x, y) dy,

где γ ⊂ G – кусочно гладкая кривая, соединяющая точки (ξ0, η0) и (ξ, η).

Покажем, что функция U(ξ, η) будет потенциалом нашего векторного по-

ля, т. е.
∂U

∂ξ
(ξ, η) = P (ξ, η),

∂U

∂η
(ξ, η) = Q(ξ, η).

Пусть (ξ, η) ∈ G и ∆ξ таково, что отрезок I, соединяющий точки (ξ, η) и

(ξ+∆ξ, η), содержится в G. Соединим точки (ξ0, η0) и (ξ, η) кривой γ ⊂ G.

Тогда
1

∆ξ
[U(ξ +∆ξ, η)− U(ξ, η)] =

=
1

∆ξ

[∫

γ∪I
P (x, y) dx+Q(x, y) dy −

∫

γ

P (x, y) dx+Q(x, y) dy

]
=

=
1

∆ξ

∫

I

P (x, y) dx+Q(x, y) dy =
1

∆ξ

∫ ξ+∆ξ

ξ

P (x, η) dx = P (ξ + θ∆ξ, η),

где 0 ≤ θ ≤ 1. Последнее равенство справедливо в силу непрерывности

функции P (x, y) и следует из теоремы о среднем значении для интеграла

Римана по отрезку [ξ, ξ + ∆ξ]. При ∆ξ → 0 правая часть стремится к

P (ξ, η). Поэтому существует

∂U

∂ξ
(ξ, η) = lim

∆ξ→0

U(ξ +∆ξ, η)− U(ξ, η)

∆ξ
= P (ξ, η).

Аналогично доказываем, что

∂U

∂η
(ξ, η) = Q(ξ, η).
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Наконец, поскольку функции P (ξ, η) и Q(ξ, η) непрерывны в G, то функ-

ция U(ξ, η) непрерывно дифференцируема в G.

Замечание 1. В условии теоремы 1 не требуется, чтобы кривая Γ

была контуром, т. е. эта кривая не обязана быть простой.

Замечание 2. При доказательстве достаточности было показано, что

из равенства нулю криволинейного интеграла II рода вдоль любой замк-

нутой кривой следует, что интеграл не зависит от кривой, а только лишь

от начальной и конечной ее точек. Обратное утверждение, очевидно, так-

же имеет место, т. е. если интеграл не зависит от кривой, соединяющей

начальную и конечную точки, то по замкнутой кривой он равен нулю.

Замечание 3. При доказательстве достаточности была построена та-

кая функция U , что dU = P dx + Qdy, где заданные функции P (x, y) и

Q(x, y) удовлетворяют условию (23.3). Ясно, что задача нахождения этой

функции U является двухмерным аналогом задачи нахождения первооб-

разной в одномерном случае. Напомним, что в одномерном случае было

показано, что для любой непрерывной функции f ее первообразная F

может быть записана в виде интеграла с переменным верхним пределом

F (x) =

∫ x

a

f(t) dt.

Полученная нами формула

U(ξ, η) =

∫

γ

P (x, y) dx+Q(x, y) dy (γ : (ξ0, η0)→ (ξ, η))

является аналогом указанной выше формулы из одномерного случая для

случая функции двух переменных. Следует, однако, отметить, что в про-

странстве R2 уже не для каждой пары непрерывных функций P и Q

найдется соответствующая функция U . Пример таких функций P и Q

приведем ниже. Мы доказали, что функция U существует, если функции

(P,Q) удовлетворяют условию (23.3).

Замечание 4. Можно показать, что условие (23.3) эквивалентно усло-

вию равенства нулю интеграла по любому кусочно гладкому контуру, т. е.

можно рассматривать лишь простые кривые.
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Замечание 5. Теорема 1 не дает практических рекомендаций для

выяснения вопроса о потенциальности поля (P,Q), так как на практике

условие (23.3) проверяется трудно.

Следующая теорема в частном случае содержит условие, легко прове-

ряемое с практической точки зрения.

Теорема 2. Пусть поле (P (x, y), Q(x, y)) непрерывно дифференцируе-

мо в области G ⊂ R2. Для того чтобы оно было потенциальным, необ-

ходимо, а если область G односвязна, то и достаточно, чтобы было

выполнено равенство

∂Q

∂x
(x, y) =

∂P

∂y
(x, y) ((x, y) ∈ G). (23.4)

Доказательство. Необходимость. Пусть поле (P,Q) потенциаль-

ное, т. е. пусть существует такая функция U , что

P (x, y) =
∂U

∂x
(x, y), Q(x, y) =

∂U

∂y
(x, y) ((x, y) ∈ G).

Поскольку функции P и Q непрерывно дифференцируемы и

∂P

∂y
(x, y) =

∂2U

∂x∂y
(x, y),

∂Q

∂x
(x, y) =

∂2U

∂y∂x
(x, y),

то, в силу равенства смешанных производных функции U , которое сле-

дует из теоремы Шварца, получаем, что справедиво равенство (23.4).

Достаточность. Пусть область G односвязна. Возьмем произволь-

ный кусочно гладкий контур Γ ⊂ G и обозначим через Ω область, огра-

ниченную этим контуром. Тогда, по формуле Грина, получим

∫

Γ

P dx+Qdy =

∫ ∫

Ω

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy.

Отсюда, в силу условия (23.4), следует, что по произвольному кусочно

гладкому контуру Γ ⊂ G справедливо равенство
∫

Γ

P dx+Qdy = 0.
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С учетом замечания 4, из этого равенства следует, что поле (P,Q) явля-

ется потенциальным.

В заключение рассмотрим пример, показывающий, что условие од-

носвязности в теореме 2 нельзя отбросить. Этот же пример показывает,

что не для любых непрерывных (и даже непрерывно дифференцируемых)

функций P и Q существует такая функция U , что dU = P dx+Qdy.

Пример. Пусть P (x, y) = − y
x2+y2 , Q(x, y) = x

x2+y2 ((x, y) 6= (0, 0)).

Функции P и Q удовлетворяют условию (23.4) в области G ≡ R2 \{(0, 0)},
так как

∂P

∂y
=
∂Q

∂x
=

y2 − x2
(x2 + y2)

2 .

Вместе с тем поле (P,Q) не является потенциальным, так как в противном

случае было бы выполнено условие (23.3). Мы же покажем, что
∫
Γ
P dx+

Qdy 6= 0, где Γ – окружность x = cos t, y = sin t (0 ≤ t ≤ 2π). Имеем

∫

Γ

P dx+Qdy =

∫ 2π

0

[(− sin t)(− sin t) + cos t cos t] dt = 2π 6= 0.

Таким образом, в неодносвязной области G наше поле не является по-

тенциальным. Вместе с тем так как условие (23.4) выполнено, то, в силу

теоремы 2, наше поле потенциально в любой односвязной области G, не

содержащей начала координат.



24. Поверхностные интегралы

24.1 Поверхности в трехмерном пространстве

24.1.1 Простые и почти простые поверхности

Пусть множество E ⊂ R2 замкнуто. Функция f(u, v) называется непре-

рывно дифференцируемой на E, если существует такое открытое множе-

ство G ⊃ E, что f определена на G и имеет на G непрерывные частные

производные.

Пусть ограниченная область Ω ⊂ R2, а функции ϕ(u, v), ψ(u, v), χ(u, v)

непрерывно дифференцируемые на замкнутой области Ω = Ω∪∂Ω. Отоб-

ражение F : Ω→ R3

F : x = ϕ(u, v), y = ψ(u, v), z = χ(u, v)
(
(u, v) ∈ Ω

)

называется непрерывно дифференцируемым отображением замкнутой об-

ласти Ω в пространство R3. Если при этом в каждой точке (u, v) ∈ Ω ранг

матрицы 


∂ϕ
∂u (u, v)

∂ψ
∂u (u, v)

∂χ
∂u (u, v)

∂ϕ
∂v (u, v)

∂ψ
∂v (u, v)

∂χ
∂v (u, v)




равен 2, то отображение F называется гладким.

Пусть отображение F : Ω → R3 гладкое. Если это отображение мно-

жества Ω ⊂ R2 на множество Σ = F
(
Ω
)

взаимно однозначное, то множе-

ство Σ ⊂ R3 называют простой поверхностью в R3. При этом уравнения

x = ϕ(u, v), y = ψ(u, v), z = χ(u, v)
(
(u, v) ∈ Ω

)
называют параметриче-

скими уравнениями простой поверхности Σ.

Если γ = ∂Ω – кусочно гладкая кривая, то образ этой кривой при

гладком отображении F : Ω→ R3 называют краем простой поверхности

239
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Σ и обозначают ∂Σ, т. е. ∂Σ = F (∂Ω). Если γ : u = u(t), v = v(t)

(α ≤ t ≤ β), то

∂Σ : x = ϕ(u(t), v(t)), y = ψ(u(t), v(t)), z = χ(u(t), v(t)) (α ≤ t ≤ β),

т. е. ∂Σ – кривая в R3.

Если функция f(x, y) непрерывно дифференцируема на замкнутой об-

ласти Ω ⊂ R2, то ее график {(x, y, z) : z = f(x, y)} является простой по-

верхностью, определяемой параметрическими уравнениями x = u, y = v,

z = f(u, v)
(
(u, v) ∈ Ω

)
. Действительно, в этом случае матрица




∂x
∂u

∂y
∂u

∂z
∂u

∂x
∂v

∂y
∂v

∂z
∂v


 =




1 0 ∂f
∂u

0 1 ∂f
∂v




имеет ранг, равный 2.

В векторной форме уравнение простой поверхности можно записать в

следующем виде:

r = r(u, v)
(
(u, v) ∈ Ω

)
,

где

r(u, v) = ϕ(u, v) · i+ ψ(u, v) · j + χ(u, v) · k,

а i, j, k – единичные векторы в R3, т. е. i = (1, 0, 0), j = (0, 1, 0), k = (0, 0, 1).

Пусть область Ω ⊂ R2, F : Ω→ R3 – непрерывно дифференцируемое

отображение. Множество Σ = F
(
Ω
)

называется почти простой поверх-

ностью в R3, если найдется расширяющая последовательность областей

{Ωn}, таких, что Ωn ⊂ Ωn+1, Ω = ∪∞n=1Ωn и поверхности Σn = F
(
Ωn
)

простые. Например, сфера SR =
{
(x, y, z) : x2 + y2 + z2 = R2

}
не являет-

ся простой поверхностью, но она – почти простая поверхность. В самом

деле, SR является образом прямоугольника

Ω =
{
(ϕ,ψ) : 0 ≤ ϕ ≤ 2π, −π

2
≤ ψ ≤ π

2

}

при непрерывно дифференцируемом отображении

F : x = R cosϕ cosψ, y = R sinϕ cosψ, z = R sinψ,
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но это отображение F : Ω → SR не является взаимно однозначным,

так как образы отрезков ϕ = 0 и ϕ = 2π совпадают, а отрезки ψ = ±π
2

переходят в точки. В качестве Ωn можно взять

Ωn =

{
(ϕ,ψ) :

1

n
< ϕ < 2π − 1

n
, −π

2
+

1

n
< ψ <

π

2
− 1

n

}
.

Если Σ – простая поверхность, заданная уравнением

r = r(u, v) = ϕ(u, v) · i+ ψ(u, v) · j + χ(u, v) · k
(
(u, v) ∈ Ω

)
,

а функции u = u (u′, v′), v = v (u′, v′) (u′, v′) ∈ Ω′ непрерывно дифферен-

цируемые и взаимно однозначно отображают Ω
′
на Ω, причем якобиан

∂(u, v)

∂ (u′, v′)
=

∣∣∣∣∣∣∣

∂u
∂u′

∂u
∂v′

∂v
∂u′

∂v
∂v′

∣∣∣∣∣∣∣
6= 0

(
(u′, v′) ∈ Ω

′)
,

то уравнение

ρ = r (u (u′, v′) , v (u′, v′)) = ρ (u′, v′)
(
(u′, v′) ∈ Ω

′)

определяет ту же самую поверхность Σ. В этом случае говорят, что урав-

нения r = r(u, v) и ρ = ρ (u′, v′) являются двумя различными параметри-

ческими представлениями поверхности Σ (или двумя различными пара-

метризациями поверхности Σ).

Предположим, что простая поверхность Σ задана уравнением r =

r(u, v)
(
(u, v) ∈ Ω

)
, где Ω – выпуклая область. Если зафиксировать u = u0,

то уравнение r = r (u0, v) (α (u0) ≤ v ≤ β (u0)) определяет кривую, лежа-

щую на поверхности Σ. Ясно, что вектор-функция r = r (u0, v) является

непрерывно дифференцируемой функцией переменной v, т. е. получен-

ная кривая – гладкая. Поэтому у этой кривой в каждой точке v0 имеется

касательный вектор, который, как известно, может быть вычислен сле-

дующим образом:

rv (u0, v0) =

(
∂ϕ

∂v
(u0, v0) ,

∂ψ

∂v
(u0, v0) ,

∂χ

∂v
(u0, v0)

)
.

Аналогично, вектор

ru (u0, v0) =

(
∂ϕ

∂u
(u0, v0) ,

∂ψ

∂u
(u0, v0) ,

∂χ

∂u
(u0, v0)

)
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является касательным в точке (ϕ (u0, v0) , ψ (u0, v0) , χ (u0, v0)) = r (u0, v0)

к кривой r (u, v0). Таким образом, в каждой точке r (u0, v0) поверхности

Σ определена пара касательных векторов ru (u0, v0) и rv (u0, v0) к кривым

r (u, v0) и r (u0, v), соответственно, причем оба эти векторы ненулевые. В

самом деле, если хотя бы один из этих векторов нулевой, то ранг рассмот-

ренной выше матрицы не может равняться 2.

В более общем случае, когда область Ω не является выпуклой, а точка

(u0, v0) ∈ Ω, то выбирают выпуклую окрестность точки (u0, v0) (напри-

мер, круг с центром в точке (u0, v0)) и на куске поверхности Σ в точке

r (u0, v0) строят векторы ru (u0, v0) и rv (u0, v0).

Построенные векторы ru и rv позволяют строить касательную плос-

кость к поверхности Σ в заданной точке r (u0, v0). В самом деле, если

покажем, что векторы ru (u0, v0) и rv (u0, v0) неколлинеарны, то учиты-

вая, что они ненулевые, получим, что они определяют некоторую плос-

кость. Тогда параллельную плоскость, проходящую через точку r (u0, v0),

называют касательной плоскостью к поверхности Σ в точке r (u0, v0).

Чтобы убедиться в том, что векторы ru и rv неколлинеарны, доста-

точно показать, что их векторное произведение отлично от нуля. Имеем

N ≡ [ru, rv] =

[
∂ϕ

∂u
· i+ ∂ψ

∂u
· j + ∂χ

∂u
· k, ∂ϕ

∂v
· i+ ∂ψ

∂v
· j + ∂χ

∂v
· k
]
=

=

(
∂ψ

∂u

∂χ

∂v
− ∂χ

∂u

∂ψ

∂v

)
· i+

(
∂χ

∂u

∂ϕ

∂v
− ∂ϕ

∂u

∂χ

∂v

)
· j +

(
∂ϕ

∂u

∂ψ

∂v
− ∂ψ

∂u

∂ϕ

∂v

)
· k =

=

∣∣∣∣∣∣∣

∂ψ
∂u

∂χ
∂u

∂ψ
∂v

∂χ
∂v

∣∣∣∣∣∣∣
· i+

∣∣∣∣∣∣∣

∂χ
∂u

∂ϕ
∂u

∂χ
∂v

∂ϕ
∂v

∣∣∣∣∣∣∣
· j +

∣∣∣∣∣∣∣

∂ϕ
∂u

∂ψ
∂u

∂ϕ
∂v

∂ψ
∂v

∣∣∣∣∣∣∣
· k.

Поскольку ранг матрицы равен 2, то вектор N 6= 0, и поэтому векторы

ru и rv неколлинеарны. Как известно из курса аналитической геометрии,

вектор N = [ru, rv] ортогонален к векторам ru и rv. Этот вектор N на-

зывают вектором нормали к поверхности Σ в точке r (u0, v0). Ясно, что и

вектор −N = − [ru, rv] также будет вектором нормали к поверхности Σ в

точке r (u0, v0), противоположно направленным к вектору N .
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Данное определение нормали на первый взгляд связано с параметри-

ческим представлением r = r(u, v) поверхности Σ. Покажем, что перехо-

дя к другому параметрическому представлению ρ (u′, v′), получим вектор

нормали N ′, коллинеарный вектору N . Это и будет означать, что вектор

нормали не зависит от параметризации. Имеем

N ′ ≡ [ρu′ , ρv′ ] =

[
ru ·

∂u

∂u′
+ rv ·

∂v

∂u′
, ru ·

∂u

∂v′
+ rv ·

∂v

∂v′

]
=

= [ru, rv]

(
∂u

∂u′
∂v

∂v′
− ∂v

∂u′
∂u

∂v′

)
= [ru, rv]




∂u
∂u′

∂v
∂u′

∂u
∂v′

∂v
∂v′


 = [ru, rv]

∂(u, v)

∂ (u′, v′)
.

Таким образом, N ′ = ∂(u,v)
∂(u′,v′) · N . Но поскольку ∂(u,v)

∂(u′,v′) 6= 0, то получи-

ли, что векторы N ′ и N коллинеарны, причем они сонаправленные, если
∂(u,v)
∂(u′,v′) > 0, и противоположно направленные, если ∂(u,v)

∂(u′,v′) < 0.

24.1.2 Ориентируемые поверхности

Говорят, что гладкая поверхность Σ ориентируема, если на этой поверх-

ности можно построить непрерывное поле единичных нормальных векто-

ров. В этом случае это поле единичных нормалей определяет ориентацию

(или сторону) поверхности. Если построено непрерывное поле единичных

нормалей, то меняя направление всех нормальных векторов на противо-

положное, получаем еще одно непрерывное поле единичных нормальных

векторов. Говорят, что это поле определяет противоположную, или дру-

гую сторону поверхности.

Если гладкая поверхность простая, то на ней всегда определено непре-

рывное поле единичных нормалей n = [ru,rv ]
|[ru,rv ]| . Произвольная гладкая по-

верхность может оказаться неориентируемой, например, лист Мебиуса.

Можно доказать, что если гладкая поверхность является границей об-

ласти в R3, то она ориентируема. Ее внутренняя сторона задается полем

внутренних нормалей (т. е. направленных внутрь области), а противопо-

ложная сторона задается полем внешних нормалей, т. е. направленных во

внешнюю область.
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Границу области G, ориентированную внешними нормалями, будем

обозначать через ∂G, а ориентированную внутренними нормалями – че-

рез ∂G−. Если поверхность не является границей замкнутой области, то

будем говорить, что ориентация простой поверхности Σ, задаваемая по-

лем единичных нормалей n = [ru,rv ]
|[ru,rv ]| , согласована с положительной ори-

ентацией простых контуров, лежащих на поверхности Σ.

В общем случае будем рассматривать кусочно гладкие поверхности,

т. е. такие непрерывные поверхности, которые можно разбить на конеч-

ное число гладких поверхностей. Мы не будем формулировать точных

определений, а понимаем это на интуитивном уровне.

24.1.3 Площадь поверхности

Пусть простая поверхность задана уравнением

r = r(u, v) = (ϕ(u, v), ψ(u, v), χ(u, v)) ((u, v) ∈ Ω).

Зафиксируем (u0, v0) ∈ Ω, зададим приращение ∆u и ∆v для u0 и v0, со-

ответственно, так, чтобы прямоугольник I ≡ [u0, u0 +∆u; v0, v0 +∆v] ⊂
Ω. Образом этого прямоугольника при отображении r = r(u, v) будет

криволинейный параллелограмм на данной поверхности. Пара векторов

ru (u0, v0) ·∆u и rv (u0, v0) ·∆v будут касательными векторами к сторонам

этого криволинейного параллелограмма. Покажем, что длины сторон это-

го криволинейного параллелограмма с точностью до o(∆u) и o(∆v) равны

длинам векторов ru (u0, v0) ·∆u и rv (u0, v0) ·∆v, соответственно. В самом

деле, если зафиксировано v = v0, то образ отрезка [u0, u0 +∆u] – глад-

кая кривая в R3, задаваемая уравнением r = r (u, v0) (u0 ≤ u ≤ u0 +∆u).

Длина этой кривой равна

∫ u0+∆u

u0

√[
∂ϕ

∂u
(u, v0)

]2
+

[
∂ψ

∂u
(u, v0)

]2
+

[
∂χ

∂u
(u, v0)

]2
du =

=

∫ u0+∆u

u0

|ru (u, v0)| du = |ru (u0 + θ∆u, v0)|·∆u = |ru (u0, v0)|·∆u+o(∆u),
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где 0 ≤ θ ≤ 1, и считаем, что ∆u > 0.

Аналогично можно показать, что длина другой стороны криволиней-

ного параллелограмма равна |rv (u0, v0)| ·∆v + o(∆v).

Таким образом, естественно считать, что площадь криволинейного па-

раллелограмма приближенно равна площади ∆S параллелограмма, по-

строенного на векторах ru ·∆u и rv ·∆v. Найдем эту площадь. Для этого

обзначим

|ru (u0, v0)|2 = (ru, ru) ≡ E, |rv (u0, v0)|2 = (rv, rv) ≡ G, (ru, rv) ≡ F.

Тогда получим, что

∆S = |[ru ·∆u, rv ·∆v]| = ∆u∆v |[ru, rv]| .

Но поскольку для двух любых векторов a и b справедливы равенства

|(a, b)| = |a| · |b| · | cos(â, b)| и |[a, b]| = |a| · |b| · | sin(â, b)|, то |[a, b]|2 = |a|2|b|2−
|(a, b)|2. Значит,

|[ru, rv]|2 = |ru|2 |rv|2 − |(ru, rv)|2 = EG− F 2,

и тогда

∆S =
√
EG− F 2∆u∆v.

Замечание. Выше было показано, что в любой точке (u, v) ∈ Ω век-

торы ru и rv неколлинеарны, т. е. [ru, rv] 6= 0. Поэтому и в любой точке

области Ω имеем EG− F 2 = |[ru, rv]|2 > 0.

Определение. Выражение dS =
√
EG− F 2 dudv называется элемен-

том площади поверхности. Площадь поверхности Σ определяется фор-

мально равенством

S(Σ) =

∫ ∫

Ω

dS =

∫ ∫

Ω

√
EG− F 2 dudv.

Такое определение оправдано приведенными выше эвристическими

рассуждениями. С практической точки зрения для вычисления площа-

ди поверхности находим

E = (ru, ru) = (ϕui+ ψuj + χuk, ϕui+ ψuj + χuk) = ϕ2u + ψ2u + χ2u,
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G = ϕ2v + ψ2v ,+χ
2
v, F = ϕuϕv + ψuψv + χuχv,

и тогда площадь S(Σ) поверхности Σ равна
∫ ∫

Ω

√
(ϕ2u + ψ2u + χ2u) (ϕ

2
v + ψ2v + χ2v)− (ϕuϕv + ψuψv + χuχv)

2
dudv.

Свойства площади поверхности.

1. Площадь S(Σ) не зависит от параметризации поверхности Σ.

Доказательство. Если два параметрических представления поверх-

ности ρ = ρ (u′, v′) ((u′, v′) ∈ Ω′) и r = r(u, v) ((u, v) ∈ Ω), то u = u (u′, v′) ,

v = v (u′, v′) ∈ C1(Ω′) и ∂(u,v)
∂(u′,v′) 6= 0 ((u′, v′) ∈ Ω′). Поэтому

∫ ∫

Ω′
|[ρu′ , ρv′ ]| du′dv′ =

∫ ∫

Ω′
|[ru, rv]|

∣∣∣∣
∂ (u, v)

∂ (u′, v′)

∣∣∣∣ du′dv′ =

=

∫ ∫

Ω

|[ru, rv]| dudv.

При этом мы воспользовались равенством

[ρu′ , ρv′ ] = [ru, rv]
∂(u, v)

∂ (u′, v′)
((u′, v′) ∈ Ω′) ,

которое было получено ранее.

2. Если Σ – плоская измеримая по Жордану область Ω, заданная урав-

нениями x = u, y = v, z = 0 ((u, v) ∈ Ω), то площадь поверхности Σ

совпадает с мерой Жордана плоской области Ω.

Доказательство. Поскольку r = r(u, v) = (u, v, 0), ru = (1, 0, 0),

rv = (0, 1, 0), E = (ru, ru) = 1, G = (rv, rv) = 1, F = (ru, rv) = 0, то

S(Σ) =

∫ ∫

Ω

√
EG− F 2 dudv =

∫ ∫

Ω

dudv = m(Ω).

3. Если поверхность задана как график непрерывно дифференцируе-

мой на замкнутой области Ω функции f(x, y), т. е.

Σ =
{
(x, y, z) ∈ R3 : z = f(x, y), (x, y) ∈ Ω

}
,

то

S(Σ) =

∫ ∫

Ω

√
1 + (f ′x)

2
+
(
f ′y
)2
dxdy.
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Доказательство. Имеем

r = r(u, v) = (u, v, f(u, v)) ((u, v) ∈ Ω), ru = (1, 0, f ′u) , rv = (0, 1, f ′v) ,

E = (ru, ru) = 1 + (f ′u)
2
, G = 1 + (f ′v)

2
, F = f ′uf

′
v,

EG− F 2 =
(
1 + (f ′u)

2
)(

1 + (f ′v)
2
)
− (f ′u)

2
(f ′v)

2
= 1 + (f ′u)

2
+ (f ′v)

2
.

Отсюда сразу следует требуемое равенство.

4. Площадь поверхности аддитивна относительно поверхности.

Это свойство является следствием свойства аддитивности двойного

интеграла относительно области интегрирования.

Площадь почти простой поверхности. Выше мы определили по-

чти простую поверхность Σ как образ замыкания области Ω при отоб-

ражении r = r(u, v), таком, что найдется последовательность областей

Ωn ⊂ Ωn+1, Ω = ∪∞n=1Ωn, где поверхности Σn – образы областей Ωn – про-

стые. Естественно под площадью почти простой поверхности понимать

следующую величину –

S(Σ) = lim
n→∞

S (Σn) =

= lim
n→∞

∫ ∫

Ωn

√
EG− F 2 dudv =

∫ ∫

Ω

√
EG− F 2 dudv,

где интеграл справа понимается как несобственный в определенном по-

следним равенством смысле. Если область Ω измерима по Жордану, а

функция
√
EG− F 2 ограниченная на Ω, то последний интеграл является

двойным интегралом Римана по Ω.

Упражнение. Доказать, что EG− F 2 = A2 +B2 + C2, где

A =

∣∣∣∣∣
ψu χu

ψv χv

∣∣∣∣∣ , B =

∣∣∣∣∣
χu ϕu

χv ϕv

∣∣∣∣∣ , C =

∣∣∣∣∣
ϕu ψu

ϕv ψv

∣∣∣∣∣ ,

т. е. A, B, C – миноры матрицы

(
ϕu ψu χu

ϕv ψv χv

)
.
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Отсюда получаем еще одну формулу для вычисления площади –

S(Σ) =

∫ ∫

Ω

√
A2 +B2 + C2 dudv.

24.2 Поверхностные интегралы первого рода

Пусть Σ – простая поверхность, заданная уравнением r = r(u, v) ((u, v) ∈
Ω). Далее, пусть на поверхности Σ задана непрерывная функция F (x, y, z).

Поверхностным интегралом I рода от функции F по поверхности Σ будем

называть такой интеграл:

∫ ∫

Σ

F dS ≡
∫ ∫

Σ

F (x, y, z) dS =

=

∫ ∫

Ω

F (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) |[ru, rv]| dudv =

=

∫ ∫

Ω

F (x(u, v), y(u, v), z(u, v))
√
EG− F 2 dudv.

Определенный таким образом поверхностный интеграл I рода не за-

висит от способа параметризации поверхности Σ. Это доказывается точно

так же, как было доказано, что площадь поверхности не зависит от спо-

соба ее параметризации. Аддитивность поверхностного интеграла I рода

вытекает из аддитвности двойного интеграла. (Докажите эти свойства

самостоятельно.)

Физическая интерпретация поверхностного интеграла I ро-

да. Если F (x, y, z) ≥ 0 на Σ, то функцию F можно интерпретировать

как плотность материальной поверхности Σ. Пусть {Ωi}ni=1 – произволь-

ное разбиение области Ω. Ему соответствует разбиение поверхности Σ на

{Σi}ni=1. По теореме о среднем для двойного интеграла имеем

S (Σi) =

∫ ∫

Ωi

|[ru, rv]| dS = |[ru, rv]|im (Ωi) ,
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где |[ru, rv]|i – значение функции |[ru, rv]| в некоторой точке (ui, vi) ∈ Ωi.

Тогда масса поверхности Σ приближенно равна

M ≈
n∑

i=1

F (xi, yi, zi)S (Σi) =

=
n∑

i=1

F (x (ui, vi) , y (xi, vi) , z (ui, vi)) |[ru, rv]|im (Ωi) .

Точное значение массы M(Σ) определяется как предел сумм в правой

части при стремлении к нулю диаметра разбиения области Ω. С другой

стороны, этот предел, по определению двойного интеграла, равен
∫ ∫

Ω

F (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) |[ru, rv]| dudv.

Таким образом,
∫ ∫

Σ
F dS можно интерпретировать как массу поверхно-

сти Σ, где F – плотность распределения массы.

Упражнение. Показать, что в случае, когда поверхность Σ представ-

ляет собой график дифференцируемой функции z = f(x, y) ((x, y) ∈ Ω),

то ∫ ∫

Σ

F dS =

∫ ∫

Ω

F (x, y, f(x, y))

√
1 + (f ′x)

2
+
(
f ′y
)2
dxdy.

Пример. Вычислить поверхностный интеграл

I ≡
∫ ∫

Σ

√
x2

a4
+
y2

b4
+
z2

c4
dS,

где Σ – поверхность эллипсоида x2

a2 + y2

b2 + z2

c2 = 1.

Параметрическое представление эллипсоида можно записать в следу-

ющем виде: x = a cosϕ sin θ, y = b sinϕ sin θ, z = c cos θ, где 0 ≤ ϕ ≤
2π, 0 ≤ θ ≤ π. Тогда получим:

rϕ = (−a sinϕ sin θ, b cosϕ sin θ, 0), rθ = (a cosϕ cos θ, b sinϕ cos θ,−c sin θ),

E = (rϕ, rϕ) = a2 sin2 ϕ sin2 θ + b2 cos2 ϕ sin2 θ,

G = (rθ, rθ) = a2 cos2 ϕ cos2 θ + b2 sin2 ϕ cos2 θ + c2 sin2 θ,
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F = (rϕ, rθ) = −a2 sinϕ cosϕ sin θ cos θ + b2 sinϕ cosϕ sin θ cos θ,

EG− F 2 =
(
a2 sin2 ϕ sin2 θ + b2 cos2 ϕ sin2 θ

)
×

×
(
a2 cos2 ϕ cos2 θ + b2 sin2 ϕ cos2 θ + c2 sin2 θ

)
−

−
(
−a2 sinϕ cosϕ sin θ cos θ + b2 sinϕ cosϕ sin θ cos θ

)2
=

= a2b2c2 sin2 θ

[
cos2 θ

c2
+

sin2 ϕ sin2 θ

b2
+

cos2 ϕ sin2 θ

a2

]
,

dS =
√
EG− F 2 = abc sin θ

√
cos2 ϕ sin2 θ

a2
+

sin2 ϕ sin2 θ

b2
+

cos2 θ

c2
dϕdθ.

Подынтегральная функция равна

F (x, y, z) =

√
x2

a4
+
y2

b4
+
z2

c4
=

√
cos2 ϕ sin2 θ

a2
+

sin2 ϕ sin2 θ

b2
+

cos2 θ

c2
.

Поэтому имеем

I = abc

∫ 2π

0

dϕ

∫ π

0

dθ sin θ

(
cos2 ϕ sin2 θ

a2
+

sin2 ϕ sin2 θ

b2
+

cos2 θ

c2

)
=

=
4

3
πabc

(
1

a2
+

1

b2
+

1

c2

)
.

24.3 Поверхностные интегралы второго рода

Пусть в некоторой окрестности простой поверхности Σ задано непрерыв-

ное векторное поле

a(x, y, z) = (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)).

Ориентируем поверхность Σ непрерывным полем единичных нормалей

n = n(x, y, z) = (nx(x, y, z), ny(x, y, z), nz(x, y, z)) ,

где nx, ny и nz – скалярные функции – проекции вектора n на оси x, y и z,

соответственно. Заметим, что для простой поверхности Σ существуют два
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различных непрерывных векторных поля единичных нормалей n(x, y, z)

и −n(x, y, z). Фиксируя одно из них, мы тем самым выбираем сторону

поверхности Σ. Спроектируем в каждой точке поверхности Σ вектор a

на вектор нормали n. Тогда на поверхности Σ будет определена функция

(a, n) = F (x, y, z). Заметим, что при переходе к противоположной стороне

поверхности вектор нормали меняет знак, а значит, и функция F (x, y, z)

меняет знак на противоположный.

Определение. Потоком вектор-функции a(x, y, z) через ориентиро-

ванную поверхность Σ называется поверхностный интеграл I рода
∫ ∫

Σ

(a, n) dS =

∫ ∫

Σ

F (x, y, z) dS.

Этот интеграл называют также поверхностным интегралом II рода.

В наших обозначениях n = (nx, ny, nz), где nx, ny и nz – проекции

вектора n на оси x, y и z, т. е. nx = cos (n̂, x), ny = cos (n̂, y) и nz = cos (n̂, z)

– направляющие косинусы нормального единичного вектора. Поэтому
∫ ∫

Σ

(a, n) dS =

∫ ∫

Σ

[P · cos (n̂, x) +Q · cos (n̂, y) +R · cos (n̂, z)] dS.

Еще одно часто используемое обозначение поверхностного интеграла

II рода имеет такой вид:
∫ ∫

Σ

P dydz +Qdzdx+Rdxdy ≡
∫ ∫

Σ

(a, n) dS.

Смысл этого обозначения становится понятным, если простая поверх-

ность Σ задана в параметрическом виде r = r(u, v), где (u, v) ∈ Ω. Тогда,

как было показано выше, вектор нормали N = [ru, rv], а поле единич-

ных нормалей может быть записано в виде n = N
|N | . Поэтому, согласно

определению поверхностного интеграла,

∫ ∫

Σ

(a, n) dS =

∫ ∫

Ω

(
a,

N

|N |

)
|[ru, rv]| dudv =

=

∫ ∫

Ω

(a,N) dudv =

∫ ∫

Ω

(a, ru, rv) dudv.
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Под знаком последенего интеграла стоит смешанное произведение трех

векторов a, ru и rv. Как известно, в координатной форме его можно за-

писать так:

(a, ru, rv) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

P Q R

xu yu zu

xv yv zv

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= P

∣∣∣∣∣
yu zu

yv zv

∣∣∣∣∣+Q

∣∣∣∣∣
zu xu

zv xv

∣∣∣∣∣+R

∣∣∣∣∣
xu yu

xv yv

∣∣∣∣∣ .

Поэтому
∫ ∫

Σ

(a, n) dS =

∫ ∫

Ω

[
P
∂(y, z)

∂(u, v)
+Q

∂(z, x)

∂(u, v)
+R

∂(x, y)

∂(u, v)

]
dudv.

Если dy = y′u du + y′v dv и dz = z′u du + z′v dv понимать как разложение

векторов dy и dz по векторам du и dv с компонентами y′u, y
′
v и z′u, z

′
v,

соответственно, то

[dy, dz] = [y′u du+ y′v dv, z
′
u du+ z′v dv] =

= (y′uz
′
v − y′vz′u) [du, dv] =

∂(y, z)

∂(u, v)
[du, dv] .

Тем самым оправдано обозначение
∫ ∫

Σ

P dydz +Qdzdx+Rdxdy =

∫ ∫

Σ

(a, n) dS =

=

∫ ∫

Ω

[
P
∂(y, z)

∂(u, v)
+Q

∂(z, x)

∂(u, v)
+R

∂(x, y)

∂(u, v)

]
dudv.

Следует понимать, что в выражениях типа dxdy нельзя менять местами

символы dx и dy. Точнее, dxdy = −dydx. Это равенство означает, что

∂(x, y)

∂(u, v)
dudv = −∂(y, x)

∂(u, v)
dudv,

которое, в свою очередь, следует из свойств определителей.

Окончательно, выпишем формулу, которая на практике дает возмож-

ность сводить вычисление поверхностных интегралов II рода к вычисле-

нию двойных интегралов
∫ ∫

Σ

P (x, y, z) dydz +Q(x, y, z) dzdx+R(x, y, z) dxdy =
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=

∫ ∫

Ω

[
P (x(u, v), y(u, v), z(u, v))

∂(y, z)

∂(u, v)
+

+ Q(x(u, v), y(u, v), z(u, v))
∂(z, x)

∂(u, v)
+R(x(u, v), y(u, v), z(u, v))

∂(x, y)

∂(u, v)

]
dudv.

При этом в левой части интеграл берется по той стороне поверхности

Σ, которая ориентирована нормалями n = [ru,rv ]
|[ru,rv ]| . По противоположной

стороне поверхности Σ поверхностный интеграл II рода будет иметь про-

тивоположный знак.

Пример. Вывести формулу для вычисления поверхностного интегра-

ла II рода ∫ ∫

Σ

P dydz +Qdzdx+Rdxdy

в случае, когда поверхность Σ задана как график функции z = z(x, y)

((x, y) ∈ Ω), а интеграл берется по верхней стороне поверхности Σ.

Запишем параметрическое представление поверхности Σ в виде x = u,

y = v, z = z(u, v) ((u, v) ∈ Ω). Имеем ru = (1, 0, z′u), rv = (0, 1, z′v),

N = [ru, rv] =

∣∣∣∣∣∣∣∣

i j k

1 0 z′u

0 1 z′v

∣∣∣∣∣∣∣∣
= −z′u · i− z′v · j + k.

Поскольку коэффициент при k в разложении вектора N равен 1, то это

означает, что вектор нормали

n =
1√

(z′u)
2
+ (z′v)

2
+ 1

(−z′u · i− z′v · j + k)

направлен вверх, т. е. поле нормалей n ориентирует верхнюю сторону

данной поверхности. Далее, имеем

dydz =
∂(y, z)

∂(u, v)
dudv =

∣∣∣∣∣
0 z′u

1 z′v

∣∣∣∣∣ dudv = −z′u dudv,

dzdx =
∂(z, x)

∂(u, v)
dudv =

∣∣∣∣∣
z′u 1

z′v 0

∣∣∣∣∣ dudv = −z′v dudv,
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dxdy =
∂(x, y)

∂(u, v)
dudv =

∣∣∣∣∣
1 0

0 1

∣∣∣∣∣ dudv = dudv.

Таким образом, ∫ ∫

Σ

P dydz +Qdzdx+Rdxdy =

=

∫ ∫

Ω

[P (u, v, z(u, v)) (−z′u) +Q(u, v, z(u, v)) (−z′v) +R(u, v, z(u, v))] dudv.

Пример. Вичислить
∫ ∫

Σ
z2 dxdy по внешности полусферы x2 + y2 +

z2 = 1, z ≥ 0. Здесь P (x, y, z) ≡ Q(x, y, z) ≡ 0, R(x, y, z) = z2, z =√
1− x2 − y2.
Согласно полученной формуле,

∫ ∫

Σ

z2 dxdy =

∫ ∫

u2+v2≤1

(
1− u2 − v2

)
dudv =

=

∫ 2π

0

dϕ

∫ 1

0

r
(
1− r2

)
dr = 2π

(
1

2
− 1

4

)
=
π

2
.



25. Элементы теории поля

Введем в рассмотрение следующий символический оператор ∇:

∇ = i
∂

∂x
+ j

∂

∂y
+ k

∂

∂z
,

где i, j, k – набор стандартных базисных векторов в R3. Его называют

оператором Гамильтона. С помощью этого опрератора удобно записывать

различные операции дифференциального исчисления векторного анали-

за, если с оператором ∇ обращаться как с обычным вектором, но с неко-

торыми оговорками, которые мы поясним на примерах.

Если в некоторой области Ω ⊂ R3 задана функция f : Ω → R, то

говорят, что на Ω задано скалярное поле f . Как известно, функция f

(или скалярное поле f) называется дифференцируемой в точке M0 ∈ Ω,

если существует такой вектор c, что

f(M)− f (M0) =

= c1 (x− x0) + c2 (y − y0) + c3 (z − z0) + o
(∣∣M0,M

∣∣) (M →M0) , (25.1)

где обозначено M = (x, y, z), M0 = (x0, y0, z0), c = (c1, c2, c3). Известно

также, что в этом случае

c1 =
∂f

∂x
(M0) , c2 =

∂f

∂y
(M0) , c3 =

∂f

∂z
(M0) .

Линейную часть справа в (25.1) можно записать в виде (M −M0, c), где

c = ic1 + jc2 + kc3 = i
∂f

∂x
(M0) + j

∂f

∂y
(M0) + k

∂f

∂z
(M0) = ∇f (M0) .

В этой записи под действием оператора ∇ на скалярную функцию f в

точке M0 понимается вектор

i
∂f

∂x
(M0) + j

∂f

∂y
(M0) + k

∂f

∂z
(M0) .

255
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Если b = (b1, b2, b3) – произвольный вектор, то запись b∇ будет обо-

значать дифференциальный оператор, определенный равенством

b∇ = (b,∇) = b1
∂

∂x
+ b2

∂

∂y
+ b3

∂

∂z
.

Тогда линейная часть справа в (25.1) может быть записана так:

(M −M0, c) = (M −M0,∇f (M0)) = (M −M0,∇) f (M0) .

Таким образом, равенство (25.1) можно переписать в следующем виде:

f(M)− f (M0) = (M −M0,∇) f (M0) + o
(∣∣M0,M

∣∣) (M →M0) .

Сформулируем описанные правила обращения с оператором ∇.

1. Если оператор ∇ применяется к функции (т. е. если справа от ∇
записана функция f), то

∇f = i
∂f

∂x
+ j

∂f

∂y
+ k

∂f

∂z
,

т. е. результатом действия оператора ∇ на функцию f является вектор-

функция.

2. Если вектор b умножается на ∇ (в этом случае он записывается

слева от ∇), то действуем как при обычном скалярном произведении двух

векторов –

b∇ = (b,∇) = b1
∂

∂x
+ b2

∂

∂y
+ b3

∂

∂z
.

Результатом является дифференциальный оператор, а результатом дей-

ствия этого дифференциального оператора на скалярное поле f (т. е. на

скалярную функцию f) является функция

(b∇)f = b1
∂f

∂x
+ b2

∂f

∂y
+ b3

∂f

∂z
.

При этом запись (b∇)f (M0) обозначает значение этой функции в точ-

ке M0.

Упражнение. Покажите, что производная дифференцируемого ска-

лярного поля f в точке M0 по направлению единичного вектора l равна

∂f

∂l
(M0) = (l∇)f (M0) .
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25.1 Векторные поля. Дивергенция и вихрь

Пусть в каждой точке области Ω ⊂ R3 задан вектор a = (a1, a2, a3). В

этом случае говорят, что на Ω задано векторное поле.

Задание векторного поля равносильно заданию трех скалярных функ-

ций a1(x, y, z), a2(x, y, z) и a3(x, y, z), т. е. трех скалярных полей.

Говорят, что векторное поле a дифференцируемо в точке M0, если

существует такое линейное отображение A, что

a(M)− a (M0) = A (M −M0) + o
(∣∣M0,M

∣∣) (M →M0) .

В координатной записи это равенство имеет такой вид (i = 1, 2, 3):

ai(M)− ai (M0) = Ai,1 (x− x0) +Ai,2 (y − y0) +Ai,3 (z − z0) + o
(∣∣M0,M

∣∣)

при M → M0, где M = (x, y, z), M0 = (x0, y0, z0), Ai,j – компоненты мат-

рицы линейного отображения A. Последнее равенство можно переписать

в таком виде:

ai(M)− ai (M0) = (M −M0,∇) ai (M0) + o
(∣∣M0,M

∣∣) (M →M0) ,

или в векторной форме

a(M)− a (M0) = (M −M0,∇) a (M0) + o
(∣∣M0,M

∣∣) (M →M0) . (25.2)

Справа в (25.2) дифференциальный оператор (M −M0,∇) применяется

к вектору a, т. е. к каждой его компоненте применяется один и тот же

оператор.

Определение. Пусть в области Ω ⊂ R3 определено векторное поле

a(M) = (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)).

Дивергенцией поля a называется следующая скалярная функция:

div a = (∇, a) = ∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z
.
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Вихрем векторного поля a называется следующая векторная функция:

rot a = [∇, a] =




i j k

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q R


 =

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z
,
∂P

∂z
− ∂R

∂x
,
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
.

Можно доказать, что div a не зависит от системы координат, а rot a

зависит лишь от ориентации системы координат.

Итак, с оператором ∇ можно формально обращаться как с обычным

вектором. Если функция или вектор записаны слева от ∇, то действия

производятся по обычным правилам векторной алгебры. В результате та-

кой операции получается новый дифференциальный оператор. Если же

функция или вектор записаны справа от ∇, то в этом случае оператор ∇
действует как дифференциальный оператор.

Пример 1. Покажем, что div rot a = 0.

Действительно,

div rot a = (∇, [∇, a]) = (∇,∇, a) = 0.

Пример 2. Справедливо равенство

rot grad f = [∇,∇f ] = [∇,∇]f = 0.

Упражнение. Проверьте справедливость этих двух равенств в коор-

динатной записи.

25.2 Формула Остроградского – Гаусса

Так называется аналог формулы Грина в трехмерном пространстве. Фор-

мула Грина связывает двойной интеграл по некоторой области в R2 с

криволинейным интегралом по границе этой области. Формула Остро-

градского – Гаусса связывает тройной интеграл по некоторой области в
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R3 с поверхностным интегралом по границе этой области. Схема дока-

зательства формулы Остроградского – Гаусса также напоминает схему

доказательства формулы Грина. Сначала приведем следующее

Определение. ОбластьG ⊂ R3 называется элементарной относитель-

но оси z, если найдутся две такие кусочно непрерывно дифференцируе-

мые в некоторой области Ω ⊂ R2 функции ϕ(x, y) и ψ(x, y), что

G =
{
(x, y, z) ∈ R3 : ϕ(x, y) ≤ z ≤ ψ(x, y),

(
(x, y) ∈ Ω

)}
.

Теорема (формула Остроградского – Гаусса). Пусть ограни-

ченная область G ⊂ R3, граница которой ∂G является кусочно гладкой

поверхностью, ориентированной внешними нормалями. Далее, пусть в

G задано дифференцируемое векторное поле a = (P,Q,R). Тогда поток

векторного поля a через границу области ∂G равен тройному интегралу

от div a по области G, т. е. справедливо следующее равенство:
∫ ∫

∂G

(a, n) dS =

∫ ∫ ∫

G

div a dxdydz,

или, что то же самое,

∫ ∫

∂G

P dydz +Qdzdx+Rdxdy =

∫ ∫ ∫

G

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

)
dxdydz.

(25.3)

Доказательство. Докажем сначала равенство (25.3) в случае, когда

область G элементарна относительно каждой из осей. Применяя формулу

сведения тройного интеграла к повторному, получим

∫ ∫ ∫

G

∂R

∂z
(x, y, z) dxdydz =

∫ ∫

Ω

dxdy

∫ ψ(x,y)

ϕ(x,y)

∂R

∂z
(x, y, z) dz =

=

∫ ∫

Ω

dxdy [R(x, y, ψ(x, y))−R(x, y, ϕ(x, y))] =

=

∫ ∫

Σ1

R(x, y, z) dxdy +

∫ ∫

Σ2

R(x, y, z) dxdy,
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где Σ1 и Σ2 – поверхности, являющиеся графиками функций z = ψ(x, y)

и z = ϕ(x, y) ((x, y) ∈ Ω), соответственно. При этом мы учитываем, что

поверхность Σ1 ориентирована внешними нормалями по отношению к ∂G,

а Σ2 – внутренними нормалями по отношению к ∂G. Если еще учесть, что

∫ ∫

Σ3

R(x, y, z) dxdy = 0,

где Σ3 – цилиндрическая поверхность –

Σ3 = {(x, y, z) : ϕ(x, y) ≤ z ≤ ψ(x, y), (x, y) ∈ ∂Ω} ,

то получим

∫ ∫ ∫

G

∂R

∂z
(x, y, z) dxdydz =

3∑

i=1

∫ ∫

Σi

R(x, y, z) dxdy =

=

∫ ∫

∂G

R(x, y, z) dxdy.

Аналогично, пользуясь тем, что область G элементарна относительно

осей x и y, получаем

∫ ∫ ∫

G

∂P

∂x
(x, y, z) dxdydz =

∫ ∫

∂G

P (x, y, z) dydz,

∫ ∫ ∫

G

∂Q

∂y
(x, y, z) dxdydz =

∫ ∫

∂G

Q(x, y, z) dzdx.

Складывая все эти три равенства, получим формулу Остроградского –

Гаусса (25.3) для элементарной области G.

Дальнейшее обобщение формулы (25.3) на более общие области G про-

изводится точно так же, как и при доказательстве формулы Грина. Имен-

но, сначала доказываем формулу (25.3) для случая, когда область G ку-

сочно гладкой перегородкой Σ может быть разбита на две элементарные

относительно каждой из осей области G1 и G2. Если

∂G = Σ1 ∪ Σ2, ∂G1 = Σ1 ∪ Σ, ∂G2 = Σ2 ∪ Σ−
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и ∂G1 и ∂G2 ориентированы внешними нормалями, то Σ и Σ− ориенти-

рованы противоположно. На основании уже доказанной формулы Остро-

градского – Гаусса для элементарных областей, имеем
∫ ∫ ∫

G1

div a dxdydz =

∫ ∫

∂G1

(a, n) dS =

∫ ∫

Σ1

(a, n) dS +

∫ ∫

Σ

(a, n) dS,

∫ ∫ ∫

G2

div a dxdydz =

∫ ∫

∂G2

(a, n) dS =

∫ ∫

Σ2

(a, n) dS+

∫ ∫

Σ−
(a, n) dS.

Складывая эти два равенства, получим формулу (25.3).

Далее, формула (25.3) доказывается для случая, когда область G мож-

но разбить на конечное число попарно непересекающихся элементарных

областей. Затем формулу (25.3) доказываем для выпуклых многогранни-

ков, из нее получаем эту формулу для произвольных многогранников, а

затем осуществляем предельный переход от произвольных многогранни-

ков к произвольной односвязной области G с кусочно гладкой границей

∂G.

Дальнейшее обобщение формулы Остроградского – Гаусса, так же,

как и формулы Грина, возможны на случай области с одной "дырой", с

конечным числом "дыр" и т. д.

Вычисление объемов тел. Положим в формуле Остроградского –

Гаусса P (x, y, z) = x, Q(x, y, z) = y и R(x, y, z) = z. Тогда

∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z
= 3,

и поэтому получим такую формулу для вычисления объема области G:

m(G) =

∫ ∫ ∫

G

dxdydz =
1

3

∫ ∫

∂G

x dydz + y dzdx+ z dxdy.

Эта формула аналогична той, которую мы получили из формулы Грина

для нахождения меры плоской области через криволинейный интеграл

по границе этой области.
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25.3 Формула Стокса

Пусть в пространстве R3 задана простая поверхность

Σ : r = r(u, v)
(
(u, v) ∈ Ω ⊂ R2

)
.

Далее, пусть ∂Ω – положительно ориентированная граница области Ω –

задается уравнениями u = u(t), v = v(t) (α ≤ t ≤ β). Образ кривой ∂Ω

при отображении r = r(u, v) называется краем поверхности Σ и обознача-

ется через ∂Σ. Поверхность Σ имеет две стороны, а ее край ∂Σ – кривая в

R3 – две различные ориентации. При отображении r = r(u, v)
(
(u, v) ∈ Ω

)

мы выбираем ту сторону поверхности Σ, которая определена полем нор-

малей N = [ru, rv]. Если при этом граница ∂Ω области Ω пробегается в

положительном направлении и задается уравнениями u = u(t), v = v(t)

(α ≤ t ≤ β), то тем самым определена ориентация края поверхности Σ,

т. е. ∂Σ задается уравнением r = r(u(t), v(t)) (α ≤ t ≤ β). В этом слу-

чае говорят, что ориентация поверхности Σ согласована с ориентацией

края ∂Σ. Можно показать, что такое согласование совпадает с правилом

правого винта.

Определение. Пусть в окрестности поверхности Σ задано непрерыв-

но дифференцируемое векторное поле

a = (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)) .

Если γ : r = r(t) = (x(t), y(t), z(t)) (α ≤ t ≤ β) – замкнутый кусочно глад-

кий контур в R3, то криволинейный интеграл II рода
∫
γ
(a, dr) называется

циркуляцией векторного поля a по контуру γ,
∫

γ

(a, dr) =

∫

γ

P dx+Qdy +Rdz.

Говорят, что поверхность Σ натянута на контур γ, если γ = ∂Σ и

ориентация поверхности Σ согласована с ориентацией контура γ.

Теорема Стокса. Циркуляция непрерывно дифференцируемого век-

торного поля a по гладкому контуру γ = ∂Σ равна потоку вихря rot a
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через гладкую поверхность Σ, натянутую на контур γ = ∂Σ, т. е.

∫

∂Σ

(a, dr) =

∫ ∫

Σ

(rot a, n) dS. (25.4)

Доказательство основано на применении следующего равенства:

(b, (c∇)a)− (c, (b∇)a) = (c, b, rot a). (25.5)

Докажем это равенство. Имеем

(b, (c∇)a)− (c, (b∇)a) =
∑

i

bi(c∇)ai − ci(b∇)ai =

=
∑

i

[
bi

(
c1
∂ai
∂x

+ c2
∂ai
∂y

+ c3
∂ai
∂z

)
− ci

(
b1
∂ai
∂x

+ b2
∂ai
∂y

+ b3
∂ai
∂z

)]
=

=
∑

i

∂ai
∂x

(bic1 − cib1) +
∂ai
∂y

(bic2 − cib2) +
∂ai
∂z

(bic3 − cib3) =

=
∂a1
∂x

(b1c1 − c1b1) +
∂a2
∂y

(b2c2 − c2b2) +
∂a3
∂z

(b3c3 − c3b3)+

+

(
∂a2
∂x

− ∂a1
∂y

)
(b2c1 − c2b1) +

(
∂a3
∂x

− ∂a1
∂z

)
(b3c1 − c3b1)+

+

(
∂a3
∂y

− ∂a2
∂z

)
(b3c2 − c3b2) =

=

(
∂a2
∂x

− ∂a1
∂y

) ∣∣∣∣∣
c1 c2

b1 b2

∣∣∣∣∣−
(
∂a1
∂z

− ∂a3
∂x

) ∣∣∣∣∣
c1 c3

b1 b3

∣∣∣∣∣+

+

(
∂a3
∂y

− ∂a2
∂z

) ∣∣∣∣∣
c2 c3

b2 b3

∣∣∣∣∣ =
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=

∣∣∣∣∣∣∣∣

c1 c2 c3

b1 b2 b3

∂a3

∂y − ∂a2

∂z
∂a1

∂z − ∂a3

∂x
∂a2

∂x − ∂a1

∂y

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (c, b, rot a).

Докажем теперь равенство (25.4). Имеем

∫

∂Σ

(a, dr) =

∫ β

α

[(a(r(u(t), v(t))), ru(u(t), v(t)))u
′(t) +

+ (a(r(u(t), v(t))), rv(u(t), v(t))) v
′(t)] dt =

∫

∂Ω

(a, ru) du+ (a, rv) dv.

Применяя формулу Грина к области Ω, получаем

∫

∂Σ

(a, dr) =

∫ ∫

Ω

[
∂

∂u
(a, rv)−

∂

∂v
(a, ru)

]
dudv =

=

∫ ∫

Ω

[
∂

∂u
(Px′v +Qy′v +Rz′v)−

∂

∂v
(Px′u +Qy′u +Rz′u)

]
dudv =

=

∫ ∫

Ω

[P ′ux
′
v +Q′uy

′
v +R′uz

′
v − P ′vx′u −Q′vy′u −R′vz′u] dudv =

=

∫ ∫

Ω

[(
P ′xx

′
u + P ′yy

′
u + P ′zz

′
u

)
x′v +

(
Q′xx

′
u +Q′yy

′
u +Q′zz

′
u

)
y′v+

+
(
R′xx

′
u +R′yy

′
u +R′zz

′
u

)
z′v −

(
P ′xx

′
v + P ′yy

′
v + P ′zz

′
v

)
x′u−

−
(
Q′xx

′
v +Q′yy

′
v +Q′zz

′
v

)
y′u −

(
R′xx

′
v +R′yy

′
v +R′zz

′
v

)
z′u
]
dudv =

=

∫ ∫

Ω

[(
∂a

∂x
· x′u +

∂a

∂y
· y′u +

∂a

∂z
· z′u, rv

)
−
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−
(
∂a

∂x
· x′v +

∂a

∂y
· y′v +

∂a

∂z
· z′v, ru

)]
dudv =

=

∫ ∫

Ω

[(rv, (ru∇) a)− (ru, (rv∇) a)] dudv =

∫ ∫

Ω

(ru, rv, rot a) dudv,

где последнее равенство вытекает из (25.5). Если теперь воспользоваться

полученной ранее следующей формулой сведения поверхностного инте-

грала II рода к двойному –
∫ ∫

Σ

(a, n) dS =

∫ ∫

Ω

(a, ru, rv) dudv,

то получим
∫

∂Σ

(a, dr) =

∫ ∫

Ω

(ru, rv, rot a) dudv =

∫ ∫

Σ

(rot a, n) dS,

и тем самым теорема доказана.

Формулу Стокса легко можно распространить на случай кусочно глад-

кой поверхности Σ. Действительно, для этого поверхность Σ нужно разре-

зать на конечное число гладких поверхностей Σi, записать для каждой из

них формулу Стокса, сложить и учесть, что криволинейные интегралы по

разрезам взаимно уничтожаются т. к. разрезы входят в ориентированные

границы кусков с противоположными ориентациями.

25.4 Потенциалы в R3

Пусть в области G ⊂ R3 задано непрерывное векторное поле

a = (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)).

Аналогично тому, как было дано определение в R2, поле a назовем потен-

циальным в области G, если существует такая функция U , что a = gradU ,

т. е.

P =
∂U

∂x
, Q =

∂U

∂y
, R =

∂U

∂z
.

При этом функция U называется потенциалом поля a.
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Аналогично тому, как были доказаны соответствующие теоремы о по-

тенциалах в плоском случае, можно доказать следующие теоремы.

Теорема 1. Для того чтобы непрерывное в области G ⊂ R3 поле

a = (P,Q,R) было потенциальным, необходимо и достаточно, чтобы

было выполнено условие
∫

γ

(a, dr) =

∫

γ

P dx+Qdy +Rdz = 0

для любой кусочно гладкой замкнутой кривой γ ⊂ G.

В R3 аналогом односвязной области в данных вопросах является по-

нятие линейной односвязности. Область G ⊂ R3 называется линейно од-

носвязной, если на любой простой кусочно гладкий контур Γ ⊂ G можно

натянуть кусочно гладкую поверхность Σ ⊂ G.

Теорема 2. Пусть поле a = (P,Q,R) непрерывно дифференцируемо в

области G ⊂ R3. Для того чтобы оно было потенциальным, необходимо,

а в случае линейной односвязности области G – и достаточно, чтобы

всюду в G было выполнено равенство rot a = 0.

Доказательство этой теоремы основано на применении формулы Сток-

са. Оно аналогично доказательству соответствующей теоремы для потен-

циальных полей в R2 и поэтому мы его опускаем.

Условие rot a = 0 в терминах координатных функций P , Q и R можно

записать так:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

i j k

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= i

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
+ j

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
+ k

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
= 0,

а это равносильно тому, что

∂R

∂y
=
∂Q

∂z
,

∂P

∂z
=
∂R

∂x
,

∂Q

∂x
=
∂P

∂y
.
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25.5 Соленоидальные поля

Пусть в областиG ⊂ R3 задано непрерывно дифференцируемое векторное

поле a = (a1, a2, a3). Это векторное поле a называется соленоидальным

на G, если на G существует такое векторное поле W = (P,Q,R), вихрь

которого равняется a, т. е.

rotW = a,

или, в координатной форме,

∂R

∂y
− ∂Q

∂z
= a1,

∂P

∂z
− ∂R

∂x
= a2,

∂Q

∂x
− ∂P

∂y
= a3.

Такое векторное поле W называют векторным потенциалом поля a.

Теорема 1. Для того чтобы векторное поле a = (a1, a2, a3) было

соленоидальным в области G, необходимо и достаточно, чтобы было

выполнено равенство

div a = 0,

или, в координатной форме,

∂a1
∂x

+
∂a2
∂y

+
∂a3
∂z

= 0.

Доказательство. Необходимость. Пусть поле a соленоидальное,

т. е. существует векторный потенциал W поля a. Поскольку a = rotW , то

div a = div rotW = 0,

где последнее равенство было установлено ранее.

Достаточность. Пусть div a = 0. Для нахождения векторного по-

тенциала W = (P,Q,R) имеем следующую систему дифференциальных

уравнений в частных производных:





∂R
∂y −

∂Q
∂z = a1,

∂P
∂z − ∂R

∂x = a2,

∂Q
∂x − ∂P

∂y = a3.
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Мы ищем по крайней мере одно частное решение этой системы. Положим

R(x, y, z) ≡ 0. Тогда получим





−∂Q
∂z (x, y, z) = a1(x, y, z),

∂P
∂z (x, y, z) = a2(x, y, z),

∂Q
∂x (x, y, z)− ∂P

∂y (x, y, z) = a3(x, y, z).

Зафиксируем точку (x0, y0, z0) ∈ G. Тогда из первого уравнения системы

получим

Q(x, y, z) = −
∫ z

z0

a1(x, y, ζ) dζ + ϕ(x, y),

где функция ϕ(x, y) будет определена ниже. Одно из решений второго

уравнения системы имеет вид

P (x, y, z) =

∫ z

z0

a2(x, y, ζ) dζ.

Дифференцируя под знаком интеграла, получим

∂Q

∂x
(x, y, z) = −

∫ z

z0

∂a1
∂x

(x, y, ζ) dζ +
∂ϕ

∂x
(x, y),

∂P

∂y
(x, y, z) =

∫ z

z0

∂a2
∂y

(x, y, ζ) dζ,

∂Q

∂x
(x, y, z)− ∂P

∂y
(x, y, z) =

=

∫ z

z0

[
−∂a1
∂x

(x, y, ζ)− ∂a2
∂y

(x, y, ζ)

]
dζ +

∂ϕ

∂x
(x, y).

Но условие div a = 0 влечет за собой то, что подынтегральное выражение

в правой части последнего равенства равно ∂a3

∂z (x, y, ζ), а левая часть,

согласно последнему уравнению системы, равняется a3(x, y, z). Поэтому

получаем такое уравнение для нахождения неизвестной функции ϕ:

a3(x, y, z) =

∫ z

z0

∂a3
∂z

(x, y, ζ) dζ +
∂ϕ

∂x
(x, y).
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Учитывая, что

∫ z

z0

∂a3
∂z

(x, y, ζ) dζ = a3(x, y, z)− a3 (x, y, z0) ,

получаем
∂ϕ

∂x
(x, y) = a3 (x, y, z0) .

Отсюда находим

ϕ(x, y) =

∫ x

x0

a3 (ξ, y, z0) dξ + ψ(y),

где ψ – произвольная функция переменной y. Так как мы ищем частное

решение системы, то можем положить ψ(y) ≡ 0.

Итак, мы нашли векторный потенциал поля a = (a1, a2, a3) в таком

виде:

W =

(∫ z

z0

a2(x, y, ζ) dζ,−
∫ z

z0

a1(x, y, ζ) dζ +

∫ x

x0

a3 (ξ, y, z0) dξ, 0

)
.

Выясним, какие еще бывают векторные потенциалы W1 для заданного

векторного поля a = (a1, a2, a3), кроме того, которое мы построили при

доказательстве теоремы 1. Пусть W1 – другой векторный потенциал поля

a. Тогда имеем

a = rotW, a = rotW1,

откуда следует, что rot (W1 −W ) = 0. Итак, W1 = W + U , где векторное

поле U таково, что rotU = 0. При изучении потенциальных полей мы

установили (теорема 2), что для линейно односвязной области G условие

rotU = 0 необходимо и достаточно для того, чтобы векторное поле U

было потенциальным. Поэтому мы приходим к такому утверждению

Теорема 2. Пусть в линейно односвязной области G непрерывно диф-

ференцируемое векторное поле a таково, что div a = 0. Тогда совокуп-

ность всех векторных потенциалов поля a имеет следующий вид:

W =

(∫ z

z0

a2(x, y, ζ) dζ + U1(x, y, z),
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−
∫ z

z0

a1(x, y, ζ) dζ +

∫ x

x0

a3 (ξ, y, z0) dξ + U2(x, y, z), U3(x, y, z)

)
,

где поле U = (U1, U2, U3) потенциальное на G.

Напомним, что согласно формуле Остроградского – Гаусса, для любой

области Ω ⊂ G справедливо равенство
∫ ∫

∂Ω

(a, n) dS =

∫ ∫ ∫

Ω

div a dxdydz.

Вместе с теоремой 1 это равенство приводит к такому утверждению.

Теорема 3. Для того чтобы векторное поле a было соленоидальным

в линейно односвязной области G, необходимо и достаточно, чтобы по-

ток этого поля через любую замкнутую поверхность ∂Ω, ограничиваю-

щую область Ω ⊂ G, равнялся нулю, т. е.
∫ ∫

∂Ω

(a, n) dS = 0.

Эта теорема объясняет название "соленоидальное поле". Термин "со-

леноид" происходит от греческого слова "трубка", а соленоидальное поле

иначе называют еще трубчатым полем. Теорема 3 показывает, что лю-

бая область Ω ⊂ G имеет "свойство трубки", т. е. "количество" векторного

поля, "поступившего" в Ω, равно "количеству" поля, "вытекшего" из Ω.
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Экзаменационные билеты
Третий семестр

Билет 1.

1. Определение числового ряда, частичной суммы. Понятие сходяще-

гося и расходящегося ряда. Примеры. Критерий Коши сходимости чис-

лового ряда. Следствие (необходимое условие сходимости). Расходимость

гармонического ряда.

2. Теорема Римана о стремлении к нулю коэффициентов Фурье по

тригонометрической системе.

Билет 2.

1. Связь сходимости ряда со сходимостью его остатков. Стремление

к нулю остатков сходящегося ряда. Теорема о сходимости суммы сходя-

щихся рядов и произведения на постоянную. Критерий сходимости ряда с

неотрицательными слагаемыми. Обобщенный гармонический ряд и усло-

вия его сходимости.

2. Признаки Абеля и Дирихле сходимости несобственных интегралов.

Исследовать на сходимость интеграл
∫ +∞
1

sin x
xα dx.

Билет 3.

1. Признак сравнения для числовых рядов (в форме неравенств и в

предельной форме). Признаки Даламбера и Коши (в форме неравенств и

в предельной форме). Интегральный признак сходимости числового ряда.

2. Скалярное произведение и его свойства. Скалярное произведение в

пространстве кусочно непрерывных функций. Неравенство Коши – Буня-

ковского. Норма и ее свойства. Ортогональность и ортонормированнные

системы. Тригонометрическая система функций. Представление коэффи-

циентов равномерно сходящегося ряда с помощью интегралов. Определе-

ние коэффициентов Фурье. Понятие ряда Фурье. Минимальное свойство

частичных сумм ряда Фурье. Неравенство Бесселя. Стремление к нулю

коэффициентов Фурье.



272 Экзаменационные билеты

Билет 4.

1. Знакопеременные числовые ряды. Признак Лейбница. Теорема об

оценке остатка ряда лейбницевского типа.

2. Равномерная сходимость несобственных интегралов, зависящих от

параметра. Примеры равномерно и неравномерно сходящихся несобствен-

ных интегралов. Критерий Коши равномерной сходимости несобственных

интегралов, зависящих от параметра. Примеры. Признак Вейерштрасса

равномерной сходимости несобственных интегралов. Примеры.

Билет 5.

1. Преобразование Абеля для конечной суммы. Лемма об оценке сум-

мы произведений. Признаки Абеля и Дирихле сходимости числового

ряда.

2. Непрерывность собственного интеграла, зависящего от параметра,

с постоянными пределами интегрирования.

Билет 6.

1. Понятие абсолютной и условной сходимости. Теорема о сходимости

абсолютно сходящегося ряда. Теорема о перестановке абсолютно сходя-

щегося числового ряда. Перестановки условно сходящегося ряда. Теорема

Римана.

2. Определение несобственного интеграла I рода. Примеры сходящих-

ся и расходящихся интегралов. Определение несобственного интеграла по

всей действительной оси. Определение несобственного интеграла II ро-

да. Примеры сходящихся и расходящихся интегралов. Определение несоб-

ственного интеграла с несколькими особенностями. Свойство аддитивно-

сти несобственных интегралов. Стремление к нулю остатков сходящихся

несобственных интегралов. Линейность несобственных интегралов.

Билет 7.

1. Умножение рядов. Теорема Коши.

2. Интегрирование несобственного интеграла, зависящего от парамет-

ра, в несобственном смысле. Вычислить интеграл Эйлера – Пуассона∫ +∞
0

e−x
2

dx.
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Билет 8.

1. Бесконечные произведения – определение и примеры. Необходимое

условие сходимости бесконечного произведения. Связь бесконечных про-

изведений с рядами.

2. Неравенство Коши – Буняковского для рядов. Теорема о равно-

мерной сходимости тригонометрического ряда Фурье кусочно непрерывно

дифференцируемой функции.

Билет 9.

1. Понятие последовательности функций и функционального ряда, об-

ласть сходимости. Примеры. Определение равномерной сходимости по-

следовательности функций и функционального ряда. Примеры равномер-

но и неравномерно сходящихся последовательностей и рядов. Геометри-

ческий смысл равномерной сходимости.

2. Признаки Абеля и Дирихле равномерной сходимости несобственных

интегралов. Исследовать на равномерную сходимость интеграл∫ +∞
1

x sin xy
1+x2 dx.

Билет 10.

1. Критерий Коши равномерной сходимости последовательности функ-

ций и функционального ряда. Признак Вейерштрасса равномерной и аб-

солютной сходимости функционального ряда. Примеры.

2. Дифференцирование собственного интеграла, зависящего от пара-

метра, с постоянными пределами интегрирования.

Билет 11.

1. Признаки Абеля и Дирихле равномерной сходимости функциональ-

ного ряда.

2. Определение кусочно непрерывно дифференцируемой функции, фор-

мула интегрирования по частям. Теорема о почленном дифференцирова-

нии ряда Фурье.
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Билет 12.

1. Теорема о непрерывности предела последовательности непрерыв-

ных функций и ее аналог для рядов. Пример, показывающий, что условие

равномерной сходимости отбросить нельзя. Пример, показывающий, что

условие равномерной сходимости не является необходимым.

2. Интегрирование несобственного интеграла, зависящего от парамет-

ра, в собственном смысле.

Билет 13.

1. Теорема о почленном интегрировании последовательности непре-

рывных функций и функционального ряда. Примеры, показывающие, что

условие равномерной сходимости отбросить нельзя. Теорема об интегри-

руемости предела последовательности интегрируемых функций.

2. Замкнутые ортономированные системы, равенство Парсеваля и схо-

димость ряда Фурье по норме пространства. Полнота ортонормированной

системы и ее связь с замкнутостью.

Билет 14.

1. Теорема о дифференцируемости предела последовательности непре-

рывно дифференцируемых функций и ее аналог для рядов. Примеры,

показывающие, что условие равномерной сходимости отбросить нельзя.

Теорема о дифференцируемости предела последовательности дифферен-

цируемых функций и ее аналог для рядов. Примеры, показывающие, что

условие равномерной сходимости отбросить нельзя.

2. Теоремы Вейерштрасса о приближении непрерывной функции три-

гонометрическими и алгебраическими полиномами.

Билет 15.

1. Теорема о перестановке предельных переходов для последовательно-

сти функций и ее аналог для рядов. Пример, показывающий, что условие

равномерной сходимости отбросить нельзя.

2. Представление частичной суммы ряда Фурье по тригонометриче-

ской системе с помощью ядра Дирихле. Ядро Дирихле и его свойства.

Принцип локализации.
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Билет 16.

1. Понятие степенного ряда, примеры. Первая теорема Абеля и след-

ствие. Структура множества точек сходимости степенного ряда. Опреде-

ление радуса сходимости. Примеры. Теорема о вычислении радиуса схо-

димости степенного ряда с помощью пределов (включая случаи нулевого

и бесконечного пределов).

2. Средние Фейера, ядро Фейера и его свойства. Теорема Фейера.

Билет 17.

1. Доказать, что признак Коши сходимости числового ряда сильнее

признака Даламбера. Обобщенный признак Коши сходимости числового

ряда. Теорема Коши - Адамара. Примеры.

2. Критерий сходимости несобственных интегралов от неотрицатель-

ных функций. Признак сравнения для несобственных интегралов (в фор-

ме неравенств и в предельной форме). Исследовать на сходимость ин-

теграл
∫ 1
0

dx
| ln x|α . Критерий Коши сходимости несобственных интегралов.

Абсолютная и условная сходимость несобственных интегралов и связь

между ними. Доказать сходимость интеграла Дирихле
∫ +∞
0

sin x
x dx.

Билет 18.

1. Теорема о равномерной сходимости степенного ряда внутри интерва-

ла сходимости. Теорема о непрерывности суммы степенного ряда. Теоре-

ма о неравномерной сходимости степенного ряда, расходящегося на конце

интервала сходимости.

2. Дифференцирование собственного интеграла, зависящего от пара-

метра, с переменными пределами интегрирования.

Билет 19.

1. Неравномерная сходимость степенного ряда на всей числовой оси.

Вторая теорема Абеля.

2. Гамма-функция Эйлера и ее свойства. График гамма-функции.
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Билет 20.

1. Теорема о почленном интегрировании степенного ряда и замечания.

Теорема о почленном дифференцировании степенного ряда и замечание.

Бесконечная дифференцируемость суммы степенного ряда. Выражение

для производных.

2. Формула Ньютона – Лейбница для несобственных интегралов. Фор-

мула интегрирования по частям для несобственных интегралов. Приме-

ры. Доказать сходимость интеграла Эйлера
∫ π/2
0

ln sinx dx. Замена пере-

менной в несобственном интеграле. Вычислить интеграл Эйлера∫ π/2
0

ln sinx dx.

Билет 21.

1. Выражение коэффициентов степенного ряда через производные его

суммы в центре ряда. Определение аналитической функции. Теорема о

едиственности разложения аналитической функции в степенной ряд. Опре-

деление коэффициентов Тейлора и ряда Тейлора. Пример бесконечно

дифференцируемой функции, не являющейся аналитической.

2. Бета-функция Эйлера и ее связь с гамма-функцией.

Билет 22.

1. Достаточное условие разложимости функции в степенной ряд. Ряд

Маклорена показательной функции и область его сходимости.

2. Интегрирование собственного интеграла, зависящего от параметра,

с постоянными пределами интегрирования.

Билет 23.

1. Достаточное условие разложимости функции в степенной ряд. Ряд

Маклорена для синуса и область его сходимости.

2. Непрерывность несобственного интеграла, зависящего от парамет-

ра. Пример, показывающий, что условие равномерной сходимости отбро-

сить нельзя.
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Билет 24.

1. Достаточное условие разложимости функции в степенной ряд. Ряд

Маклорена для косинуса и область его сходимости.

2. Теорема о почленном интегрировании тригонометрического ряда

Фурье.

Билет 25.

1. Достаточное условие разложимости функции в степенной ряд. Ряд

Маклорена логарифмической функции и область его сходимости.

2. Лемма о равносходимости интегралов
∫ δ
0
|f(t)| dt

t и
∫ π
0
|f(t)| dt
2 sin t

2

. При-

знак Дини сходимости ряда Фурье в точке и следствия.

Билет 26.

1. Достаточное условие разложимости функции в степенной ряд. Ряд

Маклорена степенной функции и интервал его сходимости.

2. Непрерывность собственного интеграла, зависящего от параметра,

с переменными пределами интегрирования.

Билет 27.

1. Признак сравнения для числовых рядов (в форме неравенств и в

предельной форме). Признаки Даламбера и Коши (в форме неравенств и

в предельной форме). Интегральный признак сходимости числового ряда.

2. Дифференцирование несобственного интеграла, зависящего от па-

раметра.

Билет 28.

1. Понятие последовательности функций и функционального ряда, об-

ласть сходимости. Примеры. Определение равномерной сходимости по-

следовательности функций и функционального ряда. Примеры равномер-

но и неравномерно сходящихся последовательностей и рядов. Геометри-

ческий смысл равномерной сходимости.

2. Разложения в ряды Фурье функций chx, shx, π−x2 и ln
∣∣2 cos x2

∣∣. При-

мер непрерывной функции, для которой не выполнено условие признака

Дини.



278 Экзаменационные билеты

Билет 29.

1. Знакопеременные числовые ряды. Признак Лейбница. Теорема об

оценке остатка ряда лейбницевского типа.

2. Замкнутость тригонометрической системы в классе кусочно непре-

рывных функций.
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Четвертый семестр

Билет 1.

1. Теорема о замене переменной в кратном интеграле (формулировка и

доказательство, начиная с неравенства
∫
ϕ(A)

f(x) dx ≤
∫
A
f(ϕ(t)) |Jϕ(t)| dt,

справедливого для неотрицательной функции).

2. Кривая и ее след. Гладкая кривая. Замкнутая кривая, простой кон-

тур. Ориентация кривой. Длина кривой и ее независимость от парамет-

ризации. Естественная параметризация.

Билет 2.

1. Лемма об измеримости образа компактного измеримого множества

при C1-диффеоморфизме.

2. Криволинейный интеграл первого рода и его элементарные свой-

ства (аддитивность, независимость от параметризации и от ориентации).

Физический смысл.

Билет 3.

1. Лемма о мере образа компактного измеримого множества при ли-

нейном отображении.

2. Криволинейный интеграл второго рода и его элементарные свойства

(независимость от параметризации, зависимость от ориентации). Приме-

ры.

Билет 4.

1. Интегральные суммы и их предел. Определение многомерного ин-

теграла Римана. Суммы Дарбу и их элементарные свойства.

2. Формула Грина.

Билет 5.

1. Множества жордановой меры нуль и их элементарные свойства.

Граница множества. Замкнутость границы.

2. Потенциальные поля в двумерном пространстве. Критерий потен-

циальности в терминах криволинейных интегралов вдоль замкнутых кри-

вых.
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Билет 6.

1. Линейность интеграла Римана, интегрирование неравенств, инте-

грирование модуля, интегрируемость произведения, теорема о среднем

значении.

2. Потенциальные поля в двумерном пространстве. Критерий потен-

циальности в терминах частных производных. Пример, показывающий,

что условие односвязности нельзя отбросить.

Билет 7.

1. Лемма о приближении невырожденного сегмента объединением ку-

бов. Следствие (представление внутренней меры через меры объединений

кубов).

2. Понятие гладкого отображения и простой поверхности, парамет-

рическое представление, явное задание поверхности. Край поверхности.

Почти простая поверхность. Различные параметризации поверхности.

Билет 8.

1. Критерий измеримости по Жордану.

2. Касательные векторы и касательная плоскость к гладкой поверхно-

сти. Нормальный вектор. Независимость от параметризации.

Билет 9.

1. Теорема о замене переменной в кратном интеграле (формулировка

и доказательство неравенства
∫
ϕ(A)

f(x) dx ≤
∫
A
f(ϕ(t)) |Jϕ(t)| dt, спра-

ведливого для неотрицательной функции).

2. Ориентируемые поверхности. Ориентация (сторона) поверхности.

Случай, когда гладкая поверхность является границей некоторой обла-

сти.

Билет 10.

1. Лемма об оценке мер образов малых кубов при C1-диффеоморфизме.

2. Площадь криволинейного параллелограмма. Определение элемента

площади поверхности и площади поверхности.
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Билет 11.

1. Интегрируемость функции на объединении множеств. Равенство

интегралов от функций, отличающихся на множестве жордановой меры

нуль.

2. Свойства площади поверхности (независимость от параметризации,

случай плоской области, случай явно заданной поверхности, аддитив-

ность). Площадь почти простой поверхности.

Билет 12.

1. Теорема о сведении кратного интеграла к повторному и следствия.

2. Определение и физический смысл поверхностного интеграла перво-

го рода. Независимость от ориентации поверхности. Случай явного зада-

ния поверхности. Примеры.

Билет 13.

1. Определение C1-диффеоморфизма. Лемма о границе образа при

C1-диффеоморфизме.

2. Определение потока векторного поля через ориентированную по-

верхность (поверхностный интеграл второго рода). Перемена знака при

переходе к противоположной стороне поверхности. Формула сведения по-

верхностного интеграла второго рода к двойному интегралу.

Билет 14.

1. Критерий Римана интегрируемости ограниченной функции в терми-

нах сумм Дарбу, в терминах верхнего и нижнего интегралов и в терминах

колебаний.

2. Формула сведения поверхностного интеграла второго рода к двой-

ному в случае явно заданной поверхности. Примеры.

Билет 15.

1. Интегрируемость непрерывной функции на компактном множестве.

Интегрируемость ограниченной на компактном множестве функции, мно-

жество точек разрыва которой имеет жорданову меру нуль.

2. Оператор Гамильтона и операции над ним. Определение диверген-

ции и вихря. Дивергенция вихря и вихрь градиента.
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Билет 16.

1. Определение фигуры и ее элементарные свойства. Мера фигуры.

Монотонность, аддитивность и полуаддитивность меры фигур.

2. Формула Остроградского – Гаусса для элементарной области и ее

обобщение на более общие области. Формулы для вычисления объемов

тел.

Билет 17.

1. Определение почти куба. Лемма о разложении невырожденного сег-

мента на почти кубы. Критерий измеримости по Жордану в терминах

кубов.

2. Согласованность ориентации стороны поверхности и ее края. Поня-

тие поверхности, натянутой на контур. Теорема Стокса.

Билет 18.

1. Внешняя и внутренняя меры Жордана. Определение измеримого по

Жордану множества. Измеримость фигуры и ее внутренности. Примеры

счетного и открытого множеств, неизмеримых по Жордану.

2. Потенциальные поля в трехмерном пространстве. Критерий потен-

циальности в терминах криволинейных интегралов.

Билет 19.

1. Замкнутость системы измеримых по Жордану множеств относи-

тельно теоретико-множественных операций. Конечеая аддитивность ме-

ры Жордана.

2. Потенциальные поля в трехмерном пространстве. Критерий потен-

циальности в терминах вихря.

Билет 20.

1. Сегмент и его мера. Аддитивность меры сегментов. Лемма о дизъ-

юнктивном разложении фигуры.

2. Соленоидальные поля. Критерий соленоидальности.
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Билет 21.

1. Теорема о замене переменной в кратном интеграле (формулировка)

и следствие об измеримости и мере образа измеримого множества при

C1-диффеоморфизме. Геометрический смысл модуля якобиана.

2. Криволинейный интеграл второго рода и его элементарные свойства

(независимость от параметризации, зависимость от ориентации). Приме-

ры.
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Аддитивность

– интеграла Римана, 202

– меры сегментов, 180

– меры фигур, 183

– несобственных интегралов, 82

Аксиомы нормы, 126

Бета-функция Эйлера, 121

Вариация функции

– отрицательная, 175

– полная, 171

– положительная, 175

Вектор, касательный к поверхности, 241

Вектор нормали к поверхности, 242

Вихрь, 258

Внутренность множества, 179

Гамма-функция Эйлера, 119

Граница множества, 186

Диаметр множества, 191

Диаметр разбиения, 191

Дивергенция, 257

Дифференциал длины дуги, 221

Длина кривой, 221

Длина стороны криволинейного парал-

лелограмма, 244

Достаточное условие разложимости функ-

ции в степенной ряд, 68

Достаточные условия интегрируемости

в смысле Римана – Стилтьеса,

165

Замкнутость границы множества, 186

Измельчение разбиения, 194

Измеримость внутренности фигуры, 184

Измеримость фигуры, 184

Инверсия, 213

Интеграл

– верхний, 196

– Дирихле для частичной суммы ря-

да Фурье, 139

– Дирихле
∫

+∞

0

sin x
x

, 90

– зависящий от параметра, 94

– зависящий от параметра собствен-

ный, 94

– кратный, 192

– криволинейный второго рода, 226

– криволинейный первого рода, 222

– многомерный, 192

– несобственный, 14

– второго рода (типа), 80

– расходящийся, 80

– сходящийся, 80

– зависящий от параметра, 101

– от неограниченной функции, 80

– первого рода (типа), 76

– расходящийся, 76

– сходящийся, 76

– по неограниченному промежут-

ку, 78

– сходящийся, 14

– абсолютно, 89

– условно, 90

– нижний, 196

– поверхностный второго рода, 251

284
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Интеграл

– поверхностный первого рода, 248

– Римана – Стилтьеса, 163

– Римана – Стилтьеса относительно

функции ограниченной вари-

ации, 176

– с несколькими особенностями, 82

– расходящийся, 82

– сходящийся, 82

– с особенностью, 81

– Эйлера – Пуассона
∫

+∞

0
e−x

2
dx,

118

– Эйлера
∫ π/2
0

ln sin x dx, 84, 85

–
∫

+∞

1

dx
xα

, 79

–
∫

1

0

dx
xα

, 81

–
∫

+∞

1

sin x
xα

dx, 92

Интегрируемость композиции в смыс-

ле Римана, 205

Интервал сходимости степенного ряда,

54

Класс функций ограниченной вариации,

171

Колебание функции на множестве, 197

Конец кривой, 220

Контур, ограничивающий область, 229

Контур простой, 220, 229

Косинус направляющий, 251

Коэффициент степенного ряда, 53

Коэффициент Тейлора, 67

Коэффициент Фурье, 130

Край поверхности, 239

Кривая, 220

– гладкая, 220

– замкнутая, 220

– кусочно гладкая, 220

– лежащая на поверхности, 241

– непрерывная, 220

– ориентированная, 220

– противоположно, 221

– простая, 220

Кривая спрямляемая, 221

Критерий

– измеримости по Жордану, 187

– интегрируемости

– в смысле Римна – Стилтьеса, 164

– в терминах верхнего и нижнего

интегралов, 196

– в терминах колебаний, 198

– компактности в R
n, 187

– Коши равномерной сходимости

– несобственных интегралов, 103

– последовательности, 37

– ряда, 38

– Коши сходимости

– несобственных интегралов, 89

– числового ряда, 3

– Лебега интегрируемости по Рима-

ну, 200

– потенциальности поля

– непрерывного, 233, 266

– непрерывно дифференцируемо-

го, 237, 266

– Римана интегрируемости в терми-

нах сумм Дарбу, 195

– соленоидальности векторного поля,

267, 270

– сходимости несобственного инте-

грала от неотрицательной

функции, 87

– сходимости числового ряда с неот-

рицательными слагаемыми, 6

Лемма об оценке мер образов малых

кубов, 214

Лемма о дизъюнктивном разложении

фигуры, 180

Линейность интеграла Римана, 204

Линейность несобственного интеграла,

83

Лист Мебиуса, 243

Масса кривой, 225
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Масса поверхности, 249

Мера

– Жордана, 184

– множества внешняя, 183

– множества внутренняя, 183

– сегмента, 179

– фигуры, 182

Множество

– жордановой меры нуль, 185

– измеримое по Жордану, 184

– компактное, 187

– лебеговой меры нуль, 200

– неизмеримое по Жордану, 184

– открытое, 185

– счетное, 185

Монотонность

– интеграла Римана, 204

– меры фигур, 182

– несобственных интегралов, 84

Набор сегментов дизъюнктивный, 182

Начало кривой, 220

Необходимое условие сходимости

– бесконечного произведения, 28

– числового ряда, 3

Неравенство

– Бесселя, 131

– Коши – Буняковского, 126, 157

– Минковского, 127

– треугольника, 127

Норма, 126

Нормаль внешняя, 243

Нормаль внутренняя, 243

Область

– в R
n, 226

– замкнутая, 226

– линейно односвязная, 266

– многосвязная, 232

– односвязная, 230

Область

– сходимости несобственного инте-

грала, зависящего от пара-

метра, 101

– элементарная, 230

– относительно оси, 259

Объем тела, 261

Оператор Гамильтона, 255

Оператор дифференциальный, 256

Ориентация

– кривой, 220

– противоположная, 221

– поверхности, 243

– согласованная с положительной

ориентацией контуров, 244

– простого контура положительная

(отрицательная), 230

Остаток несобственного интеграла, 82

Остаток числового ряда, 5

Отображение

– гладкое, 239

– единичное, 214

– замкнутой области в R
3 непрерыв-

но дифференцируемое, 239

– тождественное, 214

Отрезок Коши числового ряда, 3

Параллелограмм криволинейный на по-

верхности, 244

Параметризация кривой естественная,

222

Параметризации поверхности различ-

ные, 241

Перестановка ряда, 22

Плоскость, касательная к поверхности,

242

Плотность распределения массы, 225,

248
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Площадь

– криволинейного параллелограмма,

245

– поверхности, 245

– почти простой поверхности, 247

Поверхность

– кусочно гладкая, 244

– натянутая на контур, 262

– ориентируемая, 243

– почти простая, 240

– простая, 239

– цилиндрическая, 260

Поле

– векторное, 226, 250, 257

– дифференцируемое, 257

– непрерывно дифференцируемое,

226

– непрерывное, 226

– единичных нормалей к поверхно-

сти, 243

– потенциальное, 233, 265

– скалярное, 255

– дифференцируемое, 255

– соленоидальное, 267

– трубчатое, 270

Полуаддитивность меры фигур, 183

Полусфера, 254

Последовательность функциональная,

31

Потенциал векторный, 267

Потенциал поля, 233

Поток векторного поля через границу

области, 259

Поток вектор-функции через ориенти-

рованную поверхность, 251

Почти куб, 210

Правила обращения с оператором Га-

мильтона, 256

Правило правого винта, 262

Предел интегральных сумм, 192

Представление эллипса параметрическое,

225

Представление эллипсоида параметри-

ческое, 249

Преобразование Абеля, 19

Признак

– Абеля равномерной сходимости

– несобственных интегралов, 106

– числового ряда, 39

– Абеля сходимости

– несобственных интегралов, 91

– числового ряда, 20

– Вейерштрасса равномерной сходи-

мости

– несобственных интегралов, 105

– ряда, 38

– Даламбера, 10

– в предельной форме, 11

– Дини сходимости ряда Фурье в точ-

ке, 142

– Дирихле равномерной сходимости

– несобственных интегралов, 107

– ряда, 39

– Дирихле сходимости

– несобственных интегралов, 92

– числового ряда, 21

– Коши, 12

– в предельной форме, 12

– обобщенный, 59

– сравнения

– для несобственных интегралов,

87

– в предельной форме, 87

– для числовых рядов, 8

– в предельной форме 9

– сходимости ряда интегральный, 14

Пример Дю Буа Реймона, 147

Пример Колмогорова, 147

Принцип локализации, 141

Прогрессия геометрическая, 1
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Продолжение разбиения, 194

Произведение

– бесконечное, 27

– расходящееся, 27

– сходящееся, 27

– векторов смешанное, 252

– рядов, 26

– скалярное, 125

– в пространстве кусочно непре-

рывных функций, 125, 153

– числового ряда на число, 6

Пространство

– евклидово, 125

– кусочно непрерывных функций, 125

– нормированное, 126

Равенство Парсеваля, 136

Радиус сходимости степенного ряда, 54

Разбиение множества, 191

Ряд

– биномиальный, 74

– гармонический, 4

– обобщенный, 7, 15

– знакопеременный, 16

– знакочередующийся, 16

– лейбницевского типа, 17

– мажорантный, 39

– Маклорена, 69

– полугармонический, 17

– степенной, 53

– сходящийся абсолютно, 21

– сходящийся условно, 21

– Тейлора, 67

– функциональный, 32

– Фурье, 130

– числовой, 1

– расходящийся, 1

– сходящийся, 1

Ряды Маклорена элементарных функ-

ций, 69

Свойства

– измеримых по Жордану множеств,

189

– интеграла Римана, 201

– интеграла Римана – Стилтьеса, 166,

176

– криволинейных интегралов второ-

го рода, 227

– криволинейных интегралов перво-

го рода, 223

– множеств жордановой меры нуль,

186

– площади поверхности, 246

– скалярного произведения, 125

– фигур, 181

– ядра Дирихле, 139

– ядра Фейера, 149

Сегмент в R
n, 179

Сегмент вырожденный, 180

Сегмент составляющий, 182

Система

– замкнутая, 135, 153

– нормированная, 127

– ортогональная, 127

– ортонормированная, 127

– полная, 137

– тригонометрическая, 127

– ортонормированная, 128

Слагаемые ряда, 1

След кривой, 220

Согласованность ориентации поверхно-

сти и ее края, 262

Соленоид, 270

Сторона поверхности, 243

– внешняя, 244

– внутренняя, 244

– противоположная, 243

Сумма

– геометрической прогрессии, 2, 53

– Дарбу верхняя, 193
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Сумма

– Дарбу нижняя, 193

– интегральная, 192

– Римана – Стилтьеса, 169

– ряда, 1

– ряда частичная, 1

– Фейера, 148

– числовых рядов, 6

Суммирование методом средних ариф-

метических, 148

Суммируемость в смысле Чезаро, 148

Сфера, 240

Сходимость

– в среднем, 137

– несобственного интеграла, 14

– зависящего от параметра, равно-

мерная, 102

– по норме пространства, 136

– степенного ряда внутри интервала

сходимости, 60

– функционального ряда поточечная,

32

– функционального ряда равномер-

ная, 35

– функциональной последовательно-

сти поточечная, 31

– функциональной последовательно-

сти равномерная, 32

C1-диффеоморфизм, 209

Теорема

– Абеля вторая, 62

– Абеля первая, 53

– Вейерштрасса о приближении непре-

рывной функции тригономет-

рическими полиномами, 151

– Вейерштрасса о приближении непре-

рывной функции алгебраиче-

скими полиномами, 152

– Гейне – Бореля, 187

– Грина, 230

Теорема

– Жордана, 229

– Карлесона, 147

– Коши – Адамара, 58

– Коши о произведении абсолютно

сходящихся рядов, 26

– Лейбница, 16

– об аддитивности полной вариации,

173

– об арифметических свойствах

– сходящихся числовых рядов, 6

– функций ограниченной вариа-

ции, 172

– об интегрировании

– по параметру несобственного ин-

теграла, 116

– собственного интеграла, завися-

щего от параметра, 97

– об интегрируемости

– композиции в смысле Римана – Стил-

тьеса, 167

– непрерывной функции, 198

– функции, разрывной на множестве

меры нуль, 199

– об обратном отображении, 208

– об общем виде векторного потенци-

ала, 269

– об оценке остатка ряда лейбницев-

ского типа, 18

– о вычислении радиуса сходимости

степенного ряда, 56

– о дифференцировании по парамет-

ру

– несобственного интеграла, 113

– собственного интеграла, 95

– с переменными пределами ин-

тегрирования, 100

– о дифференцировании предела по-

следовательности дифферен-

цируемых функций, 49
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Теорема

– о дифференцировании предела по-

следовательности непрерыв-

но дифференцируемых функ-

ций, 47

– о единственности

– разложения аналитической функ-

ции в степенной ряд, 66

– ряда Фурье, 138

– о замене переменной в кратном ин-

теграле, 215

– о замкнутости тригонометрической

системы, 153

– о конечной аддитивности меры Жор-

дана, 190

– о коэффициентах ряда по ортонор-

мированной системе, 128

– о минимальном свойстве частич-

ных сумм ряда Фурье, 130

– о непрерывности

– несобственного интеграла, зави-

сящего от параметра, 112

– полной вариации, 173

– предела равномерно сходящейся

последовательности функций,

41

– собственного интеграла, завися-

щего от параметра, 94

– с переменными пределами ин-

тегрирования, 99

– суммы равномерно сходящегося

ряда, 42

– суммы степенного ряда, 61

– о перестановке абсолютно сходяще-

гося ряда, 22

– о перестановке порядка интегриро-

вания для двух несобствен-

ных интегралов, 117

– о полноте замкнутой системы, 137

Теорема

– о почленном дифференцировании

– ряда, 49

– Фурье, 156

– степенного ряда, 64

– о почленном интегрировании

– ряда с непрерывными слагаемы-

ми, 44

– ряда Фурье, 159

– степенного ряда, 62

– о почленном переходе к пределу

для рядов, 52

– о предельном переходе

– в пределе функциональной по-

следовательности, 51

– под знаком интеграла для инте-

грируемых функций, 45

– под знаком интеграла для непре-

рывных функций, 44

– о представлении функции ограни-

ченной вариации в виде раз-

ности монотонных, 175

– о равномерной сходимости

– ряда Фурье кусочно непрерывно

дифференцируемой функции,

158

– степенного ряда внутри интер-

вала сходимости, 60

– о равносходимости ряда и его остат-

ков, 5

– о сведении

– интеграла Римана – Стилтьеса

к интегралу Римана, 170

– кратного интеграла к повторно-

му, 206

– о связи между равномерной сходи-

мостью несобственных инте-

гралов и функциональных ря-

дов, 111
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Теорема

– о связи несобственных интегралов

с рядами, 93

– о среднем для интеграла

– Римана, 205

– Римана – Стилтьеса, 176

– о стремлении к нулю остатков схо-

дящегося числового ряда, 5

– Остроградского – Гаусса, 259

– о структуре области сходимости сте-

пенного ряда, 54

– о сходимости

– абсолютно сходящегося несобствен-

ного интеграла, 89

– абсолютно сходящегося ряда, 21

– ряда Фурье по норме, 136

– Римана о перестановке условно схо-

дящегося ряда, 24

– Римана о стремлении к нулю коэф-

фициентов Фурье, 132

– Стокса, 262

– Фейера, 150

Точка множества внутренняя, 179

Точка множества граничная, 186

Точка особая, 81

Точка самопересечения кривой, 220

Уравнение, определеяющее кривую, 221

Уравнение простой поверхности в век-

торной форме, 240

Уравнения простой поверхности пара-

метрические, 239

Условие Коши, 37

Фигура, 181

Формула

– Грина, 230

– замены переменной в интеграле Ри-

мана – Стилтьеса, 176

– замены переменной в несобствен-

ном интеграле, 85

Формула

– интегрирования по частям

– для интеграла Римана – Стил-

тьеса, 176

– для кусочно непрерывно диффе-

ренцируемых функций, 155

– несобственных интегралов, 84

– Ньютона – Лейбница для несоб-

ственных интегралов, 83

– Остроградского – Гаусса, 259

– перемены порядка интегрирования,

97

– Стокса, 262

– Эйлера о связи между гамма- и

бета-функциями, 121

Функция

– аналитическая в точке, 66

– интегрируемая в смысле Римана –

Стилтьеса, 163

– интегрируемая по Риману, 192

– кусочно непрерывная, 125

– кусочно непрерывно дифференци-

руемая, 155

– непрерывно дифференцируемая на

множестве, 239

– ограниченной вариации, 171

– полной вариации, 173

– предельная последовательности, 31

– Римана, 201

– финитная ступенчатая, 133

Центр степенного ряда, 53

Циркуляция векторного поля по кон-

туру, 262

Элемент площади поверхности, 245

Элементы ортогональные, 127

Эллипсоид, 249

Ядро Дирихле, 139

Ядро Фейера, 148


