




 1. Опис навчальної дисципліни 

 Найменування 
 показників 

 Галузь знань, спеціальність, 
 спеціалізація, рівень вищої 

 освіти 

 Характеристика навчальної 
 дисципліни 

 денна 
 форма 

 навчання 

 заочна форма 
 навчання 

 Загальна кількість: 

 кредитів – 3 

 годин – 90 

 залікових модулів – 1 

 змістових модулів – 3 

 Галузь знань 
 11 Математика та 

 статистика 

 Спеціальність 
 111 Математика 

 Спеціалізації: 
 ____________________ 

 (назва) 

 Рівень вищої освіти: 
 третій (освітньо-науковий) 

 За вибором 
 Рік підготовки: 

 2 
 Семестр 

 4 
 Лекції 

 12 год.  год. 
 Практичні, семінарські 
 10 год.  год. 

 Лабораторні 
 год.  год. 
 Самостійна робота 

 68 год.  год. 
 Форма підсумкового 

 контролю: 
 залік 

 2. Мета та завдання навчальної дисципліни 

 Мета дисципліни:  . дати знання про сучасні методи диференціальної  геометрії при 
 дослідженні дотичних розшарувань з метриками Сасакі або повного ліфту. 

 Завданнями  дисципліни  є  ознайомлення  з  теоретичними  основами  геометрії  дотичних  і 
 головних розшаруваннь. 
 Процес вивчення дисципліни спрямований на формування елементів наступних 
 компетентностей  : 
 ЗК 01. Здатність до критичного аналізу та оцінки сучасних наукових 
 досягнень. 
 ЗК 06. Здатність породжувати нові ідеї (креативність). 
 ФК 01. Фундаментальні знання та глибоке розуміння загальних та 
 спеціальних математичних дисциплін. 
 ФК 02. Здатність будувати математичні моделі для опису та подальшого 
 аналізу явищ та процесів. 
 ФК 03. Здатність до переносу результатів математичних досліджень на 
 нематематичні контексти. 
 ФК 05. Здатність до постановки та вивчення нових проблем з 
 різноманітних областей математичного знання. 
 ФК 08. Здатність до узагальнення відомих методів дослідження для 
 подальшого розвитку математичних теорій. 



 ФК 09. Здатність до створення і використання нових методів розвитку 
 сучасних математичних досягнень. 

 Очікувані результати навчання.  В результаті вивчення  дисципліни аспірант повинен 
 знати:  .cучасну  методологію  ліфтінгу  геометричних  об’єктів  у  дотичних  розшаруваннях  з 
 різними метриками 
 вміти:  самостійно  опрацьовувати  літературу,  використовувати  сучасне  програмне 
 забезпечення  для  розв’язування  практичних  задач  ,  та  написання  статей.  Застосовувати  цю 
 методологію при самостійних наукових дослідженнях. 

 Бути  здатними  до  безперервного  саморозвитку  та  самовдосконалення.  Застосовувати  в 
 роботі  інноваційний  підхід.  Сприяти  розвитку  нових  ідей  або  процесів  у  передових 
 контекстах професійної та наукової діяльності. 

 Це відповідає наступним програмним  результатам навчання: 

 ПРН 
 ПРН 05. Вміти здійснювати аналіз поставленої задачі, працювати з 
 літературою, обирати шляхи до вирішення проблеми, застосовувати 
 сучасні методи дослідження, робити висновки, оцінювати отримані 
 результати, поширювати методики дослідження на більш загальні 
 об’єкти, а також генерувати нові ідеї та підходи для вирішення складних 
 актуальних задач. 
 ПРН 11. Вміти використовувати знання обраних основних та 
 спеціальних математичних дисциплін для вирішення наукових проблем 
 за напрямком дисертаційного дослідження. 
 ПРН 12. Вміти надавати всебічну інтерпретацію тверджень, проводити 
 їх узагальнення; відрізняти основні ідеї від деталей та технічних 
 викладок; удосконалювати доведення. 
 ПРН 13. Вміти розв’язувати конкретні математичні задачі, 
 сформульовані у термінах певної предметної області; оцінювати ступінь 
 адекватності математичної моделі явищу, яке вона описує. 

 3. Зміст навчальної дисципліни 

 Змістовий  модуль  1.  Вертикальні  та  повні  ліфти  з  многовиду  до  його  дотичних 
 розшарувань. 
 •  Тема  1.  Дотичне  розшарування.  Дотичний  простір  Т(М)  гладкого  многовиду  М. 

 Розклад  дотичного  до  Т(М)  простору.  Дотичне  розшарування,  його  локальні 
 координати. 

 •  Тема  2.  Вертикальні  ліфти.  Вертикальні  ліфти  для  функцій,  векторних  полів, 
 1-форм  і тензорних полів.  Властивості. 

 •  Тема  3  Повні  ліфти.  Повні  ліфти  для  функцій,  векторних  полів,  1-форм  і 
 тензорних полів.  Властивості. 

 Змістовий модуль 2.  Ліфти диференціювань 



 Тема 1.  Диференційовані відображення та їх властивості  . Вертикальні та 
 повні ліфти диференціювань. Вирази координат ліфтів. Властивості. 

 •  Тема  2.  Похідна  Лі  .  Вертикальні  та  повні  ліфти  похідної  Лі.  Коваріантна  похідна 
 та її вертикальний та повний ліфти. Вираз координат. 

 •  Тема  3.  Повні  ліфти  афінної  зв’язності  .  Означення,  властивості,  теорема  про 
 звязок  повних  ліфтів  афінної  зв’язності  з  повними  ліфтами  скруту  та  тензора 
 кривини.  Зв’язності многовиду. 

 Змістовий модуль 3. Диференційовані відображення 
 Тема 1  Формули для  похідної Лі  . Підрахунок  похідної Лі  для вертикальних і 
 повних ліфтів функцій вздовж вертикальних та повних ліфтів векторних полів 

 •  Тема  2  Властивості  диференційованих  відображень  двох  гладких  многовидів 

 µ:  Дослідження  індукованого  відображення  :  Т(М  )     М→  М .     µ *  →Т  М ( )
 дотичних  розшарувань,  індукованих  відображень  дотичних  розшарувань, 
 зокрема М  та  Т(М)  Т(  ). →  М →  М 

 •  Тема  3.  Геодезичні  лінії  та  паралельний  перенос  у  дотичному  розшаруванні  . 
 Теорема  про  проекцію  геодезичної  лінії  в  дотичному  розшаруванні  на  базу,  яка 
 індукована ліфтом зв’язності многовиду.  Обернений зв'язок. 

 4. Структура навчальної дисципліни 

 Назви змістових модулів і тем 

 Кількість годин 
 Денна форма 

 усього  у тому числі 
 л  п  лаб.  інд.  с. р. 

 1  2  3  4  5  6  7 
 Модуль 1 

 Змістовий  модуль  1  Вертикальні  та  повні  ліфти  з  многовиду  до  його  дотичних 
 розшарувань. 

 Тема 1. Дотичне розшарування.  10  2  2  6 
 Тема 2. Вертикальні ліфти.  10  1  9 

 Тема 3  Повні ліфти  10  1  9 
 Разом за змістовим модулем 1  30  4  2  24 

 Змістовий модуль 2 . Ліфти диференціювань 

 Тема  1.  Диференційовані  відображення  та  їх 
 властивості  10  2  4  4 

 Тема 2. Похідна Лі  10  1  9 
 Тема 3. Повні ліфти афінної зв’язності.  10  1  9 

 Разом за змістовим модулем 2  30  4  4  22 
 Змістовий модуль 3. Диференційовані відображення 

 Тема 1 Формули похідної Лі.  10  2  4  4 



 Тема  2  Властивості  диференційованих 
 відображень двох гладких многовидів  µ.  10  1  9 

Тема  3.  Геодезичні  лінії  та  паралельний  перенос 
у дотичному розшаруванні 

 10  1  9 

 Разом за змістовим модулем 3  30  4  4  22 
 Усього годин  90  12  10  68 

 5. Теми семінарських занять 
 Семінарські заняття не передбачені 

 6. Теми практичних занять 

 № 
 з/п  Назва теми  Кількість 

 годин 

 1. 
 Дотичне розшарування 

 2 

 2.  Ліфти  диференціювань  4 
 3.  Формули похідної Лі  4 

 Разом  10 

 7. Теми лабораторних занять 
 Лабораторні заняття не передбачені 

 8. Самостійна робота 

 № 
 з/п  Назва теми  Кількість 

 годин 

 1 

 Дотичне  розшарування.  Дотичний  простір  Т(М)  гладкого 
 многовиду  М.  Розклад  дотичного  до  Т(М)  простору.  Дотичне 
 розшарування.  його локальні координати.  6 

 2 
 Вертикальні  ліфти.  Вертикальні  ліфти  для  функцій  векторних 
 полів  1-форм  і тензорних полів.  Властивості.  9 

 3  Повні ліфти. Повні ліфти для  функцій векторних полів1-форм  і 
 тензорних полів.  Властивості.  9 

 4 
 Диференційовані  відображення  та  їх  властивості.  Вертикальні  та 
 повні  ліфти  диференціювань.  Вирази  координат  ліфтів. 
 Властивості. 

 4 



 5  Похідна Лі . Вертикальні та повні ліфти похідної Лі. Коваріантна 
 похідна та її вертикальний та повний ліфти. Вираз координат.  9 

 6 
 Повні ліфти афінної зв’язності. Означення, властивості, теорема 
 про звязoк повних ліфтів афінної зв’язності  з повними ліфтами 
 скруту та тензора кривини.  Зв’язності многовиду. 

 9 

 7 
 Формули  для  похідної  Лі.  Підрахунок  похідної  Лі  для 
 вертикальних  і  повних  ліфтів  функцій  вздовж  вертикальних  та 
 повних ліфтів векторних полів 

 4 

 8 

 Властивості  диференційованих  відображень  двох  гладких 

 многовидів  µ  :  Дослідження  індукованого  відображення     М→  М .    

 :  Т(М  )  дотичних  розшарувань,  індукованих  µ *  →Т  М ( )
 відображень  дотичних  розшарувань,  зокрема  М  та  Т(М)  Т( →  М →

 ).  М 

 9 

 9 

 Геодезичні  лінії  та  паралельний  перенос  у  дотичному 
 розшаруванні.  Теорема  про  проекцію  геодезичної  лінії  в 
 дотичному  розшаруванні  на  базу,  яка  індукована  ліфтом  зв’язності 
 многовиду.  Обернений зв'язок. 

 9 

 Разом  68 
 ІНДЗ не передбачено 

 Для  самостійної  роботи  здобувачі  можуть  використовувати  джерела  та  ресурси, 
 вказані у п. 13-15. 

 Самостійна  робота  оформлюється  у  вигляді  письмового  звіту,  обговорення  та 
 оцінювання якого здійснюється на поточному та підсумковому контролі. 

 Навчально-методичне забезпечення самостійної роботи: 

 - робоча програма навчальної дисципліни «Ріманова геометрія»; 

 - конспекти (тексти,) лекцій; 

 - С. Г. Лейко.  Ріманова геометрія  . Одеса, АстроПринт,  2000 - 211 с. 

 Критерії оцінювання виконання самостійної роботи  : 

 – своєчасність виконання; 

 –  доброчесність  та  коректність  у  представлені  текстів,  презентацій  та  посилань  (у 
 разі доведеного плагіату бали за роботу анулюються); 

 – повнота, грамотність і коректність розкриття основних положень; 

 – творчий підхід до постановки і реалізації завдання; 



 –  відповідність  формальним  критеріям  (структура,  послідовність,  логічність,  мовна 
 грамотність, якість оформлення тощо). 

 – вміння застосовувати теоретичні знання для рішення практичних завдань. 

 9. Методи навчання 
 Метод проблемного викладення (наукового пошуку). 

 Пояснювально-ілюстративні методи  : лекція, пояснення,  самостійне опрацювання 
 літературних джерел, робота з електронними конспектами лекцій та презентаціями, 
 опрацювання наукових публікацій. 

 Наочні методи (презентації, ілюстрації). 

 Дослідницький метод. 

 Методи формування і стимулювання пізнавальної діяльності  :  навчальні дискусії. 

 10. Форми контролю і методи оцінювання 

 Методи усного контролю  : індивідуальне усне поточне  опитування. 

 Методи письмового контролю  : поточні практичні роботи. 

 При оцінюванні в балах рівня засвоєння матеріалу використовуються загальні критерії 
 оцінювання навчальних досягнень здобувачів вищої освіти  : 

 Оцінка за 
 національною 

 шкалою та 
 відсоток від 
 максимальн 
 ої кількості 

 балів 

 Теоретична підготовка  Практична підготовка 

 Здобувач освіти 



 зараховано 
 (90-100% від 
 максимальн 
 ої кількості 

 балів) 

 у повному обсязі володіє навчальним 
 матеріалом, вільно, самостійно та 
 аргументовано його викладає під час 
 усних виступів та письмових відповідей; 
 глибоко та всебічно розкриває зміст 
 теоретичних питань, використовуючи 
 при цьому нормативну, обов’язкову та 
 додаткову літературу; робить самостійні 
 висновки, виявляє причинно-наслідкові 
 зв’язки; самостійно знаходить додаткову 
 інформацію та використовує її для 
 реалізації поставлених перед ним 
 завдань. Здобувач здатен виділяти 
 суттєві ознаки вивченого за допомогою 
 операцій синтезу, аналізу, виявляти 
 причинно-наслідкові зв’язки, формувати 
 висновки і узагальнення, вільно 
 оперувати фактами та відомостями. 

 глибоко та всебічно 
 розкриває сутність 
 практичних/ 
 розрахункових завдань, 
 використовуючи при 
 цьому нормативну, 
 обов’язкову та додаткову 
 літературу; може 
 аргументовано обрати 
 раціональний спосіб 
 виконання завдання й 
 оцінити результати 
 власної практичної 
 діяльності; виконує творчі 
 завдання та ініціює нові 
 шляхи їх виконання; 
 вільно використовує 
 набуті теоретичні знання 
 при аналізі практичного 
 матеріалу; проявляє 
 творчий підхід до 
 виконання індивідуальних 
 та колективних завдань 
 при самостійній роботі. 

 зараховано 

 (75-89% від 
 максимальн 
 ої кількості 

 балів) 

 достатньо повно володіє навчальним 
 матеріалом, обґрунтовано його викладає 
 під час усних виступів та письмових 
 відповідей, використовуючи при цьому 
 нормативну та обов’язкову літературу; 
 при представленні деяких питань не 
 вистачає достатньої глибини та 
 аргументації, застосовує знання для 
 розв’язання стандартних ситуацій; 
 самостійно аналізує, узагальнює і 
 систематизує навчальну інформацію, але 
 допускаються при цьому окремі 
 несуттєві неточності та незначні 
 помилки. 

 правильно вирішив 
 більшість розрахункових 
 /тестових завдань за 
 зразком; має стійкі 
 навички виконання 
 завдання 

 зараховано 
 (60-74% від 
 максимальн 
 ої кількості 

 балів) 

 володіє навчальним матеріалом на 
 репродуктивному рівні або відтворює 
 певну частину навчального матеріалу з 
 елементами логічних зв’язків, знає 
 основні поняття навчального матеріалу; 
 має ускладнення під час виділення 
 суттєвих ознак вивченого; під час 
 виявлення причинно-наслідкових 
 зв’язків і формулювання висновків. 

 може використовувати 
 знання в стандартних 
 ситуаціях, має 
 елементарні, нестійкі 
 навички виконання 
 завдання. Правильно 
 вирішив половину 
 розрахункових/тестових 
 завдань. Здобувач має 



 ускладнення під час 
 виділення суттєвих ознак 
 вивченого; під час 
 виявлення 
 причинно-наслідкових 
 зв’язків і формулювання 
 висновків. 

 не 
 зараховано 
 (35-59% від 
 максимальн 
 ої кількості 

 балів) 

 володіє навчальним матеріалом 
 поверхово й фрагментарно (без 
 аргументації та обґрунтування); 
 безсистемно виокремлює випадкові 
 ознаки вивченого; не вміє робити 
 найпростіші операції аналізу і синтезу; 
 робити узагальнення, висновки; під час 
 відповіді допускаються суттєві помилки 

 недостатньо розкриває 
 сутність практичних 
 завдань, допускаючи при 
 цьому суттєві неточності, 
 правильно вирішив 
 окремі 
 розрахункові/тестові 
 завдання за допомогою 
 викладача, відсутні 
 сформовані уміння та 
 навички. 

 не 
 -зараховано 
 (0-34% від 

 максимальн 
 ої кількості 

 балів) 

 не володіє навчальним матеріалом  виконує лише елементи 
 завдання, потребує 
 постійної допомоги 
 викладача 

 Примітка: максимальна кількість балів за кожною темою вказана в п.12. 

 Форма підсумкового контролю  – залік, виставляється за кількістю балів, набраних в 
 семестрі (згідно зі шкалою оцінювання з п. 12). 

 11. Питання для періодичного та підсумкового контролю 

 1. Дотичне розшарування  .  Дотичний простір Т( М )  гладкого многовиду 
 Розклад дотичного до Т простору.  Дотичні розшарування його локальні 
 координати. 
 2. Вертикальні ліфти. Вертикальні ліфти для функцій векторних полів  1-форм  і 

 тензорних полів.  Властивості. 
 3.  Повні ліфти. Повні ліфти для  функцій векторних полів1-форм  і тензорних 

 полів.  Властивості. 
 4.   Диференційовані відображення та їх властивості. Вертикальні та повні ліфти 

 диференціювань. Вирази координат ліфтів. Властивості. 
 5.   Похідна Лі . Вертикальні та повні ліфти похідної Лі. Коваріантна похідна та її 



 вертикальний та повний ліфти. Вираз координат. 
 6.Повні ліфти афінної зв’язності. Означення, властивості, теорема про зв’язок 

 повних ліфтів афінної зв’язності  з повними ліфтами скруту та тензора кривини. 
 Зв’язності многовиду. 
 7 .Формули для  похідної Лі. Підрахунок похідної Лі  для вертикальних і 

 повних ліфтів функцій вздовж вертикальних та повних ліфтів векторних полів, 
 для вертикальних та повних ліфтів від векторних полів вздовж вертикальних та 
 повних векторних полів та інші. 
 8.  Властивості  диференційованих  відображень  двох  гладких  многовидів  µ  : 

 Дослідження  індукованого  відображення  :  Т(М  )  дотичних     М→  М .     µ *  →Т  М ( )
 розшарувань,  індукованих  відображень  дотичних  розшарувань,  зокрема  М →  М 
 та  Т(М)  Т(  ). →  М 
 9.  Теорема  про  проекцію  геодезичної  лінії  в  дотичному  розшаруванні  на  базу, 
 яка індукована ліфтом зв’язності многовиду.  Обернений зв'язок 

 12. Розподіл балів, які отримують студенти 

 Поточний та періодичний контроль  Сума балів 
 Змістовий модуль 1  Змістовий модуль 

 2 
 Змістовий модуль 3 

 Т1  Т2  Т3  Т1  Т2  Т3  Т1  Т2  Т3 
 10  10  10  10  10  10  10  10  20  100 

 Розподіл балів за видами навчальної роботи 

 Види навчальної роботи  Бали за одне 
 заняття (завдання) 

 Кількість занять 
 (завдань) 

 Сумарна кількість 
 балів 

 Змістовий модуль 1 
 Поточний  контроль  на 
 лекціях 

 10  2  20 

 Виконання  і  захист 
 практичних робіт 

 10  1  10 

 Усього за змістовим 
 модулем 1 

 0-30 

 Змістовий модуль 2 
 Поточний  контроль  на 
 лекціях 

 10  2  20 

 Виконання  і  захист 
 практичних робіт 

 10  1  10 

 Усього за змістовим  0-30 



 модулем 2 
 Змістовий модуль 3 

 Поточний контроль на 
 лекціях 

 10  3  30 

 Виконання і захист 
 практичних робіт 

 10  1  10 

 Усього за змістовим 
 модулем 3 

 0-40 

 Підсумкова сума балів  0-100 

 13. Навчально-методичне забезпечення 

 1. С. Г. Лейко.  Ріманова геометрія  . Одеса, АстроПринт,  2000 - 211 с. 

 14. Рекомендована література 
 1 . Husemoller D. Fibre bundles . McGraw-Hff Book  Company, New  York,  St.  Loui, 

 San  Francisco,  Toronto,  London , Sydney. 1966. 440 p. 
 2. K. Yano, S. Ishihara  Tangent and Cotangent  Bundles  M. Dekker, New York, 1973 
 3. А. А. Борисенко, А. Л. Ямпольский  Ріманова геометрія  розшарувань  УМН, т. 
 46, вип 6 (282), с. 51 – 95 
 4. K. Sato  Infinitesimal affine transformations of  the tangent bundles with Sasaki 
 metric.  Tohoku math journal t. 26 (1974), pg. 353  - 361 

 15. Електронні інформаційні ресурси 

 1.  http://nbuv.gov.ua/  –  Сайт  Національної  бібліотеки  України  імені 
 В. І. Вернадського; 

 2.http://www.dnpb.gov.ua/  –  Сайт  Державної  науково-педагогічної  бібліотеки 
 України імені В.О. Сухомлинського; 

 3.  http://korolenko.kharkov.com/  –  Сайт  Харківської  державної  наукової  бібліотеки 
 імені В.Г. Короленка 

 4.    http:// lib.onu.edu.ua – Сайт наукової бібліотеки ОНУ імені І.І.Мечникова 


