






1. Опис навчальної дисципліни

Найменування
показників

Галузь знань,
спеціальність,

спеціалізація, рівень
вищої освіти

Характеристика
навчальної дисципліни
Очна (денна, вечірня)

форма навчання
Загальна кількість:

кредитів –3

годин –90

змістових модулів –2

Галузь знань
11 Математика та

статистика

Спеціальність
113 Прикладна

математика

Спеціалізації:
____________________

(назва)

Рівень вищої освіти:
третій

(освітньо-науковий)

Вибіркова

Рік підготовки:
2-й

Семестр
3-й

Лекції
12 год.

Практичні, семінарські
10 год.

Лабораторні
0 год.

Самостійна робота
68 год.

Форма підсумкового
контролю:

залік



2. Мета та завдання навчальної дисципліни

Мета дисципліни: ознайомлення аспірантів з математичними моделями систем, поточний стан
яких є повільнозмінним, залежить від показників стану в попередні моменти часу, та які піддаються
зовнішньому керованому впливу; з асимптотичними методами побудови траєкторій таких систем, а
також числово-асимптотичними методами розв’язання задач оптимального керування
функціонально-диференціальною системою з малим параметром.

Завданнями дисципліни є надання основних математичних фактів теорії асимптотичних методів
розв’язання задач оптимального керування функціонально-диференціальними системами з малим
параметром.

Процес вивчення дисципліни спрямований на формування елементів наступних компетентностей:
ІК. Здатність розв’язувати комплексні проблеми в галузі професійної та
дослідницько-інноваційної діяльності у сфері математики та статистики із
залученням отриманих знань із суміжних навчальних дисциплін, що передбачає глибоке
переосмислення наявних та створення нових цілісних знань та професійних
практик.
ФК 01. Здатність до глибокого розуміння теоретичних положень, історії їх розвитку, сучасного стану

та майбутнього концепту за напрямком власного наукового дослідження в прикладній
математиці.

ФК 02. Здатність до визначення перспективних наукових напрямів на основі аналітичного
пошуку з використанням сучасних методів комп’ютерних та інформаційних

технологій.
ФК 04. Здатність до абстракції, включаючи здатність логічно розвивати окремі формальні

теорії та встановлювати зв’язок між ними.
ФК 05. Здатність до глибинного розуміння загальних та спеціальних математичних дисциплін.
ФК 06. Здатність будувати математичні моделі для опису та подальшого аналізу явищ та процесів.
ФК 07. Здатність формулювати математичні постановки складних оптимізаційних проблем і
проблем прийняття рішень.
ФК 09. Здатність користуватися, управляти і розробляти нові інформаційні технології.

Очікувані результати навчання. В результаті вивчення дисципліни аспірант повинен

знати: сучасні результати в теорії асимптотичних методів щодо побудови розв’язків
функціонально-диференціальних рівнянь без керування та з керуванням, а також щодо розв’язання
задач оптимального керування функціонально-диференціальними системами з малим параметром;

вміти: самостійно опрацьовувати літературу, використовувати сучасне програмне забезпечення для
розв’язування практичних задач.

Бути здатними до безперервного саморозвитку та самовдосконалення. Застосовувати в роботі
інноваційний підхід. Сприяти розвитку нових ідей або процесів у передових контекстах професійної
та наукової діяльності.

Це відповідає наступним програмним  результатам навчання:

ПРН 05. Вміти описувати, аналізувати та синтезувати інформацію, враховуючи попередній
досвід; піддавати сумніву отримані раніше результати; правильно поставити задачу дослідження та
відібрати підходи до її розв’язку; виявляти ключові ідеї у напрацьованому розв’язку та
представлення їх у чіткому і завершеному вигляді.
ПРН 06. Вміти здійснювати аналіз поставленої задачі, працювати з літературою, обирати шляхи до
вирішення проблеми, застосовувати сучасні методи дослідження, робити висновки,
оцінювати отримані результати.



ПРН 07. Вміти ставити проблему, проводити аналіз її сучасного стану розробки,
користуватися апаратом розв’язання та оприлюднення результатів із застосуванням

сучасних інформаційно – комп’ютерних технологій.
ПРН 10. Вміти проводити доведення математичних тверджень, що не є аналогічними до раніше
відомих.
ПРН 12. Вміти складати модель творчої роботи, програму і план власного дослідження;
формулювати висновки та узагальнення; обґрунтовувати практичну значущість результатів
дослідження.
ПРН 14. Вміти розв’язувати конкретні математичні задачі, сформульовані у термінах даної
предметної області; оцінювати ступінь адекватності математичної моделі явища, яке вона описує.
ПРН 15. Вміти здійснювати базові перетворення математичних моделей для зручності
розв’язання відповідних задач; надавати інтерпретацію отриманих результатів.

3.  Зміст навчальної дисципліни

Змістовий модуль 1. Схеми усереднення в задачах оптимального керування
функціонально-диференціальною системою.

Тема 1. Схеми та алгоритми усереднення функціонально-диференціальних рівнянь (ФДР) на
скінченному інтервалі. Періодичний та неперіодичний випадки.

Тема 2. Близькість оптимальних значень критеріїв точної та усередненої задач оптимального
керування (ЗОК) ФДР. Числово-асимптотичний метод розв’язання ЗОК
функціонально-диференціальною системою.

Змістовий модуль 2. Збіжність оптимальних керувань і оптимальних траєкторій в методі
усереднення задач оптимального керування.

Тема 1. Застосування методу усереднення для ЗОК нелінійними системами на скінченному
інтервалі: постановка задачі, умови збіжності оптимальних керувань і оптимальних
траєкторій відповідних усереднених задач, збіжність оптимальних значень критерія якості
точної задачі до оптимальних значень критерія якості усереднених задач.

Тема 2. Застосування методу усереднення для ЗОК системами, лінійними за керуванням, на
скінченному інтервалі: постановка задачі, умови збіжності оптимальних керувань і
оптимальних траєкторій відповідних усереднених задач, збіжність оптимальних значень
критерія якості точної задачі до оптимальних значень критерія якості усереднених задач.

Тема 3. Застосування методу усереднення для ЗОК нелінійними системами на півосі: постановка
задачі, умови збіжності оптимальних керувань і оптимальних траєкторій відповідних
усереднених задач, збіжність оптимальних значень критерія якості точної задачі до
оптимальних значень критерія якості усереднених задач.

Тема 4. Застосування методу усереднення для ЗОК системами, лінійними за керуванням, на півосі:
постановка задачі, умови збіжності оптимальних керувань і оптимальних траєкторій
відповідних усереднених задач, збіжність оптимальних значень критерія якості точної задачі
до оптимальних значень критерія якості усереднених задач.

4. Структура навчальної дисципліни

Назви змістових модулів і тем Кількість годин
Очна (денна, вечірня) форма



усього у тому числі
л п лаб. інд. с. р.

1 2 3 4 5 6 7
Змістовий модуль 1. Схеми усереднення в задачах оптимального керування

функціонально-диференціальною системою.
Тема 1. Схеми та алгоритми усереднення

функціонально-диференціальних рівнянь
(ФДР) на скінченному інтервалі.
Періодичний та неперіодичний випадки.

14 2 1 11

Тема 2. Близькість оптимальних значень
критеріїв точної та усередненої задач
оптимального керування (ЗОК) ФДР.
Числово-асимптотичний метод
розв’язання ЗОК
функціонально-диференціальною
системою.

14 2 1 11

Разом за змістовим модулем 1 28 4 2 22
Змістовий модуль 2. Збіжність оптимальних керувань і оптимальних траєкторій в

методі усереднення задач оптимального керування.
Тема 1. Застосування методу усереднення для

ЗОК нелінійними системами на
скінченному інтервалі: постановка задачі,
умови збіжності оптимальних керувань і
оптимальних траєкторій відповідних
усереднених задач, збіжність
оптимальних значень критерія якості
точної задачі до оптимальних значень
критерія якості усереднених задач

14 2 2 10

Тема 2. Застосування методу усереднення для
ЗОК системами, лінійними за
керуванням, на скінченному інтервалі:
постановка задачі, умови збіжності
оптимальних керувань і оптимальних
траєкторій відповідних усереднених
задач, збіжність оптимальних значень
критерія якості точної задачі до
оптимальних значень критерія якості
усереднених задач

16 2 2 12

Тема 3. Застосування методу усереднення для
ЗОК нелінійними системами на півосі:
постановка задачі, умови збіжності
оптимальних керувань і оптимальних
траєкторій відповідних усереднених
задач, збіжність оптимальних значень
критерія якості точної задачі до

16 2 2 12



оптимальних значень критерія якості
усереднених задач

Тема 4. Застосування методу усереднення для
ЗОК системами, лінійними за
керуванням, на півосі: постановка задачі,
умови збіжності оптимальних керувань і
оптимальних траєкторій відповідних
усереднених задач, збіжність
оптимальних значень критерія якості
точної задачі до оптимальних значень
критерія якості усереднених задач

16 2 2 12

Разом за змістовим модулем 2 62 8 8 46
Усього годин 90 12 10 68

5. Теми семінарських занять
Семінарські заняття навчальним планом не передбачені.

6. Теми практичних занять

№
з/п Назва теми Кількість

годин

1.
Схеми та алгоритми усереднення
функціонально-диференціальних рівнянь (ФДР) на скінченному
інтервалі. Періодичний та неперіодичний випадки.

1

2.

Близькість оптимальних значень критеріїв точної та усередненої
задач оптимального керування (ЗОК) ФДР.
Числово-асимптотичний метод розв’язання ЗОК
функціонально-диференціальною системою.

1

3.

Застосування методу усереднення для ЗОК нелінійними
системами на скінченному інтервалі: постановка задачі, умови
збіжності оптимальних керувань і оптимальних траєкторій
відповідних усереднених задач, збіжність оптимальних значень
критерія якості точної задачі до оптимальних значень критерія
якості усереднених задач

2

4.

Застосування методу усереднення для ЗОК системами, лінійними
за керуванням, на скінченному інтервалі: постановка задачі,
умови збіжності оптимальних керувань і оптимальних траєкторій
відповідних усереднених задач, збіжність оптимальних значень
критерія якості точної задачі до оптимальних значень критерія
якості усереднених задач

2

5.

Застосування методу усереднення для ЗОК нелінійними
системами на півосі: постановка задачі, умови збіжності
оптимальних керувань і оптимальних траєкторій відповідних
усереднених задач, збіжність оптимальних значень критерія
якості точної задачі до оптимальних значень критерія якості
усереднених задач

2

6. Застосування методу усереднення для ЗОК системами, лінійними
за керуванням, на півосі: постановка задачі, умови збіжності 2



оптимальних керувань і оптимальних траєкторій відповідних
усереднених задач, збіжність оптимальних значень критерія
якості точної задачі до оптимальних значень критерія якості
усереднених задач

Разом 10

7. Теми лабораторних занять
Лабораторні роботи навчальним планом не передбачені.

8. Самостійна робота

№
з/п Назва теми Кількість

годин

1
Схеми та алгоритми усереднення
функціонально-диференціальних рівнянь (ФДР) на скінченному
інтервалі. Періодичний та неперіодичний випадки.

11

2

Близькість оптимальних значень критеріїв точної та усередненої
задач оптимального керування (ЗОК) ФДР.
Числово-асимптотичний метод розв’язання ЗОК
функціонально-диференціальною системою.

11

3

Застосування методу усереднення для ЗОК нелінійними
системами на скінченному інтервалі: постановка задачі, умови
збіжності оптимальних керувань і оптимальних траєкторій
відповідних усереднених задач, збіжність оптимальних значень
критерія якості точної задачі до оптимальних значень критерія
якості усереднених задач

10

4

Застосування методу усереднення для ЗОК системами, лінійними
за керуванням, на скінченному інтервалі: постановка задачі,
умови збіжності оптимальних керувань і оптимальних траєкторій
відповідних усереднених задач, збіжність оптимальних значень
критерія якості точної задачі до оптимальних значень критерія
якості усереднених задач

12

5

Застосування методу усереднення для ЗОК нелінійними
системами на півосі: постановка задачі, умови збіжності
оптимальних керувань і оптимальних траєкторій відповідних
усереднених задач, збіжність оптимальних значень критерія
якості точної задачі до оптимальних значень критерія якості
усереднених задач

12

6

Застосування методу усереднення для ЗОК системами, лінійними
за керуванням, на півосі: постановка задачі, умови збіжності
оптимальних керувань і оптимальних траєкторій відповідних
усереднених задач, збіжність оптимальних значень критерія
якості точної задачі до оптимальних значень критерія якості
усереднених задач

12

Разом 68

Самостійна робота оформлюється у вигляді доповіді, обговорення та оцінювання якої
здійснюється на поточному та підсумковому контролі.

Самостійна робота здобувачів забезпечується засобами Google Workspace for Education.



Навчально-методичне забезпечення: робоча програма навчальної дисципліни;
навчально-методичні матеріали для лекцій, конспекти (тексти, схеми) лекцій; мультимедійні
презентації; плани практичних занять; методичні вказівки (рекомендації) щодо самостійного
вивчення дисципліни:

1. Кічмаренко О.Д. Вибрані лекції до курсу «Асимптотичний аналіз задач оптимального
керування функціонально-диференціальними системами» для аспірантів спеціальності 113 –
прикладна математика.

Критерії оцінювання виконання самостійної роботи:
– своєчасність виконання;
– доброчесність та коректність у представлені текстів, презентацій та посилань (у разі

доведеного плагіату бали за роботу анулюються);
– повнота, грамотність і коректність розкриття основних положень;
– творчий підхід до постановки і реалізації завдання;

– відповідність формальним критеріям (структура, послідовність, логічність, мовна грамотність,
якість оформлення тощо).

– вміння застосовувати теоретичні знання для рішення практичних завдань.

9. Методи навчання

Метод проблемного викладення (наукового пошуку).
Пояснювально-ілюстративні методи: лекція, пояснення, самостійне опрацювання літературних

джерел, робота з електронними конспектами лекцій та презентаціями, опрацювання наукових
публікацій.

Наочні методи (презентації, ілюстрації).
Репродуктивні методи: розв’язування задач за алгоритмами конкретних методів, практичні

роботи.
Дослідницький метод.
Методи формування і стимулювання пізнавальної діяльності: навчальні дискусії.

10. Форми контролю і методи оцінювання

Методи усного контролю: індивідуальне усне поточне опитування, оцінювання доповідей,
підсумковий контроль - усний залік.

Методи письмового контролю: письмові поточні самостійні роботи.

При оцінюванні в балах рівня засвоєння матеріалу використовуються загальні критерії
оцінювання навчальних досягнень здобувачів вищої освіти:

Оцінка за
національно
ю шкалою

та відсоток
від

максималь
ної

кількості
балів

Теоретична підготовка Практична підготовка

Здобувач освіти



зараховано
(90-100% від
максимальн
ої кількості

балів)

у повному обсязі володіє навчальним
матеріалом, вільно, самостійно та
аргументовано його викладає під час
усних виступів та письмових відповідей;
глибоко та всебічно розкриває зміст
теоретичних питань, використовуючи
при цьому нормативну, обов’язкову та
додаткову літературу; робить самостійні
висновки, виявляє причинно-наслідкові
зв’язки; самостійно знаходить додаткову
інформацію та використовує її для
реалізації поставлених перед ним
завдань. Здобувач здатен виділяти
суттєві ознаки вивченого за допомогою
операцій синтезу, аналізу, виявляти
причинно-наслідкові зв’язки, формувати
висновки і узагальнення, вільно
оперувати фактами та відомостями.

глибоко та всебічно
розкриває сутність
практичних/ розрахункових
завдань, використовуючи при
цьому нормативну,
обов’язкову та додаткову
літературу; може
аргументовано обрати
раціональний спосіб
виконання завдання й
оцінити результати власної
практичної діяльності;
виконує творчі завдання та
ініціює нові шляхи їх
виконання; вільно
використовує набуті
теоретичні знання при аналізі
практичного матеріалу;
проявляє творчий підхід до
виконання індивідуальних та
колективних завдань при
самостійній роботі.

зараховано
(75-89% від
максимальн
ої кількості

балів)

достатньо повно володіє навчальним
матеріалом, обґрунтовано його викладає
під час усних виступів та письмових
відповідей, використовуючи при цьому
нормативну та обов’язкову літературу;
при представленні деяких питань не
вистачає достатньої глибини та
аргументації, застосовує знання для
розв’язання стандартних ситуацій;
самостійно аналізує, узагальнює і
систематизує навчальну інформацію, але
допускаються при цьому окремі
несуттєві неточності та незначні
помилки.

правильно вирішив більшість
розрахункових /тестових
завдань за зразком; має стійкі
навички виконання завдання

зараховано
(60-74% від
максимальн
ої кількості

балів)

володіє навчальним матеріалом на
репродуктивному рівні або відтворює
певну частину навчального матеріалу з
елементами логічних зв’язків, знає
основні поняття навчального матеріалу;
має ускладнення під час виділення
суттєвих ознак вивченого; під час
виявлення причинно-наслідкових
зв’язків і формулювання висновків.

може використовувати
знання в стандартних
ситуаціях, має елементарні,
нестійкі навички виконання
завдання. Правильно вирішив
половину
розрахункових/тестових
завдань. Здобувач має
ускладнення під час
виділення суттєвих ознак
вивченого; під час виявлення
причинно-наслідкових



зв’язків і формулювання
висновків.

не
зараховано
(35-59% від
максимальн
ої кількості

балів)

володіє навчальним матеріалом
поверхово й фрагментарно (без
аргументації та обґрунтування);
безсистемно виокремлює випадкові
ознаки вивченого; не вміє робити
найпростіші операції аналізу і синтезу;
робити узагальнення, висновки; під час
відповіді допускаються суттєві помилки

недостатньо розкриває
сутність практичних завдань,
допускаючи при цьому
суттєві неточності,
правильно вирішив окремі
розрахункові/тестові
завдання за допомогою
викладача, відсутні
сформовані уміння та
навички.

не
-зараховано
(0-34% від

максимальн
ої кількості

балів)

не володіє навчальним матеріалом виконує лише елементи
завдання, потребує постійної
допомоги викладача

Примітка: максимальна кількість балів за кожною темою вказана в п.12.

Форма підсумкового контролю – залік, виставляється за кількістю балів, набраних в семестрі (згідно
зі шкалою оцінювання з п.12).

11. Питання для  поточного та періодичного контролю

1. Постановка початкової задачі для систем із запізненням. Види запізнення. Поняття розв’язку.
Умови існування та єдності розв’язку.

2. Постановка початкової задачі для системи із максимумом. Поняття розв’язку. Умови існування та
єдності розв’язку. Числовий алгоритм побудови розв’язку початкової задачі для системи із
максимумом.

3. Функціонально-диференціальні рівняння (ФДР). Постановка початкової задачі. Поняття
розв’язку. Умови існування та єдності розв’язку.

4. ФДР із керуванням. Постановка початкової задачі. Поняття розв’язку. Умови існування та єдності
розв’язку.

5. Задача оптимального керування (ЗОК) системою із запізненням. Постановка задачі. Поняття
розв’язку. Умови існування розв’язку. Принцип максимуму Понтрягіна.

6. ЗОК системою із максимумом. Постановка задачі. Поняття розв’язку. Умови існування розв’язку.
Принцип максимуму Понтрягіна.

7. ЗОК функціонально-диференціальною системою на скінченному інтервалі. Постановка задачі.
Поняття розв’язку. Умови існування розв’язку.

8. ЗОК функціонально-диференціальною системою на півосі. Постановка задачі. Поняття розв’язку.
Умови існування розв’язку.

9. Зв'язок між ЗОК функціонально-диференціальною системою на скінченному інтервалі та на
півосі.

12. Розподіл балів, які отримують здобувачі

Змістовий модуль 1 Змістовий модуль 2 Сума



балівТема 1 Тема 2 Тема 1 Тема 2 Тема 3 Тема 4
16 16 16 16 18 18 100

Розподіл балів за видами навчальної роботи
Види навчальної роботи Бали за одне

заняття (завдання)
Кількість занять

(завдань)
Сумарна

кількість балів
Змістовий модуль 1

Поточний контроль на
лекціях

6 2 12

Виконання практичних робіт 10 2 20
Усього за змістовим модулем 1 0 – 32

Змістовий модуль 2
Поточний контроль на
лекціях

7 4 28

Виконання практичних робіт 5 8 40
Усього за змістовим модулем 2 0 – 68

Підсумкова сума балів 0 – 100

Шкала оцінювання: національна та ECTS

Сума балів за всі види
навчальної діяльності

Оцінка
ECTS

Оцінка за національною шкалою
для екзамену, курсового

проекту (роботи),
практики

для заліку

90–100 А відмінно

зараховано
85–89 В добре75–84 С
70–74 D задовільно60–69 Е

35–59 FX
незадовільно з

можливістю повторного
складання

не зараховано з
можливістю
повторного
складання

0–34 F
незадовільно з

обов’язковим повторним
вивченням дисципліни

не зараховано з
обов’язковим

повторним
вивченням
дисципліни

13. Навчально-методичне забезпечення

Робоча програма навчальної дисципліни; силабус; навчально-методичні матеріали для лекцій,
конспекти (тексти, схеми) лекцій; мультимедійні презентації; плани практичних занять; методичні
вказівки (рекомендації) щодо самостійного вивчення дисципліни:

1. Кічмаренко О.Д. Вибрані лекції до курсу «Асимптотичний аналіз задач оптимального
керування функціонально-диференціальними системами» для аспірантів спеціальності 113 –
прикладна математика.
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