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Iснування оптимальних керувань для деяких класiв

функцiонально-диференцiальних рiвнянь

0.1 Оптимальне керування деякими класами функцiона-

льно-диференцiальних систем на скiнченному iнтер-

валi

Багато публiкацiй присвячено дослiдженню задач оптимального керування функ-

цiонально-диференцiальними системами. Ми вiдзначимо монографiю [83], при-

свячену застосуванню методу динамiчного програмування i принципу макси-

муму до таких задач. Там також представлена обширна бiблiографiя. В цьому

сенсi згадуємо роботу [84], в якiй на випадок компактностi множини допусти-

мих керувань отримано аналог теореми Фiлiппова про iснування оптимальних

керувань для звичайних диференцiальних рiвнянь. Але цi методи, як прави-

ло, дають необхiднi умови оптимальностi, або достатнi умови є незручними для

перевiрки.

Головна мета цього роздiлу – отримати теореми iснування оптимальних керу-

вань для бiльш широкого класу задач оптимального керування функцiонально-

диференцiальними системамипри бiльш слабких умовах, у порiвняннi iз згада-

ними роботами [84]-[67].

Введемо необхiднi в подальшому позначення та функцiональнi простори.

Оберемо дiйсне число h ≥ 0 та зафiксуємо його. Позначимо через Cn ([−h, 0];Rn)

банахiв простiр неперервних вектор-функцiй, визначених на [−h, 0], якi дiють

в простiр Rn, з рiвномiрною метрикою ‖ϕ‖C = max
θ∈[−h;0]

|ϕ (θ)| , де | · | – норма в

Rn, при цьому через ‖ · ‖ будемо позначати норму матрицi, узгоджену з нормою
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вектора.

Lp = Lp ([−h, 0] ;Rm) , p > 1 банахiв простiр p-iнтегровних m-вимiрних

вектор-функцiй

з стандартною нормою ‖ϕ‖Lp
=
(∫ 0

−h |ϕ (τ)|pdτ
) 1

p

.

Нехай x ∈ Cn ([0,∞) ;Rn), початкова функцiя ϕ ∈ Cn ([−h, 0];Rn) при де-

якому h ≥ 0. Якщо x (0) = ϕ (0), то функцiя

x (t, ϕ) =

 ϕ(t) , t ∈ [−h, 0] ,

x (t) , t ≥ 0
(0.1)

є неперервною на [−h, T ].

Стандартним чином введемо елемент xt (ϕ) ∈ Cn ([−h, 0] ;Rn) для кожного

t ≥ 0 при θ ∈ [−h, 0] як xt (ϕ) = x (t+ θ, ϕ). Надалi використовуватимемо xt

замiсть xt (ϕ). Якщо h = 0, то банахiв простiр Cn ([−h, 0];Rn) спiвпадає з Rn, а

xt спiвпадає з x(t) для кожного t ∈ [0,∞).

Будемо говорити, що функцiя x(t) є розв’язком початкової задачi

dx

dt
= f(t, xt), x(s) = ϕ(s), s ∈ [−h, 0], ϕ ∈ Cn (0.2)

на [0,∞), якщо для кожного t ≥ 0 функцiя x(t, ϕ) з (1.1) задовольняє спiввiд-

ношення:

x(t, ϕ) = ϕ(0) +

t∫
0

f(s, xs(ϕ))ds. (0.3)

Нехай t ∈ [0, T ], D – деяка область в [0, T ]× C, ∂D – границя цiєї областi i

D = D ∪ ∂D.
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0.1.1 Постановка задачi оптимального керування системою, що опи-

сується функцiонально-диференцiальними рiвняннями

В цьому роздiлi ми розглядаємо задачу оптимального керування функцiонально-

диференцiальною системою

ẋ = f1 (t, xt) +

∫ 0

−h
f2 (t, xt, y)u (t, y) dy, t ∈ [0, τ ] , (0.4)

x (t) = ϕ0 (t) , t ∈ [−h, 0] ,

з критерiєм якостi

J [u] =

∫ τ

0

L (t, xt, u (t, ·)) dt→ inf (0.5)

на [0, T ] , де ϕ0 ∈ C – фiксований елемент, такий, що (0, ϕ0) ∈ D, x (t) фазовий

вектор в Rd, xt – фазовий вектор в C, τ – момент часу, коли розв’язок (t, xt)

вперше виходить на границю ∂D , f1 : D → Rd, f2 : D×[−h, 0]→Md×m are d×m

-вимiрнi матрицi, i для кожної пари (t, ϕ) ∈ D, f2 (t, ϕ, ·) ∈ Lq
(
[−h, 0] ;Md×m) з

нормою ‖f2 (t, ϕ, ·)‖Lq
=
(∫ 0

−h ‖f2(t, ϕ, y) ‖qdy
) 1

q

, 1
q + 1

p = 1, p > 1 , L : D×Lp →

R1.

Параметр керування u ∈ Lp ([0, T ]× [−h, 0]) – такий, що u (t, y) ∈ U , i U –

опукла i замкнена множина в Rm майже для всiх t, y .

В роботi [84], в якiй на випадок компактностi множини допустимих керувань

отримано аналог теореми Фiлiппова про iснування оптимальних керувань для

звичайних диференцiальних рiвнянь.

Для некомпактної множини допустимих керувань аналог теореми Цеззарi

отримано в [62]. В згаданiй роботi ...

В [63] в умовах компактностi множини значень допустимих керувань отри-

мано достатнi умови оптимальностi на фiксованому iнтервалi [t0, t1] для рiвнянь
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нейтрального типу.

В [85] задача оптимального керування системою iз запiзненням переписува-

лася в формi, не залежнiй вiд запiзнення, та вивчалася методами для звичайних

диференцiальних рiвнянь. В роботах [86]-[67] розглянуто задачу оптимального

керування системою

ẋ (t) = rx (t) + f0

(
x (t) ,

∫ 0

−T
a (ς)x (t+ ς) dς

)
− u (t)

.

J(u) =

∫ ∞
0

e−ϕtatσ(t)dt, σ ∈ (0, 1) .

0.1.2 Iснування, єдинiсть i продовжуванiсть розв’язкiв до границi

областi

Нехай для задачi (1.4)-(1.5) виконуються наступнi умови.

Умова 1. Допустимими керуваннями єm-вимiрнi вектор-функцiї u ∈ Lp ([0, T ] [−h, 0] ,Rm),

такi, що u (t, y) ∈ U майже для всiх t ∈ [0, T ] i y ∈ [−h, 0].

Множину допустимих керувань позначимо U .

Умова 2. Вiдображення f1(t, ϕ) : D → Rd i f2(t, ϕ, y) : D×[−h, 0]→Md×m –

визначенi i вимiрнi за всiма їх аргументами в областiD iD1 = {(t, ϕ) ∈ D, y ∈ [−h, 0]}

вiдповiдно, задовольняють умову лiнiйного росту i умову Лiпшиця за ϕ, тобто

iснує константа K > 0, така, що

|f1(t, ϕ)|+ ‖f2(t, ϕ, y)‖ ≤ K (1 + ‖ϕ‖C) (0.6)
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для всiх (t, ϕ) ∈ D, y ∈ [−h, 0],

|f1(t, ϕ1)− f1(t, ϕ2)|+ ‖f2(t, ϕ1, y)− f2(t, ϕ2, y)‖ ≤ K‖ϕ1 − ϕ2‖C (0.7)

для всiх (t, ϕ1), (t, ϕ2) ∈ D, y ∈ [−h, 0].

Умова 3. Для функцiї критерiя якостi вимагаємо, щоб:

1) вiдображення L(t, ϕ, z) : D×Lp → R1 визначене i неперервне за всiма його

аргументами в областi D2 = {(t, ϕ) ∈ D, z ∈ Lp};

2) iснує така стала a > 0, що

|L(t, ϕ1, z)− L(t, ϕ2, z)‖ ≤ a‖ϕ1 − ϕ2‖C

для всiх (t, ϕ1, z), (t, ϕ2, z) ∈ D2;

3) похiдна Фреше Lu вiдображення L неперервна за всiма її аргументами в

областi D2, i iснують константи C1 > 0, α > 0 такi, що для всiх (t, ϕ, z) ∈

D2 виконується нерiвнiсть:

‖Lu(t, ϕ, z)‖Lq
≤ C1(1 + ‖ϕ‖αC + ‖z‖p−1Lp

);

4) iснує стала C > 0 така, що L(t, ϕ, z) ≥ C‖z‖pLp
для всiх (t, ϕ, z) ∈ D2;

5) L(t, ϕ, z) опукла по z для всiх фiксованих t, ϕ.

Наш перший результат стосується iснування, єдиностi та продовжуваностi

розв’язкiв системи (1.4) до границi ∂D областi D. Це аналог теореми Каратео-

дорi для звичайних диференцiальних рiвнянь.

Означення 0.1. Розв’язком початкової задачi (1.4) на сегментi [−h,A], A >

0, назвемо неперервну на сегментi [−h,A] функцiю x(t), таку, що
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1) x(t) = ϕ0(t), t ∈ [−h, 0];

2) (t, xt) ∈ D на t ∈ [0, A];

3) для t ∈ [0, A] функцiя x(t) задовольняє iнтегральне рiвняння

x(t) = ϕ0(0) +

∫ t

0

[
f1(s, xs) +

∫ 0

−h
f2(s, xs, y)u(s, y)dy

]
ds. (0.8)

Зауваження 0.1. Зрозумiло, що для t ∈ [0, A] розв’язок x(t) є абсолютно

неперервною функцiєю i задовольняє рiвняння (1.4) майже для всiх t на [0, A].

Теорема 0.1. Нехай виконуються умови 2.1 i 2.2.

Тодi iснує розв’язок початкової задачi (1.8) на сегментi максимальної дов-

жини [−h, τ ], τ > 0 i (τ, xτ) ∈ ∂D.

Доведення.

Зафiксуємо допустиме керування u∗ ∈ U . Спочатку ми доведемо локальне

iснування i єдинiсть розв’язку задачi (1.4), на деякому сегментi [−h, α], α > 0.

Щоб це зробити, ми використаємо стандартний принцип зжимаючих вiд-

ображень.

Зрозумiло, iснують α0 > 0 i β0 > 0 такi, що всi (t, ϕ), для яких 0 ≤ t ≤ α0, i

‖ϕ− ϕ0‖C ≤ β0 належать областi D є еквiвалентними до ϕ0 на [−h, 0].

Тепер розглянемо клас B(α, β0) всiх неперервних на [−h, α] функцiй x(t),

таких, що спiвпадають з ϕ0 на [−h, 0] i |x(t)− ϕ0(0)| ≤ β0 для t ∈ [0, α].

Звичайно, множина B(α, β0) є замкненою вiдносно рiвномiрної метрики на

[−h, α] .

В цьому випадку iснує α0 ≥ α1 > 0 таке, що якщо x(t) ∈ B(α, β0) при

0 < α ≤ α1, тодi виконується нерiвнiсть:
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‖xt − ϕ0(0)‖C ≤ β0, t ∈ [0, α]. (0.9)

Насправдi, в умовах рiвномiрної неперервностi функцiї ϕ0 на[−h, 0] iснує

α1 > 0 таке, що, якщо |θ1 − θ2| ≤ α1, то

|ϕ0(θ1)− ϕ0(θ2)| ≤
β0
3

(0.10)

для всiх θ1, θ2 ∈ [−h, 0].

Отже, для кожного t ∈ [0, α1] при α ≤ α1 iз (1.10) i властивостей множини

B(α, β0), маємо

‖xt − ϕ0‖C ≤ sup
θ∈[−h,−t]

|x(t+ θ)− ϕ0(θ)|+ sup
θ∈[−t,0]

|x(t+ θ)− ϕ0(θ)| ≤

≤ sup
θ∈[−h,−t]

|ϕ0(t+ θ)− ϕ0(θ)|+ sup
θ∈[−t,0]

|x(t+ θ)− ϕ0(θ)|+

+ sup
θ∈[−t,0]

|ϕ0(θ)− ϕ0(0)| ≤ β0
3

+
β0
3

+
β0
3

= β0.

Далi доведемо, що α > 0 може бути обране таким, що оператор

(Ax) (t) =

 ϕ0(t), t ∈ [−h, 0]

ϕ0(0) +
∫ t
0 f1(s, xs)ds+

∫ t
0

∫ 0

−h f2(s, xs, y)u(s, y)dyds, t ∈ [0, α]

(0.11)

вiдображень множини B(α, β0) в себе i є зжимаючим.

Iз леми 2.2.1 [76] слiдує, що xt є неперервна функцiя за t ∈ [0, α]. Отже, iз

умови 1 f1(s, xs) є неперервнi за s ∈ [0, α] i функцiя∫ 0

−h
f2(s, xs, y)u(s, y)dy (0.12)

є вимiрна за s i задовольняє оцiнку
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∣∣∣∣∫ 0

−h
f2(s, xs, y)u(s, y)dy

∣∣∣∣ ≤ C2

(∫ 0

−h
|u(s, y)|p dy

) 1
p

для деякої сталої C2 > 0. Iз цього ми маємо iнтегрованiсть (1.12) за s, i, отже,

абсолютну неперервнiсть другого iнтеграла в (1.12).

Тепер оцiнимо рiзницю |(Ax)(t)− ϕ0(0)| при t ∈ [0, α], α ≤ α0.

З (1.6) i (1.7), використовуючи нерiвнiсть Холдера i теорему Фубiнi, ми маємо

|(Ax)(t)− ϕ0(0)| ≤
∫ t

0

|f1(s, xs)| ds+

∫ t

0

(∫ 0

−h
‖f2(s, xs, y)‖ |u(s, y)| dy

)
ds ≤

≤
∫ t

0

K(1 + ‖xs‖C)ds+

∫ t

0

(∫ 0

−h
Kq (1 + ‖xs‖C)q dy

) 1
q

·
(∫ 0

−h
|u(s, y)|p dy

) 1
p

ds ≤

≤ K(1 + β0 + ‖ϕ0‖C)α +Kh
1
q (1 + β0 + ‖ϕ0‖C)

(∫ α

0

∫ 0

−h
|u(s, y)|p ds

) 1
p

α
1
q .

Тут q = p
p−1 .

Тепер оберемо α2 ≤ α1 iз умови

K(1 + β0 + ‖ϕ0‖C (α + α
1
qh

1
q

(∫ α

0

∫ 0

−h
|u(s, y)|p dyds

) 1
p

≤ β0
3
. (0.13)

Отже, для всiх α ≤ α1 оператор A вiдображає B(α, β0) в себе.

Тепер покажемо, що iснує α3 ∈ [0, α2] така, що оператор A буде зжимаючим

на B(α3, β0).

Нехай x i z ∈ B(α, β0). З (1.7) ми маємо

|(Ax)(t)− (Az)(t)| ≤
∫ t

0

K ‖xs − zs‖C ds+

∫ t

0

K ‖xs − zs‖C
∫ 0

−h
|u(s, y)| dyds ≤

≤

(
Kα +Kα

1
qh

1
q

(∫ α

0

∫ 0

−h
|u(s, y)|p dyds

) 1
p

)
sup

t∈[−h,α]
|x(t)− z(t)| .

I тепер iз цього ми маємо

sup
t∈[−h,α]

|(Ax)(t)− (Az)(t)| ≤
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≤

(
Kα +Kα

1
qh

1
q

(∫ α

0

∫ 0

−h
|u(s, y)|p dyds

) 1
p

)
sup

t∈[−h,α]
|x(t)− z(t)| . (0.14)

Тепер обираючи 0 < α3 ≤ α2, iз умови

Kα +Kα
1
qh

1
q

(∫ α

0

∫ 0

−h
|u(s, y)|p dyds

) 1
p

< 1

ми маємо, що оператор A : B(α3, β0) → B(α3, β0) є зжимаючим. Отже, на

сегментi [−h, α3) iснує єдиний розв’язок початкової задачi (1.4).

Для доведення продовжуваностi цього розв’язку до границi ∂D, ми вико-

ристовуємо пiдхiд з доведення теореми 2.3.2 [76]. Зауважимо, що з (1.6) для

(t, ϕ) ∈ D наступна оцiнка виконується:

|f1(t, ϕ)| ≤ K(1 + ‖ϕ‖C) (0.15)

i ∣∣∣∣∫ 0

−h
f2(t, ϕ, y)u(t, y)dy

∣∣∣∣ ≤ K(1 + ‖ϕ‖C)h
1
q

∫ 0

−h
|u(s, y)| dy. (0.16)

Нехай [−h, τ ] iнтервал максимальної довжини, на якому iснує розв’язок x(t).

Для його продовження до границi ∂D необхiдно показати, що для довiльної за-

мкненої множини G ∈ DtG iснує tG таке, що (t, xt) /∈ G для t ∈ [tG, τ ]. Останнє

твердження може бути доведене вiд протилежного. Справдi, якщо це не так, то-

дi, аналогiчно до теореми 2.3.2 [76], множина Q̄ = {(t, xt) : t ∈ [−h, τ ]} замкнена

i обмежена в D.

Отже, iз оцiнок (1.15) i (1.16) слiдує iснування сталоїM, такої, що для (t, ϕ) ∈

Q̄ ми маємо |f1(t, ϕ)| ≤M i
∣∣∣∫ 0

−h f2(t, ϕ, y)u(t, y)dy
∣∣∣ ≤M

∫ 0

−h |u(s, y)| dy.

Iз (1.8) для кожного t1, t ∈ [0, τ ], маємо

|x(t2)− x(t1)| ≤M(t2 − t1) +Mh(t2 − t1)
1
q

(∫ T

Q

∫ 0

−h
|u(s, y)|p dyds

) 1
p

. (0.17)
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Звiдси слiдує, що {(t, x) : t ∈ [−h, τ ]} належить компакнiй множинi в D.

Останнє твердження протиречить наслiдку 2.3.1 [76]. Теорема доведена.

0.1.3 Iснування оптимальних керувань

Наступна теорема дає умови iснування оптимальної пари x∗(t), u∗(t, θ)) для за-

дачi (1.4)-(1.5), яка дає мiнiмум критерiя якостi (1.5).

В цьому випадку u∗ ∈ U називається оптимальним керуванням, а вiдповiдна

траєкторiя x∗(t) (1.4) називається оптимальною траєкторiєю.

Теорема 0.2. Нехай виконанi умови 2.1-2.3.

Тодi iснує розв’язок задачi оптимального керування (1.4)-(1.5).

Доведення.

Спочатку зауважимо, що керування u(t, θ) = u(θ) є допустимим.

Нехай x(t) – розв’язок, який вiдповiдає керуванню u(t) i τ – це момент пер-

шого виходу розв’язку (t, xt) на границю ∂D.

Тепер доведемо, що x(t) обмежений на [0, τ ].

Iз (1.8) для ∈ [0, τ ] ми маємо

|x(t)| ≤ |ϕ0(0)|+
∫ t

0

K(1 + ‖xs‖C)ds+Kh
1
q

∫ t

0

(1 + ‖xs‖C)ds ‖u‖Lp
≤

≤ |ϕ0(0)|+KT +Kh
1
q ‖u‖Lp

T + (K + h
1
qu ‖u‖Lp

)

∫ t

0

‖xs‖C ds =

= C3 + C4

∫ t

0

‖xs‖ ds ≤ C3 + C4

∫ t

0

max
s1∈[−h,s]

|x(s1)| ds (0.18)

З

max
s∈[−h,t]

|x(s)| ≤ max
s∈[−h,0]

|ϕ0(s)|+ max
s∈[0,t]

|x1(s1)| ,
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а також з (1.18) ми маємо

max
s∈[−h,t]

|x(s)| ≤ C5 + C4

∫ t

0

max
s∈[−h,s]

|x(s1)| ds

для деякої сталої C5 > 0. Використовуючи нерiвнiсть Гронуолла, ми маємо

max
s∈[−h,t]

|x(s)| ≤ C5, t ∈ [0, τ ] для деякої сталої C6 > 0, яка не залежить вiд t. Iз

цього слiдує, що

max
s∈[−h,τ ]

|x(s)| ≤ C6

i max
s∈[−h,τ ]

‖xt‖ ≤ C6.

З леми 2.2.1 [76] xt є неперервною за t ∈ [0, τ ], iз першого пункту умови 3 ми

маємо L(t, xt, u(θ)) (де (u(t, θ)) = u(θ) є неперервне за t i, отже,

∫ τ

0

L(t, xt, u(θ)dt (0.19)

є обмеженим. Значить inf
u∈U

J(u) < ∞. З того, що J(u) ≥ 0, iснує невiд’ємна

нижня границя m значень J(u). Нехай u(n)(t, θ) – мiнiмiзуюча послiдовнiсть,

така, що J(un)→ m, n→∞ монотонно.

Нехай x(n) послiдовнiсть розв’язкiв рiвняння (1.8), вiдповiдних керуванням

u(n), [−h, τn] – максимальний iнтервал iснування. Iз теореми 1.1 слiдує, що

[τn, x
(n)
τn ] ∈ ∂D.

Ми маємо

m+ 1 ≥
∫ τn

0

L(t, x
(n)
t , u(n))dt ≥ C

∫ T

0

∫ 0

−h

∣∣∣u(n)(t, y)
∣∣∣p dydt (0.20)

для достатньо великого n. Отже, u(n)(t, y) є слабко компактним в Lp([0, T ] ×

[−h, 0]).

Отже, можна вибрати послiдовнiсть (яку також позначимо через u(n)(t, y)),

яка є слабко збiжною до uk(f) ∈ Lp([0, T ]× [−h, 0]) в Lp([0, T ]× [−h, 0]).
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За лемою Мазура[[79], Chap.V] iснує опукла комбiнацiя bk(t, y) =
∑n(k)

τ=1 αi ·

(K)u(i) · (t, u) елементiв u(i)(t, y) таких, що bk → u(∗) строго в Lp([0, T ]× [−h, 0]).

Тодi iснує пiдпослiдовнiсть bkj(t, y) послiдовностi bk(t, y) така, що для майже

всiх (t, y) на [0, T ]× [−h, 0] вона збiгається до ux(t, y).

Оскiльки U є опуклою, то ми маємо bkj(t, y) ∈ U, i iз замкненостi множиниU

слiдує, що u∗(t, y) ∈ U майже для всiх (t, y). Отже, функцiя керування u∗(t, y)

є допустимою.

Тепер доведемо рiвномiрну обмеженiсть розв’язку x(n) на [−h, τn] . Iз (1.8) i

iз умов 1 i 2 для t ∈ [0, τn] ми маємо∣∣∣x(n)(t)∣∣∣q ≤ 3q−1 |ϕ(0)|q +KqT
q
p2q−1

∫ t

0

(1 +
∥∥∥x(n)s

∥∥∥q
C

)ds+

+h

(∫ T

0

∫ 0

−h

∣∣∣u(n)(t, y)
∣∣∣p) 1

p

Kqh

∫ t

0

2q−1(1 +
∥∥∥x(n)s

∥∥∥q
C

)ds.

З (1.20) та з останньої нерiвностi для деяких додатних констант C7 i C8, якi

не залежать вiд t, y i n, ми маємо∣∣∣x(n)(t)∣∣∣q ≤ C7 + C8

∫ t

0

‖xs‖q ds

для t ∈ [0, τn].

Отже, ми маємо оцiнку

max
s∈[−h,t]

|x(s)| ≤ C9 + C8

∫ t

0

max
s1∈[−h,s]

|x(s1)| ds

для деякої сталої C9.

Використовуючи нерiвнiсть Гронуолла, ми маємо

max
t∈[−h,τn]

∣∣∣x(a)(t)∣∣∣ ≤ C10, (0.21)

де C10 – додатна стала, яка не залежить вiд n.
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Отже, x(n)(t) є рiвномiрно обмеженим. Тепер продовжимо функцiї x(n)(t) на

весь сегмент [0, T ] наступним чином

y(n)(t) =

 x(n)(t), t ∈ [0, τn]

x(n)(τn), t ∈ [τn, T ].
(0.22)

Якщо s1 ≤ s2 ≤ τn, то iз (1.17) слiдує оцiнка∣∣∣y(n)(s1)− yn(s2)∣∣∣ ≤ C11(s2 − s1) + C12(s2 − s1)
1
q . (0.23)

Якщо s1 ≤ τn ≤ s2, то аналогiчно до (1.23) ми маємо∣∣∣y(n)(s1)− yn(s2)∣∣∣ =
∣∣∣x(n)(s1)− x(n)(τn)∣∣∣ ≤ C11|τn − s1|+ C12|τn − s1| ≤

≤ C11 (s2 − s1) + C12(s2 − s1)
1
q .

Звiдси слiдує рiвностепенна обмеженiсть на [0, T ], а iз (1.22) i (1.21) слiдує

рiвномiрна обмеженiсть сiмейства функцiй {y(n)(t)}. Тому сiмейство функцiй{
y(n)(t)

}
мiстить пiдпослiдовнiсть, рiвномiрно збiжну на [0, T ], i яку ми знову

позначимо як
{
y(n)(t)

}
. Нехай y(x)(t) – її рiвномiрна границя на [0, T ].

Функцiя y∗(t) визначена i неперервна на [0, T ]. Звiдки ми також маємо y∗t =

y∗(t+ θ) для всiх t ∈ [0, T ]. Нехай τ ∗ – момент першого виходу розв’язку (t, y∗t )

на границю ∂D, тобто

τ ∗ =

 inf{t ∈ [O, T ] : (t, y∗t ) ∈ ∂D},

T, if (t, y∗t ) ∈ D, ∀t ∈ [O, T ].

Зауважимо, що якщо

y(n)τn
= y(n)(τn + θ) = x(n)(τn + θ) = x(n)τn

,

то τn є момент першого виходу (t, ynt ) на межу ∂D.
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Покажемо, що

τ ∗ ≤ lim
n→∞

inf τn. (0.24)

Нехай це не так. Тодi

τ ∗ > lim
n→∞

inf τn = τ. (0.25)

Очевидно, iснує пiдпослiдовнiсть τnk, така, що τnk → τ для nk → ∞. Отже,

для достатньо великого nk ми маємо τ < τ ∗ i

(τ, y∗τ) ∈ D. (0.26)

Але (τnk, y
(nk)
τnk

) ∈ ∂D.

З iншого боку, беручи до уваги рiвномiрну збiжнiсть пiдпослiдовностi yn(t)

до y∗(t) на [−h, T ] i рiвномiрну на [−h, T ] неперервнiсть y∗(t) не важко бачити,

що y(nk)τnk
→ y∗τ в C при nk →∞.

Оскiльки множина ∂D є замкненою, ми маємо (τ, y∗τ ) ∈ D. Останнє проти-

речить (1.26).

Отже,

τ ∗ ≤ τ = lim
n→∞

inf τn.

Нехай x∗(t) = y∗(t) для t ∈ [0, τ ∗]. Покажемо, що x∗(t) є розв’язком рiвняння

(1.4), яке вiдповiдає керуванню u∗(t).

Розглянемо два випадки.

1. Нехай τ ∗ < τ . Тодi за теоремою про характеризацiю нижньої гранi, мно-

жина {n ∈ N : τn ≤ τ ∗} є скiнченною. Звiдки слiдує, що iснує пiдпослiдовнiсть

{τnk} послiдовностi τn, така, що τnk > τ ∗. Тодi y(nk)(t) = x(nk)(t) для t ∈ [0, τ ∗] i

x(nk)(t) збiгаються рiвномiрно до x∗(t) при nk →∞. Ми маємо

x(nk)(t) = ϕ0(0) +

∫ t

0

f1(s, x
nk
s )ds+

∫ t

0

∫ 0

−h
f2(s, x

nk
s y)unk(s, y)dyds (0.27)
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для t ∈ [0, τ ∗].

Тодi ми маємо

x(uk)(t) = ϕ0(0) +

∫ t

0

f1(s, x
nk
s )ds+

∫ t

0

∫ 0

−h
f2(s, x

nk
s y)u∗(s, y)dyds+

+

∫ t

0

∫ 0

−h
(f2(s, x

(nk)
s , y)− f2(s, x∗s, y))(u(uk)(s, y)− u∗(s, y)dyds+

+

∫ t

0

∫ 0

−h
f2(s, x

∗
s, y)(u(uk)(s, y)− u∗(s, y)dyds. (0.28)

Очевидно, що x(nk)t → x∗t в C для всiх t ∈ [0, τ ∗].

Iз (1.7) ми маємо ∫ t

0

f1(s, x
(nk)
s )ds→

∫ t

0

f1(s, x
∗
s)ds (0.29)

а iз врахуванням теореми Лебега про домiнантну збiжнiсть ми також маємо, що∫ t

0

∫ 0

−h
f2(s, x

(nk)
s , y)u∗(s, y)dyds→

∫ t

0

∫ 0

−h
f2(s, x

∗
s, y)u∗(s, y)dyds. (0.30)

Аналогiчно ми встановлюємо, що третiй iнтеграл в (1.28) прямує до нуля

при nk →∞.

Враховуючи умову 2 вiдносно f2, легко показати, що вираз
∫ t
0

∫ 0

−h f2(s, x
∗
s, y)u(s, y)dyds

визначає лiнiйний неперервний функцiонал на L2([0, t]× [−h, 0]),

Звiдки останнiй iнтеграл в (1.28) прямує до нуля в силу слабкої збiжностi

u(nk)(s, y) до u∗(s, y). Здiйснивши граничний перехiд в (1.28), ми отримаємо, що

x∗(t) є розв’язком початкової задачi (1.4) на [0, τ ∗], який вiдповiдає керуванню

u∗(t, y).

2. Нехай τ ∗ = τ . Вiзьмемо довiльне t1 ∈ [0, τ ] таке, що t1 < τ ∗. Тодi множина

{n ∈ N : τn ≤ t1} є скiнченною.
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У випадку скiнченностi множини Z = {n ∈ N : t1 < τn ≤ t∗} доведення зво-

диться до попереднього випадку. Нехай Z – нескiнченна множина i δnk пiдпослi-

довнiсть послiдовностi τn така, що τnk∈ Z. Тодi для кожного t ∈ [0, t] ми маємо

y(nk)(t) = x(nk)(t) i y∗(t) = x∗(t). Аналогiчно до попереднього випадку, тодi

x∗(t) є розв’язок початкової задачi (1.4) на [0, t1], який вiдповiдає керуванню

u∗(t, y), тобто

x∗(t) = ϕ0(0) +

∫ t

0

f1(s, x
∗
s)ds+

∫ t

0

∫ 0

−h
f2(s, x

∗
s, y)u∗(s, y)dyds (0.31)

для t ∈ [0, t1]. Оскiльки t1 < τ ∗ – довiльне, то рiвнiсть (1.31) виконується на

iнтервалi [0, τ ∗].

Покажемо, що це виконується також для t = τ ∗. Нехай tn ∈ [0, τ ∗] i tn → τ ∗,

тодi x∗(tn)→ x∗(τ ∗).

Аналогiчно до нерiвностi (1.17), ми маємо при n→∞∣∣∣∣∫ τ∗

0

[f1(s, x
∗
s) +

∫ 0

−h
f2(s, x

∗
s, y)u∗(s, y)dy]ds−

∫ tn

0

[f1(s, x
∗
s) +

∫ 0

−h
f2(s, x

∗
s, y)u∗(s, y)dy]ds

∣∣∣∣→0.

Отже, x∗(t) задовольняє (1.31) при t = τ ∗ також.

Залишилося показати, що керування u∗(s, y) є оптимальним. Ми маємо два

випадки.

1. Нехай τ ∗ < T .

a) τ ∗ < lim
n→∞

inf τn = τ . Тодi, аналогiчно до вищевикладеного, iснує послiдов-

нiсть τnk послiдовностi τn така, що τnk > τ ∗ i для t ∈ [0, τ ∗] y(nk)(t) = x(nk)(t) i

y∗(t) = x∗(t).

Покажемо iнтегрованiсть функцiї L(t, x∗t , u
(nk)(t, ·)) на [0, τ ∗]

Використовуючи нерiвнiсть∣∣∣L(t, x∗t , u
(nk)(t, ·))− L(t, x∗t , u0)

∣∣∣ ≤
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≤ sup
λ∈[0,1]

∥∥∥Lu(t, x∗t , u0 + λ(u(nk)(t, ·)− u0)
∥∥∥
Lq

∥∥∥u(nk)(t, ·)− u0∥∥∥
Lp

,

де u0 = const, u0 ∈ U , ми маємо

L(t, x∗tu
(nk)(t, ·)) ≤ L(t, x∗t , u0)+

+ sup
λ∈[0,1]

∥∥∥Lu(t, x∗t , u0 + λ(u(nk)(t, ·)− u0)
∥∥∥
λq

∥∥∥u(nk)(t, ·)− u0∥∥∥
Lp

.

Використовуючи п. 3) iз умови 3, ми маємо

L(t, x∗t , u
(nk)(t, ·)) ≤ L(t, x∗t , u0) + C1

∥∥∥u(nk)(t, ·)− u0∥∥∥
Lp

+

+C1 ‖x∗t‖
α
C

∥∥∥u(nk)(t, ·)− u0∥∥∥
Lp

+

+ C1 sup
λ∈[0,1]

∥∥∥u0 + λ(u(nk)(t, ·)− u0)
∥∥∥p−1
Lp

∥∥∥u(nk)(t, ·)− u0∥∥∥
Lp

. (0.32)

Перший доданок в (1.32) iнтегрований, згiдно з (1.19). Другий i третiй додан-

ки також iнтегрованi на [0, τ ∗] в силу (1.20) i (1.21) i в силу рiвномiрної збiжностi

x(nk)(t) до x∗(t) на [0, τ ∗].

Iнтегрованiсть останнього доданку в (1.32) слiдує iз оцiнки

∫ τ∗

0

(‖u0‖Lp
+ ‖unk(t, ·)− u0‖)p−1

∥∥∥u(nk)(t, ·)− u0∥∥∥
Lp

dt ≤

≤ 2
(p−1)2

p

(∫ τ∗

0

(‖u0‖pLp
+ ‖unk(t, ·)− u0‖pLp

)dt

)p−1
p
(∫ τ∗

0

(‖unk(t, ·)− u0‖pLp
)dt

) 1
p

.

Отже, функцiя α(t, x∗t ,u(nk)(t, ·) є iнтегровною на [0, τ ∗].

Нехай χR(t) – характеристична функцiя множини
{
t ∈ [0, t] : ‖u∗(t, ·)‖Lp

< R
}

для деякого R > 0.

Оскiльки L(t, y, z) є опуклим на z (п. 5) iз умови 2.3), то виконується насту-

пна нерiвнiсть

L(t, x∗t , υ(t, ·)χR(t) ≥ L(t, x∗t , u
∗(t, ·))χR(t)+
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L
′

u(t, x
∗
t , u
∗(t, ·), υ(t, ·)− u∗(t, ·)

〉
χR(t) (0.33)

для будь-якого допустимого керування υ(t, y) ∈ Up i t ∈ [0, τ ∗]. Тут
〈
L
′

u, υ − u∗
〉

– дiя лiнiйного неперервного функцiонала Lu на елемент υ(t, ·) − u∗(t, ·) ∈ Lp.

Покладаючи в (1.33) υ(t, ·) = u(nk)(t, ·) ми маємо∫ τ∗

0

L(t, x∗t , u
(nk)(t, ·))χR(t)dt ≥

∫ τ∗

0

L(t, x∗t , u
∗(t, ·))χR(t)dt+

+

∫ τ∗

0

〈
L
′

u(t, x
∗
t , u
∗(t, ·), u(nk)(t, ·)− u∗(t, ·)

〉
χR(t)dt. (0.34)

Враховуючи п. 3) iз умови 3, ми маємо

‖Lu(t, x∗t , u∗(t, ·)‖Lq
χR(t) ≤ K(1 + ‖x∗t‖

α
C +R)p−1,

тому другий доданок визначає лiнiйний неперервний оператор в Lp([0, τ
∗] ×

[−h, 0]). Отже, другий iнтеграл в (1.34) прямує до нуля в силу слабкої збiжностi

unk(t, s) до u∗(t, s).

Тому

lim
n→∞

inf

∫ τ∗

0

L(t, x∗t , u
(uk)(t, ·))χR(t)dt ≥

∫ τ∗

0

L(t, x∗t , u
∗(t, ·))χR(t)dt.

З того, що L(t, y, z) ≥ 0, χR(t) ≤ 1 i χR(t) → 1 при R → ∞, iз останньої

нерiвностi ми маємо∫ τ∗

0

L(t, x∗t , u
∗(t, ·)dt ≤ lim

n→∞
inf

∫ τ∗

0

α(t, x∗t , u
(uk)(t, ·)dt. (0.35)

Iнтегрованiсть L(t, x∗t , u
(nk)(t, ·) на [0, τ ∗] при цьому береться до уваги.

Розглянемо також рiзницю∫ τ∗

0

∣∣∣L(t, x
(nk)
t , u(uk)(t, ·))− L(t, x∗t , u

(uk)(t, ·))
∣∣∣ dt. (0.36)
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Використовуючи п. 2) iз умови 3, ми маємо∫ τ∗

0

∣∣∣L(t, x
(nk)
t , u(uk)(t, ·))− L(t, x∗t , u

(uk)(t, ·))
∣∣∣ dt ≤

≤ α

∫ τ∗

0

∥∥∥x(nk)t − x∗t
∥∥∥ dt→ 0, nk →∞. (0.37)

Граничний перехiд в (1.37) можливий в силу теореми Лебега про мажоровану

збiжнiсть (1.21) i рiвномiрну збiжнiсть x(nk)(t) до x∗(t) на [0, τ ∗]. Iз (1.37) ми

маємо, що вираз (1.36) прямує до нуля при nk →∞.

Далi ми отримуємо

lim
n→∞

inf

∫ τ∗

0

L(t, x
(nk)
t , u(nk)(t, ·))dt ≥

≥ lim
n→∞

inf

∫ τ∗

0

[L(t, x
(nk)
t , u(nk)(t, ·)− L(t, x∗, u(nk))]dt+

+ lim
n→∞

inf

∫ τ∗

0

∣∣∣L(t, x∗t , u
(uk)(t, ·))− L(t, x∗t , u

∗(t, ·))
∣∣∣ dt+

∫ τ∗

0

L(t, x∗t , u
∗(t, ·))dt.

(0.38)

Як було показано вище, перший лiмiт в правiй частинi (1.38) рiвний нулю, а

другий – є невiд’ємним в силу (1.35).

Тодi

m = lim
nk→∞

inf

∫ τnk

0

L(t, x
(nk)
t , u(nk)(t, ·))dt ≥ lim

nk→∞
inf

∫ τ∗

0

L(t, x
(nk)
t , u(nk)(t, ·))dt ≥

≥
∫ τ∗

0

L(t, x∗t , u
∗(t, ·))dt.

Отже, J(u∗) = m, i пара (x∗(t), u∗(t, s)) є оптимальною.

b) Нехай τ ∗ = τ = lim
n→∞

inf τn.

Розглянемо множину Z = {n ∈ N : t1 < τn ≤ τ ∗}, де t1 ∈ [0, T ] оберемо

знову довiльно так, що t1 < τ ∗.Достатньо розглянути випадок, коли ця множина
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нескiнченна. Тодi, аналогiчно до випадку a), ми можемо показати, що∫ t1

0

L(t, x∗t , u
∗(t, ·))dt ≤ m.

Отже, граничним переходом при t1 → τ ∗ ми встановлюємо, що∫ τ∗

0

L(t, x∗t , u
∗(t, ·))dt ≤ m.

Отже, J(u∗) = m.

2. Нехай τ ∗ = T . Тодi iз (1.24) ми маємо τ = lim
n→∞

inf τn = τ ∗, i доведення

зводиться до випадку 1, b ). Теорема доведена.

0.2 Оптимальне керування деякими класами функцiона-

льно-диференцiальних систем на пiвосi

0.2.1 Постановка задачi

Для нелiнiйної за фазовими змiнними i лiнiйної за керуванням системи функ-

цiонально-диференцiальних рiвнянь на пiвосi отримано достатнi умови iснуван-

ня оптимальних керувань в термiнах правих частин та критерiя якостi. Вивчено

зв’язок мiж розв’язками вихiдної задачi та вiдповiдної задачi на скiнченних ча-

сових iнтервалах.

Нехай t ∈ [0,∞) , а D – область в [−h,∞)× C, δD – її межа.

В цьому пiдроздi розглядається задача оптимального керування для системи

функцiонально-диференцiальних рiвнянь x (t) = dx(t)
dt

x (t) = f1 (t, xt) +

∫ 0

−h
f2 (t, xt, y) u (t, y) dy, t ∈ [0, τ ] , (0.39)
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x (t) = ϕ0 (t) , t ∈ [−h, 0] iз критерiєм якостi

I [u] =

∫ τ

0

(
e−γtA (t, xt) +B (t, u (t, ·))

)
dt → inf, (0.40)

або

I[u] =

∫ τ

0

(
e−γtA (t, xt) +

∫ 0

−h
|u (t, y) |2dy

)
→ inf, (0.41)

при p=2.

Данi задачi розглядаються на нескiнченному iнтервалi t ≥ 0. Тут ϕ0 ∈ C –

фiксований елемент, що (0, ϕ0) ∈ D, x(t) – фазовий вектор в Rd, а xt– вiдповiдно

фазовий вектор в C, τ – момент першого виходу (t, xt) на межу δD. Тут також

f1 : D → Rdf2 : D × [−h, 0]→Mdxm, – d×m – вимiрна матриця, причому, для

кожних (t, ϕ) ∈ D, f2 (t, ϕ, ·) належить простiр Lq([−h, 0] ;Md×m) з нормою

||f2 (t, ϕ) ||Lq
= (

∫ 0

−h
||f2 (t, ϕ, y) ||qdy)

1
q

,
1

p
+

1

q
= 1,

A : D → R+ i B : [0,∞)× Lp → R+ - заданi вiдображення.

Параметром керування єm-вимiрна вектор-функцiя u ∈ Lp ([0,∞)× [−h, 0])

i така, що для майже всiх (t, y), u(t, y) ∈ W , де W – опукла, замкнена множина

в Rm i 0 ∈ W .

Для кожного такого керування вiдповiдним розв’язком (траєкторiєю) систе-

ми (1.39) назвемо неперервну функцiю x(t), що на вiдрiзку [-h, T] задовольняє

умови:

1)x (t) = ϕ0 (t) , t ∈ [−h, 0] ;

2) (t, xt) ∈ D при t ∈ [0, T ] ;

3) при t ∈ [0, T ] x(t) задовольняє iнтегральне рiвняння

x (t) = ϕ0 (0) +

∫ t

0

[f1 (s, xs) +

∫ 0

−h
f2 (s, xs, y)u (s, y) dy]ds. (0.42)
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Керування u(t, ·) вважається допустимим для задач (1.39)-(1.40) та (1.39)-

(1.41) якщо:

1)u(t, y) ∈ Lp([0,∞)× [−h, 0] ;

2) u(t, y) ∈ W при майже всiх t ≥ 0, y ∈ [−h, 0] ;

3) розв’язок x(t), вiдповiдний u(t, ·), iснує на iнтервалi [−h, τ ] , τ > 0;

4) |I [u]| <∞.

Множину допустимих керувань позначимо U.

Через V (ϕ0) позначимо функцiю Беллмана задачi на нескiнченному промiж-

ку часу, а через VT (ϕ0) – функцiю Беллмана вiдповiдної задачi на скiнченному

iнтервалi [0, T].

Запис керованої системи у формi (1.39) є досить загальний, вiн включає

в себе, як частиннi випадки, звичайну задачу оптимального керування для

функцiонально-диференцiальних рiвнянь

x (t) = f (t, xt) + g (t, xt)u (t) , u ∈ Lp ([0,∞) ;Rm) , (0.43)

рiвнянь з максимумами, систем звичайних диференцiальних рiвнянь. Вибiр ке-

рування, як елемента для кожного t функцiонального простору u(t, ·) ∈ Lp([0,∞)×

[−h, 0]) зумовлено двома причинами:

1) наблизити задачу до загальної, функцiонально-операторної постановки

задачi оптимального керування, згiдно з якою u(t) ∈ W , тобто топологiчному

простору (див., наприклад, [5]);

2) даний клас задач включає в себе деякi задачi економiчного характеру

(див. [6], [7]).

Задачам оптимального керування системами типу (1.43) присвячено багато

робiт. З цього приводу вiдзначимо монографiю [8], в якiй для задач керуван-
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ня функцiонально-диференцiальними рiвняннями розвинуто метод динамiчного

програмування та принцип максимуму.

Однак, данi методи дають, як правило, необхiднi умови оптимальностi, а в

тих випадках, коли вони дають достатнi умови, перевiрка таких умов є досить

складною i вимагає залучення нових об’єктiв, яких не було в початковiй задачi.

Тому бажано б було мати достатнi умови iснування оптимального керування в

термiнах правих частин системи i критерiя якостi.

В цьому напрямку вкажемо на роботу [9], де при умовi компактностi мно-

жини значень допустимих керувань отримано аналог теореми Фiлiппова. У ви-

падку необмеженостi множини значень керувань тут отримано аналог теореми

Cessari. Зазначимо, що вiдмова вiд компактностi множини керувань приводить

до умов росту, що пов’язує правi частини системи та критерiй якостi. В роботах

[10]-[12] розглядалась задача оптимального керування системою

x (t) = τx (t) + f0(x (t) ,

∫ 0

−T
a (y)x (t+ y) aly)− u(t)

В [10] для деяких функцiоналiв якостi отриманi рiвняння Гамiльтона-Якобi-

Беллмана та в термiнах їх розв’язкiв данi достатнi умови оптимальностi.

В [11] аналогiчнi питання розглянуто для задач iз фазовими обмеженнями.

У [12] за умови неспадної функцiї τx+ f0(x, y) за обома змiнними для критерiя

якостi

I[u] =

∫ ∞
0

e−ρtu1−δ (t)x (t) dt, τ ∈ (0; 1)

Отриманi достатнi умови оптимальностi. В роботi [3] розглянута задача типу

(1.39)-(1.40) в бiльш широкiй постановцi, але тiльки на скiнченному iнтервалi

[0,T].

Наша мета – узагальнити результати роботи [3] на нескiнченний iнтервал
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[0,∞) та з’ясувати зв’язок мiж задачами на скiнченному та нескiнченному iн-

тервалах. Виявилось, що за допомогою оптимальних керувань на скiнченному

вiдрiзку можна легко будувати мiнiмiзонти для задач на нескiнченному iнтер-

валi.

0.2.2 Iснування оптимальних керувань

Тепер ми дамо строгу постановку задач та сформулюємо основнi результати

даної роботи. Надалi в роботi будемо вважати, що виконуються наступнi головнi

умови.

Нехай D – область в t ∈ [−h,∞) × C, δD – її межа (див., наприклад [2],

р.18). Позначимо

Dt = {ϕ ∈ C, (t, ϕ) ∈ D}, Dc =
⋃
t≥0

Dt

Dc – обмежена в C.

Умова 2.2.1. Допустимими керуваннями єm-вимiрнi вектор-функцiї u(t, y) ∈

Lp([0,∞)× [−h, 0] ;Rm), що майже для всiх t ≥ 0 i y ∈ [−h, 0] значення u(t, y) ∈

W , де W -опукла замкнена множина в Rm i 0 ∈ W i I[u] iснує. Множину допу-

стимих керувань позначимо U.

Умова 2.2.2. Вiдображення f1 (t, ϕ) : D → Rd i f2 (t, ϕ, y) : D × [−h, 0] →

Md×m визначенi та вимiрнi за сукупнiстю аргументiв в областях D i вiдповiдно

D1 = {(t, ϕ) ∈ D, y ∈ [−h, 0]}, а також задовольняють там по ϕ умови лiнiйного

росту та Лiпшиця, тобто iснує стала K>0, що

|f1(t, ϕ)|+ ‖f2(t, ϕ, y)‖ ≤ K(1 + ‖ϕ‖c), (0.44)

для (t, ϕ) ∈ D, y ∈ [−h, 0],

|f1 (t, ϕ1)− f1 (t, ϕ2)|+ ‖f2 (t, ϕ1, y)− f2 (t, ϕ2, y)‖ ≤ K‖ϕ1 − ϕ2‖c, (0.45)
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для (t, ϕ1) , (t, ϕ2) ∈ D.

Умова 2.2.3. 1) Вiдображення A : D → R1 , A(t, ϕ) ≥ 0 для (t, ϕ) ∈

D визначене i неперервне в D i при (t, ϕ) ∈ D iснує стала KA > 0, така що

A(t, ϕ) ≤ KA(1 + ‖ϕ‖c);

2) вiдображення B : [0,∞) × Lp → R1 вимiрне за сукупнiстю аргументiв i

iснують сталi a0 > 0, a1 > 0, такi що

a1‖z‖pLp
≥ B(t, z) ≥ a0‖z‖pLp

,

при t ≥ 0;

3) B(t, z) для кожного t ≥ 0 сильно диференцiйовне по z i похiдна Фреше
δB
δz задовольняє при t ≥ 0 i z ∈ Lp оцiнку∥∥∥∥δBδz

∥∥∥∥
L(Lp;R1)

≤ a3‖z‖p−1Lp

для деякої a2 > 0, незалежної вiд t i z. Тут ‖·‖L(Lp;R1) – рiвномiрна операторна

норма в просторi лiнiйних неперервних функцiоналiв над Lp.

З’ясуємо питання iснування оптимальної пари для розглядуваних задач.

Теорема 0.3. При виконаннi умов 2.1-2.3 задачi (1.39), (1.40) та (1.39),

(1.41) мають розв’язки (x∗, u∗).

Доведення. По-перше, зауважимо, що в умовах теореми 2.1 виконанi умови

теореми 2.1 роботи [3]. Отже розв’язок початкової задачi (1.39) iснує, єдиний i

продовжується до межi областi D.

Далi зауважимо, що множина U допустимих керувань непорожня, оскiльки

0 ∈ U . Дiйсно, нехай x(t, 0) – розв’язок системи (1.39), який вiдповiдає цьому

керуванню, а xt(0) вiдповiдний елемент iз С. Тодi в силу умови 1) iз 2.3 та
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обмеженостi Dc ми маємо:

I [0] =

∫ T

0

e−γtA (t, x0 (0)) dt ≤
∫ τ

0

e−γtKA (1 + ‖xt (0)‖c) dt ≤ KA

∫ ∞
0

e−γtdt+

+KAR

∫ ∞
0

e−γtdt <∞

тут R – радiус кулi, що мiстить Dc.

Оскiльки критерiй якостi невiд’ємна величина, то iснує невiд’ємна нижня

грань m значень I[u] керувань {un(t)}. Нехай u(n) (t, y) – мiнiмiзуюча послiдов-

нiсть, що I
[
u(n)
]
→ m, n → ∞ монотонно. Нехай також x(n) (t) послiдовнiсть

розв’язкiв рiвняння (1.39), що вiдповiдають u(n), а [−h, τn] – максимальний iн-

тервал їх iснування.

Зауважимо, що (τn, x
(n)
εn ) ∈ δD.

m+ 1 ≥
∫ τn

0

B
(
t, u(n)(t, ·)

)
dt ≥ a

∫ τn

0

∫ 0

−h

∣∣∣u(n)(t, y)
∣∣∣pdy dt ≥ (0.46)

≥ a

∫ ∞
0

∫ 0

−h

∣∣∣u(n)(t, y)
∣∣∣pdy dt,

при достатньо великих n. Значить послiдовнiсть u(n)(t, y) слабко компактна в

Lp([0,∞)×[−h, 0]). Звiдси iснує слабко збiжна її пiдпослiдовнiсть. Не втрачаючи

загальностi будемо вважати, що сама u(n)(t, y) слабко збiжна до u∗ ∈ Lp([0,∞)×

[−h, 0]). За лемою Мазура [4, гл. v] деяка опукла комбiнацiя

bk (t, y) =

n|k|∑
i=1

α : (k)u(i)(t, y)

елементiв u(i)(t, y) збiгається сильно до u∗ Lp([0,∞)× [−h, 0]). Отже, iснує пiд-

послiдовнiсть bkj(t, y) послiдовностi bk(t, y), що майже скрiзь на [0,∞)× [−h, 0]

збiгається до u∗(t, y). Оскiльки W – опукла i замкнена, то bkj(t, y) ∈ W , а тому

i u∗(t, y) ∈ W , отже, керування u∗(t, y) є допустимим.
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Розглянемо тепер послiдовнiсть розв’язкiв xn(t) системи (1.39), якi вiдповiд-

ають керуванням un(t, y). При t ∈ [0, τn] ми маємо

x(n) (t)− ϕ0 (0) +

∫ t

0

[
f1

(
s, x(n)s

)
+

∫ 0

−h
f2 (s, xs, y)u(u) (s, y) dy

]
ds. (0.47)

За функцiями xn(t) побудуємо функцiї zn(t), що визначаються на всю пiввiсь

наступним чином

z(n) (t) =

 x(n)(t), t ∈ [0, τn]

x(n)(τn), t ≥ τn.
, (0.48)

Оскiльки Dc – обмежена, то iснує C>0, що∣∣∣z(n) (t)
∣∣∣ ≤ C, t ≥ 0. (0.49)

Оберемо довiльне T>0 та зафiксуємо його. Покажемо, що сiм’я функцiй{
z(n)(t)

}
компактна [0, T ]. Для цього, в силу (1.49), достатньо довести їх рiвно-

степеневу неперервнiсть. При t1, t2 ∈ [0, τn] iз (1.47) в силу (1.44) маємо оцiнку∣∣∣x(n) (t1)− x(n) (t2)
∣∣∣ ≤

≤
∫ t2

t1

∣∣∣f1(s, x(n)s )
∣∣∣ ds+

∫ t2

t1

∣∣∣∣∫ 0

−h
f2

(
s, x(n)s , y

)
u(n) (s, y) dy

∣∣∣∣ ds ≤
≤ K

∫ t2

t1

(
1 +

∥∥∥x(n)s

∥∥∥
c

)
ds+

∫ t2

t1

(
1 +

∥∥∥x(n)s

∥∥∥
c

)∫ 0

−h

∣∣∣u(n)(s, y)
∣∣∣ dy ds ≤

≤ K (1 + C) (t2 − t1) +K(1 + C)

∫ t2

t1

∫ 0

−h

∣∣∣u(n) (s, y)
∣∣∣ dy ds ≤

≤ K (1 + C) (t2 − t1) +K (1 + C)h1/q(t2 − t1)1/q(
∫ ∞
0

∫ 0

−h

∣∣∣u(n)(s, y)
∣∣∣ dy ds)1/p ≤

≤ K(1 + C) (t2 − t1) +K (1 + C)h1/q(t2 − t1)1/q
(
m+ 1

a

)1/p

. (0.50)

Отже, при t1 ≤ t2 ≤ τn∣∣∣z(n) (t1)− z(n)(t2)
∣∣∣ ≤ C1 (t2 − t1) + C2(t2 − t1)1/q, (0.51)
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для деяких додатнiх сталих C1C2.

Якщо t1 < τn < t2, то аналогiчно до (1.51) маємо∣∣∣z(n) (t2)− z(n)(t1)
∣∣∣ =

∣∣∣x(n) (t1)− x(n)(τn)
∣∣∣ ≤ C1 (τn − t1) + C2(τn − t1)1/q ≤

≤ C1 (t2 − t1) + C2(t2 − t1)1/q.

Звiдки випливає рiвностепенева неперервнiсть сiмейства функцiй z(n)(t) на

[0, τ ], а отже i їх компактнiсть.

Отже, iснує пiдпослiдовнiсть z(n)k (t) послiдовностi z(n)(t) така, що z(n)k (t) рiв-

номiрно збiжна до z∗(t) на [0, τ ]. Функцiя z∗(t) визначена та неперервна на [0, τ ],

а значить iснує z∗t як елемент простору С при всiх t ∈ [0, τ ].

Отже, кожному вiдрiзку [0, τ ] iз послiдовностi
{
z(n)(t)

}
видiляється рiвномiр-

но збiжна пiдпослiдовнiсть. Покажемо, що iснує пiдпослiдовнiсть послiдовностi{
z(n)(t)

}
, що збiгається поточково на [0,∞) до деякої неперервної функцiї. Для

цього використаємо дiагональний метод.

Для T=1 iснує пiдпослiдовнiсть
{
z
(n)
1 (t)

}
послiдовностi

{
z(n)(t)

}
така, що

z
(n)
1 (t)→→z

∗
1(t) при n→∞ на [0, 1].

Для T=2 iснує пiдпослiдовнiсть
{
z
(n)
2 (t)

}
послiдовностi

{
z
(n)
1 (t)

}
така, що

z
(n)
2 (t)→→z

∗
2(t) при t ∈ [0, 2].

Зауважимо, що при цьому z∗2 (t) = z∗1(t) при t ∈ [0, 1]. Продовжуючи да-

ний процес, отримаємо для кожного натурального N iснування пiдпослiдовно-

стi
{
z
(n)
N (t)

}
послiдовностi

{
z
(n)
N−1(t)

}
такої, що z(n)N (t)→→z

∗
N(t) на [0,N] i z∗N (t) =

z∗N−1(t) при t ∈ [0, N − 1].

Застосувавши дiагональний метод, iз даних послiдовностей видiлимо пiд-

послiдовностi
{
z
(n)
n (t)

}
, що, очевидно, поточково на t ∈ [0,∞) збiгається до

неперервної функцiї z∗(t), визначеної наступним чином:
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z∗ (t) = z∗N(t) на [0,N], N – натуральне число. Надалi для зручностi, знову

послiдовнiсть
{
z
(n)
n (t)

}
будемо позначати як {zn (t)}, а вiдповiдну послiдовнiсть

керувань як {Un (t)}. Оскiльки z∗ (t) визначена i неперервна на [0,∞), то i z∗t

iснує як елемент простору С при всiх t ≥ 0. Вiдзначимо також, що z∗N(t) збiгає-

ться рiвномiрно до z∗ (t) на кожному вiдрiзку [0, τ ].

Нехай τ ∗ момент першого видоху (t, z∗t ) на δD, тобто

τ ∗ =

 inf {t ≥ 0 : (t, z∗t ) ∈ δD

∞, if (t, z∗t ) ∈ δD, t ≥ 0

Вiдзначимо, що z(n)τn = z(n) (τn + θ) = x(n) (τn + θ) = x
(n)
τn , а отже, τn – момент

першого виходу (t, z
(n)
t ) на δD.

Покажемо, що

τ ∗ ≤ lim
n→∞

infτn , (0.52)

Розглянемо два випадки: τ ∗ <∞ i τ ∗ =∞.

1) Нехай τ ∗ <∞, тодi

τ ∗ > lim
n→∞

infτn = τ (0.53)

Оберемо довiльне T ∈ [0,∞) i таке, що T > τ ∗. Очевидно, iснує пiдпослiдов-

нiсть {τnk} послiдовностi {τn}, що τnk → τ при nk → ∞. Отже, для достатньо

великого nk ми маємо τnk < τ ∗ i

(τnk, z
∗
τnk

) ∈ D, (τ, z∗τ ) ∈ D, (0.54)

але (τnk, z
(nk)
τnk

) ∈ δD.

З iншого боку, враховуючи рiвномiрну на [−h, T ] збiжнiсть послiдовностi

zn (t) до z∗ (t) i рiвномiрну на [-h,T] неперервнiсть z∗ (t), ми маємо

z(nk)τnk
→ z(τ)τ , (0.55)
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в C. Дiйсно,

sup
−h≤θ≤0

∣∣∣z(nk)(τnk + θ)− z∗(τ + θ)
∣∣∣ ≤ sup

−h≤θ≤0

∣∣∣z(nk)(τnk + θ)− z∗(τnk + θ)
∣∣∣+

+ sup
−h≤θ≤0

|z(τnk + θ)− z(τ + θ)| → 0, nk →∞,

Оскiльки множина δD замкнута, то (τ, z∗τ ) ∈ δD. Останнє суперечить (1.54).

2) Нехай τ ∗ =∞, а limn→∞ infτn <∞. Виберемо T2 >0 i T2 > limn→∞ infτn .

Провiвши тепер аналогiчнi мiркування на [0, T2], матимемо, що даний випадок

зведеться до попереднього

τ ∗ ≤ lim
n→∞

infτn = τ . (0.56)

Покладемо x∗ (t) = z∗ (t) при t ∈ [0, τ ∗] у випадку скiнченного τ ∗ i t ∈ [0,∞)

при τ ∗ = ∞. Покажемо, що x∗(t) є розв’язком рiвняння (1.39), який вiдповiдає

керуванню u∗(t, y) при всiх розглядуваних t.

Розглянемо три випадки.

1. Якщо τ < ∞, то доведення аналогiчне доведенню вiдповiдного факту з

[3, теорема 2.2].

2. Нехай τ = ∞, але τ ∗ < ∞. В цьому випадку або iснує пiдпослiдовнiсть

{τnk} послiдовностi {τn}, що τnk → ∞, nk → ∞, або лише скiнченна кiлькiсть

τn < ∞. Тодi для достатньо великих nk, z(nk) (t) = x(nk)(t) при t ∈ [0, τ ∗] i

x(nk)(t)→→x
∗(t) при nk →∞ на [0, τ ∗]. Подальше доведення аналогiчне [3, теорема

2.2].

3. Нехай τ ∗ =∞. Вiзьмемо довiльне T>0 i розглянемо вiдрiзок [0; T]. Анало-

гiчно попередньому випадку iснує пiдпослiдовнiсть {τnk}, що τnk →∞, nk →∞.

Тодi на [0,T] при достатньо великих nk, z(nk) (t) = x(nk)(t) на [0, T], а отже

x(nk)(t)→→x
∗(t) на [0, T] при n → ∞. Подальше доведення аналогiчне попере-

дньому.
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Залишилось показати, що керування u∗(t, y) – оптимальне.

1. Нехай τ ∗ < τ . В цьому випадку або iснує пiдпослiдовнiсть {τnk} послi-

довностi {τn}, що τnk → τ при nk → ∞, або лише не бiльше, нiж скiнченна

кiлькiсть {τn} скiнченна (у випадку τ = ∞). Тодi для достатньо великих nk

знову z(nk) (t) = x(nk)(t) при t ∈ [0, τ ∗] i x(nk)(t)→→x∗(t) при nk →∞ на [0, τ ∗].

Також, очевидно, маємо, що для всiх t ∈ [0, τ ∗].∥∥∥x(nk)t − x∗t
∥∥∥
c
→ 0, nk →∞, (0.57)

Ми маємо∫ τnk

0

e−γtA
(
t, x

(nk)
t

)
dt+

∫ τnk

0

B
(
t, u(nk)(t, ·)

)
dt ≥

∫ τ∗

0

e−γtA
(
t, x

(nk)
t

)
dt+

+

∫ τ∗

0

B
(
t, u(nk)(t, ·)

)
dt. (0.58)

Пiдiнтегральний вираз у першому доданку в (1.58) для кожного t прямує до A(t,

xt) i в силу (1.57) i умови 1) з 2.3. В силу обмеженостi Dc i умови лiнiйного росту

A(t, ϕ) (умова 1) з 2.3) ми маємо також, щоA
(
t, x

(nk)
t

)
≤ KA (1 +K1) для деякої

сталої K1 > 0, тому використовуючи теорему Лебега про мажоровану збiжнiсть,

отримаємо, що ∫ τ∗

0

e−γtA
(
t, x

(nk)
t

)
dt→

∫ τ∗

0

e−γtA (t, x∗t ) dt. (0.59)

Оскiльки B(t, u) – опукла по u, то

B (t, ϑ (t, ·)) ≥ B (t, u∗ (t, ·)) + 〈B′u (t, u∗ (t, ·)) , ϑ (t, ·)− u∗ (t, ·)〉 , (0.60)

для будь-якого допустимого керування ϑ (t, y) ∈ U . Тут 〈L′u, ϑ− u∗〉 - дiя лi-

нiйного неперервного функцiоналу L′u на елемент ϑ (t, ·) − u∗ (t, ·) ∈ Lp. При

цьому, в силу умови 3) з 2.3 ми маємо∫ ∞
0

∫ 0

−h

∣∣∣∣δBδu (t, u∗(t, y)

∣∣∣∣qdydt ≤ a3

∫ ∞
0

∫ 0

−h
|u∗(t, y)|pdydt <∞.
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Отже, за теоремою Pica вираз∫ ∞
0

< B′u(t, u∗(t,·), ϑ(t, ·))− u∗(t, ·) > dt

задає лiнiйний неперервний функцiонал в Lp([0,∞)× [−h, 0]). Поклавши тепер

в (1.60) ϑ (t, ·) = unk (t, ·) i використавши слабку збiжнiсть unk (t, y) до u∗ (t, y),

отримаємо для другого доданку в (1.58) нерiвнiсть

lim
nk→∞

inf

∫ τ∗

0

B
(
t, u(nk)(t, ·)

)
dt ≥

∫ τ∗

0

B (t, u∗(t, ·)) dt , (0.61)

таким чином, з (1.58), (1.59) i (1.61) ми маємо

m = lim
n→∞

(∫ τnk

0

e−γtA
(
t, x

(nk)
t

)
dt+

∫ τnk

0

B
(
t, u(nk)(t, ·)

)
dt

)
≥

≥
∫ τ∗

0

e−γtA (t, x∗t ) dt+ lim
nk→∞

inf

∫ τ∗

0

B
(
t, u(nk)(t, ·)

)
dt ≥∫ τ∗

0

e−γtA (t, x∗t ) dt+

∫ τ∗

0

B (t, u∗(t, ·)) dt,

отже, в цьому випадку керування u∗(t, y) є оптимальним.

2. Нехай τ ∗ = τ . Вiзьмемо довiльне t1 = τ ∗ i розглянемо вiдрiзок [0, t1]. На

даному вiдрiзку x(nk)(t)→→x∗(t), при nk →∞, а отже x(nk)t → x∗t в C, nk →∞.

В силу теореми про характеризацiю нижньої границi множина {n ∈ N |τn < t1}

скiнченна, а на промiжку (t1, τ
∗) може лежати нескiнченна кiлькiсть точок τn

(якщо вони скiнченнi). Розглянемо цю послiдовнiсть. Тодi, аналогiчно до попе-

реднього, ми отримаємо

m = lim
nk→∞

(

∫ τnk

0

e−γtA
(
t, x

(nk)
t

)
dt +

∫ τnk

0

B
(
t, u(nk)(t, ·)

)
dt) ≥

≥
∫ t1

0

e−γtA (t, x∗t ) dt+

∫ t1

0

B (t, u∗(t, ·))

Звiдки граничним переходом при t1 = τ ∗ отримаємо, що I[u∗] = m.
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Для функцiоналу (1.41) доведення аналогiчне. При цьому умова 3) з 2.3

виконується автоматично, оскiльки δB
δz = 2u(t, ·). Теорема доведена.

0.3 Зв’язок мiж задачею оптимального керування на скiн-

ченному та на нескiнченному часовому iнтервалах

Нехай T>0 – фiксоване. Через (x∗T , u
∗
T ) позначимо розв’язки задач (1.39), (1.40)

та (1.39), (1.41) на [0, T].

Для задач на нескiнченному iнтервалi покладемо

uT,∞ (t, ·) =

 u∗T (t, ·), t ∈ [0, T ]

0, t > T

Очевидно, що дане керування є допустимим для вихiдної задачi. Знову (u∗ (t, ·) , x∗(t))

– оптимальна пара для задачi (1.39)-(1.40).

Теорема 2.4. За виконання умов 2.2.1-2.2.3 маємо:

1)

VT (ϕ0)→ V (ϕ0) , T →∞; (0.62)

2) iснує послiдовнiсть Tn → ∞, n → ∞, що послiдовнiсть
{
u∗Tn,∞

}
є мiнiмi-

зантом для задачi (1.39), (1.40), тобто

I
[
u∗Tn,∞

]
→ V, n→∞, (0.63)

3)

uTn,∞
ω−→ u∗, n→∞ (0.64)

слабко в Lp([0;∞)× [−h, 0] ;Rm)
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4) поточково на [0,T], рiвномiрно на кожному скiнченному iнтервалi

xTn,∞ (t)→ x∗ (t) , n→∞. (0.65)

Якщо задача (1.39)-(1.40) має єдиний розв’язок, то збiжностi у (1.63), (1.64)

мають мiсце при всiх T→∞.

Доведення.

Спочатку розглянемо задачу (1.39)-(1.40). Вiзьмемо довiльне T>0 та зафi-

ксуємо його. Як i ранiше V (ϕ0) – функцiя Беллмана вiдповiдної задачi на [0,T]. З

теореми 2.1 та вiдповiдної теореми з [3] випливає, що данi задачi мають розв’яз-

ки x∗ (t) , u∗(t, ·)) та xT (t) , u∗T (t, ·)). Зазначимо, що множина допустимих керу-

вань на [0,∞) є пiдмножиною допустимих керувань на [0, T]. За допустимими

керуваннями u(t, ·) на [0, T], що не є допустимими на [0,∞) побудуємо наступнi

керування

uT,∞ (t, ·) =

 u (t, ·) , t ∈ [0, T ]

0, t > T
(0.66)

Об’єднання множини допустимих керувань на [0,∞) iз множиною керувань

вигляду (1.66) позначимо UT . Тодi така множина допустимих керувань спiвпадає

на [0,∞) з множиною U, а на [0, T] вона спiвпадає iз множиною всiх допустимих

керувань задачi типу (1.39)-(1.40) на [0, T]. Дiйсно, за довiльним допустимим

керуванням u (t, ·) на [0, T], яке не є допустимим на [0, ∞) за правилом (1.66)

будуємо допустиме керування на [0, ∞). З iншого боку Lp([0,∞)) ⊂ Lp([0, T ]).

Позначимо DT = D ∩ [−h, T ], а τ ∗T - момент виходу x∗,Tt на границю областi

DT .Зазначимо, що у випадку τ ∗T < T керування u∗T,∞(t, ·) буде оптимальним для

задачi (1.39), (1.40) на [0, ∞]. Тодi V < VT .

Розглянемо тепер випадок τT = T . Позначимо x (t) = x(t, u∗T,∞(t, ·)) – розв’я-

зок початкової задачi (1.39), який вiдповiдає керуванню u∗T,∞(t, ·). Зазначимо,
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що оскiльки при t ∈ [0, T ] u∗ (t, ·) = u∗T (t, ·), то в силу єдиностi розв’язку поча-

ткової задачi (1.39) x (t) = x∗,T (t) при t ∈ [0, T ]. Iз означення функцiї Беллмана

тодi маємо

V ≤ I
(
u∗T,∞

)
=

∫ T

0

(e−γtA
(
t, x∗,Tt

)
+B (t, u∗T (t, ·)) dt+

∫ τT

T

e−γtA (t, xt) dt

= VT +

∫ τT

T

e−γtA (t, xt) dt. (0.67)

При цьому використана умова 2) iз 2.3. Тут τT – момент виходу xt на ме-

жу областi D. Другий доданок в (1.67) прямує до нуля при T → ∞ в силу

обмеженостi Dc i теореми Лебега про домiнантну збiжнiсть.

Нагадаємо, що τ ∗ - момент виходу оптимальної траєкторiї x∗t задачi (1.39),

(1.40) на [0,∞] на границюD. Зазначимо, що якщо τ ∗ ≤ T , то пара (x∗ (t) , u∗(t, ·))

буде оптимальною i для задачi на [0, T] i в цьому випадку знову V=VT . Нехай

τ ∗ > T . Тодi

V = I[u∗] =

∫ T

0

(e−γtA (t, x∗t ) +B (t, u∗ (t, ·)))dt+

∫ τ∗

T

(e−γtA (t, x∗t )+

+B (t, u∗ (t, ·)))dt ≥ VT +

∫ τ∗

T

(e−γtA (t, xt) +B (t, u∗ (t, ·)))dt. (0.68)

Але∫ τ∗

T

(e−γtA (t, x∗t )+B (t, u∗ (t, ·)))dt ≤
∫ ∞
T

e−γtKA (1 +K1) dt+

∫ ∞
T

a1‖u∗ (t, ·)‖pLp
dt =

=

∫ ∞
T

e−γtKA (1 +K1) dt+

∫ ∞
T

∫ 0

−h
|u∗(t, y)|pdydt→ 0, (0.69)

при T →∞.

Тодi, з одного боку з (1.67) ми маємо

V − VT ≤
∫ τT

T

e−γtA (t, xt) dt,
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а з iншого боку ми отримали

V − VT ≥
∫ τT

T

(e−γtA (t, x∗t ) +B (t, u∗ (t, ·)))dt,

звiдки отримуємо, з урахуванням (1.69), перше твердження теореми 2.2, а саме

(1.62).

Далi, для зручностi, не втрачаючи загальностi вважатимемо, що T = n ∈ N

– натуральне. Нехай u∗n (t, ·) - оптимальне керування [0, n], u∗n,∞ (t, ·) - допустиме

керування задачi (1.39), (1.40) на [0,∞), яке визначене формулою (2.3*).

Знову, якщо для якогось n τ ∗n < n, то u∗n,∞ є оптимальним для задачi на

нескiнченному iнтервалi. Тут τ ∗n - момент виходу xn,∞t на границю областi D.

Нехай тепер τ ∗n = n для всiх n. Оскiльки Vn = I[u∗n] → V , то iснує стала L,

така що Vn ≤ L. Але з умови 2) з 2.3 та iз (2.3*) ми маємо

L ≥ Vn = I [u∗n] =

∫ n

0

(
e−γtA (t, x∗,nt ) +B (t, u∗n (t, ·))

)
dt ≥

≥ a

∫ n

0

∫ 0

−h
|u∗n(t, y)|pdydt =a

∫ ∞
0

∫ 0

−h

∣∣u∗n,∞(t, y)
∣∣pdydt,

а, отже, послiдовнiсть допустимих керувань
{
u∗n,∞

}
слабко збiжна пiдпослiдов-

нiсть, яку знову позначимо через {un,∞}, не втрачаючи загальностi. Ми маємо

u∗n,∞
w−→ u∗, n→∞ в Lp([0,∞)× [−h, 0]). (0.70)

Аналогiчно до теореми 2.1, з використанням леми Мазура, отримуємо, що

майже при всiх (t, y) u∗(t, y) ∈ W .

Позначимо xn,∞t (t) розв’язок початкової задачi (1.39), що вiдповiдає керуван-

ню u∗n,∞ (t, ·). Нехай τn – момент виходу xn,∞t на границю областi D. Очевидно

що τn > n. Тодi ми маємо

I [un,∞] =

∫ n

0

(
e−γtA (t, x∗,nt ) +B (t, u∗n (t, ·))

)
dt+

∫ τn

n

(e−γtA (t, xn,∞t )+
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+B
(
t, u∗n,∞ (t, ·)

)
)dt = Vn +

∫ τn

n

(e−γtA (t, xn,∞t ) +B
(
t, u∗n,∞ (t, ·)

)
)dt.

Але B
(
t, u∗n,∞ (t, ·)

)
= 0 при t ≥ n в силу побудови un,∞ i умови 2) з 2.3. Тодi

I [un,∞] = Vn +

∫ τn

n

e−γtA (t, xn,∞t ) dt, (0.71)∫ τn

n

e−γtA (t, xn,∞t ) dt ≤
∫ τn

n

e−γtKA (1 + ‖xn,∞t ‖c) dt,

за умовою 1 iз 2.3. Оскiльки множина Dc обмежена, то, як i вище, при t ≤ τn

‖xn,∞t ‖ ≤ K1.

Отже,∫ τn

n

e−γtKA (1 +K1) dt ≤
∫ ∞
n

e−γtKA (1 +K1) dt→ 0, n→∞, (0.72)

Iз (1.71) i (1.72) ми маємо, що

I [un,∞]→ V, n→∞. (0.73)

Отже, послiдовнiсть
{
u∗n,∞

}
є мiнiмiзуючою для задачi (1.39), (1.40), що й

доводить твердження 2) теореми 2.2. Позначимо x∗(t) розв’язок початкової за-

дачi (1.39), що вiдповiдає керуванню u∗(t, ·) iз (1.70). Такий розв’язок iснує i

вiн єдиний, що є наслiдком з теореми 2.1 роботи [3]. Твердження про те, що

пара (u∗ (t, ·) , x∗ (t)) є оптимальною для задачi (1.39), (1.40) доводиться ана-

логiчно вiдповiдному твердженню з теореми 2.1. Твердження 3) даної теореми

тепер очевидне. Доведення твердження 4) проводиться аналогiчно до доведення

вiдповiдного факту з теореми 2.1.

Якщо задача (1.39), (1.40) має єдиний розв’язок, то збiжностi (1.63) i (1.64)

мають мiсце при всiх T →∞. Останнє очевидним чином випливає з того факту,

що iз будь-якої пiдпослiдовностi
{
u∗nk,∞

}
послiдовностi

{
u∗n,∞

}
iз (1.70) видiля-

ється слабко збiжна до оптимального керування u∗ (t, ·) послiдовнiсть, а таке

керування єдине. Теорема доведена.
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Зауваження 2.3. В умовах теореми 2.4 для функцiоналу (1.41) справедливi

всi твердження теореми 2.2 iз замiною слабкої збiжностi (1.64) оптимальних

керувань на сильну збiжнiсть в L2([0,∞)× [−h, 0] ;Rm).

Доведення. Розглянемо задачу оптимального керування (1.39), (1.41). Оче-

видно, що доведення потребує лише встановлення сильної збiжностi u∗τn,∞ до u∗.

Аналогiчно до теореми 2.1 ми маємо

V = lim
n→∞

(

∫ τn

n

e−γtA (t, xn,∞t ) dt+

∫ τn

0

∫ 0

−h

∣∣u∗n,∞(t, y)
∣∣2dydt) ≥ ∫ τ∗

0

A (t, x∗t ) e
−γtdt+

+ lim
n→∞

∫ τn

0

∫ 0

−h

∣∣u∗n,∞(t, y)
∣∣2dydt, (0.74)

тому остання границя в (1.74) iснує, а отже, спiвпадає зi своєю нижньою грани-

цею. Але з побудови u∗n,∞ випливає, що∫ τn

0

∫ 0

−h

∣∣u∗n,∞(t, y)
∣∣2dydt =

∫ ∞
0

∫ 0

−h

∣∣u∗n,∞(t, y)
∣∣2dydt.

Тому з (1.74) ми маємо

V ≥
∫ τ∗

0

e−γtA (t, x∗t ) dt+ lim
n→∞

∫ ∞
0

∫ 0

−h

∣∣u∗n,∞ (t, y)
∣∣2dydt =

∫ τ∗

0

e−γtA (t, x∗t ) dt+

+ lim
n→∞

inf

∫ ∞
0

∫ 0

−h

∣∣u∗n,∞ (t, y)
∣∣2dydt ≥ ∫ τ∗

0

e−γtA (t, x∗t ) dt+

∫ ∞
0

∫ 0

−h
|u∗ (t, y)|2dydt ≥

≥
∫ τ∗

0

e−γtA (t, x∗t ) dt+

∫ τ∗

0

∫ 0

−h
|u∗ (t, y)|2dydt = V

Таким чином,

lim
n→∞

∫ ∞
0

∫ 0

−h

∣∣u∗n,∞(t, y)
∣∣2 dt =

∫ ∞
0

∫ 0

−h
|u∗(t, y)|2 dydt.

Звiдки з урахуванням (1.70) випливає сильна збiжнiсть u∗n,∞ до u∗ в L2 ([0;∞)× (−h; 0]) ,

що й доводить зауваження 2.3.
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Наступна теорема стосується випадку, коли область Dc у постановцi задачi

є необмеженою. Як показано в попереднiй пiдсекцiї для задачi оптимального

керування функцiонально-диференцiальною системою на скiнченному iнтервалi

та в роботi [3], розв’язок початкової задачi не може вийти на нескiнченнiсть за

скiнченний час. Проте може необмежено зростати так, що iнтеграли в (1.40) та

(1.45) стануть розбiжними при всiх допустимих керуваннях. Доведемо теорему,

яка гарантує iснування оптимального керування в цьому випадку.

Отже, нехай D — область в [−h,∞]× C, але множина значень керувань W

обмежена в Rm. Не втрачаючи загальностi вважатимемо, що W – куля радiуса

R.

Теорема 2.5. Якщо виконанi умови теореми 2.3 i

γ < (hR + 1)K, (0.75)

то задачi (1.39), (1.40) та (1.39), (1.41) мають розв’язки.

Доведення. Розглянемо в умовах даної теореми задачу (1.39), (1.41). По-

кажемо спочатку, що множина допустимих керувань U непорожня. Для цього,

як в теоремi 2.3., покажемо, що 0 ∈ U.

Дiйсно, нехай x(t, o)− розв’язок системи (1.39), що вiдповiдає керуванню

u = 0, а xt− вiдповiдний елемент з C, τ− момент його виходу на границю

областi D.

Для t ∈ [0; τ) запишемо iнтегральне представлення x(t, 0)

x(t, 0) = ϕ0(0) +

∫ t

0

f1(s, xs)ds. (0.76)

Звiдси, беручи до уваги (1.44), ми отримаємо:

|x(t)| ≤ |ϕ0(0)|+
∫ t
0 K(1 + ‖xs‖c)ds ≤

≤ |ϕ0(0)|+K
∫ t
0

(
1 + max

s1∈[−h;s]
|x(s1)|

)
ds.

(0.77)
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З (1.77) маємо, що

max
s∈[0;t]

|x(s)| ≤ |ϕ0(0)|+K

∫ t

0

(1 + ‖xs‖) ds.

Оскiльки max
s∈[−h;t]

|x(s)| ≤ max
s∈[−h;0]

|ϕ0(s)|+ max
s∈[0;t]

|x(s)| ,

то

max
s∈[−h;t]

|x(s)| ≤ 2 max
s∈[−h;0]

|ϕ0(s)|+Kt+K

∫ t

0

max
s1∈[−h;s]

|x(s1)| ds

а, отже, i

max
t∈[0;τ ]

‖xt(0)‖c ≤
(

2 max
s∈[−h;0]

|ϕ(t)|+Kt

)
cKt. (0.78)

Звiдси, використовуючи умову 1) теореми 2.3, ми маємо

J(0) =

∫ τ

0

e−γtA(t, xt(0))dt ≤
∫ τ

0

e−γtKA

(
1 + 2 max

t∈[−h;0]
ϕ0(t) +Kt

)
eKtdt <∞,

в силу умови (1.64).

Оскiльки критерiй якостi невiд’ємний, то знову iснує невiд’ємна нижня грань

m значень J [u] i нехай
{
u(n)(t, ·)

}
− мiнiмiзуюча послiдовнiсть, така, що

J
(
u(n)
)
→ m,n→∞. (0.79)

Нехай
{
x(n)(t)

}
− послiдовнiсть розв’язкiв рiвняння (1.39), якi вiдповiдають ке-

руванням u(n), а [−h, τn)− максимальний iнтервал їх iснування,
(
τn, x

n
τn

)
∈ ∂D.

Аналогiчно до теореми (1.44) знову отримаємо, що послiдовнiсть
{
u(n)(t, ·)

}
слабко компактна в Lp ([0;∞)× (−h; 0]) . При цьому справедлива оцiнка (1.46).

не втрачаючи загальностi, вважатимемо, що сама послiдовнiсть
{
u(n)(t, ·)

}
слаб-

ко збiжна до u∗(t, ·) ∈ Lp ([0;∞)× [−h; 0]) . Як i в доведеннi теореми 2.3, маємо,

що u∗(t, ·) ∈ U− множинi допустимих керувань задачi (1.39)-(1.40).

Аналогiчно до (1.47) для x(n)(t) маємо iнтегральне представлення

x(n)(t) = ϕ0(0) +

∫ t

0

[
f1(s, xs) +

∫ 0

−h
f2(s, xs, y)u(n)(s, y)dy

]
ds,
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звiдки, врахувавши (1.44) та обмеженiсть множини V, отримуємо оцiнку:

max
s∈[0;t]

∣∣∣x(n)(s)∣∣∣ ≤
≤ |ϕ0(0)|+K

∫ t

0

(
1 +

∥∥∥x(n)s

∥∥∥
c

)
ds+RK

∫ t

0

∫ 0

−h

(
1 +

∥∥∥x(n)s

∥∥∥
c

)
dy ds =

= |ϕ0(0)|+Kt+RKth+ (hRK +K)

∫ t

0

∥∥∥x(n)s

∥∥∥
c
ds,

звiдки, аналогiчно до (1.78), маємо

max
s∈[−h;t]

∣∣∣x(n)(s)∣∣∣ ≤ b1 + b2t+ (hRK +K)

∫ t

0

max
s1∈[−h,s]

∣∣∣x(n)(s1)∣∣∣ ds
для деяких позитивних констант b1, b2. Тодi, використовуючи нерiвнiсть Грону-

алла, ми отримаємо

max
s∈[−h;t]

∣∣∣x(n)(s)∣∣∣ ≤ (b1 + b2t) e
(hRK+K)t,

звiдки

max
s∈[0,t]

∥∥∥x(n)s

∥∥∥ ≤ (b1 + b2t) e
(hRk+K)t. (0.80)

Звiдси маємо, що x(n)t не досягає нескiнченної межi ∂D за скiнченний час. Iнши-

ми словами, x(n)t може вийти на нескiнченнiсть лише при t → ∞. Останнє дає

змогу на довiльному вiдрiзку [0; 1] розглянути послiдовнiсть функцiй

z(n)(t) =

 x(n)(t), t ∈ [0, τn]

x(n)(τn), t ∈ [τn, T ] ,
(0.81)

якщо τn ≤ T, i

z(n)(t) = x(n)(t), (0.82)

якщо τn > T.
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Аналогiчно до теореми 2.3, ми можемо показати, що послiдовнiсть
{
z(n)(t)

}
мiстить пiдпослiдовнiсть, яка поточковi збiгається на [0;∞] до деякої неперерв-

ної функцiї z∗(t), при цьому збiжнiсть рiвномiрна на кожному скiнченному вiд-

рiзку [0;T ] .Знову можна вважати, що сама послiдовнiсть
{
z(n)(t)

}
має цю вла-

стивiсть. Позначимо через τ ∗− момент виходу z на ∂D. Покладаючи тепер

x∗(t) = z∗(t) при t ∈ [0; τ ∗] , можемо показати (аналогiчно до теореми 2.3),

що x∗(t)−розв’язок рiвняння (1.39) що вiдповiдає керуванню u∗(t, ·). Доведення

оптимальностi пари (u∗(t, ·), x∗(t)) проводиться по тiй же схемi, що i в теоремi

2.3. При цьому граничний перехiд типу (1.59) можливий в силу теореми Лебега

про мажоровану збiжнiсть, оскiльки з оцiнки (1.80) i умови лiнiйного росту для

A(t, ϕ) ми маємо

e−γtA
(
t, x

(n)
t

)
≤ KAe

−γt (1 + ‖xt‖c) ≤ KAe
−γt (b1 + b2t) e

(hRK+K)t.

Величина KAe
−γt (b1 + b2t) e

(hRK+K)t є тепер iнтегровною мажорантою, якщо

врахувати умову (1.64) теореми. Теорема доведена.

0.4 Застосування отриманих результатiв

Як застосування отриманих вище абстрактних результатiв, розглянемо деякi

частковi випадки задачi (1.4)-(1.5) i ()-() спочатку на скiнченному iнтервалi.

Приклад 0.1. Якщо u = u(t) i не залежить вiд y, тодi задача (1.4)-(1.5) зво-

диться до звичайної задачi оптимального керування функцiонально-диференцiальною

системою.

ẋ(t) = f1(t, xt) + g(t, xt)u(t), t ∈ [0, τ ]



44

x(t) = ϕ0(t), t ∈ [−h, 0]

J [u] =

∫ τ

0

L(t, xt, u(t))dt → inf,

де g(t, xt) ∈Md×m i g(t, xt) =
∫ 0

−h f2(t, xt, y)dy, u(t) ∈ Lp ([0, T ]), u(t) ∈ U .

Приклад 0.2. Рiвняння з максимумом.

Ще одним частковим випадок задачi (1.4)-(1.5) є задача оптимального керу-

вання системою iз максимумом на iнтервалi [−h, T ], h > 0.

ẋ(t) = f1(t, xt,max
s∈I(t)

x(s)) + f2(t, xt,max
s∈I(t)

x(s))u(t) (0.83)

x(t) = ϕ(t), t ∈ [−h, 0]

J [u] =

∫ τ

0

L(t, x(t), u(t))dt → inf, (0.84)

де I(t) = [β(t), α(t)], maxx(s) = (maxx1(s), . . . ,maxxd(s)), β(t), α(t) – непе-

рервнi на [0, T ] функцiї. Такi, що β(t) ≤ α(t) ≤ t i min
t∈[0,T ]

(β(t) − t) = −h, G

– область в Rd, f(t, x, y) : [0, T ] × G × G → Md×m, u ∈ U ⊂ Rm, L(t, x, u) :

[0, T ]×G× U → R1.

Загальна теорiя рiвнянь iз максимумом представлена в монографiї [70].

Задача (1.83)-(1.84) зводиться до задачi (1.4)-(1.5) якщо покладемо

u(t, y) = u(t) ∈ Lp([0, T ]),

f̃1(t, ϕ) = f1(t, ϕ(0), max
θ∈[β(t)−t,α(t)−t]

ϕ(θ)),

f̃2(t, ϕ) =

∫ 0

−h
f2(t, ϕ(0), max

θ∈[β(t)−t,α(t)−t]
ϕ(θ), s)ds.

Нехай виконуються наступнi умови:

2.3.A. Функцiї f1(t, x, y) i f2(t, x, y, s) визначенi i вимiрнi за всiма їх аргумен-

тами в областiQ = {t ∈ [0, T ], x ∈ G, y ∈ G} , iQ1 = {t ∈ [0, T ], x ∈ G, y ∈ G, s ∈ [−h, 0]}
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i задовольняють за змiнними x, y умову лiнiйного росту i умову Лiпшиця з кон-

стантою K > 0 в цих областях, тобто

|f1(t, x, y)|+ ‖f2(t, x, y, s)‖ ≤ K(1 + |x|+ |y|) (0.85)

|f1(t, x, y)− f1(t, x1, y1)|+ ‖f2(t, x, y, s)− f2(t, x1, y1, s)‖ ≤

≤ K (|x0 − x1|+ |y − y1|) (0.86)

для всiх t ∈ [0, T ], x, y, x1, y1 ∈ Q s ∈ [−h, 0].

2.3.B.

1) Функцiя L(t, x, y) : [0, T ] × G × U → R1 визначена i неперервна за всiма

своїми аргументами i задовольняє умову Лiпшиця за змiнною x;

2) частинна похiдна Lu є неперервною в областi визначення i для деяких

сталих C0 > 0, α > 0 задовольняє оцiнку:

‖Lu(t, x, u)‖ ≤ C0(1 + |x|α + |u|p−1);

3) iснує константа C1 > 0 така, що

L(t, x, u) ≥ C1 |u|p , p > 1;

4) функцiя L(t, x, u) опукла за u для кожного фiксованого t ∈ [0, T ], x ∈ G.

Задача оптимального керування (1.83)-(1.84) може бути записана в насту-

пному виглядi:

ẋ(θ) = f1(t, xt), max
θ∈I(t)

x(t)) +

∫ 0

−h
f2(t, x(t)) max

θ∈I(t)
xt, s)ds u(t) (0.87)

x(t) = ϕ(t), t ∈ [−h, 0]

I(t) = [β(t)− t, α(t)− t]

I(u) =

∫ τ

0

L(t, x(t), u(t))dt→ inf . (0.88)
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Тодi всi умови 2.1-2.3 виконуються.

При цьому область D ⊂ [−h, T ]×C є множиною {(t, ϕ) : t ∈ [−h, T ] , ϕ ∈ Ω,

де Ω – множина функцiй ϕ ∈ C таких, що ϕ(θ) ∈ G для θ ∈ [−h, 0], ∂Ω – це

множина функцiй ϕ ∈ C таких, що ϕ(θ) ∈ Ḡ, i для кожної такої функцiї iснує

точка θ ∈ [−h, 0] така, що ϕ(θ) ∈ ∂G. Очевидно, що множина [0, T ] × Ω = D

вiдкрита i ∂D = ([0, T ]× ∂Ω) ∪ ({T} × Ω̄) замкнена.

Перевiримо умови 2.1-2.3. Дiйсно, в силу 4.A ми маємо∣∣∣f̃1(t, ϕ)
∣∣∣ =

∣∣∣∣f1(t, ϕ(0), max
θ∈[β(t)−t,α(t)−t]

ϕ(θ))

∣∣∣∣ ≤
≤ K

(
1 + |ϕ(0)|+

∣∣∣∣ max
θ∈[β(t)−t,α(t)−t]

ϕ(θ)

∣∣∣∣) ≤ K (1 + ‖ϕ‖C + ‖ϕ‖C)

i для f̃1(t, ϕ) умова (1.6) виконується. Для f̃2(t, ϕ) ситуацiя аналогiчна. Далi∣∣∣f̃1(t, ϕ)− f̃1(t, ϕ1)
∣∣∣ ≤

≤ K

(
|ϕ(0)− ϕ1(0)|+

∣∣∣∣ max
θ∈[β(t)]−t,α(t)−t]

ϕ(θ)− max
θ∈[β(t)−t,α(t)−t]

ϕ1(θ)

∣∣∣∣) ≤
≤ K

(
‖(ϕ− ϕ1‖C +

∣∣∣∣ max
θ∈[β(t)−t,α(t)−t]

|ϕ(θ)− ϕ1(θ)|
∣∣∣∣) ≤ 2K ‖ϕ− ϕ1‖C ,

отже, умова (1.7) виконується.

Тепер, враховуючи, що L є скiнченно-вимiрним вiдображенням за u, похi-

дна Фреше Lu спiвпадає з матрицею Якобi ∂L
∂u , а норма ‖Lu‖Lq

= ‖Lu‖. Тому

для задачi (1.83) i (1.84), коли умови 4.А i 4.Б виконуються, теорема 2.1 i 2.2

справедливi.

Також цi системи можна розглядати на iнтервалi (−h;∞] Додатково вима-

гатимемо, щоб β(t), α(t) були неперервнi на [0;∞) функцiї, β(t) ≤ α(t) ≤ t i

inf
t≥0

(β(t)− t) = −h.
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Тодi задача (??), (??) зводиться до задачi (1.39), (1.40), якщо ми покла-

демо u(t, y) = u(t) ∈ Lp ([0;∞)) , i вiдображення A i B заданi в областях

{t ≥ 0, x ∈ G} , {t ≥ 0, U} вiдповiдно, область G ∈ Rd, замкнена, опукла мно-

жина U ∈ Rm.

Оцiнки

a1 |z|p ≥ B (t, z) ≥ a |z|p при t ≥ 0

та припущення про неперервнiсть частинних похiдних ∂B
∂u з оцiнкою

‖Bu‖ ≤ a3 |z|p−1

гарантують виконання умов 2), 3) iз 2.3. В ролi множини D ⊂ [−h;∞) × C

обирається множина {(t, ϕ) : t ∈ [−h;∞) , ϕ ∈ Ω} , де Ω− множина функцiй ϕ ∈

C, така, що ϕ (θ) ∈ G при θ ∈ [−h; 0] .

∂Ω− множина функцiй ϕ ∈ C таких, що ϕ (θ) ∈ Ḡ, причому для кожної

такої функцiї iснує точка θ ∈ [−h; 0] така, що ϕ (θ) ∈ ∂G.
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