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1 ОБЧИСЛЕННЯ ПЛОЩ ПЛОСКИХ ОБЛАСТЕЙ

1 Обчислення площ плоских областей
Нехай функцiя 𝑓 неперервна на вiдрiзку Δ = [𝑎; 𝑏] i ;𝑓(𝑥) ≥ 0,𝑥 ∈ Δ.

Розглянемо фiгуру 𝐺 (мал. 1), обмежену вiдрiзками прямих 𝑥 = 𝑎,
𝑥 = 𝑏, 𝑦 = 0 i графiком функцiї 𝑦 = 𝑓(𝑥), тобто 𝐺 = {(𝑥,𝑦)|𝑎 ≤ 𝑥 ≤
𝑏,0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑓(𝑥)}

𝑂 𝑎 = 𝑥0 𝑏 = 𝑥𝑛
x

y

𝜉1 𝑥1𝜉2 𝑥2 𝜉3𝑥3 𝑥𝑛−2 𝜉𝑛−1
𝑥𝑛−1 𝜉𝑛
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Мал. 1

Фiгура 𝐺 називають криволiнiйною трапецiєю, а вiдрiзок Δ - її
основою. Треба знайти площу криволiнiйної трапецiї 𝐺.

Розiб‘ємо вiдрiзок Δ на 𝑛 частин точками 𝑥𝑖 (𝑖 = 1,𝑛− 1), де 𝑥1 <
𝑥2 < . . . < 𝑥𝑛−2 < 𝑥𝑛−1, i проведемо через цi точки прямi, паралльнi
осi 𝑂𝑦. Тодi 𝐺 розiб‘ється на 𝑛 "маленьких" криволiнiйних трапецiй.
Покладемо:

Δ𝑥𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1,𝑥0 = 𝑎, 𝑥𝑛 = 𝑏 i нехай 𝜉𝑖 ∈ Δ𝑖, де Δ𝑖 = [𝑥𝑖−1,𝑥𝑖]
𝑖 = 1,𝑛. Тодi сума

𝜎𝑇 (𝜉, 𝑓) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑓(𝜉𝑖)Δ𝑥𝑖,
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1 ОБЧИСЛЕННЯ ПЛОЩ ПЛОСКИХ ОБЛАСТЕЙ

де 𝑇 = {𝑥𝑖}𝑛𝑖=1 - розбиття вiдрiзку [𝑎; 𝑏], 𝜉 = {𝜉𝑖}𝑛𝑖=1 -набiр промi-
жних точок, дорiвнює площi ступiнчастої фiгури (мал. 1), складеної
iз 𝑛 прямокутникiв, причому основою 𝑖-го прямокутника буде вiдрiзок
Δ𝑖, а довжина його висоти дорiвнює 𝑓(𝜉𝑖)

Iнтуїтивно зрозумiло, що ця ступiнчаста фiгура буде мало вiзрiзня-
тися вiд початкової фiгури 𝐺 при достатньо дрiбному розбиттi.

Будемо збiльшувати число точок розбиття так, щоб найбiльша iз
довжин вiзрiзкiв Δ𝑖 прямувала до нуля. Якщо при цьому сума 𝜎 буде
мати границю 𝑆, не залежну вiд способу розбиття вiдрiзка Δ, нi вiд
вибору точок 𝜉𝑖, то природно вважати, що площа фiгури 𝐺 дорiвнює
𝑆.

Що ж розумiти пiд площею криволiнiйної трапецiї 𝐺?
Для кожного вiдрiзка Δ𝑘 розглянемо криволiнiйну трапецiю
𝐺𝑘 = {(𝑥,𝑦)| 𝑥 ∈ Δ𝑘,0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑓(𝑥)}, а також вписаний у 𝐺𝑘 i

описаний навколо 𝐺𝑘 прямокутники з основою Δ𝑘 i висотами 𝑚𝑘 =
min𝑥∈∆𝑘

𝑓(𝑥),𝑀𝑘 = max𝑥∈∆𝑘
𝑓(𝑥) вiдповiдно (𝑘 = 1,𝑛). Сумарна площа

усiх вписаних прямокутникiв дорiвнює 𝑠𝑇 , а описаних - 𝑆𝑇 .
Означення. Величина 𝐼 = sup𝑇 𝑆𝑇 називається внутрiшньою пло-

щею криволiнiйної трапецiї 𝐺, а величина 𝐼 = inf𝑇 𝑆𝑇 - зовнiшньою
площею. Якщо для 𝐺 має мiсце рiвнiсть 𝐼 = 𝐼, то трапецiя 𝐺 назива-
ється квадровною (така, що має площу), а число 𝐼 = 𝐼 = 𝐼- площею
криволiнiйної трапецiї 𝐺.

Зауваження 1. Згiдно з означенням 𝑠𝑇 i 𝑆𝑇 - нижня i верхня суми
Дарбу, 𝐼 i 𝐼- нижнiй та верхнiй iнтеграли Дарбу вiдповiдно.

Теорема. Якщо функцiя 𝑓 неперервна на вiдрiзку Δ = [𝑎; 𝑏] i
𝑓(𝑥) ≥ 0, 𝑥 ∈ Δ, то криволiнiйна трапецiя 𝐺 (мал. 2) квадровна i
її площа 𝑆 обчислюється за формулою :

𝑆 =

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥. (1)

𝑦

𝑥
𝑎 𝑏

𝐺

𝑦 = 𝑓(𝑥)

Мал. 2
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1 ОБЧИСЛЕННЯ ПЛОЩ ПЛОСКИХ ОБЛАСТЕЙ

Зауваження 2. 1) Якщо 𝐺 = {(𝑥,𝑦)| 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑, 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜙(𝑦)}
(див. мал. 3),𝜙-неперервна на вiдрiзку [𝑐; 𝑑], то площа фiгури 𝐺 дорiв-
нює:

𝑆 =

∫︁ 𝑑

𝑐

𝜙(𝑦)𝑑𝑦 (2)

𝑦

𝑥

𝑐

𝑑

𝑥 = 𝜙(𝑦)𝐺

𝑂

Мал. 3

2)У загальному випадку, коли 𝐷 = {(𝑥,𝑦)|𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 0 ≤ 𝑓1(𝑥) ≤
𝑦 ≤ 𝑓2(𝑥)} ш функцiї 𝑓1, 𝑓2 неперервнi на вiдрiзку [𝑎; 𝑏] (мал. 4), то
площа 𝑆 фiгури 𝐷 виражається формулою:

𝑆 =

∫︁ 𝑑

𝑐

(𝑓2(𝑥)− 𝑓1(𝑥))𝑑𝑥 (3)

𝑦

𝑥
𝑎 𝑏

𝑦 = 𝑓1(𝑥)

𝑦 = 𝑓2(𝑥)

𝐷

𝑂

Мал. 4
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1 ОБЧИСЛЕННЯ ПЛОЩ ПЛОСКИХ ОБЛАСТЕЙ

3) Може трапитися так, що 𝑓(𝑥) < 0 для будь-яких 𝑥 ∈ [𝑎; 𝑏]. Тодi
крива 𝑦 = 𝑓(𝑥) розмiщена пiд вiссю 𝑂𝑥 (мал. 5). У цьому випадку
природно за площу 𝑆 фiгури 𝐷 взяти додетне число: 𝑆 = −

∫︀ 𝑏

𝑎 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑦

𝑥𝑎 𝑏

𝐺

𝑦 = 𝑓(𝑥)

Мал. 5

Якщо 𝑓(𝑥) :
{︂

≥ 0, 𝑥 ∈ [𝑎; 𝑐]
≤ 0, 𝑥 ∈ [𝑐, 𝑏]

i 𝑓 неперервна на вiдрiзку [𝑎; 𝑏], то

площа 𝑆 фiгури 𝑎𝐴𝐵𝑏 (мал. 6) дорiвнює:

𝑆 =

∫︁ 𝑐

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥−
∫︁ 𝑏

𝑐

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 (4)

𝑥

𝑦

𝑎
𝑐 𝑏

𝐴

𝐵

𝑎
𝑐 𝑏

Мал. 6

Наслiдок. 1) Нехай крива, що обмежує криволiнiйну трапецiю звер-
ху, задана параметричними рiвняннями:

𝑓(𝑥) =

{︂
𝑥 = 𝜙(𝑡), 𝛼 ≤ 𝑡 ≤ 𝛽
𝑦 = 𝜓(𝑡),
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1 ОБЧИСЛЕННЯ ПЛОЩ ПЛОСКИХ ОБЛАСТЕЙ

де похiднi 𝜙′(𝑡) i 𝜓′(𝑡) неперервнi на вiдрiзку [𝛼; 𝛽]. Тодi площа криво-
лiнiйної трапецiї обчислюється за формулою:

𝑆 =

∫︁ 𝛽

𝛼

𝜓(𝑡)𝜙′(𝑡)𝑑𝑡 (5)

2) Нехай крива Г задана у полярнiй системi координат рiвнянням
𝜌 = 𝜌(𝜙), 𝛼 ≤ 𝜙 ≤ 𝛽, де 𝜌(𝜙) ≥ 0 i 𝜌 - неперервна функцiя на вiдрiзку
[𝛼; 𝛽]. Плоску фiгуру 𝐺 = {(𝑟;𝜙) : 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝜌(𝜙), 𝛼 ≤ 𝜙 ≤ 𝛽} назвемо
криволiнiйним сектором (мал. 7). Тодi площа 𝑆 сектору 𝐺 обчислює-
ться за формулою:

𝑆 =
1

2

∫︁ 𝛽

𝛼

𝜌2(𝜙)𝑑𝜙 (6)

x
𝛽 𝛼

𝜙 = 𝛽

𝜙 = 𝛼
𝐺 Г

Мал. 7

Приклад 1.Визначити площу фiгури, обмежену параболою 𝑦2 =
2𝑥+ 1 i прямою 𝑥− 𝑦 − 1 = 0

𝑂
x

y

1

−1

2

3

−1

𝑥
−
𝑦
−
1
=
0

𝑦2 = 2𝑥+ 1

Мал. 8
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1 ОБЧИСЛЕННЯ ПЛОЩ ПЛОСКИХ ОБЛАСТЕЙ

Розв‘язання. Таким чином, фiгура має вид параболiчного сегмен-
ту. (мал. 8) Знайдемо ординати точок перетину параболи з прямою,

розв‘язаши систему рiвнянь:
{︂
𝑥− 𝑦 − 1 = 0
𝑦2 = 2𝑥+ 1

Отримаємо наступнi розв‘зки:
{︂
𝑥 = 0
𝑦 = −1

i
{︂
𝑥 = 4
𝑦 = 3

Таким чином 𝑦1 = -1 i 𝑦2=3 будуть межами iнтегрування. Якщо

покласти 𝑥1(𝑦) =
𝑦2 − 1

2
,

𝑥2(𝑦) = 𝑦 + 1, то, враховуючи, що 𝑥2(𝑦) >= 𝑥1(𝑦), коли 𝑦 ∈ [−1; 3], за
формулою 2 отримаємо:

𝑆 =

∫︁ 3

−1

[𝑥2(𝑦)− 𝑥1(𝑦)]𝑑𝑦 =

∫︁ 3

−1

[𝑦 + 1− 𝑦2 − 1

2
]𝑑𝑦 =

=
1

2

∫︁ 3

−1

(3 + 2𝑦 − 𝑦2)𝑑𝑦 =
1

2
(3𝑦 + 𝑦2 − 𝑦3

3
)

⃒⃒⃒⃒3
−1

=

=
1

2
[(9 + 9− 9)− (−3 + 1 +

1

3
)] =

16

3
.

Приклад 2. Обчислити площу фiгури, обмежену кривою
𝑦2 = 𝑥2(1− 𝑥2).

Розв‘язання. З рiвняння кривої випливає, що |𝑥| ≥ 1 . Зрозумiло,
що крива повинна бути замкненою, iнакше задача буде не коректною.
Проаналiзуємо рiвняння кривої. Якщо точка (𝑥; 𝑦) належить кривiй,
то точки (𝑥;−𝑦) i (−𝑥; 𝑦) теж належать заданiй кривiй. звiдси робимо
висновок: крива симетрична вiдносно осей 𝑂𝑥 i 𝑂𝑦. Тому достатньо
збудувати задану криву в одному з квадрантiв, наприклад, у першому
квадрантi, де 𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0. Тодi таку криву можна задати рiвнянням:
𝑦 = 𝑥

√
1− 𝑥2, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1.

Оскiльки 𝑦′ =
1− 2𝑥2√
1− 𝑥2

, то 𝑦′ > 0, коли 𝑥 ∈ (0; 1√
2
) i 𝑦′ < 0, коли

𝑥 ∈ (
1√
2
; 1). Таким чином, 𝑦′ = 𝑥

√
1− 𝑥2, зростає при 𝑥 ∈ (0; 1√

2
) i

спадає при 𝑥 ∈ (
1√
2
; 1). Отже 𝑦𝑚𝑎𝑥 = 𝑦(

1√
2
) =

1

2
. Оскiльки

𝑦𝑛 =
2𝑥(𝑥2 − 1,5)

(1− 𝑥2)
√
1− 𝑥2

< 0 при 𝑥 ∈ (0; 1), то функцiя 𝑦(𝑥) опукла

уверх. Тепер збудуємо графiк функцiї 𝑦 = 𝑥
√︀

1− 𝑥2, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1, а
потiм i усiєї кривої (мал.9)
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1 ОБЧИСЛЕННЯ ПЛОЩ ПЛОСКИХ ОБЛАСТЕЙ

За формулою 1 :

1

4
𝑆 =

∫︁ 1

0

𝑥
√︀

1− 𝑥2𝑑𝑥 =

[︂
𝑥 = 𝑠𝑖𝑛𝜑 𝑥 = 0 → 𝜓 = 0

𝑑𝑥 = 𝑐𝑜𝑠𝜑𝑑𝜑 𝑥 = 1 → 𝜑 = 𝜋
2

]︂
=

=

∫︁ 𝜋
2

2

𝑠𝑖𝑛𝜓𝑐𝑜𝑠2𝜓𝑑𝜓 = −
∫︁ 𝜋

2

2

𝑐𝑜𝑠2𝜓𝑑𝑐𝑜𝑠𝜓 = −𝑐𝑜𝑠
3𝜓

3

⃒⃒⃒⃒𝜋
2

0

= −1

3
(0− 1) =

1

3

Звiдси 𝑆 =
4

3
.

x

y

𝑂

−1

2

1

2

−1 1

1√
2

− 1√
2

Мал. 9

Зауваження 3. Щоб знайти площу плоскої фiгури, треба мати
вигляд цiєї фiгури, тобто треба вмiти намалювати лiнiї, якi обмежують
цю фiгуру. Iнодi цi лiнiї легко намалювати (приклад 1), iнодi складнiше
(приклад 2). Але в будь-якому випадку малюнок допомагає знайти
межi iнтегрування.

Зауваження 4. Рекомендується аналiзувати фiгуру на симетри-
чнiсть вiдносно осей 𝑂𝑥, 𝑂𝑦 (приклад 2), або якихось iнших осей. Це
спрощує шукання площi фiгури.

Приклад 3. Обчислити фiгури, обмеженi елiпсом (мал.10)
Розв’язання. Розглянемо параметричне рiвняння елiпса:{︂

𝑥 = 𝑎 cos 𝑡
𝑦 = 𝑏 sin 𝑡

0 ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋. Тодi 𝑆 = 4𝜎;

9



1 ОБЧИСЛЕННЯ ПЛОЩ ПЛОСКИХ ОБЛАСТЕЙ

𝑦

𝑥
𝜎

−𝑏

𝑏

−𝑎 𝑎𝑂

Мал. 10

де 𝜎 - площа криволiнiйної трапецiї 𝑂𝑏𝑎 (мал. 10). Покладемо
𝜙(𝑡) = 𝑎 cos 𝑡,𝜓(𝑡) = 𝑏 sin 𝑡. Тепер знайдемо межi змiни параметру 𝑡.
Криволiнiйна трапецiя 𝑂𝑏𝑎 має основу вiдрiзок [0;а], тобто 𝑥 змiнює-
ться вiд 0 до 𝑎. Але рiвняння 0 = 𝑥 = 𝑎 cos 𝑡 дає 𝑡 = 2 , а рiвняння
𝑎 = 𝑥 = 𝑎 cos 𝑡 дає 𝑡 = 0. Таким чином, коли 𝑥 змiнюється вiд 0 до 𝑎,
параметр 𝑡 змiнюється вiд

𝜋

2
до 0. Тодi за формулою 5:

𝜎 =

∫︁ 0

𝜋
2

𝜓(𝑡)𝑑𝑡 =

∫︁ 0

𝜋
2

(𝑏 sin 𝑡)(−𝑎 sin 𝑡)𝑑𝑡 = 𝑎𝑏

∫︁ 𝜋
2

0

sin2 𝑡𝑑𝑡 =

= 𝑎𝑏

∫︁ 𝜋
2

0

1− 𝑐𝑜𝑠2𝑡

2
𝑑𝑡 =

𝜋𝑎𝑏

4
.

Звiдси 𝑆 = 𝜋𝑎𝑏 (якщо 𝑎 = 𝑏 = 𝑅, то маємо площу круга 𝜋𝑅2).
Зауваження 5. Площу𝑂𝑏𝑎 (мал.10) можна було би знайти,користуючись

рiвнянням елiпсу в декартовiй системi координат:
𝑥2

𝑎2
+
𝑦2

𝑏2
= 1 Оскiль-

ки дуга 𝑏𝑎 елiпса має рiвняння 𝑦 =
𝑏

√︂
1− 𝑥2

𝑎2
, то за формулою 1:

𝜎 =

∫︁ 𝑏

0

𝑏
√
1− 𝑥2

𝑎2
𝑑𝑥 =

[︂
𝑥 = 𝑎 sin 𝑡 𝑥 = 0 → 𝑡 = 𝑜

𝑑𝑥 = 𝑎 cos 𝑡𝑑𝑡 𝑥 = 𝑎→ 𝑡 = 𝜋
2

]︂
=

=

∫︁ 𝜋
2

0

𝑏
√︀
1− sin2 𝑡 𝑎 cos 𝑡𝑑𝑡 = 𝑎𝑏

∫︁ 𝜋
0

0

cos2 𝑡𝑑𝑡 =

= 𝑎𝑏

∫︁ 𝜋
2

0

1 + cos 2𝑡

2
𝑑𝑡 =

𝜋𝑎𝑏

4

Як бачимо, вiдшукання площi 𝜎 у цьому випадку трохи складнi-
ше, нiж у випадку параметричного завдання елiпса. Таким чином,
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площу однiєї i тiєї ж фiгури можна обчислювати за рiзними форму-
лами(дивись нижче також приклади 4, 7), Ясно, що вибiр формули
визачасться двома моментами:

1) найбiльш простим збудуванням графiкiв лiнiй обмежуючих фiгу-
ру;

2) найбiльши простим визначеним iнтегралом, який фiгурус у форму.

Приклад 4. Знайти площу фiгури, обмежену кривою (астроїдою).(︁𝑥
𝑎

)︁ 2
3

+
(︁𝑦
𝑎

)︁ 2
3

= 1,𝑎 > 0

Розв’язання. Ясно, що крива повинна бути замкненою. Оскiльки(︁𝑥
𝑎

)︁ 2
3

= 1 −
(︁𝑦
𝑎

)︁ 2
3 ≥ 0,то|𝑥| ≥ 𝑎. Ясно також, що коли 𝑥 зростає, 𝑦

спадає i навпаки. Якщо точка (𝑥; 𝑦) належить кривiй, то точки (𝑥,−𝑦)
i (−𝑥,𝑦) пакож належать кривiй. Таким чином, крива симетрична вiд-
носно осей 𝑂𝑥 i 𝑂𝑦. Тому достатньо знайти чверть площi даної фiгури,
яка лежить у першому квадрантi (𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0). Якщо тепер у вирази-
ти через 𝑥 i спробувати знайти площу за формулою 1, то ми отримаємо
достатно складний iнтеграл. Задача значно спрощується, якщо криву

задати у параметричнiй формi:
{︂
𝑥 = 𝑎 sin3 𝑡 ≡ 𝜙(𝑡)
𝑦 = 𝑎 cos3 𝑡 ≡ 𝜓(𝑡)

,0 ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋

𝑦

𝑥

−𝑏

𝑏

−𝑎 𝑎𝑂

Мал. 11

Розглянемо перший квадрант: 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑎. Якщо 0 = 𝑥 =
𝑎 sin3 𝑡,то𝑡 = 0, якщо 𝑎 = 𝑥 = 𝑎 sin 3𝑡,𝑡 = 𝜋

2 . Отже, коли 𝑥 змiнюється

11
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вiд 0 до 𝑎, параметр 𝑡 змiнюється вiд 0 до
𝜋

2
(мал. 2). Тодi за формулою

5:

1

4
𝑆

∫︁ 𝑝𝑖
2

0

𝜓(𝑡)𝜙(𝑡)𝑑𝑡 =

∫︁ 𝜋
2

0

𝑏 cos3 𝑡(3𝑎 sin2 𝑡 cos 𝑡)𝑑𝑡 =

= 3𝑎𝑏

∫︁ 𝜋
2

0

cos4 𝑡 sin2 𝑡𝑑𝑡 = 3𝑎𝑏

∫︁ 𝜋
2

0

1 + cos 2𝑡

2
· 𝑠𝑖𝑛

22𝑡

4
𝑑𝑡 =

=
3

8
𝑎𝑏

(︂∫︁ 𝜋
2

0

sin2 2𝑡𝑑𝑡+
1

2

∫︁ 𝜋
2

0

𝑠𝑖𝑛22𝑡𝑑(sin 2𝑡)

)︂
=

=
3

8
𝑎𝑏

(︃∫︁ 𝜋
2

0

1− cos 4𝑡

2
𝑑𝑡+

1

2
· sin

3 2𝑡

3

⃒⃒⃒⃒𝜋
2

0

)︃
=

=
3

16
𝑎𝑏

∫︁ 𝜋
2

0

(1− cos 4𝑡)𝑑𝑡 =
3𝑎𝑏𝜋

32
.

Отже, площа даної фiгури дорiвнює
3𝜋𝑎𝑏

8
.
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