
1 ЗАДАЧI, ЯКI ПРИВОДЯТЬ ДО ПОНЯТТЯ ВИЗНАЧЕНОГО IНТЕГРАЛА РIМАНА.

1 Задачi, якi приводять до поняття визна-
ченого iнтеграла Рiмана.

1. Задача про обчислення маси лiнiйного стержня за вiдомою густи-
ною.

Нехай маємо прямолiнiйний стержень [𝑎; 𝑏], густина якого змiнює-
ться вiд точки 𝑎 до точки 𝑏 i є вiдомою неперервною функцiєю

𝜌 = 𝜌(𝑥), 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏.

Якби густина була сталою 𝜌 = const (тобто тiло було б однорiдним),
то маса 𝑚 такого стержня, як вiдомо, дорiвнювала би добутку густини
на довжину стержня. У цьому разi 𝑚 = 𝜌(𝑏− 𝑎).

Якщо 𝜌 не є сталою, то за попередньою формулою вже не мо-
жна обчислити масу стержня. Тому розiб’ємо вiдрiзок [𝑎; 𝑏] на 𝑛 ча-
стин точками 𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < <̇𝑥𝑛 = 𝑏. Виберемо довлiьну точку
𝜉 ∈ [𝑥𝑖−1;𝑥𝑖], 𝑖 = 1,𝑛. Тодi маса вiдрiзку [𝑥𝑖−1;𝑥𝑖] приблизно дорiвнює
𝜌(𝜉𝑖)Δ𝑥𝑖, а маса усього стрежня

𝜎 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝜌(𝜉𝑖)Δ𝑥𝑖

Отже, природньо взяти за точне значення маси границю𝑚 = lim
𝜆→0

∑︀𝑛
𝑖=1 𝜌(𝜉𝑖)Δ𝑥𝑖,

𝜆 = max
𝑖=1,𝑛

Δ𝑥𝑖.

Приклад 1. Знайти масу лiнiйного стрежня [0; 1], густина якого є
функцiя 𝜌(𝑥) = 𝑒𝑥, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1.

Розв’язок. Для неперервної функцiї 𝜌(𝑥) = 𝑒𝑥 границя суми 𝜎 не
залежить вiд розбиття вiдрiзку [0; 1] i вибору точок 𝜉𝑖 (див. §4). Тому
розiб’ємо вiдрiзок [0; 1] на 𝑛 рiвних частин точками

𝑥0 = 0 < 𝑥1 =
1

𝑛
< <̇𝑥𝑘 =

𝑘

𝑛
< <̇𝑥𝑛 =

𝑛

𝑛
= 1.

Довжина кожного вiдрiзку Δ𝑘 = [𝑥𝑘−1;𝑥𝑘] дорiвнює Δ𝑥𝑘 = 1
𝑛(𝑘 = 1,𝑛).

Покладемо 𝜉𝑘 = 𝑥𝑘−1, тобто 𝜉𝑘 - лiвий кiнець вiдрiзку Δ𝑘(𝑘 = 1,𝑛). Це
означає, що густина вiдрiзку Δ𝑘 вважається рiвною 𝜌(𝜉𝑘) = 𝜌(𝑥𝑘−1) =

𝑒
𝑘−1
𝑛 , звiдки маса його (приблизно) дорiвнює 𝑒

𝑘−1
𝑛 · 1𝑛 . Отже маса усього

стержня (теж приблизно) обчислюється за формулою

𝜎 =
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑒
𝑘−1
𝑛 · 1

𝑛
=

1

𝑛

(︁
1 + 𝑒

1
𝑛 + 𝑒

2
𝑛 + +̇𝑒

𝑛−1
𝑛

)︁
.
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Оскiльки 1 + 𝑒
1
𝑛 + 𝑒

2
𝑛 + · · · + 𝑒

𝑛−1
𝑛 = 1−𝑒

1−𝑒 1
𝑛

(сума 𝑛 членiв геометричної

прогресiї зi знаменником 𝑞 = 𝑒
1
𝑛 i першим членом 𝑎0 = 1), то 𝜎 = 1

𝑛 ·
1−𝑒
1−𝑒 1

𝑛
. Враховуючи, що 𝑒

1
𝑛−1 ∼ 1

𝑛 при 𝑛→ ∞, отримуємо: lim
𝑛→∞

𝜎 = 𝑒−1.
Отже шукана густина дорiвнює 𝑒− 1.
2. Задача про площу криволiнiйної трапецiї.
Нехай функцiя 𝑓 неперервна на вiдрiзку Δ = [𝑎; 𝑏] i 𝑓(𝑥) ≥ 0, 𝑥 ∈

Δ. Розглянемо фiгуру 𝐺 (мал. 1), обмежену вiдрiзками прямих 𝑥 = 𝑎,
𝑥 = 𝑏 i графiком функцiї 𝑦 = 𝑓(𝑥), тобто𝐺 = {(𝑥,𝑦) | 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑓(𝑥)}.

Фiгуру 𝐺 називають криволiнiйною трапецiєю, а вiдрiзок Δ - її
основою. Треба знайти площу криволiнiйної трапецiї 𝐺.

Зауваження. Ми не будемо зупинятися на докладному обмiркову-
аннi поняття площi фiгури, про яку рiч буде пiзнiше.

Розiб’ємо вiдрiзок Δ на 𝑛 частин точками 𝑥𝑖 (𝑖 = 1,𝑛− 1), де 𝑥1 <
𝑥2 < · · · < 𝑥𝑛−2 < 𝑥𝑛−1, i проведемо через цi точки прямi, паралельнi
вiсi 𝑂𝑦. Тодi 𝐺 розiб’ється на 𝑛 "маленьких"криволiнiйних трапецiй.
Покладемо Δ𝑥𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1, 𝑥0 = 𝑎, 𝑥𝑛 = 𝑏, i нехай 𝜉 ∈ Δ𝑖, де Δ𝑖 =
[𝑥𝑖−1;𝑥𝑖] для 𝑖 = 1,𝑛. Тодi сума

𝜎 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑓(𝜉𝑖)Δ𝑥𝑖,

яка залежить вiд розбиття вiдрiзку Δ i вибору точок 𝜉𝑖, дорiвнює площi
ступiнчастої фiгури (мал. 1), складеної iз 𝑛 прямокутникiв, причому
основою 𝑖-го прямокутника буде вiдрiзок Δ𝑖, а довжина його висоти
дорiвнює 𝑓(𝜉𝑖). Iнтуїтивно зрозумiло, що ця ступiнчаста фiгура буде
мало вiдрiзнiтися вiд початкової фiгури 𝐺 при достатньо дрiбному
розбиттi.

Будемо збiльшувати число точок розбиття так, щоб найбiльша iз
довжин вiдрiзкiв Δ𝑖 прямувала до нуля. Якщо при цьому сума 𝜎 буде
мати границю 𝑆, не залежну нi вiд способу розбиття вiдрiзка Δ, нi вiд
вибору точок 𝜉𝑖, то природно вважати, що площа фiгури 𝐺 дорiвнює
𝑆. Iснування цiєї границi дивись у §4.

Приклад 2. Знайти площу фiгури, обмежену параболою 𝑦 = 𝑥2 i
вiдрiзками прямих 𝑥 = 𝑎 де 𝑎 > 0 i 𝑦 > 0 (мал. 2).
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РёРөРњ1.png

Мал. 1

РёРөРњ2.png

Мал. 2

1.6 Розв’язок. Користуючись тим, що границя суми 𝜎
для неперервної функцiї 𝑓(𝑥) = 𝑥2 (див. §4) не зале-
жить вiд способу розбиття вiдрiзка Δ = [0; 𝑎] i вибору
точок 𝜉𝑖, будемо вважати, що Δ розбитий на 𝑛 вiдрiз-
кiв однакової довжини, а 𝜉𝑖 - правий кiнець вiдрiзку
Δ𝑖

(︀
𝑖 = 1,𝑛

)︀
. Тодi
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Задачi для самостiйного розв’язання

1. Обiчислити шлях, пройденний точкою за час вiд 𝑡 = 2 сек. до
𝑡 = 5 сек., якщо швидкiсть 𝑣(𝑡) = 7𝑡.

2. Тiло рухається по прямiй лiнiї. Обчислити роботу, витрачену на
перемiщення тiла з моменту часу 𝑎 до моменту часу 𝑏, якщо поту-
жнiсть двигуна 𝑊 = 𝑘𝑡4

3. Знайти площу криволiнiйної трапецiї, обмежену вiссю 𝑂𝑥, а та-
кож лiнiями:

a) 𝑦 = 1
𝑥 , 𝑥 = 2;

б) 𝑦 = 2𝑥, 𝑥 = 0, 𝑥 = 10;
в) 𝑦 = 𝑒𝑡𝑥, 𝑥 = 0, 𝑥 = 𝑏;
г) 𝑦 = 𝑥(1− 𝑥2), 𝑥 = 0, 𝑥 = 1;
д) 𝑦 = 𝑥𝑒𝑥, 𝑥 = 0, 𝑥 = 𝑎;
е) 𝑦 = ln𝑥

𝑥 , 𝑥 = 𝑎, 𝑥 = 𝑏 (розбити вiдрiзок [𝑎; 𝑏] точками, якi
утворюють геометричну прогресiю).

2 Поняття визначенного iнтеграла
У розглянутих задачах iз §1 (див. також приклади 1-4) мова iде про
знаходження границi сум виду

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑓(𝜉𝑖)Δ𝑥𝑖, (1)

якi називають iнтегральними сумами. До обчислення таких сум зво-
диться розв’язок багатьох задач з геометрiї, фiзики, технiки та iнших
дисциплiн. Тому питання, пов’язанi з обгрунтуванням граничного пе-
реходу описаного типу, заслуговують усестороннього вивчення.

Нехай 𝑓(𝑥) визначена на [𝑎; 𝑏], нехай 𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < ... < 𝑥𝑛 =
𝑏. 𝑇 = {𝑥𝑖}𝑛𝑖=1 – розбиття вiдрiзку [𝑎,𝑏]; Δ𝑖 = [𝑥𝑖−1;𝑥𝑖](𝑖 = 1,𝑛) –
вiдрiзки розбиття; Δ𝑥𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1 – довжина Δ𝑖; 𝑙(𝑇 ) = 𝑚𝑎𝑥

𝑖=1,𝑛
{Δ𝑥𝑖} –

дiаметр (ранг) розбиття T.
Виберемо (довiльно!) точки 𝜉𝑖 ∈ Δ𝑖; 𝜉 = {𝜉𝑖}𝑛𝑖=1 – набiр промiжних

точок, 𝜎𝑡(𝜉; 𝑓) =
𝑛∑︀
𝑖=1

𝑓(𝜉𝑖)Δ𝑥𝑖, – iнтегральна сума функцiї 𝑓 , вiдповiдна

даному вибору промiжних точок 𝜉 даному розбиттi 𝑓 .
Означення. Число 𝐼 називається границею iнтегральної суми 𝜎𝑡(𝜉; 𝑓).

коли ранг 𝑙(𝑇 ) розбиття 𝑇 прямує до нуля, якщо для будь-якого 𝜀 > 0
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2 ПОНЯТТЯ ВИЗНАЧЕННОГО IНТЕГРАЛА

iснує таке число 𝛿 = 𝛿(𝜀) > 0, що для будь-якого розбиття, ранг яко-
го 𝑙(𝑇 ) < 𝛿 i при будь-якому набору промiжних точок 𝜉 виконується
нерiвнiсть

|𝜎𝑡(𝜉; 𝑓)− 𝐼| < 𝜀 (2)

За допомогою символiв це означення можна записати так:

213em
{︂

lim
𝜆(𝑇 )→0

𝜎𝑡(𝜉; 𝑓) = 𝐼

}︂
⇐⇒ ∀𝜀 > 0∃𝛿(𝜀) > 0 : 211em→ |𝜎𝑡(𝜉; 𝑓)− 𝐼| < 𝜀

∀𝑇 : 𝑙(𝑇 ) < 𝛿(𝜀)∀𝜉.
Зауваження. Це означення границi iнтегральної суми не вкладає-

ться нi в означення границi функцiї, нi в означення границi послiдов-
ностi, оскiльки iнтегральну суму не можна розглядувати нi як послi-
довнiсть, нi як однозначну функцiю.

Означення. якщо iснує скiнчена границя 𝐼 iнтегральних сум при
𝑙(𝑇 ) → 0, то функцiю 𝑓 звуть iнтегровною на вiдрiзку [𝑎; 𝑏], а число 𝐼
називають визначеним iнтегралом Рiмана функцiї 𝑓 на вiдрiзку [𝑎,𝑏] i
пишуть

𝐼 =

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥. (3)

Означення. Далi через 𝑅[𝑎,𝑏] будемо позначати сукупнiсть усiх iн-
тегровних на [𝑎,𝑏] функцiй.

Зауваження. Тепер, повертаючись до задач 1-4 iз §1, можно зробити
висновки:

1) прямолiнiйний стержень [𝑎,𝑏] з густиною 𝜌(𝑥) (𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏) має
масу

𝑚 =

𝑏∫︁
𝑎

𝜌(𝑥) 𝑑𝑥; (4)

2) криволiнiйна трапецiя 𝐺 (див. мал. 1) має площу

𝑆 =

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥; (5)

3) робота 𝐴 сили 𝑃 (𝑥) при перемiщуваннi матерiальної точки вiд
𝑥 = 𝑎 до 𝑥 = 𝑏 (при цьому напрямок сили спiвпадає з напрямком вiсi
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𝑂𝑥) обчислюється за формулою

𝐴 =

𝑏∫︁
𝑎

𝑃 (𝑥) 𝑑𝑥; (6)

4) тiло, яке рухається прямолiнiйно зi швидкiстю 𝑣(𝑡), за промiжок
часу вiд 𝑡 = 𝑡0 до 𝑡 = 𝑇 проходить шлях

𝑙 =

𝑇∫︁
𝑡0

𝑣(𝑥) 𝑑𝑡. (7)

Приклад 5. Знайти 𝐼 =
∫︀ 𝑏
𝑎 𝑐 𝑑𝑥;, де c – стала

Розв’язок. За означенням визначеного iнтеграла

𝐼 = lim
𝜆→0

𝜎 = lim
𝜆→0

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑓(𝜉𝑘)Δ𝑥𝑘 = lim
𝜆→0

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐Δ𝑥𝑘 =

= lim
𝜆→0

𝑐{(𝑥1 − 𝑥0) + (𝑥2 − 𝑥1) + ...+(𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1)} = lim
𝜆→0

𝑐(𝑥𝑛 − 𝑥0) =

lim
𝜆→0

𝑐(𝑏− 𝑎) = 𝑐(𝑏− 𝑎)

(8)
Отже

∫︀ 𝑏
𝑎 𝑐 𝑑𝑥 = 𝑐(𝑏− 𝑎)

Зауваження Функцiя Дiрiхлє 𝐷(𝑥) (див. §2) тем має нескiнченно
багато точок розриву на вiдрiзку [0; 1] (вона розривна в кожнiй точцi
вiдрiзку [0; 1]). Але, як то було показано у §2 (див. також §3), функцiя
𝐷(𝑥) неiнтегровна за Рiманом

Задачi для самостiйного розв’язування

• Чи iснують iнтеграли
∫︀ 5

0 [𝑥]𝑑𝑥 i
∫︀ 5

0 {𝑥}𝑑𝑥?

• На вiдрiзку [0; 1] задана функцiя 𝑓(𝑥) = {... 0, 0 ≤ 𝑥 < 1
2 1 −

1
2𝑛 , 1−

1
2𝑛 ≤ 𝑥 < 1− 1

2𝑛+1 , 𝑛 ∈ N 1, 𝑥 = 1

Чи iснує iнтеграл Рiмана для функцiї 𝑓(𝑥) на вiдрiзку [0; 1]?
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3 ВЛАСТИВОСТI ВИЗНАЧЕНОГО IНТЕГРАЛА

3 Властивостi визначеного iнтеграла
Будемо надалi припускати, що 𝑓 обмежена на вiдрiзку [𝑎,𝑏]

1. Властивостi, що пов’язанi з операцiями над функцiями.

(а) Якщо функцiї 𝑓 i 𝑔 iнтегрованi на вiдрiзку [𝑎,𝑏], то для будь-
яких 𝛼 i 𝛽(𝛼 ∈ R, 𝛽 ∈ R) функцiя 𝜑(𝑥) = 𝛼𝑓(𝑥) + 𝛽𝑔(𝑥) також
iнтегровна на вiдрiзку [𝑎; 𝑏] i вiрна рiвнiсть:∫︁ 𝑏

𝑎

[𝛼𝑓(𝑥) + 𝛽𝑔(𝑥)]𝑑𝑥 = 𝛼

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥+ 𝛽

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑔(𝑥)𝑑𝑥

(б) Якщо 𝑓 i 𝑔 iнтегровнi на вiдрiзку [𝑎,𝑏], то функцiя 𝜑(𝑥) = 𝑓(𝑥) ·
𝑔(𝑥) також iнтегровна на вiдрiзку [𝑎; 𝑏].

(в) Якщо функцiя 𝑓(𝑥) iнтегровна на вiдрiзку [𝑎,𝑏], то функцiя
|𝑓(𝑥)| також iнтегровна на цьому вiдрiзку
Зауваження Обернене твердження, взагалi кажучи, не вiрно
Наприклад, |𝑓(𝑥)| = 1 - iнтегровна на [𝑎,𝑏], де 𝑓(𝑥) = {1, 𝑥 −
рацiональне,−1, 𝑥 − iррацiональне. Але 𝑓 - не iнтегровна на
[𝑎; 𝑏]

[I]

2. Властивостi, пов’язанi з вiдрiзками iнтегрування.

(а) Якщо функцiя 𝑓 iнтегровна на вiдрiзку [𝑎,𝑏], то 𝑓 - iнтегровна
на вiдрiзку [𝑎1; 𝑏1], де [𝑎1; 𝑏1] ⊂ [𝑎; 𝑏].

(б) Якщо функцiя 𝑓 iнтегровна на вiдрiзку [𝑎; 𝑏] i 𝑐 ∈ (𝑎; 𝑏), то
вiрна рiвнiсть:∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁ 𝑐

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥+

∫︁ 𝑏

𝑐

𝑓(𝑥)𝑑𝑥

(в) Має мiсце твердження, зворотне твердженню в умовi 20: якщо
𝑎 < 𝑐 < 𝑏 i якщо функцiя 𝑓 iнтегровна на вiдрiзках [𝑎; 𝑐] i [𝑐; 𝑏],
то вона iнтегровна на вiдрiзку [𝑎; 𝑏] i вiрна рiвнiсть:∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁ 𝑐

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥+

∫︁ 𝑏

𝑐

𝑓(𝑥)𝑑𝑥

Означення.
∫︀ 𝑏
𝑎 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 0,

∫︀ 𝑏
𝑎 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = −

∫︀ 𝑏
𝑎 𝑓(𝑥)𝑑𝑥.
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3 ВЛАСТИВОСТI ВИЗНАЧЕНОГО IНТЕГРАЛА

(г) Якщо функцiя 𝑓 iнтегровна на вiдрiзку [𝑎; 𝑏] i 𝑐1,𝑐2,𝑐3 - довiльнi
точки цього вiдрiзку, то∫︁ 𝑐3

𝑐1

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁ 𝑐2

𝑐1

𝑓(𝑥)𝑑𝑥+

∫︁ 𝑐3

𝑐2

𝑓(𝑥)𝑑𝑥

3. Оцiнки iнтегралiв.

(а) Якщо функцiя 𝑓 iнтегровна на вiдрiзку [𝑎; 𝑏] i для довiльних
𝑥 ∈ [𝑎; 𝑏]𝑓(𝑥) ≥ 0, то ∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≥ 0

(б) Якщо функцiї 𝑓(𝑥) i 𝑔(𝑥) iнтегровнi на вiдрiзку [𝑎; 𝑏] i для до-
вiльного 𝑥 ∈ [𝑎; 𝑏]𝑓(𝑥) ≥ 𝑔(𝑥), то∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≥
∫︁ 𝑏

𝑎

𝑔(𝑥)𝑑𝑥

(в) Нехай функцiя 𝑓(𝑥) iнтегровна на вiдрiзку [𝑎; 𝑏] i нехай iснують
числа 𝑚 i 𝑀 такi, що для довiльних 𝑥 ∈ [𝑎; 𝑏] виконується
нерiвнiсть 𝑚 ≤ 𝑓(𝑥) ≤𝑀 . Тодi

𝑚(𝑏− 𝑎) ≤
∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≤𝑀(𝑏− 𝑎).

(г) Якщо функцiя 𝑓(𝑥) iнтегровна на вiдрiзку [𝑎; 𝑏], 𝑓(𝑥) ≥ 0 для
довiльних 𝑥 ∈ [𝑎; 𝑏] i iснує точка 𝑥0 ∈ [𝑎; 𝑏] така, що 𝑓(𝑥0) > 0,
причому функцiя 𝑓(𝑥) неперервна в точцi 𝑥0, то∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 > 0

Зауваження. Умова неперервностi функцiї 𝑓(𝑥) в точцi 𝑥0, де
𝑓(𝑥0) > 0, суттєва. Приклад: 𝑓(𝑥) = {0,0 < 𝑥 ≤ 1, 1, 𝑥 =

0,
∫︀ 1

0 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 0.
(д) Нехай функцiя 𝑓(𝑥) iнтегровна на вiдрiзку [𝑎; 𝑏] i iснує 𝑀 > 0

таке, що |𝑓 | ≤𝑀 . Тодi для довiльних 𝛼, 𝛽 ∈ [𝑎; 𝑏] виконується

|
∫︁ 𝛽

𝛼

𝑓(𝑥)𝑑𝑥| ≤𝑀 |𝛽 − 𝛼|
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3 ВЛАСТИВОСТI ВИЗНАЧЕНОГО IНТЕГРАЛА

4. Теорема (iнтегральна теорема про середнє). Нехай функцiї 𝑓(𝑥) i
𝑔(𝑥) задовольняють умову:

(а) 𝑓(𝑥) i 𝑔(𝑥) iнтегровнi на вiдрiзку [𝑎; 𝑏];
(б) iснують числа 𝑚 i 𝑀 такi, що для довiльних 𝑥 ∈ [𝑎; 𝑏]𝑚 ≤

𝑓(𝑥) ≤𝑀 ;
(в) функцiя 𝑔(𝑥) не змiнює знака на вiдрiзку [𝑎; 𝑏], тобто 𝑔(𝑥) ≤ 0

для довiльних 𝑥 ∈ [𝑎; 𝑏], або 𝑔(𝑥) ≤ 0 для довiльних 𝑥 ∈ [𝑎; 𝑏].
Тодi iснує число 𝜈 ∈ [𝑚;𝑀 ] таке, що∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = 𝜈

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑔(𝑥)𝑑𝑥

Наслiдок. Якщо функцiя неперервна на вiдрiзку [𝑎; 𝑏], а 𝑔(𝑥) iнте-
гровна на [𝑎; 𝑏] i 𝑔(𝑥) не змiнює знак на цьому вiдрiзку, то iснує
точка 𝑐 ∈ [𝑎; 𝑏] така, що∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑓(𝑐)

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑔(𝑥)𝑑𝑥

Зокрема, якщо 𝑔(𝑥) = 1, то iснує числоа 𝑐 ∈ [𝑎; 𝑏] таке, що∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑓(𝑐)(𝑏− 𝑎)

Зауваження. Якщо 𝑓(𝑥) ≤ 0, то рiвнiсть
∫︀ 𝑏
𝑎 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑓(𝑐)(𝑏 − 𝑎)

означає, що площа крiволiнiйної трапецiї (див. мал. 3) з основою
𝛿 = [𝑎; 𝑏] дорiвнює площi прямокутника з основою довжини (𝑏−𝑎)
i висотою 𝑓(𝑐)

Приклад. Оцiнити iнтеграл
∫︀ 𝜋/2
𝜋/4

Розв’язання. Як вiдомо, 𝑠𝑖𝑛𝑥 < 𝑥 < 𝑡𝑔𝑥 при 0 < 𝑥 < 𝜋/2 i тому

(
𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥
)′ =

𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥− 𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥2
=
𝑐𝑜𝑠𝑥(𝑥− 𝑡𝑔𝑥)

𝑥2
< 0,

коли 𝑥 ∈ [𝜋4 ;
𝜋
2 ]. Звiдси 𝑓(𝜋4 ) = 2

√
2

𝜋 - найбiльше значення, 𝑓(𝜋2 ) = 2
𝜋 -

найменше значення функцiї 𝑓(𝑥) на промiжку [𝜋4 ;
𝜋
2 ].

Таким чином, для всiх 𝑥 ∈ [𝜋4 ;
𝜋
2 ] будемо мати

2

𝜋
≤ 𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥
≤ 2

√
2

𝜋
.
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3 ВЛАСТИВОСТI ВИЗНАЧЕНОГО IНТЕГРАЛА

Звiдси за властивостями (III; 3, 4) визначеного iнтегралу отримаємо:

1

2
<

∫︁ 𝜋
2

𝜋
4

𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥
𝑑𝑥 <

√
2

2

Приклад З’ясувати, який iнтеграл бiльше:∫︁ 1

0

𝑒−𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥 або
∫︁ 1

0

𝑒−𝑥
2

𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥

Розв’язання. Оскiльки на вiдрiзку [0; 1] функцiї 𝑒−𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥 i 𝑒−𝑥2 непе-
рервнi (а тому i iнтегровнi за теоремою 4), а на iнтервалi (0; 1) вико-
нується строга нерiвнiсть 𝑒−𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥 < 𝑒−𝑥

2, то за властивiстю (III, 4)
визначеного iнтегралу

∫︀ 1

0 (𝑒
−𝑥2𝑠𝑖𝑛𝑥− 𝑒−𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥)𝑑𝑥 > 0, звiдки (див. I, 1)∫︁ 1

0

𝑒−𝑥
2

𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥 >

∫︁ 1

0

𝑒−𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥

Приклад Знайти lim𝜖→0

∫︀ 1

0
𝑑𝑥

𝜖𝑥2+1

Розв’язання. Оскiльки функцiя 𝑓(𝑥) = 1
𝜖𝑥2+1(𝑥 ∈ [0; 1]) неперервна

на вiдрiзку [0; 1], то iз наслiдка теореми про середнє iснує таке число
𝑐 ∈ [0; 1], що ∫︁ 1

0

𝑑𝑥

𝜖𝑥2 + 1
=

1

𝜖𝑐2 + 1

∫︁ 1

0

𝑑𝑥 =
1

𝜖𝑐2 + 1

де
∫︀ 1

0 𝑑𝑥 = 1 (дивись приклад 5 iз §2).
Тодi

lim
𝜖→0

∫︁ 1

0

𝑑𝑥

𝜖𝑥2 + 1
= lim

𝜖→0

1

𝜖𝑐2 + 1
= 1

Приклад. Нехай 𝑓 ∈ 𝐶([0; 1]) i 3
∫︀ 1

0 𝑓(𝑢)𝑑𝑢 = 1. Довести, що iснує
число 𝑐 ∈ [0; 1] таке, що 𝑓(𝑐) = 𝑐2

Доведення. Згiдно умови
∫︀ 1

0 𝑓(𝑢)𝑑𝑢 = 1
3 =

∫︀ 1

0 𝑢
2𝑑𝑢 (див. приклади

2, 4, §1).
Тодi

∫︀ 1

0 (𝑓(𝑢)− 𝑢2)𝑑𝑢 = 0. З iншого боку, оскiльки функцiя 𝑓(𝑢)−
𝑢2 ∈ 𝐶([0; 1]), то iз наслiдка теореми про середнє iснує число 𝑐 ∈ [0; 1]

так, що
∫︀ 1

0 (𝑓(𝑢)− 𝑢2)𝑑𝑢 = ((𝑓(𝑐)− 𝑐2)
∫︀ 1

0 𝑑𝑢 = 𝑓(𝑐)− 𝑐2.
Таким чином, 𝑓(𝑐)− 𝑐2 = 0

Задачi для самостiйного розв’язання

1. Оцiнити iнтеграли:
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(а)
∫︀ 𝜋

2

0

√︁
1 + 1

2𝑠𝑖𝑛
2𝑥𝑑𝑥

(б)
∫︀ 1

0
𝑑𝑥√

2+𝑥−𝑥2𝑑𝑥

(в)
∫︀ 1

0
𝑥6√
1+𝑥

𝑑𝑥

(г)
∫︀ 2𝜋

0
𝑑𝑥

100+3𝑐𝑜𝑠𝑥

(д)
∫︀ 1

0 𝑒
−𝑥2𝑑𝑥

(е)
∫︀ √

3√
3
3

𝑥𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥𝑑𝑥

2. З’ясувати, який iнтеграл бiльше:

(а)
∫︀ 𝜋

2

0
𝑠𝑖𝑛𝑥
𝑥 𝑑𝑥 або

∫︀ 𝜋
0
𝑠𝑖𝑛𝑥
𝑥 𝑑𝑥

(б)
∫︀ 1

0 𝑥
2𝑠𝑖𝑛2𝑥𝑑𝑥 або

∫︀ 1

0 𝑥𝑠𝑖𝑛
2𝑥𝑑𝑥

(в)
∫︀ 2

0
𝑑𝑥√
1+𝑥2

𝑑𝑥 або
∫︀ 2

1
𝑑𝑥
𝑥

a) Розiб’ємо вiдрiзок
[︀
0;𝜋

]︀
на 3 рiвнi частини точками: 𝑥0 = 0, 𝑥1 =

𝜋
3 , 𝑥2 = 2

3𝜋, 𝑥3 = 𝜋. Отримаємо розбиття 𝑇 =
{︁
0; 𝜋3 ;

2
3𝜋; 𝜋

}︁
. На вiдрiз-

ку
[︁
0; 𝜋3

]︁
функцiя sin𝑥 монотонно зростає, i тому для цього вiдрiзку

маємо 𝑚1 = sin 0 = 0,𝑀1 = sin 𝜋
3 =

√
3
2 . На вiдрiзку

[︁
𝜋
3 ;

2
3𝜋

]︁
наймен-

шим значенням функцiх являється 𝑚2 = sin 𝜋
3 =

√
3
2 , a найбiльщим

𝑀2 = sin 𝜋
2 = 1. На вiдрiзку

[︁
2
3𝜋; 𝜋

]︁
функцiя sin𝑥 монотонно спадає, i

тому 𝑚3 = sin𝜋 = 0,𝑀3 = sin 2
3𝜋 =

√
3
2 .

Оскiльки усi △𝑥𝑘 = 𝜋
3 , то

𝑠𝑇 =
∑︀3

𝑘=1𝑚𝑘△𝑥𝑘 = 𝜋
3

(︁
0 +

√
3
2 + 0

)︁
= 𝜋

√
3

6 ≈ 0,907;

𝑆𝑇 =
∑︀3

𝑘=1𝑀𝑘△𝑥𝑘 = 𝜋
3

(︁√
3
2 + 1 +

√
3
2

)︁
= 𝜋(

√
3+1
3 ≈ 2,86.

б) При розбиттi вiдрiзку [0, 𝜋] на 6 рiвних частин точками 𝑥0 =
0, 𝑥1 = 𝜋

6 , 𝑥2 = 𝜋
3 , 𝑥3 = 𝜋

2 , 𝑥4 = 2
3𝜋, 𝑥5 = 5

6𝜋, 𝑥6 = 𝜋 тим же шляхом
знайдемо:

𝑚1 = 0,𝑀1 = sin 𝜋
6 = 1

2 ;

𝑚2 = sin 𝜋
6 = 1

2 ,𝑀2 = sin 𝜋
3 =

√
3
2 ;

𝑚3 = sin 𝜋
3 =

√
3
2 ,𝑀3 = sin 𝜋

2 = 1;

𝑚4 = sin 2
3𝜋 =

√
3
2 ,𝑀4 = sin 𝜋

2 = 1;

𝑚5 = sin 5
6𝜋 = 1

2 ,𝑀5 = sin 5
3𝜋 =

√
3
2 ;
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𝑚6 = sin𝜋 = 0,𝑀6 = sin 5
6𝜋 = 1

2 ; .

Для розбиття 𝑇1 =
{︁
0, 𝜋6 ;

𝜋
3 ;

𝜋
2 ;

2
3𝜋;

5
6𝜋; 𝜋

}︁
отримаємо наступнi суми

Дарбу:
𝑠𝑇 1 =

𝜋
6 (𝑚1 +𝑚2 +𝑚3 +𝑚4 +𝑚5 +𝑚6) =

𝜋
6 (1 +

√
3) ≈ 1,43;

𝑆𝑇 1 =
𝜋
6 (𝑀1 +𝑀2 +𝑀3 +𝑀4 +𝑀5 +𝑀6) =

𝜋
6 (3 +

√
3) ≈ 2,48.

Як i повинно бути (дивись властивiсть 3°сум Дарбу), виконуються
нерiвностi

𝑠𝑇 ≤ 𝑠𝑇 1 ≤ 𝑆𝑇 1 ≤ 𝑆𝑇

Приклад 9. При якому 𝛿 > 0 iз нерiвностi max𝑘=𝑙,𝑛△𝑥𝑘 < 𝛿 випли-
ває спаввiдношення

⃒⃒⃒ 3∫︁
0

sin 50𝑥𝑑𝑥−
𝑛∑︁
𝑘=1

sin 50𝜉𝑘△𝑥𝑘
⃒⃒⃒
< 0,001, де 0 = 𝑥0 < 𝑥1 < · · · < 𝑥𝑛 = 3i 𝜉𝑘 - будь-якi точки вiдрiзку [𝑥𝑘−1;𝑥𝑘](𝑘 = 1,𝑛)?

Розв’язання. Iнтеграл Рiмана
3∫︀
0

sin 50𝑥𝑑𝑥 iснує (див. §4) i мають

мiсце нерiвностi:

𝑠𝑇 ≤
3∫︀
0

sin 50𝑥𝑑𝑥 ≤ 𝑆𝑇 ,

𝑠𝑇 ≤
𝑛∑︀
𝑘=1

sin 50𝜉𝑘△𝑥𝑘 ≤ 𝑆𝑇 ,

якi випливають iз властивостей 1°i 5°сум Дарбу.

Тому
⃒⃒⃒ 3∫︀
0

sin 50𝑥𝑑𝑥−
𝑛∑︀
𝑘=1

sin 50𝜉𝑘△𝑥𝑘
⃒⃒⃒
≤ 𝑆𝑇−𝑠𝑡. Таким чином, для ви-

конання потрiбної нерiвностi достатньо, щоб виконувалась нерiвнiсть.

𝑆𝑇 − 𝑠𝑇 =
∑︀𝑘=1

𝑛 (𝑀𝑘 −𝑚𝑘)Δ𝑥𝑘 < 0,001,

де 𝑚𝑘 = 𝑚𝑖𝑛𝑥𝜖[𝑥𝑘−1;𝑥𝑘]𝑠𝑖𝑛50𝑥,𝑀𝑘 = 𝑚𝑎𝑥𝑥𝜖[𝑥𝑘−1;𝑥𝑘]𝑠𝑖𝑛50𝑥,(𝑘 = ¯1,𝑛). Не-
хай 𝑚𝑘 = 𝑠𝑖𝑛50𝑎𝑘,𝑀𝑘 = 𝑠𝑖𝑛50𝑏𝑘. Оскiльки 𝑓 ′(𝑥) = 50𝑐𝑜𝑠50𝑥, то за
формулою Лагранжа

0 ≤𝑀𝑘 −𝑚𝑘 = 50𝑐𝑜𝑠(50𝑐𝑘)(𝑏𝑘 − 𝑎𝑘) ≤ 50Δ𝑥𝑘.

12



3 ВЛАСТИВОСТI ВИЗНАЧЕНОГО IНТЕГРАЛА

Звiдси

0 ≤ 𝑆𝑇 − 𝑠𝑇 =
∑︀𝑛

𝑘=1(𝑀𝑘 −𝑚𝑘)Δ𝑥𝑘 ≤ 50
∑︀𝑛

𝑘=1 ≤
≤ 50(𝑚𝑎𝑥𝑘= ¯1,𝑛Δ𝑥𝑘)

∑︀𝑛
𝑘=1Δ𝑥𝑘 = 150𝑚𝑎𝑥𝑘= ¯1,𝑛Δ𝑥𝑘 < 150𝛿

Таким чиномб якщо 150𝛿 ≤ 0,001 , наприклад 𝛿 = 0,001
150 , то будемо

мати 𝑆𝑇 − 𝑠𝑇 < 0,001.
Заувеження.

Фактично ми показали, що
∫︀ 3

0 𝑠𝑖𝑛50𝑥𝑑𝑥 ≈
∑︀𝑛

𝑘=1 𝑠𝑖𝑛50𝜉𝑘Δ𝑥𝑘, де
𝜉𝑘𝜖 [𝑥𝑘−1;𝑥𝑘] ,Δ𝑥𝑘 = 𝑥𝑘−𝑥𝑘−1, з точнiстю 𝜉 = 0,001,якщо𝑚𝑎𝑥𝑘= ¯1,𝑛Δ𝑥𝑘 <

𝛿, де 𝛿 = 0,001
150

Заувеження.
Взагалi, якщо функцiя f(x) має обмежену похiдну на вiдрiзку [𝑎; 𝑏],тобто

|𝑓 ′(𝑥)| ≤ 𝑀 ,то для виконання нерiвностi 𝑆𝑇 − 𝑠𝑇 < 𝜉достатньо, щоб
𝑚𝑎𝑥𝑘= ¯1,𝑛Δ𝑥𝑘 < 𝛿, 𝛿 𝜉

𝑀(𝑏−𝑎) . Приклад10.При якому значеннi 𝛿 > 0iз
нерiвностi 𝑚𝑎𝑥𝑘= ¯1,𝑛Δ𝑥𝑘 < 𝛿 випливає, що⃒⃒⃒∫︀ 7

2 𝑥
2𝑑𝑥−

∑︀𝑛
𝑘=1 𝜉

2
𝑘Δ𝑥𝑘

⃒⃒⃒
< 0,001?

Розв’язок. Функцiя 𝑦 = 𝑥2 монотонно зростає на вiдрiзку [2;7]. Тодi
𝑚𝑘 = 𝑥2𝑘−1,𝑀𝑘 = 𝑥2𝑘,𝑘 = ¯1,𝑛. Звiдси

𝑆𝑇 − 𝑠𝑇 =
∑︀𝑛

𝑘=1(𝑀𝑘 −𝑚𝑘)Δ𝑥𝑘 =
∑︀𝑛

𝑘=1(𝑥
2
𝑘 − 𝑥2𝑘−1)Δ𝑥𝑘 <

(𝑚𝑎𝑥𝑘= ¯1,𝑛Δ𝑥𝑘)(
∑︀𝑛

𝑘=1 𝑥
2
𝑘 − 𝑥2𝑘−1) <

𝛿
[︀
(𝑥21 − 𝑥20) + (𝑥22 − 𝑥21) + ...(𝑥2𝑛 − 𝑥2𝑛−1)

]︀
= 𝛿(𝑥2𝑛−𝑥20) = 𝛿(49−4) = 45𝛿.

Тому можна вибрати 𝛿 = 0.001
45 .

Заувеження.
Ми показали, що

∫︀ 7

2 𝑥
2𝑑𝑥 ≈

∑︀𝑛
𝑘=1 𝜉

2
𝑘Δ𝑥𝑘, де 𝜉𝑘𝜖 [𝑥𝑘−1;𝑥𝑘] ,Δ𝑥𝑘 =

𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1, з точнiстю 𝜀 = 0,001, якщо 𝑚𝑎𝑥𝑘= ¯1,𝑛Δ𝑥𝑘 < 𝛿 = 0,001
45 .

Задачi для самостiйного розв’язування

1. Для наступних iнтегралiв обчислити верхнi та нижнi суми Дарбу,
вiдповiднi розбиттю вiдрiзка [a;b] на n рiвних частин:

(а)
∫︀ 2

1 𝑙𝑔𝑥𝑑𝑥,𝑛 = 10;

(б)
∫︀ 2

0
𝑑𝑥

1+𝑥2 ,𝑛 = 5,𝑛 = 10;

(в)
∫︀ 1

0 𝑒
−𝑥2𝑑𝑥,𝑛 = 10.
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3 ВЛАСТИВОСТI ВИЗНАЧЕНОГО IНТЕГРАЛА

2. Для iнтеграла
∫︀ 2

1 𝑙𝑔𝑥𝑑𝑥 обчислити верхню i нижню суми Дарбу,
вiдповiднi розбиттю вiдрiзка [1;2]на частини точками 𝑥0 = 1,𝑥1 =
1,1,𝑥2 = 1,2,𝑥3 = 1,4,𝑥4 = 1,6,𝑥5 = 1,8,𝑥6 = 2.

3. Знайти таке 𝛿 > 0, щоб iз 𝑚𝑎𝑥𝑘= ¯1,𝑛Δ𝑥𝑘 < 𝛿 випливало б⃒⃒⃒∫︀ 𝑏
𝑎 𝑓(𝑥)𝑑𝑥−

∑︀𝑛
𝑘=1 𝑓(𝜉𝑘)Δ𝑥𝑘

⃒⃒⃒
< 𝜀 ,якщо

(а) 𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 3𝑥,𝑎 = 2,𝑏 = 3,𝜀 = 0,01;

(б) 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑒−𝑥,𝑎 = 0,𝑏 = 3,𝜀 = 0,001;

(в) 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥,𝑎 = 0,𝑏 = 1,𝜀 = 0,001;

г) 𝑓(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠100𝑥, 𝑎 = 0, 𝑏 = 2, 𝜀 = 0,01;
д) 𝑓(𝑥) = 𝑥3𝑒𝑥, 𝑎 = 0, 𝑏 = 1, 𝜀 = 0,001.

§4. Класи iнтегровних функцiй

Якi функцiї входять до класу iнтегрованих на вiдрiзку [𝑎; 𝑏] фун-
кцiй? На це питання вiдповiдають приведенi нижче теореми.

Теорема 4. Якщо 𝑓 ∈ 𝐶[𝑎; 𝑏], то 𝑓 ∈ 𝑅[𝑎; 𝑏].
Приклад 11. Довести, користуючись означенням визначеного iн-

теграла i попередньою теоремою, що∫︀ 𝑏
𝑎 𝑥𝑑𝑥 = 𝑏2−𝑎2

2 .

Доведення. Оскiльки 𝑓 ∈ 𝐶[𝑎; 𝑏] iнтегровна на [𝑎; 𝑏] за теоремою 4,
то границя iнтегральних сум не залежить вiд вибору промiжних точок
(𝜉𝑖)

𝑛
𝑗=1. Тому можна вважати, що 𝜉𝑖 = 𝑥𝑖+𝑥𝑖−1

2 ∈ Δ𝑖 = [𝑥𝑖−1;𝑥𝑖],𝑖 =

1,𝑛. Звiдси 𝜎𝑇 (𝜉,𝑥) =
∑︀𝑛

𝑖=1 𝜉𝑖Δ𝑥𝑖 = 1
2

∑︀𝑛
𝑖=1(𝑥𝑖 + 𝑥𝑖−1)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) =

1
2

∑︀𝑛
𝑖=1(𝑥

2
𝑖 − 𝑥2𝑖−1) =

1
2(𝑏

2 − 𝑎2).

Таким чином
∫︀ 𝑏
𝑎 𝑥𝑑𝑥 = lim𝑙(𝑇 )→0 𝜎𝑇 (𝜉,𝑥) = lim𝑙(𝑇 )→0

𝑏2−𝑎2
2 = 𝑏2−𝑎2

2 .
Зауваження. У цьому прикладi, а також у багатьох прикладах, роз-

глянутих вище, теорема 4 суттєво використовується.
Теорема 5. Якщо 𝑓− монотонна на вiдрiзку [𝑎; 𝑏] то 𝑓 iнтегровна

на вiдiрзку [𝑎; 𝑏].
Означення. Функцiя 𝑓 називається кусково-неперервною на вiдрiз-

ку [𝑎; 𝑏], якщо вона обмежена на [𝑎; 𝑏] i неперервна у всiх точках цього
вiдрiзку, окрiм скiнченого числа точок 𝐶𝑖(𝑖 = 1,𝑛).

Теорема 6. Якщо функцiя 𝑓 кусково-неперервна на вiдрiзку [𝑎; 𝑏],
то вона iнтегровна на [𝑎; 𝑏].
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3 ВЛАСТИВОСТI ВИЗНАЧЕНОГО IНТЕГРАЛА

Приклад 12. На вiдрiзку [0; 1] задана функцiя

𝑓(𝑥) =

{︂
1
𝑛 , якщо 1

𝑛+1 < 𝑥 ≤ 1
𝑛 ,𝑛 ∈ N)

0, якщо 𝑥 = 0

Чи iснує iнтеграл Рiмана
∫︀ 1

0 𝑓(𝑥)𝑑𝑥?
Розв’язання. Функцiя 𝑓 є кусково-сталою на вiдрiзку [0; 1] i має

розриви у точках 𝑥𝑛 = 1
𝑛 ,𝑛 ∈ N, оскiльки

lim𝑥→ 1
𝑛+0 𝑓(𝑥) = lim𝑥→ 1

𝑛+0
1

𝑛−1 =
1

𝑛−1 ,

lim𝑥→ 1
𝑛−0 𝑓(𝑥) = lim𝑥→ 1

𝑛−0
1
𝑛 = 1

𝑛 ,

звiдки lim𝑥→ 1
𝑛
𝑓(𝑥) не iнсує. Але функцiя 𝑓 не залежить до класу

кусково-неперервних, оскiльки вона має нескiнченно багато(точнiше,
лiчильну множину) точок розриву.

Покажемо, що 𝑓− монотонна на [0; 1]. Нехай 𝑥1,𝑥2 ∈ [0; 1] i 𝑥1 < 𝑥2.
Якщо 𝑥1 i 𝑥2 належать до одного вiдрiзку ( 1

𝑛+1 ;
1
𝑛 ], то 𝑓(𝑥1) =

𝑓(𝑥2) =
1
𝑛

Нехай 𝑥1 ∈ ( 1
𝑛+1 ;

1
𝑛),𝑥2 ∈ ( 1

𝑚+1 ;
1
𝑚 ] i ( 1

𝑛+1 ;
1
𝑛)∩ ( 1

𝑚+1 ;
1
𝑚 ] = Ø. З умови

𝑥1 < 𝑥2 випливає, що 𝑓(𝑥1) = 1
𝑛 < 1

𝑚+1 < 1
𝑚 = 𝑓(𝑥2). Це доказує

монотоннiсть фунцiї 𝑓 на вiдрiзку [0; 1]. Тодi за теоремою 5 iнтеграл∫︀ 1

0 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 iснує.

2º Якщо функцiї 𝑓(𝑥) i 𝑔(𝑥) iнтегровнi на вiдрiзу [𝑎; 𝑏] i для довiль-
ного 𝑥 ∈ [𝑎; 𝑏] 𝑓(𝑥) ≥ 𝑔(𝑥), тo

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≥
𝑏∫︁

𝑎

𝑔(𝑥)𝑑𝑥. (9)

3º Нехай функцiя 𝑓(𝑥) iнтегровна на вiдрiзку [𝑎; 𝑏] i нехай iснують
числа 𝑚 i 𝑀 такi, що для довiльних 𝑥 ∈ [𝑎; 𝑏] виконується нерiв-
нiсть 𝑚 ≤ 𝑓(𝑥) ≤𝑀 . Тодi

𝑚(𝑏− 𝑎) ≤
𝑏∫︁

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≤𝑀(𝑏− 𝑎). (10)
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4º Якщо функцiя 𝑓(𝑥) iнтегровна на вiдрiзку [𝑎; 𝑏], 𝑓(𝑥) ≥ 0 для
довiльних 𝑥 ∈ [𝑎; 𝑏] i iснує точка 𝑥0 ∈ [𝑎; 𝑏] така, що 𝑓(𝑥0) > 0,
причому функцiя 𝑓(𝑥) неперервна в точцi 𝑥0, то

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 > 0. (11)

Зауваження. Умова неперервностi функцiї 𝑓(𝑥) в точцi 𝑥0, де

𝑓(𝑥0) > 0, суттєва. Приклад: 𝑓(𝑥) =
{︂
0, 0 < 𝑥 ≤ 1

1, 𝑥 = 0
,

1∫︀
0

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

0.

5º Якщо функцiя 𝑓(𝑥) iнтегровна на вiдрiзку [𝑎; 𝑏], то⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤

𝑏∫︁
𝑎

|𝑓(𝑥)| 𝑑𝑥. (12)

Зауваження. Якщо 𝑓 iнтегровна на вiдрiзку з кiнцями 𝑎,𝑏 (𝑎 < 𝑏

або 𝑎>𝑏), то

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑏∫︀𝑎 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑏∫︀𝑎 |𝑓(𝑥)| 𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒ .

6º Нехай функцiя 𝑓(𝑥) iнтегровна на вiдрiзку [𝑎; 𝑏] i iснує𝑀 > 0 таке,
що |𝑓 | ≤𝑀 . Тодi для довiльних 𝛼, 𝛽 ∈ [𝑎; 𝑏] виконується⃒⃒⃒⃒

⃒⃒
𝛽∫︁

𝛼

𝑓(𝑥)𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤𝑀 |𝛽 − 𝛼| . (13)

IV. Теорема 7 (iнтегральна теорема про середнє). Нехай функцiї
𝑓(𝑥) i 𝑔(𝑥) задовольняють умову:

1. 𝑓(𝑥) i 𝑔(𝑥) iнтегровнi на вiдрiзку [𝑎; 𝑏];

2. iснують числа 𝑚 i 𝑀 такi, що для довiльних 𝑥 ∈ [𝑎; 𝑏] 𝑚 ≤ 𝑓(𝑥) ≤
𝑀 ;

3. функцiя 𝑔(𝑥) не змiнює знака на вiдрiзку [𝑎; 𝑏], тобто 𝑔(𝑥) ≥ 0 для
довiльних 𝑥 ∈ [𝑎; 𝑏], або 𝑔(𝑥) ≤ 0 для довiльних 𝑥 ∈ [𝑎; 𝑏].
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Тодi iснує число 𝜇 ∈ [𝑚;𝑀 ] таке, що

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = 𝜇

𝑏∫︁
𝑎

𝑔(𝑥)𝑑𝑥. (14)

Наслiдок. Якщо функцiя неперервна на вiдрiзку [𝑎; 𝑏], a 𝑔(𝑥) iнте-
гровна на [𝑎; 𝑏] i 𝑔(𝑥) не змiнює знак на цьому вiдрiзку, то iснує точка
𝑐 ∈ [𝑎; 𝑏] така, що

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑓(𝑐)

𝑏∫︁
𝑎

𝑔(𝑥)𝑑𝑥. (15)

Зокрема, якщо 𝑔(𝑥) = 1, то iснує число 𝑐 ∈ [𝑎; 𝑏] таке, що
𝑏∫︀
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑓(𝑐)(𝑏− 𝑎).

Зауваження. Якщо 𝑓(𝑥) ≥ 0, то рiвнiсть
𝑏∫︀
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

𝑓(𝑐)(𝑏 − 𝑎) означає, що площа криволiнiйної трапецiї l0.6

РёРөРњ3.png

(див. мал. 3) з основою Δ = [𝑎; 𝑏]
дорiвнює площi прямокутника з основою довжини (𝑏 − 𝑎) i висотою
𝑓(𝑐).

Розв’зaння. 𝐼 =
100𝜋∫︀
0

√
1− cos 2𝑥𝑑𝑠 =

100𝜋∫︀
0

√
2 | sin𝑥 | 𝑑𝑥 =

√
2

100𝜋∫︀
0

|

sin𝑥 | 𝑑𝑥 =

=
√
2

(︂
𝜋∫︀
0

sin𝑥𝑑𝑥−
2𝜋∫︀
𝜋

sin𝑥𝑑𝑥+
3𝜋∫︀
2𝜋

sin𝑥𝑑𝑥−
4𝜋∫︀
3𝜋

sin𝑥𝑑𝑥+ · · ·+
99𝜋∫︀
98𝜋

sin𝑥𝑑𝑥−
100𝜋∫︀
99𝜋

sin𝑥𝑑𝑥

)︂
=

17



3 ВЛАСТИВОСТI ВИЗНАЧЕНОГО IНТЕГРАЛА

=
√
2
(︀
(− cos𝑥) |𝜋0 +(cos𝑥) |2𝜋𝜋 + · · ·+ (− cos𝑥) |99𝜋98𝜋 +(cos𝑥) |100𝜋99𝜋

)︀
=

=
√
2(2 + 2 + · · ·+ 2) =

√
2 · 2 · 100 = 200

√
2.

Приклад 24. Довести, що якщо функцiя 𝑓 неперервна на [], а фун-
кцiї 𝜙 i 𝜓 диференцiйованi на 𝑅, то

𝑑

𝑑𝑥

⎛⎜⎝ 𝜓(𝑥)∫︁
𝜑(𝑥)

𝑓(𝑡)𝑑𝑡

⎞⎟⎠ = 𝜓
′
(𝑥)𝑓 (𝜓(𝑥))− 𝜙

′
(𝑥)𝑓 (𝜙(𝑥)) .

Доведення. Нехай 𝐹 - первiсна для 𝑓 . Тодi за формулою Ньютона-
Лейбнiца

𝜓(𝑥)∫︁
𝜙(𝑥)

𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = 𝐹 (𝑡) |𝑡=𝜓(𝑥)𝑡=𝜙(𝑥)= 𝐹 (𝜓(𝑥))− 𝐹 (𝜙(𝑥)) .

Оскiльки 𝐹
′
(𝑡) = 𝑓(𝑡), то за правилом диференцiювання складної

функцiї

(𝐹 (𝜓(𝑥))− 𝐹 (𝜙(𝑥)))
′
= 𝐹

′
(𝜓(𝑥))𝜓

′
(𝑥)− 𝐹

′
(𝜙(𝑥))𝜙

′
(𝑥) =

= 𝑓 (𝜓(𝑥))𝜓
′
(𝑥)− 𝑓 (𝜙(𝑥))𝜙

′
(𝑥).

Теорема 12.(замiна змiнної). Нехай функцiя 𝑓(𝑥) неперервна на iн-
тервалi (𝑎0; 𝑏0), а функцiя 𝜙(𝑡) має неперервну похiдну на (𝛼0; 𝛽0), при-
чому 𝜙(𝑡) ∈ (𝑎0; 𝑏0) при всiх 𝑡 ∈ (𝛼0; 𝛽0). Тодi якщо 𝛼 ∈ (𝛼0; 𝛽0), 𝛽 ∈
(𝛼0; 𝛽0), 𝑎 = 𝜙(𝛼),𝑏 = 𝜙(𝛽), то справедлива формула замiни змiнної у
визначеному iнтегралi:

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

𝛽∫︁
𝛼

𝑓 (𝜙(𝑡))𝜙
′
(𝑡)𝑑𝑡.

Остаточно
𝑎+𝑇∫︀
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
0∫︀
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥+
𝑇∫︀
0

𝑓(𝑥)𝑑𝑥−
0∫︀
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑇∫︀
0

𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

Приклад 25. Обчислити 𝐼 =
𝑅∫︀
0

√
𝑅2 − 𝑥2𝑑𝑥.

18



3 ВЛАСТИВОСТI ВИЗНАЧЕНОГО IНТЕГРАЛА

Розв’язання.

𝐼 =

𝑅∫︁
0

√︀
𝑅2 − 𝑥2𝑑𝑥 =

[︂
𝑥 = 𝑅 sin 𝑡,𝑡 ∈

[︀
0; 𝜋2

]︀
√
𝑅2 − 𝑥2 = 𝑅 cos 𝑡; 𝑑𝑥 = 𝑅 cos 𝑡𝑑𝑡

]︂
= 𝑅2

𝜋
2∫︁

0

cos2 𝑡𝑑𝑡 =

𝑅2

𝜋
2∫︁

0

1 + cos 2𝑡

2
𝑑𝑡 =

𝜋𝑅2

4
,

Приклад 26. Нехай 𝑓 -неперервна на [−𝑎; 𝑎]. Довести, що

а) якщо 𝑓 - непарна, то
𝑎∫︀

−𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 0;

б) якщо 𝑓 - парна, то
𝑎∫︀

−𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 2

𝑎∫︀
0

𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

Доведення.

а) Оскiлькi 𝑓 - непарна, то 𝑓(−𝑥) = −𝑓(𝑥) для усiх 𝑥 ∈ [−𝑎; 𝑎].

Тодi
0∫︀

−𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

[︂
𝑥 = −𝑡; 𝑑𝑥 = −𝑑𝑡

𝑥 = −𝑎→ 𝑡 = 𝑎;𝑥 = 0 → 𝑡 = 0

]︂
=

−
0∫︀
𝑎

𝑓(−𝑡)𝑑𝑡 =
𝑎∫︀
0

𝑓(𝑡)𝑑𝑡.

Звiдси
𝑎∫︀

−𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

0∫︀
−𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥+

𝑎∫︀
0

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = −
𝑎∫︀
0

𝑓(𝑥)𝑑𝑥+
𝑎∫︀
0

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

0.
Аналогiчно доводиться б).
Приклад 27. Довести, що якщо 𝑓 - неперервна на 𝑅 перiодична з

перiодом 𝑇 функцiя, то для будь-якого 𝑎 ∈ 𝑅 вiрна вiрнiсть:

𝑎+𝑇∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

𝑇∫︁
0

𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

Доведення.
𝑎+𝑇∫︀
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
0∫︀
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥+
𝑇∫︀
0

𝑓(𝑥)𝑑𝑥+
𝑎+𝑇∫︀
𝑇

𝑓(𝑥)𝑑𝑥;
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3 ВЛАСТИВОСТI ВИЗНАЧЕНОГО IНТЕГРАЛА

𝑎+𝑇∫︀
𝑇

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

⎡⎣ 𝑥 = 𝑡+ 𝑇
𝑥 = 𝑇 → 𝑡 = 0

𝑥 = 𝑎+ 𝑇 → 𝑡 = 𝑎

⎤⎦ =
𝑎∫︀
0

𝑓(𝑡 + 𝑇 )𝑑𝑡 =
𝑎∫︀
0

𝑓(𝑡)𝑑𝑡 =

−
0∫︀
𝑎

𝑓(𝑡)𝑑𝑡.

Остаточно
𝑎+𝜏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

0∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 +

𝑇∫︁
0

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 −
0∫︁

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

𝑇∫︁
0

𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

Приклад 28. Обчислити I =

1
2𝜋∫︁

𝜋
2

sin5 𝑥 cos8 𝑥𝑑𝑥.

Розв’язання.

I =

2
2𝜋∫︁

−𝜋
2

sin5 𝑥 cos8 𝑥𝑑𝑥 =

[︂
sin5 𝑥 cos8 𝑥− перiодична

з перiодом 2𝜋

]︂
=

𝜋∫︁
−𝜋

sin5 𝑥 cos8 𝑥𝑑𝑥 = 0,

оскiльки sin5 𝑥 cos8 𝑥 — непарна функцiя.
Теорема 13 (iнтегрування частинами). Якщо функцiї 𝑢(𝑥) i 𝑣(𝑥) ма-

ють на [𝑎; 𝑏] неперервнi похiднi, то справедлива формула iнтегрування
частинами:

𝑏∫︁
𝑎

𝑢(𝑥)𝑣′(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)|𝑏𝑎 −
𝑏∫︁

𝑎

𝑣(𝑥)𝑢′(𝑥)𝑑𝑥.

Зауваження. Враховуючи, що 𝑣′(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑑𝑣, 𝑢′(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑑𝑢, формулi
iнтегрування частинами можна надати вигляду:

𝑏∫︁
𝑎

𝑢𝑑𝑣 = 𝑢𝑣|𝑏𝑎 −
𝑏∫︁

𝑎

𝑣𝑑𝑢

Приклад 29. Обчислити
2∫︁

1

𝑥 ln𝑥𝑑𝑥.
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Розв’язання.
2∫︁

1

𝑥 ln𝑥𝑑𝑥 =

2∫︁
1

ln𝑥𝑑

(︂
𝑥2

2

)︂
=
𝑥2

2
ln𝑥

⃒⃒⃒⃒2
1

−
2∫︁

1

𝑥2

2
·1
𝑥
𝑑𝑥 = 2 ln 2− 1

2
· 𝑥

2

2

⃒⃒⃒⃒2
1

= 2 ln 2−3

4
.

Приклад 30. Обчислити iнтеграли: I𝑛 =

𝜋
2∫︁

0

sin𝑛 𝑥𝑑𝑥, I′𝑛 =

𝜋
2∫︁

0

cos𝑛 𝑥𝑑𝑥, де 𝑛− цiле невiд’ємне число.

Розв’язання. Спочатку покажемо, що I𝑛 = I′𝑛.

Дiйсно, I′𝑛 =

𝜋
2∫︁

0

cos𝑛 𝑥𝑑𝑥 =

𝜋
2∫︁

0

sin𝑛
(︁𝜋
2
− 𝑥

)︁
𝑑𝑥 =[︂

𝜋
2 − 𝑥 = 𝑡;𝑥 = 0 → 𝑡 = 𝜋

2
𝑑𝑥 = −𝑑𝑡;𝑥 = 𝜋

2 → 𝑡 = 0

]︂
=

= −
0∫︁

𝜋
2

sin𝑛 𝑡𝑑𝑡 =

𝜋
2∫︁

0

sin𝑛 𝑡𝑑𝑡 = I𝑛

Обчислимо I𝑛. Легко знайти I0 =

𝜋
2∫︁

0

𝑑𝑥 =
𝜋

2
, I1 =

𝜋
2∫︁

0

sin𝑥𝑑𝑥 =

− cos𝑥|
𝜋
2
0 = 1. Нехай тепер 𝑛 > 1. Iнтегрування частинами дає:

I𝑛 =

𝜋
2∫︁

0

sin𝑛 𝑥𝑑𝑥 =

[︂
𝑢 = sin𝑛−1 𝑥 𝑑𝑢 = (𝑛− 1) sin𝑛−2 𝑥 cos𝑥𝑑𝑥
𝑑𝑣 = sin𝑥𝑑𝑥 𝑣 = − cos𝑥

]︂
= − sin𝑛−1 𝑥 cos𝑥|

𝜋
2
0+

+(𝑛− 1)

𝜋
2∫︁

0

sin𝑛−2 𝑥 cos2 𝑥𝑑𝑥 = (𝑛− 1)

𝜋
2∫︁

0

sin𝑛−2 𝑥
(︀
1− sin2 𝑥

)︀
𝑑𝑥 =

= (𝑛− 1)

𝜋
2∫︁

0

sin𝑛−2 𝑥𝑑𝑥− (𝑛− 1)

𝜋
2∫︁

0

sin𝑛 𝑥𝑑𝑥.

Таким чином, I𝑛 = (𝑛− 1)I𝑛−2 − (𝑛− 1)I𝑛. Звiдси знаходимо реку-
рентну формулу:
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I𝑛 =
𝑛− 1

𝑛
I𝑛−2,

по якiй iнтеграл I𝑛 послiдовно приводиться до I0 або I1 в залежностi
вiд
того, число 𝑛 парне або непарне.

Розглянемо обидва випадки.

1. Нехай 𝑛 = 2𝑚. Тодi I2𝑚 =
2𝑚− 1

2𝑚
I2𝑚−2 =

2𝑚− 1

2𝑚
· 2𝑚− 3

2𝑚− 2
I2𝑚−4 =

. . . =

=
2𝑚− 1

2𝑚
· 2𝑚− 3

2𝑚− 2
· 2𝑚− 5

2𝑚− 4
· . . . · 3

4
· 1
2
· I0 =

(2𝑚− 1)!!

(2𝑚)!!
· 𝜋
2
.

2. Якщо 𝑛 = 2𝑚+ 1, то аналогiчно попередньому знаходимо

I2𝑚+1 =
2𝑚

2𝑚+ 1
· 2𝑚− 2

2𝑚− 1
· . . . · 2

3
· I1 =

(2𝑚)!!

(2𝑚+ 1)!!
.

Таким чином,

I𝑛 = I′𝑛 =

{︃
(𝑛−1)!!
𝑛!! · 𝜋2 , якщо 𝑛 парне;

(𝑛−1)!!
𝑛!! , якщо 𝑛 непарне.

Приклад 31. Довести формулу Валiса

𝜋

2
= lim

𝑚→∞

[︂
(2𝑚)!!

(2𝑚− 1)!!

]︂2
· 1

2𝑚+ 1
.

Розв’язання. Для всiх 𝑥 ∈
(︁
0;
𝜋

2

)︁
sin2𝑚+2 𝑥 < sin2𝑚+1 𝑥 < sin2𝑚 𝑥.

Тодi за властивiстю (III; 4∘, §5) визначеного iнтеграла
𝜋
2∫︁

0

sin2𝑚+2 𝑥𝑑𝑥 <

𝜋
2∫︁

0

sin2𝑚+1 𝑥𝑑𝑥 <

𝜋
2∫︁

0

sin2𝑚 𝑥𝑑𝑥,

звiдки за рекурентною формулою попереднього прикладу

(2𝑚+ 1)!!

(2𝑚+ 2)!!
· 𝜋
2
<

(2𝑚)!!

(2𝑚+ 1)!!
<

(2𝑚− 1)!!

(2𝑚)!!
· 𝜋
2
.
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Тодi

2𝑚+ 1

2𝑚+ 2
· 𝜋
2
<

[︂
(2𝑚)!!

(2𝑚− 1)!!

]︂2
· 1

2𝑚+ 1
<
𝜋

2
.

Звiдси за теоремою про три послiдовностi

𝜋

2
= lim

𝑚→∞

[︂
(2𝑚)!!

(2𝑚− 1)!!

]︂2
· 1

2𝑚+ 1
.

Зауваження. Отримана формула Валiса дає простий вираз для чи-
сла 𝜋 через натуральнi числа. Вона використусться, на приклад, при
виведениi формули Стiрлiнга:

𝑛! =
√
2𝜋𝑛

(︁𝑛
𝑒

)︁𝑛
𝑒

𝜃
12𝜋 , 0 < 𝜃 < 1,

5.Обчислити iнтегали:
XX

а)

𝜋
8∫︁

−𝜋
6

𝑥6 sin7 𝑥𝑑𝑥

б)
2∫︁

−2

(𝑥7 − 7𝑥) ln3(𝑥4 + 1)𝑑𝑥;

в)
𝜋∫︁

0

sin9 𝑥𝑑𝑥;

г)

1
2∫︁

− 1
2

ln
1 + 𝑥

1− 𝑥
𝑑𝑥.

4 Наближене обчислення визначених
iнтегралiв

Формула Ньютона-Лейбнiца дає дiйсно зручний метод обчислення
визначених iнтегралiв у тому випадку, коли вiдома первiсна пiдiнтель-
ної функцiї, причому ця первiсна не дуже складна. У противному ви-
падку iнтеграл обчислюють наближено, при цьому не виключається
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застосування формули Ньютона-Лейбнiца, але вже для iнших бiльш
простих функцiй. У даному параграфi ми розглянемо наближене об-
числення визначених iнтегралiв за допомогою формули Тейлора, а та-
кож нерiвностей мiж iнтегралами, якi випливають iз нерiвностей мiж
пiдiнтегральними функцiями.

Приклад32. Обчислити iнтеграл Френеля
1∫︀
0

sin𝑥2𝑑𝑥 з точнiстю до

10−2.

Розв’язання. Ми знаємо, що первiсна
∫︀
𝑥2𝑑𝑥 функцiї sin𝑥2 не

виражається у елементарних функцiях. Отже використати безпосе-
редньо формулу Ньютона-Лейбнiца у даному випадку не можливо.
Поступимо iнакше. За формулою Тейлора iз залишковим членом у
формi Лагранжа маємо:

sin𝑥 = 𝑥− 1

3!
𝑥3 +

1

5!
𝑥5 − . . .+

(−1)𝑛

(2𝑛+ 1)!
𝑥2𝑛+1 + 0 · 𝑥2𝑛+2 + 𝑟2𝑛+2(𝑥),

де 𝑟2𝑛+2 =
sin
(︀
+𝜋

2 (2𝑛+3)
)︀

(2𝑛+3)! 𝑥2𝑛+3,0 < 𝜉 < 𝑥.

Тому при 𝑥 ∈ [0; 1] |𝑟2𝑛+2(𝑥)| ≤ 1
(2𝑛+3)! . Але 1

(2𝑛+3)! < 10−3 при
𝑛 ≥ 2.
Таким чином, sin𝑥 ≈ 𝑥− 1

3!𝑥
5 ≡ 𝑃 (𝑥) з точнiстю 10−3 при 0 ≤ 𝑥 ≤ 1.

Отже, користуючись властивостями (3;2∘,5∘,S5 )

⃒⃒⃒⃒ 1∫︁
0

sin𝑥2𝑑𝑥 =

1∫︁
0

𝑃 (𝑥2)𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
≤

1∫︁
0

⃒⃒
sin𝑥2 − 𝑃 (𝑥2)

⃒⃒
𝑑𝑥 <

1∫︁
0

10−3𝑑𝑥 = 10−3

Таким чином,
⃒⃒ 1∫︀
0

sin𝑥2𝑑𝑥−
∫︀ 1

0 𝑃 (𝑥
2)𝑑𝑥

⃒⃒
≤

1∫︀
0

⃒⃒
𝑠𝑖𝑛𝑥2 − 𝑃 (𝑥2)

⃒⃒
𝑑𝑥 <

1∫︀
0

10−3𝑑𝑥 = 10−3.

За формулою Ньютона-Лейбнiца,

1∫︁
0

𝑃 (𝑥2)𝑑𝑥 =

1∫︁
0

(︂
𝑥2− 1

3!
𝑥6+

1

5!
𝑥(10)

)︂
𝑑𝑥 =

(︂
1

3
𝑥3− 1

3! · 7
𝑥7+

1

5! · 11
𝑥11

)︂⃒⃒⃒⃒1
0

=

1

3
− 1

3! · 7
+

1

5! · 11
≈ 0,31.
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Отже,
∫︀ 1

0 sin𝑥2𝑑𝑥 ≈ 0,31 з похибкою менше 10−3.

Приклад 33. Обчислити наближено елiптичний iнтеграл

𝐼 =

𝜋
2∫︁

0

√︁
1− 0,25 sin2 𝑥𝑑𝑥,

користуючись формулою Тейлора iз трьома членами. Оцiнити похиб-
ку отриманого результата.

Розв’язання.Iнтеграл
√︀
1− 0,25 sin2 𝑥𝑑𝑥 не береться у елементар-

них функцiях. Тому формулу Ньютона-Лейбнiца, як i в попередньому
прикладi, безпосередньо застосувати ми не можемо.

Розглянемо формулу Тейлора для функцiї

𝜙(𝑧) = (1− 𝑧)
1
2 = 1− 1

2
𝑧 − 1

8
𝑧2 + 𝑟2(𝑧),

де 𝑟2(𝑧) =
𝜙(3)(𝜉)

3! 𝑧3, 0 < 𝜉 < 𝑧 -залишковий член у формi Лагранжа.

Оскiльки 𝜙(3)(𝜉) = −3
8

(︁
1−𝜉

)︁− 5
2

, то, покладаючи 𝑧 = 0,25 sin2 𝑥 ≤ 1
4 ,

отримаємо:

0 < 𝜉 <
1

4
;

− 4

3
√
3
< 𝜙(3)(𝜉) < −3

8
;

− 2

9
√
3

(︁sin2 𝑥
4

)︁3

< 𝑟2(0,25𝑠𝑖𝑛
2𝑥) < − 1

16

(︁sin2 𝑥
4

)︁3

,

звiдки − 2
9
√
3·43

𝜋
2∫︀
0

sin6 𝑥𝑑𝑥 < Δ < − 1
16·43

𝜋
2∫︀
0

sin6 𝑥𝑑𝑥, де Δ =

𝜋
2∫︀
0

𝑟2(0,25𝑠𝑖𝑛
2𝑥)𝑑𝑥.
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Згiдно з рекурентною формулою (див. приклад 30):

𝜋
2∫︁

0

sin6 𝑥𝑑𝑥 =
5

6

𝜋
2∫︁

0

sin4 𝑥𝑑𝑥 =
5

6
· 3
4
sin2 𝑥𝑑𝑥 =

=
15

24
· 1
2

𝜋
2∫︁

0

𝑑𝑥 =
15

96
𝜋 =

5

32
𝜋.

Таким чином, − 5𝜋
9
√
3·210 < Δ < − 5𝜋

215 , або −9,84 · 10−4 < Δ < −4,79 ·
10−4.

Нехай 𝐼1 =
𝜋
2∫︀
0

(︁
1− 1

8𝑠𝑖𝑛
2𝑥− 1

128 sin
4 𝑥

)︁
𝑑𝑥.

Тодi 𝐼 = 𝐼1 +Δ, звiдки 𝐼1 − 9,84 · 10−4 < 𝐼 < 𝐼1 − 4,79 · 10−4.
Покладемо
𝐼 ≈ 𝐼* = 1

2{(𝐼1 − 9,84 · 10−4) + (𝐼1 − 4,79 · 10−4)} = 𝐼1 − 1
2(9,84 +

4,79) · 10−4.
Оскiльки 𝐼1 = 957𝜋

2048 ≈ 1,4680196, то 𝐼 ≈ 𝐼* = 1,467287.

𝐼1 − 9,84 · 10−4

𝐼 𝐼*

𝐼1 − 4,79 · 10−4

|𝐼 − 𝐼*| < 1

2
{(𝐼1 − 4,79 · 10−4)− (𝐼1 − 9,84 · 10−4)} =

=
1

2
(9,84 · 10−4 − 4,79 · 10−4) < 2,53 · 10−4 < 5 · 10−4.

Отже, 𝐼 ≈ 𝐼* = 1,467287 з точнiстю 5 · 10−4.
Задачi для самостiйного розв’язання

1. Обчислити iнтеграл
1∫︀
0

sin 𝑥2

2 𝑑𝑥 з похибкою 5 · 10−5.

2. Обчислити iнтеграл
𝜋
2∫︀
0

𝑑𝑥√
1−0,5 sin2 𝑥

за допомогою формули Тейлора

з трьома членами у головнiй частинi. Оцiнити похибку отриманого
результата.
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