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1 ОЗНАЧЕННЯ Й ВЛАСТИВОСТI НЕВИЗНАЧЕНОГО IНТЕГРАЛА

1 Означення й властивостi невизначеного
iнтеграла

Основна задача диференцiального числення полягає в тому, щоб вiд
заданої функцiї 𝑓(𝑥) знайти її похiдну 𝑓 ′(𝑥). Якщо, наприклад, вiдомо
закон прямолiнiйного руху точки 𝑆 = 𝑆(𝑡) i треба знайти швидкiсть
𝜈 та прискорення 𝑎 в даний момент часу 𝑡, то цi задачi розв’язуються
за допопмогою похiдних:

𝜈 = 𝑆 ′(𝑡), 𝑎 = 𝜈 ′(𝑡) = 𝑆 ′′(𝑡).

Проте на практицi доводиться частiше розв’язувати оберненi зада-
чi, коли вiдоме прискорення 𝑎 = 𝑎(𝑡) i треба знайти швидкiсть 𝜈 в
момент часу 𝑡 та пройдений шлях 𝑆 за час 𝑡 точкою, яка рухається
прямолiнiйно. Отже, за вiдомою функцiєю 𝑎(𝑡) треба знайти функцiю
𝜈(𝑡), для якої 𝑎(𝑡) є похiдною, а потiм за функцiєю 𝜈(𝑡) знайти функцiю
𝑆(𝑡) для якої 𝜈(𝑡) є похiдною.

Отже з математичної точки зори дiстаємо таку задачу. На деяко-
му промiжку (𝑎; 𝑏) задано функцiю 𝑓(𝑥). Треба знайти таку функцiю
𝐹 (𝑥), щоб 𝐹 ′(𝑥) = 𝑓(𝑥), для 𝑥 ∈ (𝑎; 𝑏).

Означення. Нехай функцiї 𝑓(𝑥) i 𝐹 (𝑥) визначенi на (𝑎; 𝑏). Якщо
iснує 𝐹 ′(𝑥) на (𝑎; 𝑏) i 𝐹 ′(𝑥) = 𝑓(𝑥) для всiх 𝑥 ∈ (𝑎; 𝑏), то 𝐹 (𝑥) назива-
ється первiсною для функцiї 𝑓(𝑥) на (𝑎; 𝑏).

Зауваження 1. Iз означення випливає, що первiсна 𝐹 (𝑥) функцiї
𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ (𝑎; 𝑏), неперервна на (𝑎; 𝑏).

Зауваження 2. Якщо 𝐹 (𝑥) первiсна для 𝑓(𝑥) на (𝑎; 𝑏), то 𝐹 (𝑥)+𝐶
при будь-якому значеннi 𝐶 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 також являється первiсною для
𝑓(𝑥) на (𝑎; 𝑏).

Приклади.
1. Для функцiї 𝑓(𝑥) = 𝑥, 𝑥 ∈ R = (−∞; +∞) первiсною на R є

функцiя 𝐹 (𝑥) =
𝑥2

2
, 𝑥 ∈ R.

2. Для функцiї 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥, 𝑥 ∈ R первiсною на R є функцiя 𝐹 (𝑥) = 𝑒𝑥,
𝑥 ∈ R.

3. Для функцiї 𝑓(𝑥) = 0 при 𝑥 < 0 i 𝑓(𝑥) = 𝑥 при 𝑥 ≥ 0 первiсною на
R є функцiя 𝐹 (𝑥) = 0 при 𝑥 < 0 i 𝐹 (𝑥) = 𝑥2

2 при 𝑥 ≥ 0 вiдповiдно.
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1 ОЗНАЧЕННЯ Й ВЛАСТИВОСТI НЕВИЗНАЧЕНОГО IНТЕГРАЛА

Чи будь-яка функцiя має первiсну? Наступний приклад показує,
що вiдповiдь на це питання негативна.

Приклад.
Нехай 𝑓(𝑥) = sgn𝑥, 𝑥 ∈ (−1; 1). Функцiя 𝑓(𝑥) не має первiсної на

(−1; 1).
Припустимо, що це твердження не має мiсця. Нехай 𝐹 така, що для

всiх 𝑥 ∈ (−1; 1) 𝐹 ′(𝑥) = 𝑓(𝑥). До вiдрiзка [0;𝑥], 0 < 𝑥 < 1 i функцiї
𝐹 застосуємо теорему Лагранжа. Тодi iснує 𝜃 ∈ (0;𝑥) : 𝐹 (𝑥)− 𝐹 (0) =
𝐹 ′(𝜃)𝑥 = 𝑓(𝜃)𝑥 = 𝑥. Звiдси

𝐹 ′
+(0) = lim

𝑥→+0

𝐹 (𝑥)− 𝐹 (0)

𝑥− 0
= lim

𝑥→+0
1 = 1.

Але 𝐹 ′
+(0) = 𝐹 ′(0) = 𝑓(0) = 0. Маємо суперечнiсть. Цей приклад

показує, що простi функцiї можуть не мати первiсної.

Теорема 1. (про зв’язок первiсних для однiєї функцiї). Якщо 𝐹1(𝑥)
i 𝐹2(𝑥) – двi первiснi для 𝑓(𝑥) на (𝑎; 𝑏), то для всiх 𝑥 ∈ (𝑎; 𝑏) 𝐹2(𝑥) −
𝐹1(𝑥) = 𝐶, де 𝐶 −− стала.

Доведення. Нехай Φ(𝑥) = 𝐹2(𝑥) − 𝐹1(𝑥). Звiдси Φ′(𝑥) = 𝐹 ′
2(𝑥) −

𝐹 ′
1(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥) = 0. Тодi за наслiдком iз теореми Лагранжа

Φ(𝑥) = 𝐶 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Звiдси 𝐹2(𝑥)− 𝐹1(𝑥) = 𝐶.

Зауваженняя 3. За попередньою теоремою двi первiснi функцiї
для тiєї самої функцiї вiдрiзняється одна вiд одної на сталу величину:

𝐹2(𝑥) = 𝐹1(𝑥) + 𝐶.

Iнакше кажучи, якщо 𝐹 (𝑥) – первiсна функцiя для 𝑓(𝑥) на (𝑎; 𝑏), то
будь-яка iнша первiсна для 𝑓(𝑥) зображується у виглядi 𝐹 (𝑥)+𝐶, де 𝐶
– довiльне стале число. Таким чином, ми можемо уточнити зауваження
2, а саме:
якщо 𝐹 (𝑥) – первiсна функцiя для 𝑓(𝑥) на (𝑎; 𝑏), то 𝐹 (𝑥) +𝐶 – також
первiсна функцiя для 𝑓(𝑥) на (𝑎; 𝑏) i нiякi iншi функцiї, окрiм функцiй
виду 𝐹 (𝑥) + 𝐶, не можуть бути первiсними для функцiї 𝑓 .

Означення. Сукупнiсть усiх первiсних для функцiї 𝑓(𝑥) на деяко-
му промужку Δ називають невизначеним iнтегралом вiд функцiї 𝑓(𝑥)
на цьому промiжку, позначають символом

∫︀
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 i пишуть∫︁

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹 (𝑥) + 𝐶,
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1 ОЗНАЧЕННЯ Й ВЛАСТИВОСТI НЕВИЗНАЧЕНОГО IНТЕГРАЛА

де 𝐹 (𝑥) – яка-небудь первiсна функцiя 𝑓(𝑥) на Δ, 𝐶 – стала,
∫︀

–
знак iнтеграла, 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 – пiдiнтегральний вираз (𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹 ′(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑑𝐹 (𝑥)), 𝑓(𝑥) – пiдiнтегральна функцiя.

Операцiя знаходження невизначеного iнтеграла вiд даної функцiї
називається iнтегруванням. Таким чином, iнтегрування є зворотною
операцiєю у вiдношеннi до знаходження похiдної.

Роздiл математичного аналiзу, в якому вивчаються способи iнте-
грування функцiй, називається iнтегральним численням.

Приклади.

1.
∫︁

𝑒2𝑥𝑑𝑥 =
1

2
𝑒2𝑥 + 𝐶.

Перевiрка:
(︂
1

2
𝑒2𝑥 + 𝐶

)︂′
= 𝑒2𝑥.

2.
∫︀
cos𝑥𝑑𝑥 = sin𝑥+ 𝐶.

Перевiрка: (sin𝑥+ 𝐶)′ = cos𝑥.

1.
∫︀
𝑑𝐹 (𝑥) = 𝐹 (𝑥) + 𝐶, оскiльки 𝑑𝐹 (𝑥) = 𝐹 ′(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

2. 𝑑
(︀∫︀

𝑓(𝑥)𝑑𝑥
)︀
= 𝑓(𝑥)𝑑𝑥, оскiльки 𝑑

(︀∫︀
𝑓(𝑥)𝑑𝑥

)︀
= 𝑑 (𝐹 (𝑥) + 𝐶) =

= 𝑑𝐹 (𝑥) = 𝐹 ′(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

3. Властивiсть лiнiйностi (iнтеграл вiд лiнiйної комбiнацiї функцiй
дорiвнює вiдповiднiй лiнiйнiй комбiнацiї iнтегралiв вiд розгляду-
ваних функцiй): якщо 𝑓 i 𝑔 iнтегрованi на Δ i 𝛼, 𝛽 ∈ R, то функцiя
𝜙 = 𝛼𝑓 + 𝛽𝑔− iнтегрована на Δ i∫︁

[𝛼𝑓(𝑥) + 𝛽𝑔(𝑥)] 𝑑𝑥 = 𝛼

∫︁
𝑓(𝑥)𝑑𝑥+ 𝛽

∫︁
𝑔(𝑥)𝑑𝑥. *

Доведення. Нехай 𝐹 i 𝐺 — первiснi для функцiй 𝑓 i 𝑔 вiдповiдно,
тодi Φ = 𝛼𝐹 + 𝛽𝐺 - первiсна для функцiї 𝜙, оскiльки

(𝛼𝐹 (𝑥) + 𝛽𝐺(𝑥))′ = 𝛼𝑓(𝑥) + 𝛽𝑔(𝑥) = 𝜙(𝑥)

Згiдно означенню невизначеного iнтеграла лiва частина (*) скла-
дається iз функцiй виду Φ(𝑥) + 𝐶, а права - iз функцiй виду

𝛼𝐹 (𝑥) + 𝛼𝐶1 + 𝛽𝐺(𝑥) + 𝛽𝐶2 = Φ(𝑥) + 𝛼𝐶1 + 𝛽𝐶2.
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2 ТАБЛИЦЯ ОСНОВНИХ IНТЕГРАЛIВ

Кожна функцiя виду Φ(𝑥) + 𝐶 належить сукупностi функцiй Φ(𝑥)+
+𝛼𝐶1 + 𝛽𝐶2 i навпаки.

Приклади.

1.
∫︁

(𝑒𝑥 + 𝑥2)𝑑𝑥 =

∫︁
𝑒𝑥𝑑𝑥+

∫︁
𝑥2𝑑𝑥 = 𝑒𝑥 +

𝑥3

3
+ 𝐶.

2.
∫︁ (︂

−2 sin𝑥+
3

1 + 𝑥2

)︂
𝑑𝑥 = −2

∫︁
sin𝑥𝑑𝑥+ 3

∫︁
𝑑𝑥

1 + 𝑥2
=

= −2(− cos𝑥) + 3 arctg 𝑥+ 𝐶.

Зауваження 4.
∫︀
sin 2𝑥𝑑𝑥 =

∫︀
𝑑(−1

2
cos 2𝑥) = −1

2
cos 2𝑥 + 𝐶1. З

iншого боку,
∫︀
sin 2𝑥𝑑𝑥 =

∫︀
2 sin𝑥 cos𝑥𝑑𝑥 =

∫︀
𝑑(sin2 𝑥) = sin2 𝑥 + 𝐶2.

Це не означає, що −1
2 cos 2𝑥 дорiвнює sin2 𝑥. Це означає, що сукупностi

функцiй {−1
2 cos 2𝑥+𝐶1} i {sin2 𝑥+𝐶2} спiвпадають, що рiвносильне

iснуванню такої сталої, що sin2 𝑥 = −1
2 cos 2𝑥 + 𝐶 (𝑥 = 0 : 𝐶 = 1

2 ,
звiдки отримаємо вiдому формулу sin2 𝑥 = 1−cos 2𝑥

2 ).

2 Таблиця основних iнтегралiв

1).

∫︁
𝑥𝛼𝑑𝑥 =

𝑥𝛼+1

𝛼 + 1
+𝐶, 𝑥 ̸= 0, 𝛼 ̸= −1, оскiльки

(︂
𝑥𝛼+1

𝛼 + 1
+ 𝐶

)︂′

= 𝑥𝛼.∫︁
𝑥𝑛𝑑𝑥 =

𝑥𝑛+1

𝑛+ 1
+ 𝐶, 𝑥 ∈ R, 𝑛− цiле, 𝑛 ≥ 0.∫︁

𝑥𝑛𝑑𝑥 =
𝑥𝑛+1

𝑛+ 1
+ 𝐶, 𝑥 ̸= R, 𝑛− цiле, 𝑛 ̸= −1.

2).

∫︁
𝑑𝑥

𝑥
= ln |𝑥|+𝐶, 𝑥 ̸= 0, оскiльки, наприклад,

при 𝑥 > 0 (ln𝑥)′ =
1

𝑥
,

при 𝑥 < 0 (ln(−𝑥))′ =
1

𝑥
.

3).

∫︁
𝑎𝑥𝑑𝑥 =

𝑎𝑥

ln 𝑎
+ 𝐶, 𝑥 ∈ R;
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2 ТАБЛИЦЯ ОСНОВНИХ IНТЕГРАЛIВ

якщо 𝑎 = 𝑒, тодi
∫︁

𝑒𝑥𝑑𝑥 = 𝑒𝑥 + 𝐶.

4).

∫︁
sin𝑥𝑑𝑥 = − cos𝑥+ 𝐶, 𝑥 ∈ R.

5).

∫︁
cos𝑥𝑑𝑥 = sin𝑥+ 𝐶, 𝑥 ∈ R.

6).

∫︁
𝑑𝑥

cos2 𝑥
= tg 𝑥+ 𝐶, 𝑥 ∈

(︁
−𝜋

2
+ 𝜋𝑛,

𝜋

2
+ 𝜋𝑛

)︁
, 𝑛 ∈ Z.

7).

∫︁
𝑑𝑥

sin2 𝑥
= − ctg 𝑥+ 𝐶, 𝑥 ∈ (𝜋𝑛, 𝜋 + 𝜋𝑛), 𝑛 ∈ Z.

8).

∫︁
sh𝑥𝑑𝑥 = ch𝑥+ 𝐶, 𝑥 ∈ R.

9).

∫︁
ch𝑥𝑑𝑥 = sh𝑥+ 𝐶, 𝑥 ∈ R.

10).

∫︁
𝑑𝑥

ch2 𝑥
= th𝑥+ 𝐶, 𝑥 ∈ R.

11).

∫︁
𝑑𝑥

sh2 𝑥
= − cth𝑥+ 𝐶, 𝑥 ̸= 0.

12).

∫︁
𝑑𝑥

𝑥2 + 1
=

{︃
arctg 𝑥+ 𝐶,

− arctg 𝑥+ 𝐶,
𝑥 ∈ R.

13).

∫︁
𝑑𝑥√
1− 𝑥2

=

{︃
arcsin𝑥+ 𝐶,

− arccos𝑥+ 𝐶,
|𝑥| < 1.

14).

∫︁
𝑑𝑥

𝑥2 − 1
=

1

2
ln

⃒⃒⃒⃒
𝑥− 1

𝑥+ 1

⃒⃒⃒⃒
+ 𝐶, |𝑥| ≠ 1.

15).

∫︁
𝑑𝑥√
𝑥2 + 𝑎

= ln
⃒⃒⃒
𝑥+

√︀
𝑥2 + 𝑎

⃒⃒⃒
+ 𝐶, 𝑎 ̸= 0, 𝑥 ∈ R.

Зауваження 5. Як вiдомо, елементарними функцiями є много-
члени, рацiональнi функцiї, степенева, показниковi й логарифмiчна
функцiї, тригонометричнi та оберненi тригонометричнi функцiї, їх су-
ми, добутки й частки, а також всiлякi суперпозицiї у скiнченому числi
цих функцiй. Похiднi елементарних функцiй є елементарними фун-
кцiями. Але має мiсце такий вiдомий факт (без доведення): первiснi
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3 МЕТОД ЗАМIНИ ЗМIННОЇ (МЕТОД ПIДСТАНОВКИ).

елементарних функцiй, взагалi кажучи, елементарними функцiями мо-
жуть i не бути. Наприклад, не будуть елементарними функцiями пер-
вiснi таких простих функцiй: 𝑓(𝑥) = cos𝑥2, 𝑓(𝑥) = sin𝑥2, 𝑓(𝑥) =
𝑒𝑥

2

, 𝑥 ∈ R; 𝑓(𝑥) = sin𝑥
𝑥 , 𝑥 > 0, хоча, як буде далi доведено, їх первiснi

iснують.

Зауваження 6. Кожна з формул у приведенiй вище таблицi iнте-
гралiв розглядається на тих промiжках дiйсної осi R, на яких означена
вiдповiдна пiдiнтегральна функцiя. Якщо таких промiжкiв декiлька,
то стала 𝐶 у правiй частинi може змiнюватися вiд промiжку до про-
мiжку.

3 Метод замiни змiнної (метод пiдстанов-
ки).

У цьому параграфi розглянемо найважливiший спецiальний прийом,
який дозволяє знаходити ефективно i у явному виглядi первiснi бага-
тьох елементарних функцiй.

Теорема 2 . Нехай
∫︀
𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = 𝐹 (𝑡)+𝐶 на Δ̃ = 𝜙(Δ), де 𝑡 = 𝜙(𝑥)−

функцiя, що диференцiйована на промiжку Δ (звiдки Δ̃ – теж промi-
жок), тобто множина значень функцiї 𝜙 збiгається з областю визначе-
ння функцiї 𝐹 (𝑡). Тодi∫︁

𝑓(𝜙(𝑥))𝑑𝜙 = 𝐹 (𝜙(𝑥)) + 𝐶

або ∫︁
𝑓(𝜙(𝑥))𝜙′(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹 (𝜙(𝑥)) + 𝐶

(формула iнтегрування замiною змiнної).

Доведення. Дiйсно, (𝐹 (𝜙(𝑥)))′ = 𝐹 ′(𝜙(𝑥)) ·𝜙′(𝑥) = 𝑓(𝜙(𝑥)) ·𝜙′(𝑥).
Таким чином, якщо 𝐹 (𝑡)– первiсна для 𝑓(𝑡), то 𝐹 (𝜙(𝑥))– первiсна для
𝑓(𝜙(𝑥))𝜙′(𝑥).

Зауваження 7.
1. Якщо ∫︁

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹 (𝑥) + 𝐶,

8
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то ∫︁
𝑓(𝑎𝑥+ 𝑏)𝑑𝑥 =

∫︁
𝑓(𝑎𝑥+ 𝑏)

1

𝑎
𝑑(𝑎𝑥+ 𝑏) =

1

𝑎
𝐹 (𝑎𝑥+ 𝑏) + 𝐶.

2. Оскiльки ∫︁
𝑑𝑡

𝑡
= ln |𝑡|+ 𝐶,

то ∫︁
𝑑(𝜙(𝑥))

𝜙(𝑥)
=

∫︁
𝜙′(𝑥)𝑑𝑥

𝜙(𝑥)
= ln |𝜙(𝑥)|+ 𝐶, 𝜙(𝑥) ̸= 0.

3. Оскiльки ∫︁
𝑡𝛼𝑑𝑡 =

𝑡𝛼+1

𝛼 + 1
+ 𝐶, 𝛼 ̸= −1, 𝑡 > 0,

то ∫︁
(𝜙(𝑥))𝛼𝑑(𝜙(𝑥)) =

(𝜙(𝑥))𝛼+1

𝛼 + 1
+ 𝐶, 𝛼 ̸= −1, 𝜙(𝑥) > 0.

Приклади .

1.
∫︁
(2𝑥+ 3)6𝑑𝑥 =

1

2

(2𝑥+ 3)7

7
+ 𝐶.

2.
∫︁

𝑑𝑥

(𝑥+ 𝑎)𝑘
=

∫︁
𝑑(𝑥+ 𝑎)

(𝑥+ 𝑎)𝑘
=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(𝑥+ 𝑎)−𝑘+1

−𝑘 + 1
+ 𝐶, 𝑘 ̸= 1,

ln |𝑥+ 𝑎|+ 𝐶, 𝑘 = 1.

3.
∫︁

𝑥𝑑𝑥

𝑥2 + 1
=

1

2

∫︁
𝑑(𝑥2 + 1)

𝑥2 + 1
=

1

2
ln(𝑥2 + 1) + 𝐶.

4.
∫︁

ctg 𝑥 =

∫︁
cos𝑥

sin𝑥
𝑑𝑥 =

∫︁
𝑑(sin𝑥)

sin𝑥
= ln |sin𝑥|+ 𝐶.

5.
∫︁

𝑥𝑑𝑥√
𝑥2 + 1

=
1

2

∫︁
𝑑(𝑥2 + 1)√

𝑥2 + 1
=
√︀

𝑥2 + 1 + 𝐶.

6.
∫︁

𝑑𝑥

𝑥2 + 𝑎2
=

1

𝑎

∫︁
𝑑(𝑥𝑎)

1 +
(︁𝑥
𝑎

)︁2 =
1

𝑎
arctg

(︁𝑥
𝑎

)︁
+ 𝐶.
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7.
∫︁

𝑑𝑥√
𝑎2 − 𝑥2

=

∫︁ 𝑑
(︁𝑥
𝑎

)︁
√︂

1−
(︁𝑥
𝑎

)︁2 = arcsin
(︁𝑥
𝑎

)︁
+ 𝐶.

8.
∫︁

𝑑𝑥

𝑥2 − 𝑎2
=

∫︁
1

2𝑎

(︂
1

𝑥− 𝑎
− 1

𝑥+ 𝑎

)︂
𝑑𝑥 =

1

2𝑎
ln

⃒⃒⃒⃒
𝑥− 𝑎

𝑥+ 𝑎

⃒⃒⃒⃒
+𝐶, 𝑎 ̸= 0.

За допомогою табличного iнтеграла
∫︀

𝑑𝑥√
𝑎2−𝑥2

= arcsin
(︀
𝑥
𝑎

)︀
+ 𝐶, об-

числити
∫︀

𝑑𝑥√
𝑥(1−𝑥)

.∫︁
𝑑𝑥√︀

𝑥(1− 𝑥)
=

∫︁
𝑑𝑥√︀

−(𝑥2 − 𝑥)
=

∫︁
𝑑𝑥√︁

1
4 − (𝑥− 1

2)
2
=

=

∫︁
𝑑(𝑥− 1

2)√︁
1
4 − (𝑥− 1

2)
2
= arcsin

𝑥− 1
2

1
2

+ 𝐶 = arcsin (2𝑥− 1) + 𝐶.

За допомогою табличного iнтеграла
∫︀

𝑑𝑥√
𝑥2+𝑎

= ln
⃒⃒
𝑥+

√
𝑥2 + 𝑎

⃒⃒
+𝐶,

обчислити
∫︀

𝑑𝑥√
𝑥2−3𝑥+5

.

∫︁
𝑑𝑥√

𝑥2 − 3𝑥+ 5
=

∫︁
𝑑𝑥√︁

(𝑥− 3
2)

2 + 11
4

=

∫︁
𝑑(𝑥− 3

2)√︁
(𝑥− 3

2)
2 + 11

4

=

= ln

⃒⃒⃒⃒
𝑥− 3

2
+
√︀

𝑥2 − 3𝑥+ 5

⃒⃒⃒⃒
+ 𝐶.

Iнодi буває доцiльно при обчисленнi iнтеграла
∫︀
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 перейти

до нової змiнної. Нехай 𝑥 = 𝜙(𝑡)– строго монотонна i диференцiйована
функцiя на деякому промiжку. Тодi вона має обернену 𝑡 = 𝑤(𝑥). Звiдси
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑓 (𝜙(𝑡))𝜙′(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑢(𝑡)𝑑𝑡, де 𝑢(𝑡) = 𝑓 (𝜙(𝑡)) · 𝜙′(𝑡). Тодi∫︁

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁
𝑢(𝑡)𝑑𝑡 = 𝐹 (𝑡) + 𝐶 = 𝐹 (𝑤(𝑥)) + 𝐶

– формула iнтегрування пiдстановкою.

Приклад .∫︁ √︀
𝑎2 − 𝑥2𝑑𝑥 = [𝑎 > 0] =

[︂
𝑥 = 𝜙(𝑡) = 𝑎 sin 𝑡,
𝑡 = 𝑤(𝑥) = arcsin 𝑥

𝑎 ,
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√︀
𝑎2 − 𝑥2 =

√
𝑎2 cos2 𝑡 = 𝑎 cos 𝑡, 𝑡 ∈

[︁
−𝜋

2
;
𝜋

2

]︁]︁
=

=

∫︁
𝑎 cos 𝑡 · 𝑎 cos 𝑡𝑑𝑡 = 𝑎2

2

∫︁
(1 + cos 2𝑡)𝑑𝑡 =

𝑎2

2

(︂
𝑡+

sin 2𝑡

2

)︂
+ 𝐶 =

=
𝑎2

2
(𝑡+ sin 𝑡 cos 𝑡) + 𝐶 =

𝑎2

2

(︃
arcsin

𝑥

𝑎
+

𝑥

𝑎

√︂
1− 𝑥2

𝑎2

)︃
+ 𝐶.

4 Метод iнтегрування частинами.
Якщо метод iнтегрування замiною змiнної зводить невизначений iн-
теграл до табличного iнтегралу, то наступний метод iнтегрування ча-
стинами дозволяє даний невизначений iнтеграл звести до iншого неви-
значеного iнтегралу, який знаходиться або простiше, або є табличним,
або зводиться до табличного.

Теорема 3 . Нехай функцiї 𝑢(𝑥) i 𝑣(𝑥) – неперервно-диференцiйованi
на Δ (тобто 𝑢′(𝑥) i 𝑣′(𝑥) – неперервнi). Тодi∫︀

𝑢𝑣′𝑑𝑥 = 𝑢𝑣 −
∫︀
𝑢′𝑣𝑑𝑥

(формула iнтегрування частинами).

Доведення. За умовою функцiя 𝑢 ·𝑣 теж має неперервну похiдну i
за привилом диференцiювання добутку (𝑢 ·𝑣)′ = 𝑢′𝑣+𝑢𝑣′, звiдки 𝑢𝑣′ =
= (𝑢·𝑣)′−𝑢′𝑣. Тому

∫︀
𝑢𝑣′𝑑𝑥 =

∫︀
(𝑢·𝑣)′𝑑𝑥−

∫︀
𝑢′𝑣𝑑𝑥 = (𝑢𝑣+𝐶)−

∫︀
𝑢′𝑣𝑑𝑥.

Вiдносячи 𝐶 до iнтегралу
∫︀
𝑢′𝑣𝑑𝑥, знаходимо:

∫︀
𝑢𝑣′𝑑𝑥 = 𝑢𝑣−

∫︀
𝑢′𝑣𝑑𝑥.

Зауваження 8 . Iнодi формулу iнтегрування частинами запису-
ють в термiнах диференцiалiв:∫︁

𝑢𝑑𝑣 = 𝑢𝑣 −
∫︁

𝑣𝑑𝑢,

оскiльки
𝑑𝑣 = 𝑣′𝑑𝑥, 𝑑𝑢 = 𝑢′𝑑𝑥.

Приклади .

1.
∫︀
𝑥 cos𝑥𝑑𝑥 =

∫︀
𝑥𝑑(sin𝑥) = 𝑥 sin𝑥 −

∫︀
sin𝑥𝑑𝑥 = 𝑥 sin𝑥 +

cos𝑥+ 𝐶.
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2. 𝐼 =

∫︁ √︀
𝑥2 + 𝑎 𝑑𝑥 =

[︂
𝑢 =

√
𝑥2 + 𝑎 𝑑𝑢 = 𝑥√

𝑥2+𝑎
𝑑𝑥

𝑑𝑣 = 𝑑𝑥 𝑣 = 𝑥

]︂
=

= 𝑥
√︀

𝑥2 + 𝑎−
∫︁

(𝑥2 + 𝑎)− 𝑎√
𝑥2 + 𝑎

𝑑𝑥 =

= 𝑥
√︀
𝑥2 + 𝑎−𝐼+𝑎

∫︁
𝑑𝑥√
𝑥2 + 𝑎

= 𝑥
√︀

𝑥2 + 𝑎−𝐼+𝑎 ln
⃒⃒⃒
𝑥+

√︀
𝑥2 + 𝑎

⃒⃒⃒
+𝐶.

Розв’язуючи це як рiвняння вiдносно I, знаходимо

𝐼 =
𝑥

2

√︀
𝑥2 + 𝑎+

𝑎

2
ln
⃒⃒⃒
𝑥+

√︀
𝑥2 + 𝑎

⃒⃒⃒
+ 𝐶.

3. Нехай 𝐼𝑛 =
∫︀

𝑑𝑥
(𝑥2+𝑎2)𝑛 . Виведемо рекурентну формулу.

𝐼𝑛 =

[︂
𝑢 = 1

(𝑥2+𝑎2)𝑛 𝑑𝑢 = −𝑛(𝑥2 + 𝑎2)−𝑛−12𝑥 𝑑𝑥

𝑑𝑣 = 𝑑𝑥 𝑣 = 𝑥

]︂
=

=
𝑥

(𝑥2 + 𝑎2)𝑛
+2𝑛

∫︁
(𝑥2 + 𝑎2)− 𝑎2

(𝑥2 + 𝑎2)𝑛 + 1
𝑑𝑥 =

𝑥

(𝑥2 + 𝑎2)𝑛
+2𝑛 ·𝐼𝑛−2𝑎2𝑛 ·𝐼𝑛+1.

Звiдси
𝐼𝑛+1 =

1

2𝑎2𝑛
· 𝑥

(𝑥2 + 𝑎2)𝑛
+

2𝑛− 1

2𝑎2𝑛
· 𝐼𝑛.

Наприклад, оскiльки 𝐼1 =
∫︀

𝑑𝑥
𝑥2+𝑎2 =

1
𝑎 arctan

𝑥
𝑎 + 𝐶 , то

𝐼2 = [𝑛 = 1] =
1

2𝑎2
· 𝑥

𝑥2 + 𝑎2
+

1

2𝑎2
· 1
𝑎
arctan

𝑥

𝑎
+ 𝐶.

4.

∫︁
𝑥2𝑒𝑥𝑑𝑥 =

∫︁
𝑥2𝑑(𝑒𝑥) = 𝑥2𝑒𝑥 − 2

∫︁
𝑥𝑑(𝑒𝑥) =

= 𝑥2𝑒𝑥 − 2

[︂
𝑥𝑒𝑥 −

∫︁
𝑒𝑥𝑑𝑥

]︂
= 𝑥2𝑒𝑥 − 2𝑥𝑒𝑥 + 2𝑒𝑥 + 𝐶.

5. 𝐼 =

∫︁
𝑒𝛼𝑥 cos 𝛽𝑥 𝑑𝑥 = [𝛼𝛽 ̸= 0] =

1

𝛼
[cos 𝛽𝑥 · 𝑒𝛼𝑥−

−
∫︁

𝑒𝛼𝑥(− sin 𝛽𝑥 · 𝛽)𝑑𝑥)
]︂
=

1

𝛼
cos 𝛽𝑥 · 𝑒𝛼𝑥 + 𝛽

𝛼2

∫︁
sin 𝛽𝑥𝑑(𝑒𝛼𝑥) =

12
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=
1

𝛼
cos 𝛽𝑥 · 𝑒𝛼𝑥 + 𝛽

𝛼2

[︂
sin 𝛽𝑥 · 𝑒𝛼𝑥 − 𝛽

∫︁
𝑒𝛼𝑥 cos 𝛽𝑥𝑑𝑥

]︂
=

=
1

𝛼
𝑒𝛼𝑥 cos 𝛽𝑥− 𝛽2

𝛼2
· 𝐼 + 𝐶.

Звiдси

𝐼 =
𝛼𝑐𝑜𝑠 𝛽𝑥+ 𝛽 sin 𝛽𝑥

𝛼2 + 𝛽2
𝑒𝛼𝑥 + 𝐶.

5 Iнтегрування рацiональних функцiй.
Розглянемо окремий клас функцiй - рацiональнi функцiї, невизна-

ченi iнтеграли вiд яких є елементарними функцiями. Вкажемо метод
знаходження невизначених iнтегралiв вiд таких функцiй.

Рацiональною функцiєю називається вiдношення двох многочленiв.
Рацiональну фунцiю 𝑃 (𝑥)

𝑄(𝑥) , де 𝑃 i 𝑄 - многочлени, завжди можна зо-
бразити у виглядi 𝑃

𝑄 = 𝑆 + 𝑃
𝑄 , де 𝑆 i 𝑃 - многочлени, причому степiнь

многочлена 𝑃 меньша за степень многочлена 𝑄 (дрiб 𝑃
𝑄 називається

правильним). При розкладаннi рацiонального дробу на простi ми кори-
стуємося вiдомою теоремою з алгебри: якщо 𝑃𝑚(𝑥) i 𝑄𝑛(𝑥) многочлени
степенi 𝑚 i 𝑛 вiдповiдно, 𝑚 < 𝑛 i коефiцiєнти - дiйснi числа, а

𝑄𝑛(𝑥) = 𝐶(𝑥−𝛼1)
𝛼1 · . . . ·(𝑥−𝛼𝑘)

𝛼𝑘(𝑥2+𝑝1𝑥+𝑞1)
𝛽1 · . . . ·(𝑥2+𝑝𝑠𝑥+𝑞𝑠)

𝛽𝑠,

де
𝑘∑︀

𝑚=1
𝛼𝑚 + 2

𝑠∑︀
𝑗=1

𝛽𝑗 = 𝑛, то

𝑃𝑚(𝑥)

𝑄𝑛(𝑥)
=

𝐴
(𝛼1)
1

(𝑥− 𝛼1)𝛼1
+

𝐴
(𝛼1−1)
1

(𝑥− 𝛼1)𝛼1−1
+ . . .+

𝐴
(1)
1

𝑥− 𝛼1
+ . . .+

+
𝐴

(𝛼𝑘)
𝑘

(𝑥− 𝛼𝑘)𝛼𝑘
+. . .+

𝐴
(1)
𝑘

𝑥− 𝛼𝑘
+

𝐵
(𝛽1)
1 𝑥+𝐷

(𝛽1)
1

(𝑥2 + 𝑝1𝑥+ 𝑞1)𝛽1
+. . .+

𝐵
(1)
1 𝑥+𝐷

(1)
1

𝑥2 + 𝑝1𝑥+ 𝑞1
+. . .+

+
𝐵

(𝛽𝑠)
𝑠 𝑥+𝐷

(𝛽𝑠)
𝑠

(𝑥2 + 𝑝𝑠𝑥+ 𝑞𝑠)𝛽𝑠
+ . . .+

𝐵
(1)
𝑠 𝑥+𝐷

(1)
𝑠

𝑥2 + 𝑝𝑠𝑥+ 𝑞𝑠
.

Таким чином, правильний рацiональний дрiб зображується у виглядi
суму простих дробiв виду

𝐴

(𝑥− 𝛼)𝑟
, 𝑟 ∈ N;

𝐵𝑥+𝐷

(𝑥2 + 𝑝𝑥+ 𝑞)𝑘
, 𝑘 ∈ N, 𝑝2 − 4𝑞 < 0.
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Як вiдомо ∫︁
𝐴𝑑𝑥

𝑥− 𝛼
= 𝐴 ln |𝑥− 𝛼|+ 𝐶,∫︁

𝐴𝑑𝑥

(𝑥− 𝛼)𝑟
= 𝐴

(𝑥− 𝛼)−𝑟+1

−𝑟 + 1
+ 𝐶, 𝑟 ̸= 1.

Позначимо
𝐼𝑘 =

∫︁
𝐵𝑥+𝐷

(𝑥2 + 𝑝𝑥+ 𝑞)𝑘
𝑑𝑥,

та видiлимо повний квадрат за змiнною 𝑥

𝑥2 + 𝑝𝑥+ 𝑞 =
(︁
𝑥+

𝑝

2

)︁2
+

(︂
𝑞 − 𝑝2

4

)︂
, 𝑞 − 𝑝2

4
> 0.

Нехай √︂
𝑞 − 𝑝2

4
= 𝛼, 𝑥+

𝑝

2
= 𝑡.

Тодi

𝐼𝑘 =

∫︁
𝐵
(︀
𝑡− 𝑝

2

)︀
+𝐷

(𝑡2 + 𝛼2)𝑘
𝑑𝑡.

Легко бачити, що 𝐼𝑘 - лiнiйна комбiнацiя iнтегралiв 𝐼 ′𝑘 =
∫︀

𝑡𝑑𝑡
(𝑡2+𝛼2)𝑘

i
𝐼 ′′𝑘 =

∫︀
𝑑𝑡

(𝑡2+𝛼2)𝑘
. Якщо 𝑘 > 1, то

𝐼 ′𝑘 =
1

2

∫︁
𝑑(𝑡2 + 𝛼2)

(𝑡2 + 𝛼2)𝑘
=

1

2

(𝑡2 + 𝛼2)−𝑘+1

(−𝑘 + 1)
+ 𝐶 =

=
1

2(1− 𝑘)(𝑥2 + 𝑝𝑥+ 𝑞)𝑘−1
+ 𝐶,

iнтеграл 𝐼 ′′𝑘 обчислюється за допомогою рекурентної формули. Якщо
𝑘 = 1, то

𝐼 ′𝑘 =

∫︁
𝑡𝑑𝑡

𝑡2 + 𝛼2
=

1

2

∫︁
𝑑(𝑡2 + 𝛼2)

𝑡2 + 𝛼2
=

1

2
ln(𝑡2+𝛼2)+𝐶 =

1

2
ln(𝑥2+𝑝𝑥+𝑞)+𝐶,

𝐼 ′′𝑘 =

∫︁
𝑑𝑡

𝑡2 + 𝛼2
=

1

𝛼
arctg

𝑡

𝛼
+ 𝐶 =

1

𝛼
arctg

𝑥+ 𝑝
2√︁

𝑞 − 𝑝2

4

+ 𝐶.

Висновок: iнтеграл вiд будь-якого рацiонального дробу зображає-
ться у виглядi лiнiйної комбiнацiї многочлена (якщо дрiб неправiль-
ний), правильного рацiонального дробу, натурального логарифма та
арктангенса.
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5 IНТЕГРУВАННЯ РАЦIОНАЛЬНИХ ФУНКЦIЙ.

Приклади .

1.

∫︁
𝑥4

𝑥2 − 𝑥+ 1
𝑑𝑥 =

∫︁ (︂
𝑥2 + 𝑥− 𝑥

𝑥2 − 𝑥+ 1

)︂
𝑑𝑥 =

=

∫︁
𝑥2𝑑𝑥+

∫︁
𝑥𝑑𝑥− 1

2

∫︁
(2𝑥− 1) + 1

𝑥2 − 𝑥+ 1
𝑑𝑥 =

=
𝑥3

3
+

𝑥2

2
− 1

2

∫︁
𝑑(𝑥2 − 𝑥+ 1)

𝑥2 − 𝑥+ 1
− 1

2

∫︁
𝑑𝑥

(𝑥− 1
2)

2 + 3
4

=

=
𝑥3

3
+

𝑥2

2
− 1

2
ln
(︀
𝑥2 − 𝑥+ 1

)︀
− 1√

3
arctg

2𝑥− 1√
3

+ 𝐶.

2. 𝐼 =

∫︁
𝑑𝑥

(𝑥+ 2)(𝑥− 1)(𝑥− 3)
=

∫︁ [︂
𝐴

𝑥+ 2
+

𝐵

𝑥− 1
+

𝐶

𝑥+ 3

]︂
=

= [1 ≡ 𝐴(𝑥− 1)(𝑥− 3) +𝐵(𝑥+ 2)× (𝑥− 3) + 𝐶(𝑥− 1)(𝑥+ 2)]

Можна зрiвняти коефiцiєнти при однакових степенях 𝑥 в отриманiй то-
тожностi i знайти 𝐴, 𝐵, 𝐶. Але є бiльш ефективний спосiб обчислення:
покладаючи послiдовно 𝑥 = −2, 𝑥 = 1 i 𝑥 = 3, iз тотожностi знахо-
димо

[︀
𝐴 = 1

15 , 𝐵 = −1
6 , 𝐶 = 1

10

]︀
.Звiдси 𝐼 = 1

15 ln |𝑥+ 2| − 1
6 ln |𝑥− 1| +

1
10 ln |𝑥− 3| = 1

30 ln
|𝑥+2|2|𝑥−3|2

|𝑥−1|5 + 𝐶.

3. 𝐼 =

∫︁
3𝑥3 − 5𝑥+ 10

(𝑥− 1)2(𝑥2 + 2𝑥+ 5)
𝑑𝑥 =

=

∫︁ [︂
𝐴

(𝑥− 1)2
+

𝐵

𝑥− 1
+

𝐶𝑥+𝐷

𝑥2 + 2𝑥+ 5

]︂
𝑑𝑥

(*) 3𝑥3 − 5𝑥+10 ≡ 𝐴(𝑥2 +2𝑥+5)+𝐵(𝑥− 1) + (𝐶𝑥+𝐷)(𝑥− 1)2;
Покладаючи 𝑥 = 1, знаходимо 8 = 8𝐴 звiдки 𝐴 = 1.Якщо тепер
диференцiювати (*), а потiм покласти 𝑥 = 1, в отриманiй рiвностi,
знайдемо 4 = 4+ 4𝐵, звiдки 𝐵 = 0.Залишається зрiвняти коефiцiенти
при 𝑥3 i незалежнi члени в (*). Одержимо: 3 = 𝐶; 10 = 5𝐴 +𝐷, звiдки
𝐷 = 5. Таким чином

𝐼 =

∫︁ [︂
1

(𝑥− 1)2
+

3𝑥+ 5

𝑥2 + 2𝑥+ 5

]︂
𝑑𝑥 =

1

1− 𝑥
+

3

2

∫︁
2𝑥+ 5 · 2

3

𝑥2 + 2𝑥+ 5
𝑑𝑥 =

= − 1

𝑥− 1
+

3

2

∫︁
2𝑥+ 2

𝑥2 + 2𝑥+ 5
𝑑𝑥+

3

2

∫︁ 10
3 − 2

𝑥2 + 2𝑥+ 5
𝑑𝑥 =

15
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=
1

1− 𝑥
+

3

2

∫︁
𝑑(𝑥2 + 2𝑥+ 5)

𝑥2 + 2𝑥+ 5
+ 2

∫︁
𝑑(𝑥+ 1)

(𝑥+ 1)2 + 4
=

=
1

1− 𝑥
+

3

2
ln (𝑥2 + 2𝑥+ 5) + arctg

𝑥+ 1

2
+ 𝐶

.

6 Iнтегрування iррацiональних функцiй.
Iнтеграли вiд iррацiональних функцiй, як правило, не беруться в скiн-
ченому виглядi. Проте можна вказати деякi окремi типи iррацiональ-
них функцiй, iнтеграли вiд яких є елементарнi функцiї. Для таких
iнтегралiв можна застосувати пiдстановки, якi зводять невизначений
iнтеграл вiд iррацiональної функцiї до невизначеного iнтегралу вiд ра-
цiональної функцiї. Розглянемо деякi типи таких iнтегралiв.

a) Iнтеграл виду∫︁
𝑅

(︂
𝑥,

(︂
𝑎𝑥+ 𝑏

𝑐𝑥+ 𝑑

)︂𝑟1

, . . . ,

(︂
𝑎𝑥+ 𝑏

𝑐𝑥+ 𝑑

)︂𝑟𝑛)︂
𝑑𝑥,

де 𝑟𝑘 ∈ Q,
(︀
𝑘 = 1,𝑛

)︀
; 𝑎,𝑏,𝑐,𝑑 ∈ R, 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 ̸= 0, пiдстановкою

𝑎𝑥+ 𝑏

𝑐𝑥+ 𝑑
=

𝑡𝑝, 𝑝 – спiльний знаменник рацiональних чисел 𝑟1, . . . , 𝑟𝑛, зводяться до
iнтегралу вiд рацiональної функцiї.

Приклад .

∫︁
4
√
𝑥− 3𝑑𝑥√

𝑥− 3 + 3
√
𝑥− 3

=

∫︁
(𝑥− 3)

1
4𝑑𝑥

(𝑥− 3)
1
2 + (𝑥− 3)

1
3

=

=

⎡⎢⎣Спiльний знаменик
1

4
,
1

2
,
1

3
дорiвнює 12.

Застосовуємо пiдстановку:
𝑥− 3 = 𝑡12; 𝑑𝑥 = 12𝑡11𝑑𝑡

⎤⎥⎦ =

∫︁
𝑡3

𝑡6 + 𝑡11𝑑𝑡
= 12

∫︁
𝑡10

𝑡2 + 1
=

= 12

∫︁ [︂
𝑡10

𝑡2 + 1
=

𝑡10 + 1

𝑡2 + 1
− 1

𝑡2 + 1
= 𝑡8 − 𝑡6 + 𝑡4 − 𝑡2 + 1− 1

𝑡2 + 1

]︂
=

= 12

∫︁ (︂
𝑡8 − 𝑡6 + 𝑡2 + 1− 1

𝑡2 + 1

)︂
𝑑𝑡 =

=
12𝑡9

9
− 12𝑡7

7
+

12𝑡5

5
− 12𝑡3

3
+ 12𝑡− 12 arctg(𝑡) + 𝑐 =

[︁
𝑡 = (𝑥− 3)

1
12

]︁
=

16
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=
4

3
4
√︀
(𝑥− 3)3− 12

7
12
√︀
(𝑥− 3)7+

12

5
12
√︀

(𝑥− 3)5−4 4
√
𝑥− 3+12 12

√
𝑥− 3−

−12 arctg 12
√
𝑥− 3 + 𝑐.

б) Iнтеграли виду∫︁
𝑅
(︁
𝑥,
√︀
𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥+ 𝑐

)︁
𝑑𝑥, 𝑎 ̸= 0, 𝑏2 − 4𝑎𝑐 ̸= 0

можна звести до iнтегралу вiд рацiональної функцiї за допомогою пiд-
становки Ейлера:

1)
√︀
𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥+ 𝑐 = ±𝑡±

√
𝛼𝑥, 𝛼 > 0;

2)
√︀

𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥+ 𝑐 = ±𝑥𝑡±
√
𝑐, 𝑐 > 0;

3)
√︀

𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥+ 𝑐 = ±𝑡 (𝑥− 𝑥1) , 𝑏
2 − 4𝑎𝑐 > 0, де 𝑥1 – один iз коренiв

квадратного тричлена 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥+ 𝑐.

Приклад .∫︁
𝑑𝑥

𝑥
√
4𝑥2 + 4𝑥+ 3

=

[︂
Оскiльки 𝑎 = 4 > 0, то застосовуємо першу
пiдстановку Ейлера:

√
4𝑥2 + 4𝑥+ 3 = 𝑡− 2𝑥

]︂
=

=

⎡⎢⎢⎣ 4𝑥2 + 4𝑥+ 3 = 𝑡2 − 2𝑡𝑥+ 4𝑥2, 4𝑥+ 3 = 𝑡2 − 2𝑡𝑥, 𝑥 =
𝑡2 − 3

4(1 + 𝑡)
;

𝑑𝑥 =
𝑡2 + 2𝑡+ 3

4(1 + 𝑡)2
𝑑𝑡;
√︀
4𝑥2 + 4𝑥+ 3 = 𝑡−

2
(︀
𝑡2 − 3

)︀
4 (1 + 𝑡)

=
𝑡2 + 2𝑡+ 3

2 (1 + 𝑡)

⎤⎥⎥⎦ =

=

∫︁ 𝑡2 + 2𝑡+ 3

4(1 + 𝑡)2
𝑑𝑡

𝑡2 − 3

4(1 + 𝑡)
· 𝑡

2 + 2𝑡+ 3

2(1 + 𝑡)

= 2

∫︁
𝑑𝑡

𝑡2 − 3
= 2 · 1

2
√
3
ln

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑡−

√
3

𝑡+
√
3

⃒⃒⃒⃒
⃒+ 𝑐 =

=
1√
3
ln

2𝑥+
√
4𝑥2 + 4𝑥+ 3−

√
3

2𝑥+
√
4𝑥2 + 4𝑥+ 3 +

√
3
+ 𝑐

Зауваження 9 . Треба мати на увазi, що пiдстановки 1) – 3) часто
приводять до громiздких обчислювань.

в) Iнтеграли виду
∫︁

𝑥𝑚 (𝑎𝑥𝑛 + 𝑏)𝑝 𝑑𝑥, де 𝑎,𝑏 ∈ R;𝑚,𝑛,𝑝 ∈ Q, при-

чому 𝑎 ̸= 0, 𝑏 ̸= 0, 𝑛 ̸= 0, 𝑝 ̸= 0, називають iнтегралами вiд диферен-
цiального бiному. Цей iнтеграл зводиться до iнтегралу вiд рацiальної
функцiї у наступних трьох випадках:

1) 𝑝 ∈ Z; 2)
𝑚+ 1

𝑛
; 3)

𝑚+ 1

𝑛
+ 𝑝, 𝑝 ∈ Z

17
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У першому випадку застосовують пiдстановку 𝑥 = 𝑞𝑡, де 𝑞 – спiль-
ний знаменник дробiв 𝑚 i 𝑛, у другому i третьому випадках – вiд-
повiдно пiдстановки 𝑎𝑥𝑛 + 𝑏 = 𝑡𝑠 i 𝑎 + 𝑏𝑥−𝑛 = 𝑡𝑠, де 𝑠 – знаменник
дробу 𝑝. Зауваження 10 .Цi випадки були вiдомi ще Ньютону, але
лише у серединi 19 сторiччя П.Л. Чебишев довiв, що iнтеграли виду∫︁

𝑥𝑚 (𝑎𝑥𝑛 + 𝑏)𝑝 𝑑𝑥 у iнших випадках не можна зобразити через еле-

ментарнi функцiї.

Приклад . Знайти 𝐼 =

∫︁
𝑑𝑥

4
√
1 + 𝑥4

. Це дифференцiальний бiном,

де 𝑚 = 0, 𝑝 = −1

4
,
𝑚+ 1

𝑛
+ 𝑝 = 0. Покладаючи 𝑡4 = 1 + 𝑥−4, отри-

маємо: 4𝑡3𝑑𝑡 = −4𝑥−5𝑑𝑥, 𝑥4 =
1

𝑡4 − 1
. Отже, 𝐼 =

∫︁
𝑥4𝑑𝑥

𝑥5 4
√
1 + 𝑥−4

=∫︁
1

𝑡 (𝑡4 − 1)

(︀
−𝑡3
)︀
𝑑𝑡 =

∫︁
𝑡2𝑑𝑡

1− 𝑡4
= −1

2

∫︁ (︂
1

𝑡2 − 1
+

1

𝑡2 + 1

)︂
𝑑𝑡 =

1

4
𝑙𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑡+ 1

𝑡− 1

⃒⃒⃒⃒
− 1

2
arctg 𝑡+ 𝐶 =

1

4
𝑙𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒ 4
√
1 + 𝑥4 + 𝑥

4
√
1 + 𝑥4 − 𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒− 1

2
arctg

4
√
1 + 𝑥4

𝑥
+ 𝐶.

7 Iнтегрування тригонометричнiх функцiй.

а) Iнтеграл виду
∫︁

𝑅 (sin𝑥, cos𝑥) 𝑑𝑥, де 𝑅 (𝑢,𝑣) – рацiональна фун-

кцiя вiд 𝑢 i 𝑣б можна звести до iнтегралу вiд рацiонального дробу за
дпомогою унiверсальної пiдстановки: 𝑡 = tg

𝑥

2
, 𝑥 ∈ (−𝜋, 𝜋), оскiльки

sin𝑥 =
2𝑡

1 + 𝑡2
, cos𝑥 =

1− 𝑡2

1 + 𝑡2
, 𝑥 = 2arctg 𝑡, 𝑑𝑥 =

2𝑑𝑡

1 + 𝑡2
.

Приклад .
∫︁

𝑑𝑥

1 + sin 𝑥+ cos𝑥
=

∫︁ 2𝑑𝑡
1+𝑡2

1 + 2𝑡
1+𝑡2 +

1−𝑡2

1+𝑡2

=

∫︁
𝑑𝑡

1 + 𝑡
=

ln
⃒⃒⃒
1 + tg

𝑥

2

⃒⃒⃒
+ 𝐶.

б) В нижче наведених окремих випадках доцiльно застостосовувати
вказанi пiдстановки:

1) якщо 𝑅 = (− sin𝑥, cos𝑥) = −𝑅 (sin𝑥, cos𝑥) , то, 𝑡 = cos𝑥,
𝑥 ∈ (0; 𝜋);

2) якщо 𝑅 = (sin𝑥,− cos𝑥) = −𝑅 (sin𝑥, cos𝑥) , то, 𝑡 = sin𝑥,

𝑥 ∈
(︁
−𝜋

2
;
𝜋

2

)︁
;

3) якщо 𝑅 = (− sin𝑥,− cos𝑥) = 𝑅 (sin𝑥, cos𝑥) , то, 𝑡 = tg 𝑥,
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𝑥 ∈
(︁
−𝜋

2
;
𝜋

2

)︁
, або, 𝑡 = ctg 𝑥, 𝑥 ∈ (0;𝜋).

Приклад .
∫︁

𝑑𝑥

1 + sin2 𝑥
=

[︂
𝑅 (− sin𝑥, cos𝑥) = 𝑅 (sin𝑥, cos𝑥)

𝑡 = ctg 𝑥

]︂
=∫︁

𝑑𝑥

sin2 𝑥
(︀

1
sin2 𝑥

+ 1
)︀ = −

∫︁
𝑑 (ctg 𝑥)

ctg2 𝑥+ 2
=

1√
2
arcctg

ctg 𝑥√
2

+ 𝐶.

в) У застосуваннях часто зустрiчаются iнтеграли виду
∫︁

sin𝑚 𝑥 cos𝑛 𝑥𝑑𝑥,𝑚 ∈
Z, 𝑛 ∈ Z. При обчислюваннi таких iнтегралiв можна керуватися насту-
пними правилами:

А) якщо 𝑚+𝑛 – парне число, то застосовують пiдстановку 𝑡 = tg 𝑥,
або 𝑡 = cos 2𝑥;

Б) якщо 𝑚 + 𝑛 – непарне число, то застосовують пiдстановку 𝑡 =
sin𝑥, або 𝑡 = cos𝑥;

Приклади .

1.
∫︁

𝑑𝑥

cos6 𝑥
=

[︃
𝑚 = 0, 𝑛 = −6, 𝑡 = tg 𝑥
𝑑𝑥

cos2 𝑥
= 𝑑𝑡,

1

cos2 𝑥
= 1 + 𝑡2

]︃
=

∫︁ (︀
1 + 𝑡2

)︀2
𝑑𝑡 =

= 𝑡+
2

3
𝑡3 +

𝑡5

5
+ 𝐶 = tg 𝑥+

2

3
tg3 𝑥+

1

5
tg5 𝑥+ 𝐶.

2.
∫︁

sin3 𝑥 cos4 𝑥𝑑𝑥 =

[︂
𝑚 = 3; 𝑛 = 4
𝑡 = cos𝑥

]︂
=

∫︁ (︀
cos2 𝑥− 1

)︀
cos4 𝑥𝑑 cos𝑥 =

=
cos7 𝑥

7
− cos5 𝑥

5
+ 𝐶.

3.
∫︁

sin2 𝑥 cos4 𝑥𝑑𝑥 =

⎡⎢⎣ sin𝑥 cos𝑥 =
1

2
sin 2𝑥

cos2 𝑥 =
1

2
(1 + cos 2𝑥)

⎤⎥⎦ =

=
1

8

∫︁
sin2 2𝑥 (1 + cos 2𝑥) 𝑑𝑥 =

1

16

∫︁
(1− cos 4𝑥) 𝑑𝑥+

1

16

∫︁
sin2 2𝑥𝑑 sin 2𝑥 =

=
1

16
𝑥− 1

64
sin 4𝑥+

1

48
sin3 2𝑥+ 𝐶.

4.
∫︁

𝑑𝑥

sin𝑥 cos3 𝑥
=

∫︁
sin2 𝑥+ cos2 𝑥

sin𝑥 cos3 𝑥
𝑑𝑥 =

∫︁
sin𝑥𝑑𝑥

cos3 𝑥
=

∫︁
sin𝑥𝑑𝑥

cos3 𝑥
+

+

∫︁
𝑑𝑥

sin𝑥 cos𝑥
= −

∫︁
𝑑 (cos𝑥)

cos3 𝑥
+

∫︁
𝑑 (tg 𝑥)

tg 𝑥
=

1

2 cos2 𝑥
+ ln |tg 𝑥|+ 𝐶.

5.
∫︁

sin𝑥 sin 3𝑥𝑑𝑥 =

[︂
sin𝛼 sin 𝛽 =

1

2
(cos (𝛼− 𝛽)− cos (𝛼 + 𝛽))

]︂
=

=
1

2

∫︁
(cos 2𝑥− cos 4𝑥) 𝑑𝑥 =

sin 2𝑥

4
− sin 4𝑥

8
+ 𝐶.
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г) Iнтеграл виду
∫︁

𝑅 (sh𝑥, ch𝑥) , де 𝑅 (𝑢, 𝑣) –рацiональна функцiя

вiд 𝑢 i 𝑣б зводиться до iнтегралу вiд рацiональноного дробу за допомо-

гою пiдстановки 𝑡 = th
𝑥

2
, при цьому sh𝑥 =

2𝑡

1− 𝑡2
, ch𝑥 =

1 + 𝑡2

1− 𝑡2
, 𝑑𝑥 =

2𝑑𝑡

1− 𝑡2
. Iнодi бiльш ефективними при обчислюванi такого iнтегралу мо-

жуть виявитися пiдстановки 𝑡 = sh𝑥, 𝑡 = ch𝑥 𝑡 = th𝑥, 𝑡 = ch 2𝑥.
Приклад .∫︁

ch5 𝑥 sh4 𝑥𝑑𝑥 =

[︂
ch𝑥𝑑𝑥 = 𝑑 (sh𝑥)

ch2 𝑥 = 1 + sh2 𝑥, 𝑡 = sh𝑥

]︂
=

=

∫︁ (︀
1 + 𝑡2

)︀2
𝑡4𝑑𝑡 =

𝑡5

5
+

2𝑡7

7
+

𝑡9

9
+ 𝐶 =

sh5 𝑥

5
+

2 sh7 𝑥

7
+

sh9 𝑥

9
+ 𝐶.

20



8 ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТIЙНОГО РОЗВ’ЯЗУВАННЯ

8 Завдання для самостiйного розв’язування
I варiант

1.
∫︁

𝑒𝑥𝑑𝑥√
4− 𝑒2𝑥

;

2.
∫︁

sin𝑥+ cos𝑥
3
√
sin𝑥− cos𝑥

𝑑𝑥;

3.
∫︁

ln
(︁
𝑥+

√︀
4 + 𝑥2

)︁
𝑑𝑥;

4.
∫︁

𝑥3𝑒−
𝑥
3𝑑𝑥;

5.
∫︁

3𝑥2 + 5𝑥+ 12

(𝑥2 + 3) (𝑥2 + 1)
𝑑𝑥;

6.
∫︁

𝑥+ 1
3
√
3𝑥+ 1

𝑑𝑥;

7.
∫︁

𝑑𝑥

𝑥
√
4𝑥2 + 4𝑥+ 3

;

8.
∫︁

1 + sin 𝑥

sin𝑥 (1 + cos 𝑥)
𝑑𝑥;

9.
∫︁

𝑑𝑥

sin𝑥 sin 2𝑥
;

10.
∫︁

cos𝑥 cos 2𝑥 cos 5𝑥𝑑𝑥.

II варiант

1.
∫︁

cos (ln𝑥)
𝑑𝑥

𝑥
;

2.
∫︁

𝑒𝑥
√
arctg 𝑒𝑥

1 + 𝑒2𝑥
𝑑𝑥;

3.
∫︁ √

1 + 𝑥2

𝑥2
𝑑𝑥;

4.
∫︁

𝑒2𝑥 sin2 𝑥𝑑𝑥;

5.
∫︁

(𝑥− 1) 𝑑𝑥

𝑥2 (𝑥− 2) (𝑥+ 1)2
;

6.
∫︁

𝑥3𝑑𝑥

1 + 3
√
𝑥4 + 1

;

7.
∫︁

𝑑𝑥

(1 + 𝑥)
√
1 + 𝑥− 𝑥2

;

8.
∫︁

𝑑𝑥

(1 + cos 𝑥)
sin𝑥;

9.
∫︁

sin4 𝑥𝑑𝑥;

10.
∫︁

sin 2𝑥

cos4 𝑥
.

III варiант

1.
∫︁

𝑒
√
𝑥 𝑑𝑥√

𝑥
; 2.

∫︁
ln𝑥− 3

𝑥
√
ln𝑥

𝑑𝑥;
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3.
∫︁

sin𝑥 ln (cos𝑥) 𝑑𝑥;

4.
∫︁

𝑒−4𝑥𝑥3𝑑𝑥;

5.
∫︁

3𝑥+ 1

𝑥 (1 + 𝑥2)2
𝑑𝑥;

6.
∫︁ √

𝑥+ 1−
√
𝑥− 1√

𝑥+ 1 +
√
𝑥− 1

𝑑𝑥;

7.
∫︁

(𝑥− 1) 𝑑𝑥

(𝑥2 + 2𝑥)
√
𝑥2 + 2𝑥

;

8.
∫︁

𝑑𝑥√
1 + cos 𝑥

;

9.
∫︁

cos6 3𝑥𝑑𝑥;

10.
∫︁

𝑑𝑥

sin𝑥 cos3 𝑥
.

IV варiант

1.
∫︁

2𝑥𝑑𝑥√
1− 4𝑥

;

2.
∫︁

𝑑𝑥

𝑥 ln𝑥 ln (ln𝑥)
;

3.
∫︁

arcsin 𝑥
2√

2− 𝑥
𝑑𝑥;

4.
∫︁

𝑥5 sin 5𝑥𝑑𝑥;

5.
∫︁

𝑥2 + 1

(𝑥2 − 4) (𝑥2 − 1) 𝑑𝑥;

6.
∫︁

1−
√
𝑥+ 1

1 + 3
√
𝑥+ 1

𝑑𝑥;

7.
∫︁

𝑑𝑥

𝑥+
√
𝑥2 + 𝑥+ 1

;

8.
∫︁

𝑑𝑥

8− 4 sin𝑥+ 7 cos𝑥
;

9.
∫︁

sin3 𝑥

cos2 𝑥
𝑑𝑥;

10.
∫︁

cos 2𝑥 sin 4𝑥𝑑𝑥.

V варiант

1.
∫︁

𝑒2𝑥
2+ln𝑥𝑑𝑥;

2.
∫︁

𝑑𝑥

sin2 𝑥 4
√
ctg 𝑥

;

3.
∫︁

𝑥2 arctg 4𝑥𝑑𝑥;

4.
∫︁

𝑥 arccos 𝑥
𝑎√

𝑎2 − 𝑥2
𝑑𝑥;

5.
∫︁

𝑥3 + 5

(𝑥2 + 4) (𝑥− 1)
;

6.
∫︁ √

𝑥𝑑𝑥

1 +
4
√
𝑥3

;
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7.
∫︁

𝑑𝑥

(2𝑥− 3)
√
4𝑥− 𝑥2

;

8.
∫︁ √

1 + sin 𝑥𝑑𝑥;

9.
∫︁

sin5 𝑥 · 3
√
cos𝑥𝑑𝑥;

10.
∫︁

𝑑𝑥

7 cos2 𝑥+ 2 sin2 𝑥
.

VI варiант

1.
∫︁

sin𝑥𝑑𝑥√
1 + 2 cos𝑥

;

2.
∫︁

𝑒2𝑥 − 𝑒−2𝑥

𝑒2𝑥 + 𝑒−2𝑥
𝑑𝑥;

3.
∫︁ √

𝑥 ln𝑥𝑑𝑥;

4.
∫︁

𝑒8𝑥 sin 3𝑥𝑑𝑥;

5.
∫︁

11𝑥+ 16

(𝑥− 1) (𝑥+ 2)2
𝑑𝑥;

6.
∫︁

𝑑𝑥

𝑥 (1 + 2
√
𝑥+ 3

√
𝑥)

;

7.
∫︁

𝑑𝑥

(1 + 𝑥2)
√
1− 𝑥2

;

8.
∫︁

𝑑𝑥

3 + 5 cos𝑥
;

9.
∫︁

𝑑𝑥

sin3 𝑥 cos5 𝑥
;

10.
∫︁

cos6 𝑥 sin2 𝑥𝑑𝑥.
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