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Роздiл 1 Схеми усереднення в задачах оптималь-

ного керування функцiонально-диферен-

цiальною системою

Обгрунтування методу усереднення для диференцiальних рiвнянь iз запiзнен-

ням було запропоновано в [7], а також [8, 9], для диференцiальних рiвнянь iз ма-

ксимумом [10, 11, 12, 13]. Узагальнення методу усереднення на функцiонально-

диференцiальнi рiвняння можна знайти, наприклад, в роботах J. Hale [14, 15] та

B.Lehman, S.Weibel [16].

Застосування методу усереднення до функцiонально-диференцiальних си-

стем з асимптотично сталим керуванням було запропоновано в [19]. А в роботi

[31] було запропоновано схеми повного усереднення функцiонально-диференцiальних

систем на скiнченному промiжку без умови асимптотичної сталостi керування.

Мета даного роздiлу - довести можливiсть застосування рiзних схем методу

усереднення на скiнченому промiжку та на пiвосi для функцiонально-диферен-

цiальних систем з малим параметром та з керуванням, яке входить нелiнiйно та

без умови асимптотичної сталостi керування, при цьому розробити алгоритми

побудови вiдповiдних керувань вихiдної та усередненої задач.

Представленi тут результати опублiкованi в [32],.
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1.1 Схема повного усереднення функцiонально-диферен-

цiальних рiвнянь з функцiональними параметрами на

скiнченому iнтервалi

Розглянемо задачу оптимального керування системою, яка описується функцi-

онально-диференцiальним рiвнянням наступного вигляду:

dx

dt
= ε [f(t, xt) + A(x(t))ψ(t, u)] , x(s) = ϕ(s), s ∈ [−h, 0] (1.1)

з критерiєм якостi

Jε[u] = Φ(x(Lε−1, u))→ inf, (1.2)

де t ≥ 0, x – n-вимiрний фазовий вектор, ε > 0 – малий параметр, f : R+ ×

Cn → Rn, A : Rn → Rn×m, ψ : R+ × U → Rm, вектор керування u(t) ∈ U ,

U ∈ comp (Rr), L > 0 – деяка константа.

Керування u(t) вважається допустимим для задачi (1.1)-(1.2), якщо викону-

ється наступне:

А1) функцiя u(t) є локально iнтегровною при t ≥ 0;

А2) u(t) ∈ U для t ≥ 0.

Через x(t, u) позначимо розв’язок рiвняння (1.1) при фiксованому допусти-

мому керуваннi u(t).

Розв’язком задачi (1.1)-(1.2) є пара (x∗(t), u∗(t)), якщо u∗(t) - допустиме ке-

рування та Jε[u
∗] = inf

u∈U
Jε[u], а x∗(t) – траєкторiя, що вiдповiдає керуванню

u∗(t).

Усереднену керовану систему, яка вiдповiдатиме вихiднiй системi (1.1), по-

будуємо у такий спосiб.

Для кожного елемента ϕ ∈ Cn через ϕ̄ ∈ Cn позначимо такий, що ϕ̄(t) = ϕ(0)
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при t ∈ [−h, 0]. За вiдображенням f(t, ϕ) : R+×Cn → Rn будуємо вiдображення

f̃(t, x) : R+ × Rn → Rn наступним чином. Для кожного x ∈ Rn розглянемо

елемент ϕ ∈ Cn такий, що ϕ(0) = x. Тодi f̃(t, x) = f(t, ϕ̄). Очевидно, що f̃ є

вже скiнчено-вимiрним вiдображенням.

Нехай виконана умова

В1) рiвномiрно за x ∈ Rn iснує границя

lim
T→∞

1

T

∫ T

0

f̃(t, x)dt = f(x) , (1.3)

Тодi функцiонально-диференцiальному рiвнянню (1.1) поставимо у вiдповiд-

нiсть наступне усереднене рiвняння:

dy

dt
= ε

[
f(y(t)) + A(y(t))v

]
, y(0) = ϕ(0), (1.4)

де

v ∈ V = lim
T→∞

1

T

∫ T

0

ψ(t, U)dt, (1.5)

v – новий вектор керування, ϕ(t, U)— багатозначне вiдображення, побудоване

по всiм однозначним гiлкам u(t) ∈ U , iнтеграл в (1.5) розумiємо в сенсi Аумана

[21] збiжнiсть в сенсi метрики Хаусдорфа.

Для системи (1.4) розглянемо задачу оптимального керування з критерiєм

якостi

J̄ε[v] = Φ(y(Lε−1, v))→ inf . (1.6)

Керування v(t) вважається допустимим для задачi (1.4)-(1.6), якщо виконується

наступне:

А3) функцiя v(t) є локально iнтегровною при t ≥ 0;

А4) v(t) ∈ V для t ≥ 0.
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Через y(t, v) позначимо розв’язок рiвняння (1.4) при фiксованому допусти-

мому керуваннi v(t).

Аналогiчно будемо розумiти (y∗(t), v∗(t)) як розв’язок задачi (1.4)-(1.6), якщо

v∗(t) - допустиме керування та J̄ε[v∗] = inf
v∈V

Jε[v], а y∗(t) – траєкторiя, що вiдпо-

вiдає керуванню v∗(t).

Зауважимо, що (1.4) – це звичайне диференцiальне рiвняння при допусти-

мому керуваннi v(t).

Основним результатом даного пiдроздiлу є обгрунтування чисельно-асим-

птотичного методу розв’язання задачi оптимального керування функцiонально-

диференцiальною системою (1.1), (1.2) шляхом розв’язання усередненої задачi

оптимального керування системою, яка описується звичайними диференцiаль-

ними рiвняннями (1.4), (1.6).

Нехай далi виконанi наступнi умови:

В2) вiдображення f(t, ϕ) : R+ × Cn → Rn неперервне за сукупнiстю змiнних;

В3) вiдображення f(t, ϕ) : R+ × Cn → Rn задовольняює умову Лiпшиця по ϕ з

константою λ, тобто iснує константа λ > 0 така, що для довiльних ϕ1, ϕ2 ∈ Cn

виконується нерiвнiсть

|f(t, ϕ1)− f(t, ϕ2)| ≤ λ‖ϕ1 − ϕ2‖C ;

В4) iснує константа M > 0 така, що |f(t, 0)| ≤M ;

В5) матричнозначна функцiя A(x) рiвномiрно обмежена константою M , задо-

вольняє умову Лiпшиця з константою λ;

В6) функцiя ψ(t, u) неперервна по t i u i обмежена константою M1.

Встановимо вiдповiднiсть мiж функцiями керування u(t) ∈ U точної задачi

(1.1) та функцiями керування v(t) ∈ V усредненої задачi (1.4) за алгоритмом:
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1) Кожному допустимосму керуванню v(t) ∈ V поставимо у вiдповiднiсть ке-

рування u(t) ∈ U наступним чином:

(a) обчислюємо точки vi = 1
T1

∫ (i+1)T1
iT1

v(t)dt, де T1 – довiльна константа,

(b) будуємо керування u(t)={ui(t), iT1≤ t < (i+ 1)T1, i = 0, 1, . . .}, де ui(t)

знаходимо iз умови:

min
u∈U

∥∥∥∥∥∥∥
1

T1

(i+1)T1∫
iT1

ψ (t, u) dt− vi

∥∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥∥
1

T1

(i+1)T1∫
iT1

ψ (t, ui) dt− vi

∥∥∥∥∥∥∥ . (1.7)

2) Керуванню u(t) ∈ U ставимо у вiдповiднiсть v(t) ∈ V у такий спосiб:

(a) обчислюємо wi = 1
T1

∫ (i+1)T1
iT1

ψ (t, ui(t)) dt;

(b) будуємо керування v(t) = {vi, iT1≤ t < (i+ 1)T1, i = 0, 1, . . .}, де vi на-

ходимо з умови

min
v∈V
‖wi − v‖ = ‖wi − vi‖ . (1.8)

Знаходження керування ui(t) у (1.7) можливе не завжди, але умова рiвномiр-

ної обмеженостi функцiї ψ(t, u) гарантує iснування розв’язку задачi мiнiмiзацiї

(1.7). Дiйсно, iз рiвномiрної обмеженостi функцiї ψ(t, u) випливає iнтегральна

обмеженiсть вiдображення ψ(t, U), а тому опуклiсть i компактнiсть множини

точок

{
1
T1

(i+1)T1∫
iT1

ψ(t, ui)dt

∣∣∣∣∣ui∈U
}
, що є наслiдоком узагальнення теореми Ляпуно-

ва [20]. Отже, iснує точка цiєї множини, найближча до vi, тобто iснує керування

ui(t) в (1.7).

Таким чином, для будь-якого допустимого керування v(t) ∈ V усередне-

ної системи iснує ступiнчасте керування u(t) вихiдної системи i, навпаки, для

будь-якого допустимого керування u(t) ∈ U вихiдної системи iснує ступiнчасте

керуавння усередненої системи v(t) ∈ V .
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Наступна теорема узагальнює метод усереднення для функцiонально-дифе-

ренцiальних рiвнянь, коли їх права частина залежить вiд функцiональних па-

раметрiв.

Теорема 1.1. Нехай в областi Q = {t≥0, ϕ∈Cn, x ∈ Rn, u∈U⊂comp (Rr)}

виконанi умови В1)-В6).

Тодi для довiльного η > 0 i довiльного L > 0 iснує ε0(η, L) > 0 таке, що для

будь-якого ε ∈ (0, ε0] i для будь-якого t ∈
[
0, Lε−1

]
справедливими є наступнi

твердження :

1) Розв’язки x(t, u) i y(t, v) задач (1.1) i (1.4) визначенi на t ∈ [0, Lε−1].

2) Для будь-якого допустимого керування u (t) ∈ U системи (1.1) iснує ке-

рування v (εt) системи (1.4) таке, що

|x (t)− y (t)| ≤ η, (1.9)

де x (t) – розв’язок системи (1.1) з керуванням u (t), y (t) – розв’язок си-

стеми (1.4) з керуванням v (t) i x (0) = y (0) = ϕ(0).

3) Для будь-якого допустимого керування v (t) ∈ V системи (1.4) iснує ке-

рування u (t) системи (1.1) таке, що справедливою є оцiнка (1.9).

Доведення. Для доведення першого твердження теореми зауважимо, що за

умовами В2)-В4) функцiя правої частини вихiдного рiвняння (1.1) є неперевр-

ною за сукупнiстю змiнних, задовольня є умову Лiпшиця та обмежена, а значить

i функцiя правої частини усередненої системи (1.4) є обмеженою та задовольняє

умову Лiпшиця i умову лiнiйного росту, а тому при фiксованих допустимомих

керуваннях u(t) i v(t) розв’язки задач (1.1) i (1.4) iснують, єдинi i необмежено

продовжуванi вправо.



8

Перейдемо до доведення твердження 2. Нехай u(t) – деяке допустиме керу-

вання системи (1.1), а x(t) – вiдповiдна йому траекторiя, яка визначена для всiх

t ∈ [0, Lε−1], v(t) – керування усередненої системи (1.4), побудоване за алгори-

тмом (1.8), а y(t) – вiдповiдна йому траєкторiя.

Переходячи вiд (1.1) i (1.4) до вiдповiдних iнтегральних зображень на t ∈

[0, Lε−1], отримаємо

|x(t)− y(t)| ≤ ε

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

[f(s, xs)− f(s, y(s))] ds

∣∣∣∣∣∣+
+ε

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

[
f̃(s, y(s))− f(y(s))

]
ds

∣∣∣∣∣∣+ ε

t∫
0

‖A(x(s))− A(y(s))‖ |ψ(s, u(s))| ds+

+ε

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

A(y(s)) [ψ(s, u(s)− v(s)] ds

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ ελ

t∫
0

‖xs − y(s)‖Cds+ ε

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

[
f̃(s, y(s))− f(y(s))

]
ds

∣∣∣∣∣∣+
+ελM1

t∫
0

|x(s)− y(s)|ds+ ε

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

A(y(s)) [ψ(s, u(s)− v(s)] ds

∣∣∣∣∣∣ .
(1.10)

За означенням

‖xs − y(s)‖Cn = max
θ∈[−h;0]

|x(s+ θ)− y(s)| ≤ max
θ∈[−h;s]

|x(s+ θ)− y(s)| = δ(s).

З (1.10), застосовуючи лему Гронуолла-Беллмана, ми отримаємо наступну не-

рiвнiсть:

δ(t) ≤ βeλ(1+M1)L, (1.11)

де

β = ε

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

[
f̃(s, y(s))− f(y(s))

]
ds

∣∣∣∣∣∣+ ε

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

A(y(s)) [ψ(s, u(s)− v(s)] ds

∣∣∣∣∣∣ . (1.12)
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Оцiнимо перший доданок в (1.12). Для цього подiлимо iнтервал [0, Lε−1] на

m рiвних частин точками ti = iL
εm , i = 0, 1, 2, · · · ,m− 1. Нехай t ∈ [tk, tk+1) для

деякого k ∈ [0,m− 1].

ε

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

[
f̃(s, y(s))− f(y(s))

]
ds

∣∣∣∣∣∣ ≤ ε
k−1∑
i=0

 ti+1∫
ti

∣∣∣f̃(s, y(s))− f̃(s, y(ti))
∣∣∣ ds+

+

ti+1∫
ti

∣∣f(y(s))− f(y(ti))
∣∣ ds+

ti+1∫
ti

∣∣∣f̃(s, y(ti))− f(y(ti))
∣∣∣ ds
+

+ε

 t∫
tk

∣∣∣f̃(s, y(s))− f̃(s, y(tk))
∣∣∣ ds+

t∫
tk

∣∣f(y(s))− f(y(tk))
∣∣ ds+

+

t∫
tk

∣∣∣f̃(s, y(tk))− f(y(tk))
∣∣∣ ds
 ≤

≤ ε

k−1∑
i=0

2λ

ti+1∫
ti

|y(s)− y(ti)| ds+
L

εm
F

(
L

εm

)+

+ε

2λ

t∫
tk

|y(s)− y(tk)| ds+
L

εm
F

(
L

εm

) ≤
≤ 2ελM(1 +M1)L+ LF

(
L

εm

)
+ 2λM(1 +M1)

L

m
+
L

m
F

(
L

εm

)
(1.13)

Зауважимо, що для отримання оцiнки (1.13) ми використали умову В3) i

В4), причому цiж умови будуть виконуватися i для функцiї правої частини усе-

редненої системи. Окрiм того, так як в (1.3) збiжнiсть рiвномiрна, то iснує спа-

дна функцiя F (T ), що lim
F (T )→∞

T = 0, а тому наступного виду доданки можна
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оцiнити так:
ti+1∫
ti

∣∣∣f̃(s, y(ti))− f(y(ti))
∣∣∣ ds ≤ L

εm
F

(
L

εm

)

Тепер оцiнимо другий доданок в (1.12), скориставшись розбиттям iнтервал

[0, Lε−1] на m рiвних частин.

ε

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

A(y(s)) [ψ(s, u(s))− v(s)] ds

∣∣∣∣∣∣ ≤

≤ ε

k−1∑
i=0

ti+1∫
ti

|A(y(s))− A(y(ti))| |ψ(s, u(s))− v(s)| ds+

+ε
k−1∑
i=0

∣∣∣∣∣∣
ti+1∫
ti

A(y(ti)) [ψ(s, u(s))− v(s)] ds

∣∣∣∣∣∣+

+ ε

∣∣∣∣∣∣
t∫

tk

A(y(s)) [ψ(s, u(s))− v(s)] ds

∣∣∣∣∣∣ ≤ 2M1L

(
λ+M +

M

m

)
(1.14)

Тодi, в (1.12) i в (1.11) вiдповiдно маємо:

δ(t) ≤
[
2ελM(1 +M1)L+ LF

(
L

εm

)
+ 2λM(1 +M1)

L

m
+

+
L

m
F

(
L

εm

)
+ 2M1L

(
λ+M +

M

m

)]
eλ(1+M1)L = ς(m, ε)

(1.15)

Вiдповiдним вибором достатньо великого m i достатньо малого ε величина

ς(m, ε) може бути зроблена як завгодно малою. Тому оцiнка (1.9) є справедли-

вою для довiльного η > 0. Теорема доведена.

Зауважимо, що оцiнка (1.9) є рiвномiрною за всiма u i v та ϕ(0), тобто ε0 не

залежить вiд керувань u i v та вiд початкової функцiї.
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1.2 Схеми ступiнчастого усереднення функцiонально-ди-

ференцiальних рiвнянь на скiнченому iнтервалi

В цiй частинi дисертацiйної роботи поставимо мету - довести можливiсть

застосування рiзних алгоритмiв усереднення керованих функцiонально-дифе-

ренцiальних систем, що грунтуються на схемi часткового ступiнчастого усере-

днення на скiнченому промiжку для функцiонально-диференцiальних систем з

керуванням, яке входить нелiнiйно та без умови асимптотичної сталостi керу-

вання, та запропонувати алгоритми побудови вiдповiдних керувань точної та

усередненої задач.

1.2.1 Постановка задачi.

Розглянемо задачу оптимального керування системою, яка описується функцi-

онально-диференцiальним рiвнянням наступного вигляду:

dx(t)

dt
= ε [f(t, xt) + A(x(t))ψ(t, u)] , t > 0,

x(t) = ϕ(t), t ∈ [−h, 0]

(1.16)

з критерiєм якостi

Jε[u] = Φ(x(Lε−1, u))→ inf, (1.17)

де t ≥ 0, x – n-вимiрний фазовий вектор, ε > 0 – малий параметр, f : R+ ×

Cn → Rn, A : Rn → Rn×m, ψ : R+ × U → Rm, вектор керування u(t) ∈ U ,

U ∈ comp (Rr), L > 0 – деяка константа.

Керування u(t) вважається допустимим для задачi (1.16)-(1.17), якщо вико-

нується наступне:
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А1) функцiя u(t) є локально iнтегровною

А2) u(t) ∈ U для t ≥ 0.

Через x(t, u) позначимо розв’язок рiвняння (1.16) при фiксованому допусти-

мому керуваннi u(t).

Розв’язком задачi (1.16)-(1.17) є пара (x∗(t), u∗(t)), якщо u∗(t) - допустиме

керування та Jε[u∗] = inf
u∈U

Jε[u], а x∗(t) – траєкторiя, що вiдповiдає керуванню

u∗(t).

При усередненнi рiвнянь керованого руху типу (1.16) виникає проблема з

усередненням функцiї ψ (t, u (t)) , оскiльки для довiльного керування не можна

передбачати iснування середнього.

Один iз пiдходiв - це перехiд до диференцiальних включень та обгрунту-

вання методу усереднення для диференцiальних включень [29, 30]. Але такий

пiдхiд, по-перше, ставить у вiдповiднiсть вихiднiй системi систему iншої при-

роди - з множинно-значною правою частиною, i, по-друге, вимагає залучення

нового математичного апарату - теорiї диференцiальних включень та множи-

нно-значних рiвнянь. Автори роботи [19] в аналогiчнiй постановцi обмежилися

асимптотично сталим керуванням, що суттево звужує вибiр функцiї керування.

Ми пропонуємо рiзнi алгоритми усереднення керованих функцiонально-ди-

ференцiальних систем, якi грунтуються на схемi часткового ступiнчастого усе-

реднення функцiї ψ (t, u (t)).

Нехай далi для (1.16) виконанi наступнi умови:

В1) вiдображення f(t, ϕ) : R+ × Cn → Rn неперервне за сукупнiстю змiнних;

В2) вiдображення f(t, ϕ) : R+ × Cn → Rn задовольняює умову Лiпшиця по ϕ з

константою λ, тобто iснує константа λ > 0 така, що для довiльних ϕ1, ϕ2 ∈ Cn
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виконується нерiвнiсть

|f(t, ϕ1)− f(t, ϕ2)| ≤ λ‖ϕ1 − ϕ2‖C , t ≥ 0;

В3) iснує константа M > 0 така, що |f(t, 0)| ≤M, t ≥ 0;

В4) матричнозначна функцiя A(x) рiвномiрно обмежена константою M , задо-

вольняє умову Лiпшиця з константою λ;

В5) функцiя ψ(t, u) неперервна по t i u i обмежена константою M1.

Розглянемо перiодичний та неперiодичний за часом випадки правої частини

в (1.16), розробимо та обгрунтуємо наступнi схеми усереднення.

1.2.2 Перiодичний випадок

Усереднену керовану систему, яка вiдповiдатиме вихiднiй системi (1.16), побу-

дуємо у такий спосiб.

Для кожного елемента ϕ ∈ Cn через ϕ̄ ∈ Cn позначимо такий, що ϕ̄(t) = ϕ(0)

при t ∈ [−h, 0]. За вiдображенням f(t, ϕ) : R+×Cn → Rn будуємо вiдображення

f̃(t, x) : R+ × Rn → Rn наступним чином. Для кожного x ∈ Rn розглянемо

елемент ϕ ∈ Cn такий, що ϕ(0) = x. Тодi f̃(t, x) = f(t, ϕ̄). Очевидно, що f̃ є

вже скiнчено-вимiрним вiдображенням.

Нехай додатково виконанi умови:

В6) вiдображення f(t, ϕ) : R+ × Cn → Rn є 2π-перiодичним по t,

В7) iснує середнє
1

2π

∫ 2π

0

f̃(t, x)dt = f(x), (1.18)

В8) функцiя ψ(t, u) є 2π-перiодичною по t.

Тодi функцiонально-диференцiальному рiвнянню (1.16) поставимо у вiдпо-
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вiднiсть наступне усереднене рiвняння:

dy

dt
= ε

[
f(y(t)) + A(y(t))v(t)

]
, y(0) = ϕ(0), (1.19)

де v(t) – новий вектор керування, який буде побудовано одним iз алгоритмiв,

описаних нижче.

Алгоритм 1.

Означимо множину

V =
1

2π

2π∫
0

ψ (t, U) dt,

де iнтеграл вiд множинно-значного вiдображення розумiємо в сенсi Аумана [21],

тобто

V =

 1

2π

2π∫
0

z (t) dt, z (t) ∈ ψ (t, U)

 . (1.20)

За лемою А.Ф. Фiлiппова [85], для довiльної вимiрної функцiї z (t) iснує ви-

мiрна функцiя u(t) така, що z (t) =ψ (t, u (t)) i для будь-якої вимiрної функцiї

u (t) функцiя z (t) =ψ (t, u (t)) вимiрна.

Отже,

V =

 1

2π

2π∫
0

ψ (t, u (t)) dt,

∣∣∣∣∣∣u (t) ∈ U

 . (1.21)

Оскiльки функцiя ψ (t, U) непервна i обмежена константою M , то за теоремою

А.А. Ляпунова [20] множина V є опуклою i компактною. Отже, для побудови

множини V можна скористатися опорною функцiєю. Використовуючи власти-

востi iнтеграла вiд множинно-значного вiдображення, маємо:
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C (V, z) = max
v∈V

(v, z) = (v0 (z) , z) =

= C

(
1
2π

2π∫
0

ψ (t, U) dt, z

)
= 1

2π

2π∫
0

C (ψ (t, U) , z) dt =

= 1
2π

2π∫
0

max
u∈U

(ψ (t, u) , z) dt = 1
2π

2π∫
0

ψ (t, p (t, z) , z) dt = χ (z) .

Тодi

1. Кожному керуванню v (t) ставимо у вiдповiднiсть керування u (t) насту-

пним чином:

1

2π

2π(i+1)∫
2πi

v (t) dt =
1

2π

2π(i+1)∫
2πi

ψ (t, u (t, ε)) dt, i = 0, 1, ... (1.22)

Очевидно, що для заданого керування v (t) ∈ V ми маємо:

1

2π

2π(i+1)∫
2πi

v (t) dt = vi ∈ V. (1.23)

У вiдповiдностi до (1.21) для довiльного vi ∈ V iснує u (t, ε) ∈ U – вимiрне

керування таке, що

1

2π

2π(i+1)∫
2πi

ψ (t, u (t, ε)) dt = vi.

2. Кожному керуванню u (t) ∈ U ставимо у вiдповiднiсть керування v (t) за

допомогою спiввiдношення (1.22).

Для заданого керування u (t) ∈ U маємо

1

2π

2π(i+1)∫
2πi

ψ (t, u (t)) dt = vi ∈ V.

Керування v (t) можна задати, наприклад, у виглядi ступiнчастої функцiї:

v (t) = {vi, 2πi≤t<2π (i+1) , i=0, 1, ...} . (1.24)
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Алгоритм 1 є ефективним, якщо перевiрка v ∈ V не викликає труднощiв.

Теорема 1.2. Нехай в областi Q = {t≥0, ϕ∈Cn, x∈Rn, u∈U⊂comp (Rr)}

виконанi умови В1)-В8).

Тодi iснують ε0(L) > 0 i C > 0 такi, що для будь-якого ε ∈ (0, ε0] i для

будь-якого t ∈
[
0, Lε−1

]
справедливими є наступнi твердження :

1) Розв’язки x(t, u) i y(t, v) задач (1.16) i (1.19) визначенi на t ∈ [0, Lε−1].

2) Для будь-якого допустимого керування u (t) ∈ U системи (1.16) iснує

керування v (t) системи (1.19) таке, що

|x (t)− y (t)| ≤ Cε, (1.25)

де x (t) – розв’язок системи (1.16) з керуванням u (t), y (t) – розв’язок

системи (1.19) з керуванням v (t) i x (0) = y (0) = ϕ(0).

3) Для будь-якого допустимого керування v (t) ∈ V системи (1.19) iснує ке-

рування u (t) системи (1.16) таке, що справедливою є оцiнка (1.25).

Доведення. Для доведення першого твердження теореми зауважимо, що за

умовами В1)-В5) функцiя правої частини вихiдного рiвняння (1.16) є неперевр-

ною за сукупнiстю змiнних, задовольняє умову Лiпшиця та обмежена, а значить

i функцiя правої частини усередненої системи (1.19) є обмеженою та задовольняє

умову Лiпшиця i умову лiнiйного росту, а тому при фiксованих допустимомих

керуваннях u(t) i v(t) розв’язки задач (1.16) i (1.19) iснують, єдинi i необмежено

продовжуванi вправо.

Тепер доведемо твердження 2. Нехай u(t) – деяке допустиме керування систе-

ми (1.16), а x(t) – вiдповiдна йому траекторiя, визначена для всiх t ∈ [0, Lε−1],
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v(t) – керування усередненої системи (1.19), побудоване за алгоритмом (1.22), а

y(t) – вiдповiдна йому траєкторiя.

На t ∈ [0, Lε−1] перейдемо вiд (1.16) i (1.19) до вiдповiдних iнтегральних

зображень, враховуючи, що x(0) = y(0) = ϕ(0), отримаємо

|x(t)− y(t)| ≤ ε

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

[f(s, xs)− f(s, y(s))] ds

∣∣∣∣∣∣+

+ε

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

[
f̃(s, y(s))− f(y(s))

]
ds

∣∣∣∣∣∣+ ε

t∫
0

‖A(x(s))− A(y(s))‖ |ψ(s, u(s))| ds+

+ε

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

A(y(s)) [ψ(s, u(s)− v(s)] ds

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ ελ

t∫
0

‖xs − y(s)‖Cnds+ ε

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

[
f̃(s, y(s))− f(y(s))

]
ds

∣∣∣∣∣∣+
+ελM1

t∫
0

|x(s)− y(s)|ds+ ε

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

A(y(s)) [ψ(s, u(s)− v(s)] ds

∣∣∣∣∣∣ .
(1.26)

За означенням

‖xs − y(s)‖Cn = max
θ∈[−h;0]

|x(s+ θ)− y(s)| ≤ max
θ∈[−h;s]

|x(s+ θ)− y(s)| = δ(s).

З (1.26), застосовуючи лему Гронуолла-Беллмана, ми отримаємо наступну не-

рiвнiсть:

δ(t) ≤ εβeελ(1+M1)L, (1.27)

де

β =

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

[
f̃(s, y(s))− f(y(s))

]
ds

∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

A(y(s)) [ψ(s, u(s)− v(s)] ds

∣∣∣∣∣∣ . (1.28)
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Спочатку оцiнимо другий доданок в (1.28) з урахуванням (1.22).∣∣∣∣∣∣
t∫

0

A(y(s)) [ψ(s, u(s))− v(s)] ds

∣∣∣∣∣∣ ≤

+
k−1∑
i=0

∣∣∣∣∣∣∣
2π(i+1)∫
2πi

A(y(s)) [ψ(s, u(s))− v(s)] ds

∣∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣
t∫

2πk

A(y(s)) [ψ(s, u(s))− v(s)] ds

∣∣∣∣∣∣ ≤

≤
k−1∑
i=0

2π(i+1)∫
2πi

|A(y(s))− A(y(2πi))| |ψ(s, u(s))− v(s)| ds+

+
k−1∑
i=0

∣∣∣∣∣∣∣
2π(i+1)∫
2πi

A(y(2πi)) [ψ(s, u(s))− v(s)] ds

∣∣∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣∣
t∫

2πk

A(y(s)) [ψ(s, u(s))− v(s)] ds

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ 2λM1

k−1∑
i=0

2π(i+1)∫
2πi

|y(s)− (y(2πi))| ds+ 4πMM1. (1.29)

Оскiльки

|y(s)− y(2πi)| ≤ ε

s∫
2πi

∣∣f (y(s)) + A (y(s)) v(s)
∣∣ ds ≤ εM(1 +M1)(s− 2πi),

то ∣∣∣∣∣∣
t∫

0

A(y(s)) [ψ(s, u(s))− v(s)] ds

∣∣∣∣∣∣ ≤ ε4λM1M(M1 + 1)Lπ + 4MM1π.

Аналогiчно

ε

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

[
f̃(s, y(s))− f(y(s))

]
ds

∣∣∣∣∣∣ ≤ ε4πM + 2λM(M1 + 1)Lπ.
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Тодi

β ≤ 2M(1 +M1)(2π + λL(1 +m1)π). (1.30)

При C = βeελ(1+M1)L з (1.27) i (1.30) отримаємо твердження теореми.

Наслiдок 1. З умов теореми 1.2 безпосередньо випливає оцiнка:

h
(
K(T ), K0(T )

)
≤ Cε, (1.31)

де K(T ) – замикання множини досяжностi системи (1.16), K0(T ) – множина

досяжностi системи (1.19), T = Lε−1, h(·, ·) – вiдстань за Хаусдорфом мiж мно-

жинами.

Алгоритм 2.

При наближеному розв’язаннi задачi оптимального керування можна оби-

рати v ∈ ∂V i, значить, задавати як нове керування опорний до множини V

вектор w(τ) ∈ Rm (‖w(τ)‖ = 1). Тодi

v0(w) =
1

2π

2π∫
0

ψ(t, p(t, w))dt, (1.32)

де функцiя p(t, w) визначається iз умови:

(ψ(t, p(t, w)), w) = max
u∈U

(ψ(t, u), w). (1.33)

Нехай, функцiя p(t, w) визначається однозначно для будь-якого w i для май-

же всiх t ∈ [0, 2π]. При цьому множина V є строго опуклою.

Зауважимо, що iнтеграли виду (1.32) i максимум функцiї (1.33) необхiдно

обчислювати i при усередненнi крайових задач принципа максимума, при цьому

також вважається, що функцiя p(t, w) знаходиться однозначно.

Системi (1.16) поставимо у вiдповiднiсть наступну частково усереднену си-

стему:
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dy

dt
= ε

[
f̄ (y(t)) + A (y(t)) v0 (w)

]
, y (0) = ϕ(0). (1.34)

Установимо вiдповiднiсть мiж керуваннями u(t, ε) i w(t).

1. Кожному керуванню w(t) поставимо у вiдповiднiсть керування u(t, ε) на-

ступним чином:

2π(i+1)∫
2πi

ψ (t, u(t, ε))dt =

2π(i+1)∫
2πi

v0 (w(t))dt.

Оскiльки v0 (w(t))∈∂V i V ∈ conv(Rn), то 1
2π

2π(i+1)∫
2πi

v0 (w(t))dt = vi∈V . Зна-

чить, iснує керування u (t, ε)∈U таке, що
2π(i+1)∫
2πi

ψ (t, u(t, ε))dt = 2πvi.

2. Кожному керуванню u(t, ε) покладемо у вiдповiднiсть керування w(t) на-

ступним чином:

Оскiльки

1

2π

2π(i+1)∫
2πi

ψ (t, u(t, ε))dt = vi ∈ V, (1.35)

то за теоремою Каратеодорi [6] iснують vji∈∂V, λ
j
i≥0,

r∑
j=1

λji=1, r≤m+1 такi, що

vi =
r∑
j=1

λjiv
j
i =

r∑
j=1

λjiv0(w
j
i ).

Задамо

w(t) =
{
wj
i

∣∣∣ τ j−1i ≤t<τ
j
i , τ 0i = 2πi, τ ji − τ

j−1
i = 2πλji , j = 1, r,

t ∈ [2πi, 2π (i+1)) , i = 0, 1, ...} .

Тодi
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1

2π

2π(i+1)∫
2πi

v0 (w (t)) dt =
1

2π

r∑
j=1

τ ji∫
τ i−1
i

v0

(
wj
i

)
dt =

1

2π

r∑
j=1

τ ji∫
τ i−1
i

vji dt =
r∑
j=1

λjiv
j
i = vi.

Зауваження. Аналогiчна теорема справедлива для схеми ступiнчастого усе-

реднення за алгоритмом 2, її доведення теореми проводиться аналогiчно, дове-

денню теореми 1.2.

1.2.3 Неперiодичний випадок

Тепер нехай права частина функцiонально-диференцiального рiвняння (1.16) не

є перiодичною за часом. Аналогiчно до перiодичного випадку будуємо вiдобра-

ження f̃(t, x).

Усереднену керовану систему, яка вiдповiдатиме вихiднiй системi (1.16), по-

будуємо у такий спосiб.

Нехай виконана умова

В9) рiвномiрно за x ∈ Rn iснує границя

lim
T→∞

1

T

∫ T

0

f̃(t, x)dt = f(x). (1.36)

Тодi функцiонально-диференцiальному рiвнянню (1.16) покладемоо у вiдпо-

вiднiсть наступне усереднене рiвняння:

dy

dt
= ε

[
f(y(t)) + A(y(t))v(t)

]
, y(0) = ϕ(0), (1.37)

де v – новий вектор керування, який буде побудовано одним iз описаних нижче

алгоритмiв.

Зауважимо, що (1.37) – це звичайне диференцiальне рiвняння при допусти-

мому керуваннi v(t).
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Алгоритм 3.

Вiдповiднiсть мiж керуванням u (t) ∈ U i керуванням v (t) встановимо з

урахуванням

v ∈ V = lim
T→∞

1

T

T∫
0

ψ (s, U) ds. (1.38)

В (1.38) iнтеграл вiд множинно-значного вiдображення розумiємо в сенсi

Аумана [23], а збiжнiсть в сенсi метрики Хаусдорфа.

Нехай збiжнiсть в (1.38) рiвномiрна вiдносно часу.

Встановимо вiдповiднiсть мiж керуваннями u(t, ε) i v(t).

1. Керуванню v(t) ∈ V покладемо у вiдповiднiсть керування u(t) ∈ U насту-

пним чином:

a) обчислимо значення vi = 1
T0

(i+1)T0∫
iT0

v(t)dt i = 0, 1, 2, . . . , (тут T0 – довiльно

обрана константа);

б) будуємо керування u(t) = {ui(t), iT0≤t<(i+1)T0}, де ui(t) знаходимо iз

умови:

min
u(t)∈U

∥∥∥∥∥∥∥
1

T0

(i+1)T0∫
iT0

ψ (t, u(t)) dt− vi

∥∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥∥
1

T0

(i+1)T0∫
iT0

ψ (t, ui(t)) dt− vi

∥∥∥∥∥∥∥ . (1.39)

Множина точок

V
i

T0
=

 1

T0

(i+1)T0∫
iT0

ψ(t, ui(t))dt

∣∣∣∣∣∣∣ui(t) ∈ U
 ,

за теоремою Ляпунова [20], є опуклим компактом, i lim
T→∞

h
(
V

i

T0
, V
)

= 0, (згiдно

з (1.38)) отже, iснує точка цiєї множини v̄i ∈ V
i

T0
, найближча до vi, тобто, iснує
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керування ui(t) в (1.39) таке, що

1

T0

(i+1)T0∫
iT0

ψ(t, ui(t))dt = v̄i. (1.40)

Керування u(t) iз (1.40) взагалi визначається неоднозначно.

2. Керуванню u(t) ∈ U поставимо у вiдповiднiсть v(t) ∈ V наступним чином:

a) обчислюємо wi = 1
T0

(i+1)T0∫
iT0

ϕ (t, ui(t)) dt, i = 0, 1, 2, . . . .

б) будуємо керування v(t) = {vi, iT0≤t<(i+1)T0, i = 0, 1, . . .}, де vi знахо-

димо iз умови

min
v∈V
‖wi − v‖ = ‖wi − vi‖ . (1.41)

Знаходження керування ui(t) у (1.39) можливе не завжди, але умова рiв-

номiрної обмеженостi функцiї ψ(t, u) гарантує iснування розв’язку задачi мiнi-

мiзацiї (1.41). Дiйсно, iз рiвномiрної обмеженостi функцiї ψ(t, u) випливає iн-

тегральна обмеженiсть вiдображення ψ(t, U), а тому опуклiсть i компактнiсть

множини точок

{
1
T1

(i+1)T1∫
iT1

ψ(t, ui)dt

∣∣∣∣∣ui∈U
}
, що є наслiдоком узагальнення теоре-

ми Ляпунова [20]. Отже, iснує точка цiєї множини, найближча до vi, тобто iснує

керування ui(t) в (1.39).

Теорема 1.3. Нехай в областi Q = {t ≥ 0, ϕ ∈ Cn, x ∈ Rn, u ∈ U

⊂ comp (Rr)} виконанi умови В1)-В5)i B9).

Тодi для довiльного η > 0 i довiльного L > 0 iснує ε0(η, L) > 0 таке, що для

будь-якого ε ∈ (0, ε0] i для будь-якого t ∈
[
0, Lε−1

]
справедливими є наступнi

твердження :

1) Розв’язки x(t, u) i y(t, v) задач (1.16) i (1.37) визначенi на t ∈ [0, Lε−1].
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2) Для будь-якого допустимого керування u (t) ∈ U системи (1.16) iснує

керування v (t) системи (1.37) таке, що

|x (t)− y (t)| ≤ η, (1.42)

де x (t) – розв’язок системи (1.16) з керуванням u (t), y (t) – розв’язок

системи (1.37) з керуванням v (t) i x (0) = y (0) = ϕ(0).

3) Для будь-якого допустимого керування v (t) ∈ V системи (1.37) iснує ке-

рування u (t) системи (1.16) таке, що справедливою є оцiнка (1.42).

Доведення теореми є аналогiчним до доведення теореми 1.1

Зауважимо, що оцiнки (1.25) i (1.42) є рiвномiрними за всiма u i v та ϕ(0),

тобто ε0 не залежить вiд керувань u i v та вiд початкової функцiї.

Наслiдок 2. При виконаннi умов теореми 1.3 безпосередньо випливає оцiн-

ка:

h
(
K(T ), K0(T )

)
≤ Cε, (1.43)

де K(T ) – замикання множини досяжностi системи (1.16), K0(T ) – множина

досяжностi системи (1.37), T = Lε−1.

Побудуємо алгоритм, коли керування усередненої системи обиратиметься з

границi множини V тобто v ∈ ∂V . Точку на границi множини V визначає опор-

ний вектор w(t) ∈ Rm, (‖w(t)‖ = 1). Системi (1.16) поставимо у вiдповiднiсть

наступну частково усереднену систему:

dy

dt
= ε

[
f̄ (y(t)) + A (y(t)) v0 (w)

]
, y (0) = ϕ(0), (1.44)

де f̄ визначається з (1.18).
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Алгоритм 4.

Встановимо вiдповiднiсть мiж керуваннями u(t, ε) и w (t).

1. Кожному керуванню w (t) покладемо у вiдповiднiсть керування u(t, ε) на-

ступним чином:

a) зафiксуємо T0>0. Розiб’ємо iнтервал
[
0, Lε−1

]
точками ti = iT0, i =

0, 1, ...;

б) обчислюємо vi = 1
T0

ti+1∫
ti

v0(w(t))dt vi ∈ V
i

T0
, lim

T0→∞
V

i

T0
= V.

в) будуємо керування u(ε, t) = {ui(t), ti≤t<ti+1, i = 0, 1, . . .}, де ui(t) знахо-

димо iз умови

min
u(t)∈U

∥∥∥∥∥∥ 1

T0

ti+1∫
ti

ψ (t, u (t)) dt− vi

∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥ 1

T0

ti+1∫
ti

ψ (t, ui (t)) dt− vi

∥∥∥∥∥∥ .
2. Кожному керуванню u(t, ε) покладемо у вiдповiднiсть керування w(t) на-

ступним чином:

vi =
ti+1∫
ti

ψ(t, u(t, ε))dt, vi ∈ V
i

T0
= 1

T0

(i+1)T0∫
iT0

ψ(t, U)dt;

б) знайдемо ṽi ∈ V iз умови:

min
v∈V
‖v − vi‖ = ‖ṽi − vi‖ .

За теоремою Каратеодорi [6] iснують vji ∈ ∂V, λji ≥ 0,
r∑
j=1

λji = 1, r ≤ m+1

такi, що ṽi =
r∑
j=1

λjiv
j
i =

r∑
j=1

λjiv0(w
j
i ).

3. Задамо керування:

w(t) =
{
wj
i

∣∣∣ τ j−1i ≤ t ≤ τ ji , τ
0
i = iT0, τ

j
i−τ

j−1
i = T0λ

j
i , j = 1, r,

t ∈ [iT0, (i+1)T0) , i = 0, 1, ....}
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Тодi

(i+1)T0∫
iT0

v0 (w (t)) dt =
1

T0

r∑
j=1

τ ji∫
τ i−1
i

v0

(
wj
i

)
dt =

1

T0

r∑
j=1

τ ji∫
τ i−1
i

vji dt =
r∑
j=1

λjiv
j
i = ṽi.

Аналогiчна до теореми 1.3, теорема справедлива для схеми ступiнчастого

усереднення за алгоритмом 4. обгрунтування алгоритму 4 проводиться анало-

гiчно до алгоритму 3.

Зауваження 1. Побудова керування v(t) за керуванням u(t) у 2-му i 4-му

алгоритмах не є конструктивною. Фактично стверджується тiльки факт iснува-

ння за теоремою Каратеодорi такого керування. Однак, такi побудови необхiднi

лише для доведення теореми, яка обгрунтовує метод усереднення. Для практи-

чного застосування алгоритма необхiдно за знайденим керуванням v(t) спро-

щеної задачi будувати керування u(t) вихiдної задачi. Ця частина алгоритмiв у

всiх випадках є конструктивною.

Зауваження 2. Випадок неоднозначностi v0(z) можливий та вiдповiдає осо-

бливим керуванням. Тому цей випадок розглядається окремо.

1.2.4 Приклади

Приклад 3.3.5.1.Нехай ψ(t, u) = A(t)u, де

A(t) =

 a11sin(t) a12cos(t)

a21cos(t) a22sin(t)

 , u ∈ U = S1(0).

Тодi

C (V, z) = C

 1

2π

2π∫
0

A(t)S1(0)dt, z

 =
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=
1

2π

2π∫
0

C (A(t)S1(0), z) dt =
1

2π

2π∫
0

C
(
S1(0), AT (t)z

)
dt =

=
1

2π

2π∫
0

[
|a11z1sin(t) + a21z2cos(t)|+ |a12z1cos(t) + a22z2sin(t)|

]
dt =

=
2

π

[√
a112z12 + a212z2)

2 +
√
a122z12 + a222z22

]
.

При цьому

u∗1(t, z) = sign
[
a11z1sin(t) + a21z2cos(t)

]
u∗2(t, z) = sign

[
a12z1cos(t) + a22z2sin(t)

]
.

Якщо |a11| = |a21| i |a12| = |a22|, то C (V, z) = 2
π

(
|a11|+ |a12|

)√
z12 + z22, тобто

V = Sr(0), r = 2
π

(
|a11|+ |a12|

)
Якщо a21 = a12 = 0, то C(V, z) = 2

π(|a11z1| + |a22z2|), тобто V = {|v1| ≤
2
π |a11|, |v2| ≤

2
π |a22|}.

В цьому випадку зручно скористатися першим алгоритмом.

В загальному випадку перевiрка v ∈ V є важкою, тому скористаємося дру-

гим алгоритмом. У цьому випадку

v01(z) =
1

2π

2π∫
0

[
a11sin(t)u∗1(t, z) + a12cos(t)|u∗2(t, z)

]
dt =

=
1

2π

 a11
2z1√

a112z12 + a212z2)
2

+
a12

2z1√
a122z12 + a222z2)

2

 ,
v02(z) =

1

2π

2π∫
0

[
a21cos(t)u

∗
1(t, z) + a22sin(t)|u∗2(t, z)

]
dt =

=
1

2π

[
a221z2

za211z
2
1 + a221z

2
2

+
a222z2√

a212z
2
1 + a222z

2
2

]
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У випадку a21 = a12 = 0 при z1 = 0 i z2 = 0 значення u∗1(t, z), u∗2(t, z),

визначаються iз умов

(a11z1 sin(t) + a21z2 cos(t))u∗1(t, z) = max
u∈U

(a11z1 sin(t) + a21z2 cos(t))u1

(a12z1 cos(t) + a22z2 sin(t))u∗2(t, z) = max
u∈U

(a12z1 cos(t) + a22z2 sin(t))u1

Отже, неоднозначно визначається функцiя v0(z).

Приклад 3.3.5.2. Нехай ψ(t, u) = A(t)u, де

A(t) =

 f(t) 0

0 f(t)

 , u ∈ U = S1(0), f(t) = f 0 + exp (−t), f 0 > 0.

Тодi

V t+T
t =

1

T

∫ t+T

t

A(t)U dt ∈ conv(R2),

C(V t+T
t , z) = C

(
1

T

∫ t+T

t

A(t)U dt, z

)
=

1

T

∫ t+T

t

C(U,ATz) dt =

=
1

T

∫ t+T

t

√
f(t)2z21 + f(t)2z22 dt = ||z|| 1

T

∫ t+T

t

f(t) dt =

= ||z||
(
f 0 +

1

T
(exp(−t)− exp(−t− T ))

)
.

Отже,

V = lim
T→∞

V t+T
t = Sf0(0)

i
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h(V t+T
t , V ) < η при T >

1

η
. (1.45)

В данному випадку можна використати алгоритми 3 i 4, а крок ступiнчастого

розбиття T0 обрати, використовуючи оцiнку (1.45).

1.3 Близькiсть оптимальних значень критерiїв точної та

усередненої задач

Розглянемо задачi оптимального керування (1.1),(1.2) i (1.4)(1.6) та задачу опти-

мального керування (1.16),(1.17) i вiдповiдну задачу оптимального керування

усередненою системою (1.19), яка побудована за алгоритмом 1 (або (1.34), яка

побудована за алгоритмом 2, або (1.37), яка побудована за алгоритмом 3, або

(1.44), яка побудована за алгоритмом 4) з критерiєм якостi (1.17) на траєкторiях

вiдповiдної усередненої системи.

Припустимо, що виконанi умови:

С1) функцiя Φ(·) : Rn → R — задовольняє умову Лiпшиця з константою µ;

С2) задача (1.1),(1.2) (задача (1.16),(1.17)) має розв’язок, через u∗ позначимо

оптимальне керування цiєї задачi.

Зауважимо, що множина (1.5) допустимих керувань вихiдної системи (1.1)

((1.16)) є опуклим компактом, тодi i множина досяжностi усередненої систе-

ми (1.4) (або (1.34), або (1.37), або (1.44)) є компактною [50], а значить зада-

ча (1.4),(1.6) (або кожна усереднена задача, побудована за алгоритмом 2, 3, 4)

має розв’язок. Позначимо через v∗ — оптимальне керування усередненої задачi

(1.4),(1.6).

Близькiсть розв’язкiв вихiдної функцiонально-диференцiальної системи i
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усередненої, яка описується звичайними диференцiальними рiвняннями, вста-

новлена у Теоремi 1.1. Використовуючи цей результат, оцiнимо близькiсть зна-

чень термiнальних критерiїв якостi вихiдної i усередненої задач на вiдповiдних

керуваннях.

Наступна теорема встановлює основний результат цього роздiлу — близь-

кiсть значень термiнальних критерiїв якостi вихiдної i усередненої задач на вiд-

повiдних керуваннях.

Теорема 1.4. Нехай в областi Q = {t ≥ 0, ϕ ∈ Cn, x ∈ Rn, u ∈ U

⊂ comp (Rr)} виконанi умови теореми 1 (або теореми 2), умови С1) i С2).

Тодi для будь-яких η > 0 i L > 0 iснує таке ε0 (η, L) > 0, що для 0 < ε < ε0 i

t0 6 t 6 Lε−1 виконуються наступнi нерiвностi:∣∣J [u∗]− J̄ [v∗]
∣∣ < η,

J [uv∗]− J [u∗] < η,

J̄ [vu∗]− J̄ [v∗] < η,

де uv∗ — керування системи (1.16), побудоване за алгоритмом 1 або 3, яке

вiдповiдає оптимальному керуванню v∗ усередненої задачi, а vu∗ — керування

усередненої системи, побудоване за алгоритмом 1 або 3, яке вiдповiдає опти-

мальному керуванню u∗ задачi (1.16), (1.17).

Спочатку доведемо наступнi леми.

Лема 4.1. Нехай виконанi умови С1), С2) i iснує допустиме керування

v0 ∈ V таке, що вiдповiдна йому траекторiя y(t) близька до оптимальної трае-

кторiї x∗(t) задачi (1.1),(1.2), а саме, для деякого малого η1 > 0 при t ∈ [t0, T ]

виконується |x∗(t)− y(t)| < η1.

Тодi
∣∣J [u∗]− J̄ [v∗]

∣∣ < µη1.



31

Доведення. Нехай, наприклад, J [u∗] 6 J̄ [v∗]. Iз умови С1) i вибору керува-

ння v0 маємо

∣∣J [u∗]− J̄ [v0]
∣∣ = |Φ(x∗(T ))− Φ(y(T ))| 6 µ|x∗(T )− y(T )| 6 µη1,

тобто,

J [u∗] > J̄ [v0]− µη1. (1.46)

Оскiльки v∗ — оптимальне керування задачi (1.4)(1.6), то

J̄ [v∗] 6 J̄ [v0]. (1.47)

Iз (1.46) i (1.47) отримаємо: J̄ [v0] > J̄ [v∗] > J [u∗] > J̄ [v0] − µη1 та, вiднiмаючи

J̄ [v∗] з останньої нерiвностi, маємо J [u∗]− J̄ [v∗] > J̄ [v0]− J̄ [v∗]− µη1.

Тодi iз (1.47) виконується неравiвнiсть J [u∗] − J̄ [v∗] > −µη1. Але за при-

пущенням J [u∗] − J̄ [v∗] 6 0 < µη1. Отже, −µη 6 J [u∗] − J̄ [v∗] < µη1, лема

доведена.

Лемма 4.2. Нехай виконана умова С1) та iснує таке керування u0 для задачi

(1.1),(1.2), що вiдповiдна йому траекторiя x(t) є близькою до оптимальної трае-

кторiї y∗(t) задачi (1.4),(1.6), тобто, для малого η2 > 0 при t ∈ [t0, T ] виконується

|x(t)− y∗(t)| < η2.

Тодi
∣∣J [u∗]− J̄ [v∗]

∣∣ < µη2.

Доведення. Нехай J [u∗] > J̄ [v∗]. Як i в доведеннi леми 4.1, маємо

J [u0] > J [u∗] > J̄ [v∗] > J [u0]− µη2.

Вiднiмаючи J [u∗] iз останньої нерiвностi, отримаємо

J̄ [v∗]− J [u∗] > J [u0]− J [u∗]− µη2.
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Тодi є справедливою нерiвнiсть J̄ [v∗] − J [u∗] > −µη2, або J [u∗] − J̄ [v∗] 6 µη2.

Але за умовою леми J [u∗]− J̄ [v∗] > 0 > −µη2. Отже, −µη < J [u∗]− J̄ [v∗] 6 µη2,

i лема доведена.

Лемма 4.3 Нехай iснують одночасно i u0 — допустиме керування для за-

дачi (1.1),(1.2), що вiдповiдна йому траекторiя x(t) є близькою до оптимальної

траекторiї y∗(t) задачi (1.4),(1.6), тобто, для малого η2 > 0 при t ∈ [t0, T ] викону-

ється |x(t)− y∗(t)| < η2. i v0 — допустиме керування для задачi (1.4),(1.6), таке,

що вiдповiдна йому траекторiя y(t) близька до оптимальної траекторiї x∗(t)

задачi (1.1),(1.2), а саме, для деякого малого η1 > 0 ∀t ∈ [t0, T ] виконується

|x∗(t)− y(t)| < η1,

Тодi ∣∣J [u∗]− J̄ [v∗]
∣∣ < µη3,

J [u0]− J [u∗] 6 ση3,

J̄ [v0]− J̄ [v∗] 6 ση3,

де η3 = max {η1, η2}.

Доведення. З двох оптимальних значень функцiоналiв вихiдної i усередне-

ної задач J [u∗] и J̄ [v∗], одна обов’язково больша (або дорiвнює) iншiй, тому ви-

конується або лема 4.1, або лема 4.2, та виконується нерiвнiсть
∣∣J [u∗]− J̄ [v∗]

∣∣ <
µη3. Тому

J [u0]− J [u∗] = J [u0]− J̄ [v∗] + J̄ [v∗]− J [u∗] 6

6 |J [u0]− J̄ [v∗]|+ |J̄ [v∗]− J [u∗]| 6 µη2 + µη3 < ση3,

де σ = 2µ. Остання нерiвнясть в лемi доводиться аналогiчно. Лема доведена.

Наступна теорема доводить основний результат — близькiсть термiнальних

критерiїв якостi вихiдної i усередненої задач на вiдповiдних керуваннях.

Теорема 3.5. Нехай в областiQ = {t≥0, ϕ∈Cn, x ∈ Rn, u ∈ U ⊂ comp (Rr)}
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виконанi умови теореми 3.1, умови С1) i С2). Тодi для будь-яких η > 0 i L > 0

iснує таке ε0 (η, L) > 0, що для 0 < ε < ε0 i t0 6 t 6 Lε−1 виконуються наступнi

нерiвностi: ∣∣J [u∗]− J̄ [v∗]
∣∣ < η,

J [uv∗]− J [u∗] < η,

J̄ [vu∗]− J̄ [v∗] < η,

де uv∗ — керування системи (1.16), побудоване за алгоритмом 1 або 3, яке вiдпо-

вiдає оптимальному керуванню v∗ усередненої задачi, а vu∗ — керування усере-

дненої системи, побудоване за алгоритмом 1 або 3, яке вiдповiдає оптимальному

керуванню u∗ задачi (1.16), (1.17).

Доведення. Зауважимо, що алгоритм методу усереднення дозволяє побуду-

вати у вiдповiднiсть керуванню v∗ задачi (1.4), (1.6) таке допустиме керування

uv∗ задачi (1.1), (1.2), що вiдповiднi траєкторiї будуть близькими: |x(t, uv∗) −

y∗(t, v∗)| < η. Позначимо через ε1 значення малого параметра ε0, для якого за

теоремою 3.1 виконується остання нервнiсть. Цей же алгоритм дозволяє побуду-

вати у вiдповiднiсть керуванню u∗ задачi (1.1), (1.2) таке допустиме керування

vu∗ задачi (1.4), (1.6), що iснує значення малого параметра ε2 при якому вiдпо-

вiднi траєкторiї будуть близькими: |x∗(t, u∗)− y(t, vu∗)| < η. Застосовуючи лему

4.3, отримуємо нерiвностi теореми. Теорему доведено.

Отже, керування uv∗ є асимптотично оптимальним дляточної задачi (1.1),

(1.2), а керування vu∗ є асимптотично оптимальним для усередненої задачi (1.4),

(1.6).

Зауважимо, по-перше, що для перiодичного випадку η = εC, по-друге, що

аналогiчна теорема може бути доведена для усереднених задач, побудованих за

алгоритмом 2 або 4.
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1.4 Числово-асимптотичний метод розв’язання задачi

оптимального керування функцiонально-диференцiа-

льною системою

Таким чином, обгрунтовано числово-асимптотичний метод розв’язання за-

дачi оптимального керування функцiонально-диференцiальною системою (1.1),

(1.2), реалiзацiя якого здiйснюється наступним чином:

1. Для керованої функцiонально-диференцiальної системи (1.1) будуємо усе-

реднену систему (1.4).

2. Будуємо множину допустимих керувань V усередненої системи (1.4) за

формулою (1.5).

3. Розв’язуємо усереднену задачу оптимального керування (1.4),(1.6).

4. За оптимальним керуванням v∗ усередненої задачi (1.4),(1.6) з викори-

станням алгоритму вiдповiдностi керувань будуємо асимптотично оптимальне

керування uv∗ вихiдної системи (1.1), (1.2).

5. Будуємо траекторiю x(t, uv∗) вихiдної системи (1.1), яка вiдповiдає керу-

ванню uv∗.

6. Для асимптотично оптимального керування uv∗ знаходимо значення фун-

кцiоналу якостi (1.2), яке згiдно з теоремою 4.1 вiдрiзняється вiд оптимального

значення на малу величину η.
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Роздiл 2 Збiжнiсть оптимальних керувань i опти-

мальних траєкторiй в методi усередне-

ння задач оптимального керування

2.1 Застосування методу усереднення до задач оптималь-

ного керування для нелiнiйних звичайних диференцi-

альних рiвнянь на скiнченному iнтервалi

На можливiсть застосування методу усереднення до розв’язування задач опти-

мального керування на асимптотично великих часових iнтервалах вперше звер-

нув увагу М.М. Моiсеєв ([42, 43]). Зокрема, для знаходження асимптотично

оптимального керування вiн видiлив два пiдходи:

1) усереднення крайової задачi принципа максимума Л. С. Понтрягiна;

2) безпосереднє усереднення рiвнянь керованого руху.

При цьому основна увага акцентувалася на практичному застосуваннi даних

пiдходiв для розв’язування конкретних прикладних задач.

В роботах В. О. Плотнiкова та його школи (див., наприклад, [44]) дано строге

обґрунтування застосування методу усереднення до задач керування. Але при

цьому множина допустимих керувань усередненої системи будувалась спецiаль-

ним чином за множиною допустимих керувань вихiдної системи, що технiчно

складно, оскiльки для такої побудови необхiдно розв’язувати деяке iнтегральне

рiвняння.

Ще один пiдхiд, розглянутий, наприклад, в [52, 53], пов’язаний з побудовою

за вихiдною задачею диференцiального включення, яке потiм дослiджувалося
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методом усереднення, тобто оригiнальна задача керування системою звичайних

диференцiальних рiвнянь замiнювалася новим об’єктом бiльш складної природи

– диференцiальним включенням.

Пiдхiд, вiдмiнний вiд згаданих вище, розроблений в роботi [45]. А саме, спо-

чатку проводилося усереднення правих частин системи за часом, який явно вхо-

дить в праву частину, при цьому функцiя керування u(t) вважалася параметром

(за нею усереднення не проводилося). Такий пiдхiд, на вiдмiну вiд iнших, зга-

даних вище, має свої переваги: по-перше, усереднений об’єкт будується досить

просто (усередненням правих частин за часом, який входить явно); по-друге,

множина допустимих керувань оригiнальної та усередненої задач спiвпадає i

не потребує, як в [44] нiяких додаткових конструкцiй. Однак авторам довело-

ся накласти на функцiї керування u(t) умову асимптотичної сталостi, а саме,

для кожного керування u(t) ∈ U iснує стала u0 така, що |u (t)− u0| ≤ ϕ(t),∫∞
0 ϕ(t)dt < ∞. При цьому ϕ(t) не залежить вiд u(t). Зауважимо, що подiбна

умова виникала i в [42, 43].

Основнi труднощi, якi виникають у згаданих вище пiдходах, – це довести

близькiсть вiдповiдних (з однаковими початковими умовами) розв’язкiв точної

i усередненої системи на асимптотично великих (порядка ε−1) iнтервалах. Якщо

така близькiсть отримана, то подальшi роздуми бiльш-менш аналогiчнi.

Мета цього роздiлу – обґрунтувати пiдхiд роботи [45] до розв’язування задач

оптимального керування, знявши при цьому умову асимптотичної сталостi.

Для нелiнiйної задачi оптимального керування системою звичайних дифе-

ренцiальних рiвнянь зi швидко осцилюючими параметрами обґрунтоване засто-

сування методу усереднення, згiдно з яким швидкоколивнi параметри замiню-

ються на усередненi. Доведено, що оптимальне керування усередненої задачi
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є "майже оптимальним"для точної задачi. Дослiджена збiжнiсть оптимальних

розв’язкiв вихiдної задачi до оптимальних розв’язкiв усередненої.

2.1.1 Постановка задачi

Розглянемо нелiнiйну задачу оптимального керування зi швидкоосцилюючими

змiнними:

ẋ = X

(
t

ε
, x, u (t)

)
, x (0, u (0)) = x0 (2.48)

з критерiєм якостi

Jε [u] =

∫ T

0

L (t, xε (t) , u (t)) dt+ Φ(xε (T )) −→ inf. (2.49)

Тут ẋ = dx
dt ,

Тут ε > 0 малий параметр, T > 0 — задана стала, x — фазовий вектор в Rd,

u(t) — m-вимiрний вектор керування, який належить деякiй функцiональнiй

множинi.

Далi будемо позначати через x(t, u) – розв’язок задачi Кошi (2.48),(2.88),

який вiдповiдає керуванню u(t). Якщо не буде двозначностi, то залежнiсть вiд

u будемо опускати та писати x(t).

При умовi iснування рiвномiрних за x ∈ Rd середнiх

lim
s→∞

1

s

∫ s

0

X(t, x, u)dt = X0(x, u) (2.50)

задачi оптимального керування (2.48)-(2.49) зi швидкоосцилюючими коефi-

цiєнтами ставиться у вiдповiднiсть на вiдрiзку [0, T ] бiльш просту задачу опти-

мального керування
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ẏ = X0 (y, u (t)) , y (0, u (0)) = x0 (2.51)

з критерiями якостi

J0 [u] =

∫ T

0

L(t, y (t) , u (t))dt+ Φ(y (T ))→ inf (2.52)

Головний результат даної секцiї – це доведення збiжностi оптимальних ке-

рувань i оптимальних траєкторiй розв’язкiв точних задач (2.48)-(2.49) i (2.88)-

(2.89) до оптимальних керувань i траєкторiй усереднених задач. При цьому та-

кож встановлюється, що оптимальне керування усередненої задачi є "майже

оптимальне"для точної, тобто, з точнiстю до малого параметра ε реалiзується

мiнiмум критерiя якостi.

Далi в роботi будемо використовувати поняття iнтегральної неперевностi

вектор-функцiї за параметром λ [57]. А саме, нехай X(t, x, µ) – d-вимiрна

вектор-функцiя, визначена в областi Q =
{

[0, T ] ⊂ R1 ×D ⊂ Rd × µ ∈ Λ
}
.

Будемо говорити, що функцiя X(t, x, µ) iнтегрально-неперервна в областi

Q за параметром λ в точцi згущення λ0 ∈ Λ, якщо для довiльного t ∈ [0, T ] i

x ∈ D має мiсце граничне спiввiдношення:

lim
µ→µ0

∫ t

0

X(s, x, µ) ds =

∫ t

0

X(s, x, µ0)ds (2.53)

Добре вiдомо [ ], що iснування границь (2.50) i (2.91) рiвносильне iнте-

гральнiй неперервностi функцiй Y (t, x, u, ε) = X( tε , x, u) i Y1 (t, x, ε) =

X( tε , x) вiдповiдно в точцi ε = 0, якщо покласти Y (t, x, u, 0) = X0(x, u), а

Y1 (t, x, 0) = X0(x).

Вiдносно iнтегральної неперервностi будемо використовувати наступну тео-

рему.



39

Теорема 2.5 (Красносельського-Крейна). Нехай

1) X(t, x, µ) неперервна по t в Q;

2) X(t, x, µ) рiвномiрно неперервна за x в Q, рiвномiрно вiдносно x, λ;

3) X(t, x, µ) iнтегрально-неперервна за µ в точцi µ = µ0.

Тодi, якщо xλ(t) – сiм’я кусково-неперервних за t ∈ [0, T ] функцiй iз зна-

ченнями в D, рiвномiрно вiдносно t ∈ [0, T ], яке збiгається при µ → µ0 до

граничної функцiї xµ0
(t) то

lim
µ→µ0

∫ t

0

X(s, xµ (s) , µ)ds =

∫ t

0

X(s, xµ0
(s) , µ0)ds (2.54)

2.1.2 Умови збiжностi оптимальних керувань i оптимальних трає-

кторiй точної задачi до оптимальних керувань, траєкторiї вiд-

повiдних усереднених задач

Для задачi (2.48)-(2.49) будемо вважати, що виконуються наступнi умови:

Умова 4.1.1. Допустимим керуванням єm-вимiрнi вектор-функцiї u(·) такi,

що u(·) ∈ U – компактнiй множинi в L2([0, T ]);

Умова 4.1.2. Функцiя X(t, x, u) визначена i неперервна за сукупнiстю

аргументiв в областi Q0 = {t ≥ 0, x ∈ Rα, u ∈ U}, i:

1) X(t, x, u) задовольняє в Q умову лiнiйного росту зi сталою M, тобто

|X(t, x, u)| ≤M(1 + |x|)

для будь-якого (t, x, u) ∈ Q0;

2) X(t, x, u) задовольняє в Q0 умову Лiпшиця за x ∈ Rd i u ∈ Rm зi сталою

λ, тобто

|X (t, x, u)−X(t, x1, u1)| ≤ λ(|x− x1|+ |u− u1|)
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для довiльних (t, x, u) i (t, x1, u1) в Q0;

Умова 4.1.3. Рiвномiрно вiдносно x ∈ Rd i u ∈ Rm iснує границя (2.50).

Умова 4.1.4. Функцiя L(t, x, u) визначена i неперервна за сукупнiстю

аргументiв в областi Q1 =
{
t ∈ [0, T ] , x ∈ Rd, u ∈ Rm

}
, причому

1) L(t, x, u) рiвномiрно вiдносно t ∈ [0, T ] i u ∈ Rm неперервна за x ∈ Rd

2) L(t, x, u) задовольняє за змiнною u в областi Q1 умову Лiпшиця з кон-

стантою λ > 0

3) функцiя Φ : Rλ → R1 неперервна за x.

Вiдзначимо, що в силу умов 1), 2) iз 4.1.2 за теоремою Каратеодорi маємо,

що для кожного допустимого керування u(t) розв’язок задачi Кошi x(t, u) iснує,

єдиний на всьому вiдрiзку [0, T ].

При цьому x(t, u) – абсолютно неперервна функцiя. Iз умови 4.1.3 також

слiдує, що функцiї X0 i f0 також задовольняють умову Лiпшиця за λ. Тому для

кожного допустимого керування u(t) розв’язок задачi Кошi (2.51), (2.92) y(t, u)

iснує, єдиний на всьому вiдрiзку [0, T ] i є абсолютно неперервними функцiями.

Таким чином, критерiї (2.49),(2.52) мають змiст при всiх допустимих керу-

ваннях.

2.1.3 Збiжнiсть оптимальних значень критерiя якостi точної задачi

до оптимальних значень критерiя якостi вiдповiдних усередне-

них задач

Наступна теорема грає гарантує близькiсть вiдповiдних розв’язкiв задач Кошi

(2.48),(2.51) при малих ε на скiнченному промiжку часу.

Вiдзначимо, що вона є узагальненням першої теореми М. Боголюбова та дає

обґрунтування методу усереднення на випадок залежностi правих частин вiд
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функцiональних параметрiв.

Далi будемо вважати, що T = 1.

Теорема 2.6. Нехай виконуються умови 4.1.1-4.1.3. Тодi для довiльного

η > 0 iснує ε0 = ε0(η, x0) таке, що при 0 < ε < ε0 для x(t, u) i y(t, u) розв’язкiв

задач Кошi(2.48) i (2.51) вiдповiдно справедлива оцiнка

|x (t, u)− y(t, u)| < η (2.55)

для всiх t ∈ [0, T ] i всiх допустимих керувань u(t).

Доведення. Вiзьмемо довiльне η > 0 i зафiксуємо його. Для довiльних

ε > 0 i довiльного допустимого керування u(t) оцiнимо рiзницю мiж x(t, u) i

y(t, u). Для простоти позначимо x(t, u) = x(t), а y(t, u) = y(t). Будемо також

опускати залежнiсть x(t) вiд ε. Оскiльки U – компакт в L2([0, 1]), то для даного

η iснує скiнченна сiтка ηe−λ

4λ : u1 (t) , . . . un(t), тут N = N(η).

Тодi для обраного керування u(t) iснує представник uj(t) iз сiтки такий, що

‖u (·)− uj(·)‖α2
<

η

4λ
e−λ (2.56)

Далi зауважимо, що використовуючи для X(t, x, u) i X0(x, u) умову лiнiй-

ного по x(t) росту, нерiвнiсть Гронуолла для розв’язкiв x(t) i y(t) на [0, 1] легко

отримати оцiнки

|x(t)| ≤ C, |y(t)| ≤ C (2.57)

де стала C залежить лише вiд M i x0.

Використовуючи умову 2) iз 4.1.2 ми маємо:

|x(t)− y(t)| ≤
∣∣∣∣∫ t

0

(
X
(s
ε
, x(s), uj(s)

))
−X0 (y (s) , uj (s)) ds

∣∣∣∣+
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+

∫ t

0

∣∣∣X (s
ε
, x (s) , u (s)

)
−X

(s
ε
, x (s) , uj (s)

)∣∣∣ ds+
+

∫ t

0

|X0 (y (s) , u (s))−X0 (y (s) , uj (s))|ds ≤

≤
∣∣∣∣∫ t

0

(
X
(s
ε
, x (s) , uj (s)

))
−X0 (y (s) , uj (s)) ds

∣∣∣∣+
2λ

(∫ 1

0

|u (s)− uj(s)|2ds
) 1

2

≤ I1 +
η

2
e−λ (2.58)

Оцiнимо тепер перший доданок I1 в (2.58) i ми маємо:

J1 ≤ λ

∫ t

0

|x(s)− y(s)|ds+

+

∣∣∣∣∫ t

0

(
X
(s
ε
, y (s) , uj(s)

)
−X0(y (s) , uj (s))ds

)∣∣∣∣ (2.59)

Оскiльки кожну функцiю iз L2([0, 1]) можна апроксимувати в L2-нормi непе-

рервною функцiєю (наприклад, частковими сумами Фур’є за синусами i косину-

сами), а кожну неперервну на вiдрiзку функцiю можна апроксимувати кусково-

сталою, то для uj(t) оберемо неперервну uc(t) i кусково-сталу up(t) функцiї так,

щоб виконувалися нерiвностi

‖uj − uc‖L2
<
ηe−λ

16λ
(2.60)

i

|ue (t)− up(t)| <
η

16λ
e−λ (2.61)

при t ∈ [0, 1].

Тодi iз (4.1.3.4) - (4.1.3.6) ми маємо оцiнку

J1 ≤ λ

∫ t

0

|x (s)− y (s)|ds+
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+

∣∣∣∣∫ t

0

(
X
(s
ε
, y (s) , up (s)

)
−X0 (y (s) , up (s))

)
ds

∣∣∣∣+
η

4
e−λ. (2.62)

За необхiдностi, подiливши вiдрiзок [0, 1]точками {tk}R0 (t0 = 0, tR = 1), мо-

жна вважати, що на кожному вiдрiзку [tk, tk+1) всi компоненти вектор-функцiї

up(t) приймають сталi значення, тобто up (t) = up(tk) при t ∈ [tk, tk+1). Тут,

звичайно, натуральне R = R(η) i фiксоване при фiксованому виборi η.

Оберемо тепер натуральне n i розiб’ємо вiдрiзок [0, 1] точками ti = i
n(i =

0, n) на n рiвних частин. Будемо вважати n настiльки великим, щоб на кожному

iнтервалi [tk, tk+1) були точки ti. В результатi ми матимемо n iнтервалiв виду

[ti, ti+1). Якщо при цьому для деяких k i i ti < tk < ti+1, то iнтервал [ti, ti+1)

розiб’ємо на два iнтервала [ti, tk) i [tk, ti+1). В результатi вiдрiзок [0, 1] розiб’ється

на не бiльше, нiж n + R iнтервалiв, довжина кожного з яких не перевищує 1
n .

Точки розбиття знову позначимо ti, а загальну кiлькiсть iнтервалiв [ti, ti+1)

позначимо через K = K(η). При цьому, очевидно, K ≤ n+ R, а також up (t) =

up(ti) при t ∈ [ti, ti+1). Позначимо yi = y(ti), а up (ti) = upi.

Тодi

∫ t

0

[
X
(s
ε
, y (s) , up (s)

)
−X0 (y (s) , up (s))

]
ds =

=
K∑
i=0

∫ ti+1

ti

[
X
(s
ε
, y (s) , upi

)
−X

(s
ε
, yi, upi

)]
ds+

+
K∑
i=0

∫ ti+1

ti

[X0 (yi, upi)−X0 (y (s) , upi)] ds+

+
K∑
i=0

∫ ti+1

ti

[
X
(s
ε
, yi, upi

)
−X0 (yi, upi)

]
ds = J2 + J3 + J4 (2.63)

Оцiнимо кожний доданок в (2.63). Використовуючи для X(t, x, u) умову
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лiнiйного росту i лiпшицевiсть, ми маємооцiнку

J2 ≤
K∑
i=0

λ

∫ ti+1

ti

|y (s)− yi| (2.64)

Але

|y (s)− yi| ≤
∫ ti+1

ti

|X0 (y (s) , u (s))|ds ≤

≤M

∫ ti+1

ti

(1 + |y (s)|)ds ≤ M(1 + C)

n
.

в силу (2.57) i вибору довжини розбиття. Звiдси i iз (2.64) для J2 ми маємо

оцiнку

J2 ≤
K∑
i=0

λ
M (1 + C)

n2
≤ λM(1 + C)

n+R

n2
(2.65)

Аналогiчно ми можемо оцiнити J3 в (2.63).

Тодi для обраного η > 0 можна вказати таке число n, що для всiх ε > 0

виконується нерiвнiсть

J2 + J3 ≤
η

6
e−λ (2.66)

Тепер зафiксуємо n. Оцiнимо J4 в (2.63). За умови 4.1.3 функцiя X(sε , x, u)

рiвномiрно вiдносно x ∈ Rd, u ∈ Rm iнтегрально неперервна в точцi ε = 0. Тому

iснує ε0 таке, що при ε < ε0 i фiксованому n, величина J4 задовольняє оцiнку

J4 ≤
θ

12
e−λ (2.67)

Проведенi вище викладки можна застосовувати до кожної функцiї u1 (t),. . .

un (t) iз побудованої сiтки. В силу її скiнченностi ε0 можна обрати унiверсальним

для кожної iз функцiй iз сiтки. Тодi iз (2.58), (2.62), (2.66), (2.67) для ε < ε0

нерiвнiсть (2.55) виконується рiвномiрно за всiма допустимими керуваннями, що

доводить теорему 4.1.2.1.
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Зауваження 2.1. Зазначимо, що ε0 iз теореми 4.2 не залежить вiд допу-

стимих керувань тобто, оцiнка (2.55) є рiвномiрною за всiма допустимими

керуваннями.

Зауваження 2.2. Якщо в умовах теореми 4.2 функцiя X(t, x, u) обме-

жена в Q, то ε0 = ε0(η) – залежить лише вiд η i не залежить вiд x0. Таким

чином, в цьому випадку оцiнка (2.55) рiвномiрна i по x0 ∈ Rd.

Зауваження 2.3. Твердження теореми 4.2 не є наслiдком жодної iз схем

часткового усереднення iз [50].

Нехай

J∗ε = inf
u(·)∈U

Jε [u] ,

J∗0 = infJ0[u].

Наступна теорема встановлює зв’язок мiж оптимальними керуваннями i кри-

терiями якостi точної (2.48)-(2.49) i усередненої (2.51)-(2.52) задач.

Теорема 2.7. Нехай виконанi умови 4.1.1-4.1.4. Тодi задачi (2.48)-(2.49)

i (2.51)-(2.52) мають розв’язки (x∗ε (t) , u∗ε (t)), (y∗ (t) , u∗(t)), вiдповiдно. При

цьому

1) J∗ε → J∗0 при ε→ 0;

2)для довiльного η > 0 iснує ε0 таке, що при ε < ε0

|J∗ε − Jε(u∗)| < η (2.68)

тобто оптимальне керування усередненої задачi є майже оптимальним

для точної



46

3) iснує послiдовнiсть εn → 0, n→∞, така що

x∗εn(t)→ y∗(t) (2.69)

рiвномiрно на [0, T ], а

u∗εn(t)→ u∗(t) (2.70)

в L2([0, T ]).

Якщо при цьому усереднена задача (2.51),(2.52) має єдиний розв’язок, то

збiжностi (2.69) i (2.70) мають мiсце при всiх ε→ 0.

Доведення. Доведемо спочатку неперервнiсть Jε(u) за u ∈ L2([0, 1]) для

кожного ε > 0. Нехай u1 (t) , u2(t) довiльнi допустимi керування для задачi

(2.48), (2.49), а x(t, u1), x(t, u2) вiдповiднi траєкторiї.

Використовуючи умову 2) iз умови 4.1.2 i неперервнiсть Гронуолла, маємо

sup
t∈[0,1]

|x (t, u1)− x(t, u2)| ≤ λ‖u1 − u2‖L2
eλ. (2.71)

Отже,

|Jε (u1)− Jε(u2)| ≤

≤
∫ 1

0

|L (t, x(t, u1), u1(t))− L (t, x(t, u2), u2(t))|ds+

+ |Φ (x (1, u1))− Φ(x(1, u2)| .

Використовуючи умову 4.1.4 ми маємо

|Jε (u1)− Jε(u2)| ≤

≤
∫ 1

0

|L (t, x(t, u1) , u1(t))− L(t, x (t, u2) , u1(t))|dt+
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+ λ‖u1 − u2‖L2
+ |Φ (x (1, u1))− Φ(x (1, u2)).| (2.72)

Оцiнка (2.57) є рiвномiрною за всiма допустимими u(t). Тому iз (2.57) маємо,

що x(t, u) не виходить iз BC-шара радiуса C з центром в нулi при t ∈ [0, 1]. В

силу умови 1) iз 4.1.4 i теореми Кантора, функцiя L(t, x, u) буде рiвномiрно

неперервною за x ∈ BC , рiвномiрно вiдносно t ∈ [0, 1] i u ∈ Rm. Тому iз (2.71) i

(2.72) слiдує неперервнiсть Jε(u) по L2-нормi.

Аналогiчними розсудами встановлюємо неперервнiсть по u i функцiонала

J0(u). Враховуючи тепер компактнiсть множини допустимих керувань, встанов-

люємо iснування (x∗ε (t) , u∗ε (t)) , (y∗ (t) , u∗ (t)) – оптимальних розв’язкiв задач

(2.48),(2.49) i (2.51),(2.52)

вiдповiдно.

Доведемо тепер, що J∗ε → J∗0 при ε→ 0. Оберемо довiльне η > 0 i зафiксуємо

його.

Тодi

J∗ε ≤ Jε (u∗) = J∗0 + Jε (u∗)− J0(u∗). (2.73)

Але

|Jε (u∗)− J0(u∗)| ≤
∫ 1

0

|L(t, x (t, u∗) , u∗(t))− L(t, y(t), u∗(t))|dt+

+ |Φ(x (1, u∗)− Φ(y (1))| (2.74)

Iз теореми 4.1.2.1 слiдує, що

max
t∈[0, 1]

|x (t, u∗)− y∗(t)| → 0, ε→ 0. (2.75)

Враховуючи тепер рiвномiрну неперервнiсть за x ∈ BC функцiї L(t, x, u)

рiвномiрно вiдносно [t ∈ [0, 1] i u ∈ Rm iз (2.74), (2.75) i умови 4.1.4 слiдує
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iснування ε0 > 0 такого, що при ε < ε0 ми маємо

|Jε (u∗)− J0| < η,

тому

J∗ε < J∗0 + η. (2.76)

З iншої сторони, при ε < ε0 ми маємо

J∗0 ≤ J0 (u∗ε) = J∗ε + J0 (u∗ε)− Jε(u∗ε) (2.77)

Аналогiчно до (2.74)-(2.76) при ε < ε0 ми маємо

|J0 (u∗ε)− Jε(u∗ε)| < η

а, отже

J∗0 < J∗ε + η (2.78)

Iз (2.76) i (2.78) слiдує що

J∗ε → J∗0 as ε→ 0 (2.79)

Отже, твердження 1) теореми доведене.

Доведемо тепер твердження 2). Ми маємо

|J∗ε − Jε(u∗)| ≤ |J∗ε − J∗0 |+ |Jε (u∗)− Jε(u∗)| .

Це доводить твердження 2).

Доведемо твердження 3). Оскiльки U – компакт в L2([0, 1]), то iз сiмейства

u∗ε можна видiлити пiдпослiдовнiсть u∗εn, яка сходиться в L2([0, 1]).

Нехай

lim
εn→0

u∗εn = u0 (2.80)
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Розглянемо допомiжнi системи

żεn = X

(
s

εn
, zεn, u0

)
, zεn (0) = x0, (2.81)

i

ẏ = X0 (y, u0) , y (0) = x0. (2.82)

Iз (2.71) слiдує що

sup
t∈[0, 1]

∣∣x∗εn (t)− zεn(t)
∣∣→ 0, εn → 0. (2.83)

А iз теореми 4.1.2.1 слiдує, що

sup
t∈[0, 1]

|zεn (t)− y(t)| → 0, εn → 0. (2.84)

Тодi iз(2.83) i (2.84) маємо

sup
t∈[0, 1]

∣∣x∗εn (t)− y(t)
∣∣→ 0, εn → 0 (2.85)

Таким чином, ми маємо

J∗εn = Jεn
(
u∗εn
)

=

∫ 1

0

L(t, x∗εn (t) , u∗εn(t))dt+ Φ(x∗εn(1)) =

=

∫ 1

0

L(t, x∗εn (t) , u0(t))dt+ Φ(x∗εn(1))+

+

∫ 1

0

L(t, x∗εn (t) , u∗εn(t))− L(t, x∗εn (t) , u0(t))]dt (2.86)

Iз умови 2) iз 4.1.4 i iз (2.80) слiдує, що останнiй доданок в (2.86) прямує до нуля

при εn → 0. Переходячи до границi в рiвностi (2.86) при εn → 0 з (4.1.3.21) i

(4.1.3.27), ми маємо

J∗0 =

∫ 1

0

L(t, y (t) , u0(t))dt+ Φ(y(1)) (2.87)
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Отже, (y(t), u0(y) – оптимальний розв’язок усередненої задачi (2.51) - (2.52), що

доводить твердження 3) теореми.

Якщо задача (2.51), (2.52) має єдиний розв’язок, то з доведеного вище ви-

пливає, що довiльна збiжна послiдовнiсть (u∗εn(t), x
∗
εn

(t))) збiгається до однiєї i

тiєї ж границi. Це доводить останнє твердження теореми 4.1.2.2.

2.2 Застосування методу усереднення до задач оптималь-

ного керування для лiнiйних звичайних диференцi-

альних рiвнянь на скiнченному iнтервалi

2.2.1 Постановка задачi

Розглянемо задачу оптимального керування зi швидкоосцилюючими змiнними,

лiнiйну за керуванням

ẋ = f

(
t

ε
, x

)
+ f1 (x)u (t) , x (0, u (0)) = x0 (2.88)

з критерiєм якостi

Jε [u] =

∫ T

0

[A (t, xε (t)) +B (t, u (t))]dt+ Φ(xε (T )) −→ inf. (2.89)

Також для задачi (2.88) розглядатимемо квадратичний за керуванням кри-

терiй

Jε [u] =

∫ T

0

[A(t, xε(t)) + u2(t)]dt+ Φ(xε(T )) −→ inf. (2.90)

Тут ε > 0 малий параметр, T > 0 — задана стала, x — фазовий вектор в Rd,

u(t) — m-вимiрний вектор керування, який належить деякiй функцiональнiй
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множинi.

Далi будемо позначати через x(t, u) – розв’язок задачi Кошi (2.48),(2.88),

який вiдповiдає керуванню u(t). Якщо не буде двозначностi, то залежнiсть вiд

u будемо опускати та писати x(t).

При умовi iснування рiвномiрного за x ∈ Rd середнього

lim
s→∞

1

s

∫ s

0

f(t, x)dt = f0(x) (2.91)

задачi оптимального керування (2.88),(2.89) зi швидкоосцилюючими коефiцiєн-

тами ставиться у вiдповiднiсть на вiдрiзку [0, T ] бiльш проста задача оптималь-

ного керування

ẏ = f0 (y) + f1 (y)u (t) , y (0, u (0)) = x0, (2.92)

з критерiями якостi вiдповiдно

J0 [u] =

∫ T

0

[A (t, y (t)) +B (t, u (t))]dt+ Ψ(y (T ))→ inf, (2.93)

i

J0 [u] =

∫ T

0

[A (t, y (t)) + u2 (t)]dt+ Ψ(y (T ))→ inf. (2.94)

Головний результат даної секцiї – це доведення збiжностi оптимальних керу-

вань i оптимальних траєкторiй розв’язкiв точних задач (2.88),(2.89) i (2.88),(2.90)

до оптимальних керувань i траєкторiй усереднених задач. При цьому також

встановлюється, що оптимальне керування усередненої задачi є “майже опти-

мальне” для точної, тобто, з точнiстю до малого параметра ε реалiзується мiнi-

мум критерiя якостi.

Для задач (2.88),(2.89) будемо вважати, що виконанi умови:
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Умова 4.1.2.5. Допустимим керуванням є m-вимiрнi вектор-функцiї u (·) ∈

Lp ([0, T ]) , p > 1 якi приймають значення в замкнутiй, опуклiй множинi V ⊂

Rm;

Умова 4.1.2.6. Функцiя f(t, x) визначена i неперервна за сукупнiстю змiн-

них в областi Q2 =
{
t ≥ 0, x ∈ Rd

}
, а n ×m-вимiрна матриця визначена при

x ∈ Rd i виконанi умови:

1) f(t, x) в областi Q2 задовольняє умову лiнiйного за x росту iз константою

M , тобто |f(t, x)| ≤M(1 + |x|), для довiльних (t, x) ∈ Q2;

2) f(t, x) i f1(x) в областi визначення задовольняє умову Лiпшиця за x iз

константою λ > 0;

Умова 4.1.2.7. Рiвномiрно за x ∈ Rd iснує границя (2.50)

Умова 4.1.2.8. Скалярнi функцiї A(t, x) i B(t, u) визначенi при t ∈ [0, T ],

x ∈ Rd, u ∈ U i неперервнi за сукупнiстю змiнних, причому:

1) A (t, x) ≥ 0, B(t, u) ≥ a|u|p для деякої сталої a > 0 i для кожного

t ∈ [0, T ] функцiя B(t, u) опукла за u ∈ V ;

2) функцiя Ψ : Rd → R1 неперервна за x та невiд’ємна.

Для задачi (2.88),(2.90) допустимими керуваннями будемо вважатиm-вимiрнi

вектор-функцiї u(·) ∈ L2([0, T ]), якi приймають значення в замкненiй, опуклiй

множинi U ⊂ Rm.

При цьому також виконанi умови 4.1.2.6 i 4.1.2.7.

Вiдзначимо, що в силу умови 4.1.2.6 за теоремою Каратеодорi маємо, що для

кожного допустимого керування u(t) розв’язок задачi Кошi x(t, u) iснує, єдиний

на всьому вiдрiзку [0, T ].

При цьому x(t, u) – абсолютно неперервна функцiя. Iз умов 4.1.2.3 i 4.1.2.7
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також слiдує, що функцiї X0 i f0 також задовольняють умову Лiпшиця за λ.

Тому для кожного допустимого керування u(t) розв’язок задачi Кошi (2.51),

(2.92) y(t, u) iснує, єдиний на всьому вiдрiзку [0, T ] i є абсолютно неперервними

функцiями.

Таким чином, критерiї (2.89),(2.90),(2.93),(2.94) мають змiст при всiх допу-

стимих керуваннях.

2.2.2 Збiжнiсть оптимальних значень критерiя якостi точної задачi

до оптимальних значень критерiя якостi вiдповiдних усередне-

них задач

Звичайно, вимога компактностi множини U є досить обмежуваною. Однак, якщо

обмежитися класом задач (2.88)-(2.89), тобто задач лiнiйних за керуванням, то

вимогу сильної компактностi можна зняти, замiнивши його слабкою компактнi-

стю. Зазначимо, що задачi типу (2.88)-(2.89) досить часто зустрiчаються на пра-

ктицi (наприклад, рiзного роду регулятори).

Спочатку наведемо результат про усереднення.

Теорема 2.8. Нехай виконанi умови 4.1.2.5-4.1.2.7. Тодi якщо послiдов-

нiсть uε
w→u0 слабко в Lp([0, T ]) при ε → 0, то розв’язок xε(t) задачi Кошi

(2.88) з u (t) = uε(t) збiгається рiвномiрно на [0, T ] до y(t) – розв’язку вiдпо-

вiдної задачi Кошi (2.92) з керуванням u (t) = u0(t), тобто

xε(t)⇒ y(t), ε→ 0 (2.95)

рiвномiрно по t ∈ [0, T ].

Доведення. Переписуючи рiвняння (4.1.1.3) ми маємо
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xε (t) = x0 +

∫ t

0

f(
s

ε
, xε(s))ds+

∫ t

0

f1((xε (s))uε(s)) (2.96)

Iз умов 4.1.2.6 ми маємо

|xε(t)| = |x0|+
∫ 1

0

M (1 + |xε (s)|) ds+

∫ 1

0

(|f1 (0)|+ λ |xε(s)|) |uε(s)|ds

|xε(t)| ≤ |x0|+
∫ 1

0

(M + |f1 (0)| |uε (s)|)ds+

∫ 1

0

(M + λ |uε (s)|) |xε(s)| ds (2.97)

За нерiвнiсть Гронуолла ми маємо

|xε(t)| ≤ (|x0|+M + |f1 (0)| ‖uε‖Lp)e
M+λ‖uε‖Lp (2.98)

Iз слабкої збiжностi uε до u0 слiдує сильна обмеженiсть uε, тобто sup
ε>0
‖uε‖Lp <∞,

а тому iз(2.97) слiдує iснування сталої L > 0 такої, що

|xε(t)| ≤ L (2.99)

для всiх ε > 0 i t ∈ [0, 1].

Далi, для довiльних t1 < t2, t1, t2 ∈ [0, 1], використовуючи (2.97) i (2.99), ми

маємо

|xε (t2)− (xε (t1)| ≤

≤
∫ t2

t1

M (1 + L) ds+

∫ t2

t1

(f1 (0) + λL) |uε (s)|ds ≤

≤M (1 + L) (t2 − t1) + (t2 − t1)
1
q (f1 (0) + λL)q

(∫ t2

t1

|uε (s)|p
) 1

p

,

1

p
+

1

q
= 1

Iз останньої нерiвностi слiдує рiвноступенева неперервнiсть сiмейства xε(y)

на [0, 1].
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Нехай xε(y) – послiдовнiсть, яка рiвномiрно за t ∈ [0, 1] збiгається до деякої

функцiї x0(t) при εn → 0. Iз (2.96) ми маємо

xεn (t) = x0 +

∫ t

0

f(
s

εn
, xεn(s))ds+

∫ t

0

f1 ((xεn (s))uεn (s))ds =

= x0 +

∫ t

0

f

(
s

εn
, xεn (s)

)
ds+

∫ t

0

f1 (x0 (s))uεn (s) ds+

+

∫ t

0

f1 ((xεn (s))− f1(x0 (s))uεn (s) ds (2.100)

Iз теореми Красносельського-Крейна маємо, що

lim
εn→0

∫ t

0

f

(
s

εn
, xεn (s)

)
ds =

∫ t

0

f0 (x0 (s))ds (2.101)

Далi, в силу слабкої збiжностi ми маємо

lim
εn→0

∫ t

0

f1 (x0 (s))uεn (s) ds =

∫ t

0

f1 (x0 (s))u0 (s) ds (2.102)

А за умовою 2) iз 4.1.2.6 для останнього iнтеграла в (2.100) ми маємо оцiнку∣∣∣∣∫ t

0

(f1 (xεns)− f1(x0(s)))uεn(s)ds)
∣∣∣∣ ≤

≤ λ

(∫ t

0

|xεn (s)− x0(s)|qds
) 1

q

‖uεn‖Lp (2.103)

Тепер, враховуючи рiвномiрну обмеженiсть ‖uεn‖Lp iз (2.103) маємо, що остан-

нiй доданок в (2.100) прямує до нуля.

Переходячи тепер до границi в (2.100) при ε → 0 i враховуючи (2.101) i

(2.102), маємо

x0 (t) = x0 +

∫ t

0

f0 (x0 (s)) ds+

∫ t

0

f1 (x0 (s))u0(s))ds

тобто, x0(t) – розв’язок задачi Кошi (2.92), а тому, в силу єдиностi, x0(t) ≡ y(t).
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Тому xε(t)⇒ y(t) при εn → 0. Отже, будь-яка збiжна послiдовнiсть функцiй

iз сiмейства збiгається до однiєї i тiєї ж межi. Звiдси слiдує доведення теореми

4.1.2.3.

Використовуючи теорему 4.1.2.1, можна установити зв’язок мiж оптималь-

ними керуваннями точної i усередненої задач.

Теорема 2.9. Нехай виконанi умови 4.1.2.5-4.1.2.8. Тодi задачi (2.88)-(2.89)

i (2.92)-(2.93) мають розв’язки (x∗ε (t) , u∗ε (t)) i y∗ (t) , u∗(t)) вiдповiдно. При

цьому

1) J∗ε → J∗0 , ε→ 0;

2) для-будь якого η > 0 iснує ε0, таке, що для ε < ε0 маємо

|J∗ε − Jε[u∗]| < η; (2.104)

3) iснує послiдовнiсть εn → 0, n→∞, така, що

x∗εn (t)⇒ y (t) (2.105)

рiвномiрно на [0, T ] i

u∗εn
w→u∗ (2.106)

слабко в Lp([0, T ]).

Якщо при цьому усереднена задача (2.92)-(2.93) має єдиний розв’язок, то

збiжностi (2.104) i (2.105) мають мiсце для всiх ε→ 0.

Доведення.

Доведення iснування оптимального розв’язку (x∗ε(t), u
∗
2(t)) для кожного ε >

0 здiйснюється стандартним способом (див., наприклад, [15]) iз видiленням слаб-

ко збiжної мiнiмiзуючої послiдовностi u(n)ε (t) до u∗ε(t) з наступним граничним пе-
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реходом. При цьому використовується напiвнеперервнiсть знизу iнтеграла
∫ 1

0 B(t, u(t))dt

за u, яка випливає iз опуклостi B(t, u).

Належнiсть u∗ε(t) до множини V для кожного t ∈ [0, 1] слiдує iз леми Мазура

[79], а також iз опуклостi i замкненостi множини V .

Iснування оптимальної пари (y∗(t), u8(t)) для задачi (4.1.1.8) - (4.1.1.10) до-

водиться аналогiчно.

Отже,

J∗ε = Jε (u∗ε) =

∫ 1

0

[A(t, x∗ε (t)) +B(t, u∗ε (t))]dt+ Ψ(x∗ε(1)) (2.107)

Нехай ū – довiльний сталий вектор iз V . Очевидно, що керування u(t) ≡ ū

є допустиме для задачi (2.88) - (2.89). Тодi для кожного ε > 0 ми маємо

J∗ε = Jε (u∗ε) ≤ Jε(u) (2.108)

Аналогiчно до отримання оцiнки (2.99) ми можемо показати iснування сталої

C1, яка не залежить вiд ε, такої, що

|xε(t, u)| ≤ C1 (2.109)

при t ∈ [0, 1]. Тодi iз неперервностi A, B, i Ψ слiдує iснування константи C2, яка

не залежить вiд ε i такої, що J∗ε ≤ C2. Тому

J∗ε ≤ C2 (2.110)

для всiх позитивних ε. Iз умов 4.1.2.8 i (4.1.2.41) слiдує∫ 1

0

|u∗ε(t)|
P ≤ C2

a
(2.111)
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Тому множина u∗ε є слабко компактною в Lp[0, 1]. Нехай u∗ε(t) – послiдовнiсть

оптимальних керувань, яка слабко збiжна до u0(t). Iз леми Мазура [79] слiдує,

що u0(t) ∈ V при t ∈ [0, 1], а, отже, i те, що u0(t) – допустиме керування.

Нехай x0(t) – розв’язок задачi Кошi (4.1.1.8) з u(t) = u0(t).

За теоремою 4.1.2.3 розв’язок xεn(t, u∗) задачi Кошi (2.88) рiвномiрно за t ∈

[0, 1] збiгається до y∗(t) при εn → 0. Тому

|Jεn (u∗)− J0 (u∗)| ≤
∫ 1

0

|A(t, xεn (t, u∗))− A(t, y∗ (t) |dt+

+|Ψ (xεn (1, u∗))−Ψ (y (1)) | → 0, εn → 0

Отже, для довiльного η > 0 iснує ε̄ таке, що якщо εn < ε̄

|Jεn (u∗)− J0 (u∗)| < η (2.112)

звiдки iз (4.1.3.43) ми маємо

J∗εn ≤ J∗0 + η (2.113)

для εn < ε̄. З iншого боку

J∗0 ≤ J0
(
u∗εn
)

= J∗εn + J0
(
u∗εn
)
− Jεn

(
u∗εn
)

(2.114)

Розглянемо допомiжну систему

zn = f0 (εn) + f1 (εn)u
∗
εn

(2.115)

i

x0 = f0 (x0) + f1 (x0)u0 (2.116)

Застосовуючи теорему 2.8 до системи (2.115) i (2.116), маємо

sup
t∈[0, 1]

|zn (t)− x0(t)| → 0, n→∞
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Звiдки i iз рiвномiрної збiжностi x∗εn до x0 ми маємо, що

sup
t∈[0, 1]

∣∣x∗εn (t)− zn(t)
∣∣→ 0, n→∞

тому ∣∣Jεn (u∗εn)− J0 (u∗εn)∣∣ ≤
≤
∫ 1

0

|A(t, x∗ε (t))− A(t, x0(t))|dt+

∫ 1

0

|A(t, εn (t))− A(t, x0(t))|dt+

+
∣∣Ψ (x∗εn (1)

)
−Ψ (x0 (1))

∣∣+ |Ψ (εn (1))−Ψ (x0 (1))| → 0, n→∞ (2.117)

В силу рiвномiрної неперервностi A(t, x) на компактi множини очевидних

оцiнок

sup
t∈[0, 1]

∣∣x∗εn (t)
∣∣ ≤ C3, sup

t∈[0, 1]
|εn (t)| ≤ C3

для деякої сталої C3 > 0, яка не залежить вiд n.

Отже, для довiльного η > 0 iз (2.117) слiдує iснування ε̄, такого, що при

∣∣Jεn (u∗εn)− J0 (u∗εn)∣∣ < η

Отже, iз (2.114) маємо

J∗0 ≤ J∗εn + η (2.118)

для εn < ε̄1

Тодi, якщо εn < min{ε̄, ε̄1} iз (2.113) i (2.118) ми маємо

∣∣J∗εn − J∗0 ∣∣ < η.

що означає

J∗εn → J∗0 , εn → 0 (2.119)
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Оскiльки, iз довiльної послiдовностi сiмейства керувань {u∗ε} можна видiлити

збiжну пiдпослiдовнiсть {u∗εm} для якої аналогiчно до вище викладеного спра-

ведливим є спiввiдношення (2.119), тодi

J∗ε → J∗0 , ε→ 0 (2.120)

що доводить твердження 1) теореми.

Доведемо тепер твердження 2) теореми. Оскiльки xε(t, u∗) збiгається до y∗(t)

рiвномiрно за t ∈ [0, 1] при ε → 0, то викладками, аналогiчними до отримання

оцiнки (2.112) можна встановити нерiвнiсть

|Jε (u∗)− J0 (u∗)| < η (2.121)

яка справедлива для довiльного η > 0 при достатньо малих ε. Тому

|J∗ε − Jε (u∗)| ≤ |J∗ε − J∗0 |+ |Jε (u∗)− J0 (u∗)|

Iз (2.120) i (2.121) ми маємо твердження 2). Доведемо твердження 3). Для цього

покажемо, що насправдi (x0(t), u0(t)) – оптимальний розв’язок задачi (2.92) -

(2.93).

Ми маємо

J∗εn =

∫ 1

0

[A(t, x∗εn (t)) +B(t, u∗εn (t))]dt+ Ψ(x∗εn(1))

В цiй рiвностi перейдемо до границi при n→∞. Iз (2.120) i умови 4.1.2.8 маємо

J∗0 =

∫ 1

0

[A(t, x0 (t))dt+ lim
εn→0

∫ 1

0

B(t, u∗εn (t)) + Ψ(x0(1)) ≥

≥
∫ 1

0

[A(t, x0 (t)) +B(t, u0 (t))]dt+ Ψ(x0(1)) (2.122)

З чого слiдує, що (x0(t), u0(t)) – оптимальна пара.
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Останнє твердження теореми доводиться аналогiчно до такого ж твердження

теореми 2.7.

Для функцiонала (2.90) твердження (2.106) можна посилити, замiнивши

слабку збiжнiсть сильною.

Наслiдок 2.1. В умовах теореми 4.1.2.4 для задачi (2.88)-(2.90) справедли-

вi всi твердження теореми 4.1.2.4 iз замiною слабкої збiжностi оптимальних

керувань на сильну збiжнiсть в L2([0, T ]).

Доведення.

Нехай Jε(u) має вид (2.90). Для нього справедливi всi викладки в доведеннi

теореми 4.1.2.4. Тодi iз (2.122) ми маємо

J∗0 =

∫ 1

0

[A(t, x0 (t))dt+ lim
εn→0

∫ 1

0

(
u∗εn(t

)
)
2
dt+ Ψ(x0(1)) (2.123)

Очевидно, що границя (4.1.3.54) iснує, а значить, спiвпадає зi своєю нижньою

границею. Тому

J∗0 ≥
∫ 1

0

A(t, x0 (t))dt+

∫ 1

0

u20 (t) dt+Ψ(x0(1))

Отже,

lim
εn→0

∫ 1

0

(
u∗εn (t)

)2
dt =

∫ 1

0

u20 (t) dt

Значить, u∗εn(t) сильно в L2([0, 1]) збiгається до u0(t).

2.3 Застосування методу усереднення до задач оптималь-

ного керування для нелiнiйних звичайних диференцi-

альних рiвнянь на пiвосi
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До рiзних задач прикладного характеру метод усереднення застосовував-

ся ще Ньютоном у 1682 роцi, однак його строге обгрунтування було вперше

отримано М. Боголюбовим в [39]. В подальшому даний метод узагальнювався й

розвивався для рiзних класiв диференцiальних рiвнянь, наприклад, iмпульсних

[40], функцiонально-диференцiальних [41] та iнших.

Щодо застосування методу усереднення до задач оптимального керування,

то вкажемо на роботи М. Мойсеєва [42, 43], де вперше на це зверталась ува-

га. Однак, тут робився акцент на застосуваннi усереднення до розв’язування

конкретних прикладних задач, без достатнього математичного обгрунтування.

В роботах В. Плотнiкова i його школи (див., наприклад, [44]) дано строге

математичне обргунтування застосування методу усереднення до розв’язування

задач керування. Однак, при цьому множина допустимих керувань усередненої

задачi будувалась спецiальним чином за множиною допустимих керувань вихi-

дної системи з використанням теорiї багатозначних вiдображень, а також необ-

хiдно було розробити алгоритм вiдповiдностi керувань вихiдної та початкової

систем.

В роботi [45] запропоновано iнший пiдхiд до дослiдження задач оптимально-

го керування методом усередненя. А саме , спочатку проводилося усереднення

за часом, що явно входить у систему, при цьому функцiя керування u(t) вважа-

лась параметром i по нiй усереднення не проводилося. Даний пiдхiд має низку

переваг: по-перше, усереднений об’єкт будувався досить просто усередненням

правих частин за часом; по-друге, множина допустимих керувань вихiдної та

усереднених задач спiвпадала i не потрiбно було, як в [44], будувати нiяких дода-

ткових конструкцiй. Однак авторам прийшлося накласти на функцiї керування

u(t) умову асимптотичної сталостi в тому сенсi що для кожного керування u(t)
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iснує стала u0 така, що |u (t)− u0| ≤ ϕ(t), де
∫∞
0 ϕ(t)dt <∞, i ϕ(t) не залежить

вiд u(t).

У роботi [46] застосовано пiдхiд роботи [45] до розв’язування задач оптималь-

ного керування, однак при цьому знята досить жорстка умова асимптотичний

сталостi. Тут дослiдження проведене на скiнченному часовому iнтервалi.

Мета даної частини роботи — отримати подiбнi результати на пiвосi.

2.3.1 Постановка задачi

Розглянемо задачу оптимального керування на пiвосi з малими параметром i

швидко осцилюючими коефiцiєнтами, нелiнiйну за керуванням:

ẋ = X

(
t

ε
, x, u (t)

)
, x (0, u (0)) = x0 (2.124)

з критерiєм якостi

Jε [u] =

∫ ∞
0

e−jtL (t, xε (t) , u (t)) dt −→ inf, (2.125)

де ẋ = dx
dt та застосуємо для iї розв’зання метод усереднення.

Тут ε > 0 — малий параметр, j > 0 — фiксована стала, що характеризує

дисконт, x — фазовий вектор з Rd, u(t) — m-вимiрний вектор керування, який

приймає значення у деякiй множинi U ⊂ Rm.

В подальшому через x(t, u) будемо позначати розв’язок задачi Кошi (2.124),

який вiдповiдає керуванню u(t). Якщо не буде двозначностi у трактовцi, то

залежнiсть вiд u будемо опускати i будемо писати x(t).

Нехай iснує рiвномiрно за x ∈ Rd i u ∈ Rm середнє

lim
s→∞

1

s

∫ s

0

X(t, x, u)dt = X0(x, u). (2.126)
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Тодi задачi оптимального керування на пiвосi (2.124)-(2.125) зi швидко осци-

люючими коефiцiєнтами ставиться у вiдповiднiсть бiльш проста (зглажена) усе-

реднена задача керування:

ẏ = X0 (y, u (t)) , y (0, u (0)) = x0 (2.127)

з критерiями якостi вiдповiдно:

J0 [u] =

∫ ∞
0

e−jtL(t, y (t) , u (t))dt→ inf (2.128)

2.3.2 Умови збiжностi оптимальних керувань i оптимальних трає-

кторiй точної задачi до оптимальних керувань, траєкторiї вiд-

повiдних усереднених задач

Через | · | будемо позначати евклiдову норму вектора в Rd, а через ‖ · ‖ — норму

матрицi, узгоджену з нормою вектора.

Для задачi (2.124), (2.125) та вiдповiдної їй усередненої задачi (2.127), (2.128)

будемо вважати виконаними наступнi умови:

Умова 4.3.1. Допустимими керуваннями є m-вимiрнi вектор-функцiї u(t),

що майже для всiх t ≥ 0 приймають значення в деякому компактi U ⊂ Rm, i

u(·) для кожного T > 0 належить компакту UT в Lp([0, T ]) для деякого p > 1;

Умова 4.3.2. Функцiя X(t, x, u) визначена i неперервна за сукупнiстю змiн-

них в областi Q = {t ≥ 0, x ∈ Rd, u ∈ U} та виконанi умови:

1) iснує M > 0, така, що |X(t, x, u)| ≤M для кожних (t, x, u) ∈ Q;

2) X(t, x, u) задовольняє в Q умову Лiпшиця за змiнними x, u, тобто iснує

стала K > 0 така, що для довiльних (t, x, u) i (t, x1, u1) ∈ Q виконується
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нерiвнiсть:

|X (t, x, u)−X(t, x1, u1)| ≤ K(|x− x1|+ |u− u1|);

Умова 4.3.3. Рiвномiрно за x ∈ Rd i u ∈ U iснує границя (2.126);

Умова 4.3.4. Скалярна функцiя L(t, x, u) визначена i неперервна за су-

купнiстю змiнних в областi Q =
{
t ≥ 0, x ∈ Rd, u ∈ U

}
, задовольняє в областi

Q за змiнними x i u умову лiнiйного росту зi сталою M , тобто |L(t, x, u)| ≤

M(1 + |x|+ |u|).

Вiдзначимо, що в силу умов 1), 2) iз 4.3.2 i 4.3.1 iз теореми Каратеодорi

випливає, що для кожного допустимого керування u(t) розв’язок x(t, u) задачi

Кошi (2.124) iснує, єдиний на [0,∞) та є абсолютно неперервною функцiєю. При

цьому для розв’язку задачi (2.124) справедлива оцiнка

|x (t)| ≤ |x0|+Mt, (2.129)

А тому для критерiя якостi (2.125) з урахуванням (2.129) i умови 4.3.1 отри-

муємо

|Jε [u]| ≤
∫ ∞
0

e−jtM(1 + |x(t)|+ |u(t)|)dt ≤

≤
∫ ∞
0

e−jtM(1 + |x0|+Mt)dt+ C

∫ ∞
0

e−jtdt <∞

для деякої сталої C > 0.

Таким чином, критерiй (2.125) має сенс для всiх допустимих керувань. Iз

умови 4.3.3 випливає, що аналогiчнi висновки спраедливi i для усередненої за-

дачi.

Перша теорема гарантує збiжнiсть розв’язкiв точної системи (2.124) до вiд-

повiдних розв’язкiв усерединеної системи (2.127) на пiвосi.
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Теорема 2.10. Нехай виконанi умови 4.3.2 i 4.3.3. Тодi, якщо uε0 → uo, ε0 →

0 за нормою простору Lp([0, T ]) для T > 0, то розв’язок задачi Кошi (2.124)

xε (t)⇒ y0(t), ε→ 0 (2.130)

на [0, T ], де y0(t) — розв’язок задачi Кошi (2.127) при u = u0.

Доведення. Окрiм систем (2.124) i (2.127) розглянемо допомiжну систему

żε = X

(
t

ε
, zε, u0

)
, zε (0, u0(0)) = x0 (2.131)

Тодi

∣∣zε(t)− xε(t)∣∣ ≤ ∫ t

0

∣∣∣X ((s
ε

)
, zε(s), u0(s)

)
−X

((s
ε

)
, xε(s), uε(s)

)∣∣∣ ds ≤
≤ K

∫ t

0

|zε(s)− xε(s)| ds+K

∫ T

0

|uε (s)− u0 (s)| ds

Звiдки у випадку p = 1 маємо оцiнку

|zε(t)− xε(t)| ≤ eKTK ‖uε − u0‖L1
, (2.132)

а у випадку p > 1 вiдповiдно

|zε(t)− xε(t)| ≤ KT
1
q ‖uε − u0‖Lp , (2.133)

де 1
p + 1

q = 1.

Отже, zε(t)− xε(t)⇒ 0, ε→ 0 на [0, T ].

Далi iз роботи [46] випливає рiвномiрна на [0, T ] збiжнiсть zε(t) до y0(t) при

ε→ 0, якщо помiтити, що замiна класу L2

([
0, T

])
на клас Lp

([
0, T

])
не приво-

дить до змiн у доведеннi, оскiльки довiльну функцiю iз Lp
([

0, T
])
, p ≥ 1 можна

також апроксимувати кусково сталими функцiями [49]. Останнє доводить тео-

рему.
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Зауваження 2.4. Iз даної теореми випливає, що якщо uε → u0(t), ε → 0

за нормою Lp([0, T ]) для кожного T > 0, то xε (t) збiгається до y(t) рiвномiрно

на кожному вiдрiзку [0, T ], а тому xε (t) → y0(t), ε → 0 для будь-якого t ≥ 0.

Отже, в цьому випадку маємо поточкову збiжнiсть розв’язкiв вихiдної задачi

до вiдповiдних розв’язкiв усередненої. На вiдмiну наприклад вiд роботи [47, 48]

тут не гарантується рiвномiрна збiжнiсть на пiвосi, але i ситуацiя тут

бiльш загальна, а умови слабшi у порiвняннi з [47]. Вiдзначимо, однак, що для

задач оптимального керування поточкової збiжностi буде достатньо.

2.3.3 Збiжнiсть оптимальних значень критерiя якостi точної задачi

до оптимальних значень критерiя якостi вiдповiдних усередне-

них задач

Наступна теорема встановлює зв’язок мiж оптимальними керуваннями, опти-

мальними траєкторiями i критерiями якостi точної (2.124) i (2.125) та усередне-

ної (2.127), (2.128) задач.

Позначимо J∗ε = infu Jε [u] , J∗0 = infu J0[u], де iнфiмум береться по всiх

допустимих керувуваннях.

Теорема 2.11. Нехай виконанi умови 4.3.1-4.3.4 . i iснує ε0 > 0, що при всiх

ε ∈ (0, ε0) задачi (2.124), (2.125) i (2.127), (2.128) мають розв’язки (x∗ε (t) , u∗ε (t)),

(y∗ (t) , u∗(t)) вiдповiдно.

Тодi

1) J∗ε → J∗0 при ε→ 0;

2) для кожного η > 0 iснує ε0 таке, що при 0 ≤ ε < ε0

|J∗ε − Jε(u∗)| < η (2.134)
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тобто оптимальне керування усередненої задачi є майже оптимальним для

точної;

3) iснує послiдовнiсть εn → 0, n→∞ така, що

x∗εn(t)→ y∗(t) (2.135)

рiвномiрно на кожному вiдрiзку [0, T ], T > 0, а

u∗εn(t)→ u∗(t) (2.136)

майже скрiзь на [0, ∞) i u∗εn(·) збiгається до u∗(·) за нормою Lp([0, T ]). для

кожного T > 0.

Якщо при цьому усереднена задача (2.127), (2.128) має єдиний розв’язок,

то збiжностi у (2.135), (2.136) мають мiсце при всiх ε→ 0.

Доведення. Вiзьмемо довiльну послiдовнiсть {εn}∞1 , що εn → 0, n → ∞.

За умовами теореми iснує n0 ∈ N, що при n ≥ n0 задача (2.124), (2.125) має

розв’язок
(
x∗εn(t), u

∗
εn

(t)
)
.

Iз умов 4.3.1 випливає iснування на
[
0, 1
]
збiжної в Lp

([
0, 1
])

пiдпослiдовно-

стi u∗εn1(·) послiдовностi u+εn(·). Нехай u1(·) — її Lp-границя. Тодi iснує пiдпослi-

довнiсть послiдовностi u∗εn1(t) (позначимо знову u
∗
εn1

(t)), що збiгається поточково

до u1(t) всюди на [0, 1], за виключенням, можливо, множини A1 нульової лебе-

гової мiри.

Аналогiчними мiркуваннями iз послiдовностi u∗εn1(·) видiляється на [0, 2] збi-

жна за нормою Lp
([

0, 2
])

послiдовнiсть u∗εn2(·). Нехай u2(·) —її Lp-границя. Тодi

iснує пiдпослiдовнiсть послiдовностi u∗εn2(t) (позначимо знову u∗εn2(t)), що збi-

гається поточково до u2(t) всюди на [0, 2] за виключенням, можливо, деякої

множини A2 нульової лебегової мiри.
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Очевидно що u1(t) = u2(t) на множинi [0, 1] /(A1 ∪ A2).

Продовжуючи дану процедуру на [0, k] , k ∈ N, можна побудувати пiдпослi-

довнiсть u∗εnk (·) послiдовностi u
∗
εnk−1

(·), що збiгається до деякої функцiї uk(·) ∈ Uk

за нормою Lp
([

0, k
])
. Iз неї також видiляється збiжна поточково, за виключен-

ням, можливо, множини Ak ⊂ [0, k] нульової мiри, пiдпослiдовнiсть, позначена

знову через u∗εnk . Очевидно, що uk(t) = uk−1(t) на множинi [0, k − 1] \
(⋃k

i=1Ai

)
.

ПозначимоB =
⋃∞
i=1Ai. Очевидно що множинаB має нульову лебегову мiру.

Побудуємо функцiю u0(t), що u0(t) = uk(t) при t ∈ [0, k] . За своєю побудовою

вона має властивостi:

а) u0(t) визначена на [0,∞) \B , тобто майже скрiзь;

б) u0(t) ∈ U ; для всiх [0,∞) \B;

в) u0(·) ∈ UT для кожного T > 0.

Отже, u0(t) є допустимим керуванням для задачi (2.124), (2.125).

Використовуючи тепер дiагональний метод Кантора, можна побудувати пiд-

послiдовнiсть u∗εnn(·) вихiдної послiдовностi u∗εn(·), що має властивостi:

а) u∗εnn(·) збiгається за нормою Lp
([

0, T
])

для кожного T > 0 до u0(·) при

n→∞;

б) u∗εnn збiгається до u0(t) для всiх t ∈ [0,∞) \B.

Далi позначимо u∗εnn(·) через u∗εm.

Тодi x∗εm(t) — оптимальна траєкторiя задачi (2.124), (2.125). Через y0(t) по-

значимо розв’язок усереднений задачi (2.127) що вiдповiдає керуванню u0(t).

Iз теореми 2.10 тодi випливає рiвномiрна на кожному вiдрiзку [0, T ] поточко-

ва на [0,∞) збiжнiсть x∗εm(t) до y0(t) при m→∞.

Оскiльки u∗εm(t)— оптимальне керування, а x∗εm(t)— оптимальна траєкторiя
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для задачi (2.124), (2.125), то

J∗εm ≤ J∗εm(u∗) = J∗0 + Jεm(u∗)− J0(u∗) (2.137)

Але

|Jεm(u∗)− J0(u∗)| ≤
∫ ∞
0

e−jt |L (t, xεm(t), u∗(t))− L (t, y∗(t), u∗(t))| dt (2.138)

Застосувавши знову теорему 2.10 до системи

ẋεm = X

(
t

ε
, xεm, u

∗
)

i

ẏ∗ = X0 (y∗, u∗) ,

отримаємо поточкову, для кожного t > 0 збiжнiсть xεm(t) до y∗(t) при εm → 0.

Використавши за тим умову лiнiйного для L росту, оцiнку (2.129) i умову

4.3.1 для пiдiнтегрального виразу у (2.138), знаходимо iнтегровну мажоранту

e−jtM (1 + |x0|+Mt+ C) , (2.139)

де C — деяка стала, що характеризує обмеженiсть компакта U iз умови 4.3.1.

Iз неперервностi функцiї L, в силу теореми Лебега про мажоровану збiжнiсть

, в (2.138) тодi можливий граничний перехiд, звiдки отримуємо, що

Jεm(u∗)→ J0(u
∗), εm → 0. (2.140)

З iншої сторони, оскiльки u∗εm — допустиме керування усередненої задачi, то

J∗0 ≤ J0
(
u∗εm
)

= J∗εm + J0(u
∗
εm

)− Jεm(u∗εm). (2.141)

Але ∣∣J0(u∗εm)− Jεm(u∗εm)
∣∣ ≤
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≤
∣∣J0(u∗εm)− J0(u0)

∣∣+
∣∣Jεm(u∗εm)− Jεm(u0)

∣∣+ |Jεm(u0)− J0(u0)| (2.142)

Оскiльки

∣∣J0(u∗εm)− J0(u0)
∣∣ =

∫ ∞
0

e−jt
∣∣L (t, yεm(t), u∗εm(t)

)
− L (t, y0(t), u0(t))

∣∣ dt,
де yεm(t) — розв’язок задачi Кошi

ẏεm = X0 (yεm, uεm) , yεm (0, uεm(0)) = x0,

то аналогiчно (2.140) отримуємо

J0
(
u∗εm
)
→ J0(u0), εm → 0 (2.143)

Покажемо, що

Jεm(u∗εm)− Jεm(u0)→ 0 εm → 0. (2.144)

Дiйсно, ∣∣Jεm(u∗εm)− Jεm(u0)
∣∣ ≤

≤
∫ ∞
0

e−jt
∣∣L (t, x∗εm(t), u∗εm(t)

)
− L (t, zεm(t), u0(t))

∣∣ dt, (2.145)

тут zεm — розв’язок задачi Кошi (2.131) з ε = εm. Врахувавши тепер збiжнiсть

майже всюди u∗εm до u0(t) при εm мiркуваннями, аналогiчними до отримання

(2.140), приходимо до (2.144). Очевидно також, що

Jεm(u0)− J0(u0)→ 0 εm → 0 (2.146)

Iз (2.137),(2.140)-(2.144),(2.146) тодi маємо оцiнки

Jεm(u∗εm)− J∗0 ≤ J∗εm − J
∗
0 ≤ Jεm(u∗)− J0(u∗) (2.147)

Звiдки випливає, що

J∗εm → J∗0 , εm → 0 (2.148)
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Таким чином, iз довiльної послiдовностi J∗εn видiлилась збiжна до J∗0 пiдпо-

слiдовнiсть. Звiдки випливає перше твердження теореми.

Покажемо що u0 — оптимальне керування усередненої задачi, а y0(t) — опти-

мальна траєкторiя.

Аналогiчно попередньому, в силу теореми Лебега, маємо

J∗εm =

∫ ∞
0

e−jtL
(
t, x∗εm(t), u∗εm(t)

)
dt→

∫ ∞
0

e−jtL (t, y0(t), u0(t)) dt,

звiдси iз (2.148) випливає оптимальнiсть пари (u0(t), y0(t)) , що i доводить твер-

дження 3) теореми.

Для доведення твердження 2 вiдзначимо, що

|J∗ε − Jε(u0)| ≤ |J∗ε − J∗0 |+ |J0(u0)− Jε(u0)| (2.149)

Iз застосуванням теореми 2.10 до системи

ẋε = X

(
t

ε
, xε, u0

)
i

ẏ0 = X0 (y0, u0)

аналогiчно до (2.140) отримаємо, що

J0(u0)− Jε(u0)→ 0, ε→ 0

Звiдки iз твердження 1) теореми отримуємо твердження 2).

Якщо усереднена задача (2.127), (2.128) має єдиний розв’язок, то з вище

наведеного випливає, що з довiльної послiдовностi
(
x∗εm, u

∗
εm

)
видiляється збiжна

пiдпослiдовнiсть i всi такi пiдпослiдовностi збiгаються до однiєї i тiєї ж границi,

що i доводить останнє твердження теореми. Теорема доведена.
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Зауваження 2.5. Якщо в умовах теореми 2.11 u(·) ∈ U— компакту в

Lp([0,∞)), а L задовольняє по u областi Q умову Лiпшиця з константою K,

то задачi (2.124), (2.125) та (2.127), (2.128) мають розв’язки.

Доведення. Покажемо неперервнiсть Jε(u) для кожного ε > 0 по u ∈

Lp ([0,∞)). Використовуючи умову 2) iз 4.3.2 i нерiвнiсть Гронуолла-Беллмана,

аналогiчно (2.132), (2.133) для розв’язкiв x(t, un) i x(t, u0) задачi (2.124), що

вiдповiдають керуванням un i u0, маємо оцiнки для кожного t ∈ [0, T ] при T > 0

|x(t, un)− x(t, u0)| ≤ KeKT ‖un − u0‖L1

у випадку L1 ([0,∞)), а у випадку p > 1

|x(t, un)− x(t, u0)| ≤ KT
1
q ‖un − u0‖Lp

з яких випливає поточкова при t ≥ 0 збiжнiсть x(t, un) до x(t, u0) якщо un

збiгається до u0 за Lp нормою.

Тодi

|Jε(un)− Jε(u0)| ≤
∫ ∞
0

e−jt |L (t, x(t, un), u0(t))− L (t, x(t, u0), u0(t))| dt+

+

∫ ∞
0

e−jtK |un(t)− u0(t)| dt→ 0, n→∞

в силу теореми Лебега. Отже Jε(u) неперервна по u на компактi. Аналогiчно

отримується i неперервнiсть J0(u). Звiдки випливає доведення наслiдку 2.5.

Таким чином, встановлено, що оптимальне керування усередненої задачi є

“майже оптимальним” для точної, тобто з точнiстю до малого параметра ε реа-

лiзує мiнiмум критерiя якостi точної задачi.
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2.4 Застосування методу усереднення до задач оптималь-

ного керування для лiнiйних за керуванням звичай-

них диференцiальних рiвнянь на пiвосi

2.4.1 Постановка задачi

Тепер розглянемо задачу оптимального керування системою на пiвосi з малими

параметром i швидко осцилюючими коефiцiєнтами, яка є лiнiйною за керуван-

ням

ẋ = f

(
t

ε
, x

)
+ f1 (x)u (t) , x (0, u (0)) = x0 (2.150)

з критерiєм якостi:

Jε [u] =

∫ ∞
0

[e−jtA (t, xε (t)) +B (t, u (t))]dt −→ inf (2.151)

та застосуємо для iї розв’зання метод усереднення.

Тут ε > 0 — малий параметр, j > 0 — фiксована стала, що характеризує

дисконт, x — фазовий вектор з Rd, u(t) — m-вимiрний вектор керування, який

приймає значення у деякiй множинi U ⊂ Rm.

Для задачi (2.150) також розглянемо квадратичний за керуванням критерiй

якостi:

Jε [u] =

∫ ∞
0

[e−jtA(t, xε(t)) + u2(t)]dt −→ inf. (2.152)

Нехай iснуює рiвномiрно за x ∈ Rd i u ∈ Rm середнє

lim
s→∞

1

s

∫ s

0

f(t, x)dt = f0(x) (2.153)
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Тодi задачi оптимального керування на пiвосi (2.150)-(2.151) зi швидко осци-

люючими коефiцiєнтами ставиться у вiдповiднiсть бiльш проста усереднена за-

дача керування:

ẏ = f0 (y) + f1 (y)u (t) , y (0, u (0)) = x0, (2.154)

з критерiями якостi :

J0 [u] =

∫ ∞
0

[e−jtA (t, y (t)) +B (t, u (t))]dt→ inf, (2.155)

або

J0 [u] =

∫ ∞
0

[e−jtA (t, y (t)) + u2 (t)]dt→ inf. (2.156)

2.4.2 Умови збiжностi оптимальних керувань i оптимальних трає-

кторiй точної задачi до оптимальних керувань, траєкторiї вiд-

повiдних усереднених задач

Для задачi (2.150), (2.151) i вiдповiдної їй усереднененої задачi (2.154),(2.155)

або (2.154), (2.156) будемо вважати виконаними умови:

Умова 4.4.1. Допустимими керування ми будемо вважати m-вимiрнi ве-

ктор-функцiї u(·) ∈ L2([0,∞)), що приймають значення у замкнутiй, опуклiй

множинi V ⊂ Rm, вважаємо також, що 0 ∈ V ;

Умова 4.4.2. Функцiя f(t, x) визначена i неперервна за сукупнiстю змiнних

в областi Q1 =
{
t ≥ 0, x ∈ Rd

}
, а n×m-вимiрна матриця f1(x) визначена для

x ∈ Rd i виконанi умови:

1) f(t, x) i f1(x) обмеженi в областях визначення сталою M > 0;

2) f(t, x) i f1(x) задовольняють в областях визначення умову Лiпшиця за

змiною x зi сталою Лiпшиця K > 0;
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Умова 4.4.3. Рiвномiрно за x ∈ Rd iснує границя (2.153);

Умова 4.4.4. Скалярнi функцiї A(t, x), B(t, u) i ∂B
∂u (t, x) визначенi при

t ≥ 0, x ∈ Rd, u ∈ V i неперервнi за сукупнiстю змiнних, причому:

1) A (t, x) ≥ 0 i задовольняє за x ∈ Rd умову лiнiйного росту зi сталою M ,

тобто |A(t, x)| ≤M(1 + |x|) для кожного t ≥ 0 i x ∈ Rd;

2) a1|u| ≥ B(t, u) ≥ a|u|2 для деяких сталих a > 0 i a1 > 0 для кожного t ≥ 0

B(t, u) опукла за u ∈ V i iснує a2 > 0 така, що
∣∣∂B
∂u (y, u)

∣∣ ≤ a2|u|.

Для задачi (2.150), (2.152) допустимими керування ми будемо також вважати

m-вимiрнi вектор-функцiї u(·) ∈ L2([0,∞)), що приймають значення у V . При

цьому також виконанi умови 4.4.2 i 4.4.3.

Iз умов 4.4.2 i iз теореми Каратеодорi випливає, що для кожного допустимого

керування u(t) розв’язок x(t, u) задачi Кошi (2.150) iснує, єдиний на [0,∞) та

є абсолютно неперервною функцiєю. При цьому для розв’язку задачi (2.150),

аналогiчно до нелiнiйного випадка, маємо

|x (t)| ≤ |x0|+Mt+Mt
1
2‖u‖L2

, (2.157)

Тому для критерiя якостi (2.151), врахувавши (2.157) та умову 2) iз 4.4.4,

маємо

|Jε [u]| ≤
∫ ∞
0

e−jtM(1 + |x(t)|)dt+

∫ ∞
0

B(t, u(t))dt ≤

≤
∫ ∞
0

e−jtM(1 + |x0|+Mt+Mt
1
2‖u‖L2

)dt+ a1‖u‖2L2
<∞

Таким чином, критерiй якостi (2.151) має сенс для всiх допустимих керувань.

Iз умов 4.4.3 випливає, що аналогiчнi висновки справедливi i для усереднених

задач.

Звичайно, вимога компактностi множини UT є досить жорсткою. Однак,

якщо обмежитися класом задач типу (2.150), (2.151), що є досить важливим
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для застосувань, то вимогу сильної компактностi можна зняти, замiнивши її

слабкою компактнiстю

Для задач (2.150) i (2.154) можна довести теорему про збiжнiсть розв’язкiв

точної системи (2.150) до вiдповiдних розв’язкiв усерединеної системи (2.154)

на пiвосi, аналогiчну до теореми 2.10.

2.4.3 Збiжнiсть оптимальних значень критерiя якостi точної задачi

до оптимальних значень критерiя якостi вiдповiдних усередне-

них задач

Наступна теорема встановлює зв’язок мiж оптимальними керуваннями, опти-

мальними траєкторiями i критерiями якостi точної (2.150),(2.151) та усередненої

задачi (2.154),(2.128) або (2.154),(2.155) .

Позначимо J∗ε = infu Jε [u] , J∗0 = infu J0[u], де iнфiмум береться по всiх

допустимих керувуваннях.

Має мiсце наступна теорема.

Теорема 2.12. Нехай виконанi умови 4.4.1-4.4.4. Тодi задачi (2.150), (2.151)

та (2.154), (2.155) мають вiдповiдно розв’язки (x∗ε (t) , u∗ε (t)) i (y∗ (t) , u∗(t)).

При цьому

1) J∗ε → J∗0 , ε→ 0;

2) для кожного η > 0 iснує ε0 = ε0(η) таке, що при 0 < ε < ε0 маємо

|J∗ε − Jε[u∗]| < η; (2.158)

3) iснує послiдовнiсть εn → 0, n→∞ так, що

x∗εn (t)→ y (t) (2.159)
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рiвномiрно на кожному вiдрiзку [0, T] для довiльного T > 0, а

u∗εn
w→u∗ (2.160)

слабко в L2([0,∞)).

Якщо при цьому усереднена задача (2.154), (2.155) має єдиний розв’язок,

то збiжностi (2.159) i (2.160) мають мiсце при всiх ε→ 0.

Доведення. Доведення iснування для кожного ε оптимальної пари (x∗ε, u
∗
ε)

задачi (2.150), (2.151) проводиться за стандартною схемою (див., наприклад,

[50]) iз видiленням мiнiмiзуючої послiдовностi, що слабко збiгається до u∗ε. Опти-

мальнiсть u∗ε встановлюється граничним переходом з використанням того факту,

що якщо в умовах теореми un
w−→ u0 в L2 ([0,∞)) , n→∞, то

lim
n→∞

∫ ∞
0

B (t, un(t)) dt ≥
∫ ∞
0

B (t, u0(t)) dt. (2.161)

Останнє випливає iз добре вiдомої для опуклих функцiй нерiвностi

B (t, v) ≥ B (t, u0(t)) +

(
∂B

∂u
(t, u0(t)) , v − u0(t)

)
(2.162)

Тут другий доданок — скалярний добуток векторiв в Rm. Взявши в (2.162)

v = un(t) матимемо∫ ∞
0

B (t, un(t)) dt ≥
∫ ∞
0

B (t, u0(t)) dt+

∫ ∞
0

(
∂B

∂u
(t, u0(t)) , un(t)− u0(t)

)
dt

(2.163)

Врахувавши тепер умову 2) iз 4.4.4, отримаємо, що∫ ∞
0

∣∣∣∣∂B∂u B(t, u(t))

∣∣∣∣2 dt ≤ ∫ ∞
0

a2 |u(t)|2 dt ≤ ∞

Отже, другий доданок у (2.163) прямує до нуля в силу слабкої збiжностi un(t)

до uo в L2 ([0,∞])
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Належнiсть u∗ε(t) множинi V для кожного t ≥ 0 випливає iз леми Мазура

[79].

Аналогiчно доводиться iснування оптимальної пари (y∗, u∗) задачi (2.154),

(2.155).

Далi для довiльного ε > 0 маємо

J∗ε = J∗ε (u∗ε) ≤ Jε(0) (2.164)

При u = 0 для розв’язку xε(t) задачi Кошi (2.150) маємо, в силу першої

умови з 4.4.2 оцiнку

|xε(t)| ≤ |x0|+Mt, t ≥ 0 (2.165)

а тому в силу 4.4.4

Jε(0) =

∫ ∞
0

e−jtA (t, xε(t)) dt ≤
∫ ∞
0

e−jtM (1 + x0 +Mt) dt ≤ C1, (2.166)

де стала C1 не залежить нi вiд ε нi вiд u. Тодi iз умов 4.4.4, (2.164) i (2.166)

маємо оцiнку ∫ ∞
0

|u∗ε(t)|
2 dt ≤ C1

a
. (2.167)

Тому послiдовнiсть u∗ε слабо компактна в L2 ([0,∞))

Нехай u∗εn — слабко збiжна до u0 послiдовнiсть оптимальних керувань. Оче-

видно, що u0 допустиме керування. Нехай x0(t) — розв’язок задачi Кошi (2.154)

з u(t) = u0(t).

Оскiльки зi слабкою збiжностi в L2 ([0,∞)) випливає слабка збiжнiсть в

L2 ([0, T ]) для довiльного T > 0, то iз теореми 2.3 [46] маємо тодi, що розв’я-

зок x∗εn(t) задачi Кошi (2.150) рiвномiрно на [0, T ] прямує до x0(t) при εn → 0.

В силу довiльностi T звiдси випливає поточкова збiжнiсть x∗εn(t) до x0(t) при

кожному t ≥ 0.
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Аналогiчний факт має мiсце i для розв’язкiв x∗εn(t, u
∗) i y∗(t) задач Кошi

(2.150) i (2.154) вiдповiдно. Тодi

J∗εm ≤ J∗0 + Jεn(u
∗)− J0(u∗) (2.168)

Але

|Jεn(u∗)− J0(u∗)| ≤
∫ ∞
0

e−jt |A(t, xεn(t, u
∗)− A(t, y∗(t))| dt→ 0, εn → 0

(2.169)

в силу теореми Лебега, оцiнки (2.157) лiнiйного за x росту A(t, x). З iншої сто-

рони

J∗0 ≤ J∗εn + J0(u
∗
εn

)− Jεn(u∗εn) (2.170)

Розглянемо допомiжну систему

żn = f0(zn) + f1(zn)u
∗
εn

(2.171)

i

ẋ0 = f0(x0) + f1(x0)u0 (2.172)

Застосувавши до них знову теорему 2.3 [46], матимемо, що zn(t) рiвномiрно

на [0, T ] i поточково на пiвосi t ≥ 0 прямує до x0(t) при εn → 0

Звiдси i збiжностi x∗zn(t) до x0. Отримаємо, що

xεn(t)
∗ − zn(t)→ 0, zn → 0 (2.173)

для кожного t ≥ 0.

Тому

∣∣Jεn(u∗εn)− J0(u∗εn)∣∣ ≤ ∫ ∞
0

e−jt
∣∣A (t, x∗εn(t))− A (t, x0(t))

∣∣ dt+
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+

∫ ∞
0

e−jt |A (t, zn(t))− A (t, x0(t))| dt→ 0, εn → 0 (2.174)

в силу теореми Лебега, оцiнок (2.157), (2.167) i лiнiйного за x росту A(t, x). Iз

(2.168)-(2.170), (2.173) тодi випливає, що

J∗εn → J∗0 , εn → 0.

Аналогiчно пункту 4.3.3.1 тодi приходимо до висновку, що

J∗ε → J∗0 , ε→ 0, (2.175)

що й доводить твердження 1) теореми.

Покажемо, що u0 — оптимальне керування усередненої задачi. Дiйсно

J∗εn =

∫ ∞
0

e−jtA
(
t, x∗εn(t)

)
dt+

∫ ∞
0

B
(
t, u∗εn(t)

)
dt (2.176)

Враховуючи тепер умови 4.4.4, (2.175), (2.161), теорему Лебега i перейшовши до

границi у (2.176) при εn → 0, матимемо

J∗0 =

∫ ∞
0

e−jtA (t, x0(t)) dt+ lim
εn→0

∫ ∞
0

B
(
t, u∗εn(t)

)
dt ≥

≥
∫ ∞
0

e−jtA (t, x0(t)) dt+

∫ ∞
0

B (t, u0(t)) dt (2.177)

Звiдки випливає оптимальнiсть пари (x0, u0) , що i доводить твердження 3).

Твердження 2) тепер доводиться аналогiчно вiдповiдному твердженню iз те-

ореми 2.11.

Останнє твердження теореми доводиться аналогiчно такому ж твердженню

теореми 2.11.

Для функцiоналу якостi (2.156) твердження (2.160) теореми 4.3.2.3 можна

посилити, замiнивши слабку збiжнiсть на сильну.
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Зауваження 2.6. В умовах теореми 4.3.2.3 для задачi (2.127), (2.156)

справедливi всi твердження даної теореми iз замiною слабкої збiжностi (2.160)

оптимальних керувань на сильну збiжнiсть в L2([0,∞))

Доведення зауваження проводиться аналогiчно вiдповiдному факту для скiн-

ченного iнтервалу iз [46].

Таким чином, встановлено, що оптимальне керування усередненої задачi є

“майже оптимальним” для точної, тобто з точнiстю до малого параметра ε реа-

лiзує мiнiмум критерiя якостi точної задачi.
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