
Глава 2

ЗАГАЛЬНА ТЕОРIЯ ЛIНIЙНИХ
ДИФЕРЕНЦIЙНИХ РIВНЯНЬ

Цей роздiл присвячено встановленню основних властивостей розв’язкiв системи лiнiйних диферен-
цiальних рiвнянь першого порядку

dx

dt
= P (t)x+ q(t),

де P ∈ C(I;Rn×n) , q ∈ C(I;Rn) , I - промiжок у R , а також лiнiйного диференцiального рiвняння
n -го порядку

u(n) +

n∑
k=1

pk(t)u
(k−1) = f(t),

у якому pk ∈ C(I;R) (k = 1, . . . , n) , f ∈ C(I;R) .
В окремому випадку n = 1 обидва цi об’єкти являють собою одне лiнiйне диференцiальне рiвняння

першого порядку виду
x′ + p(t)x = q(t),

де p, f ∈ C(I;R) . Тому природним видається почати дослiдження саме з цього простого диференцiаль-
ного рiвняння.

2.1 Лiнiйне диференцiальне рiвняння першого порядку

2.1.1 Формула Кошi.
Розглянемо лiнiйне диференцiальне рiвняння першого порядку

dx

dt
+ p(t)x = q(t), (1.1)

де p, q ∈ C(I;R) , I – промiжок в R . Виберемо довiльним чином початковi данi t0 ∈ I , c0 ∈ R i
поставимо задачу Кошi про знаходження розв’язку рiвняння (1.1), що задовольняє умову

x(t0) = c0. (1.2)

Припустимо, що ця задача має розв’язок x : I −→ R . Тодi поряд з (1.2) виконано на промiжку I
тотожнiсть

dx(t)

dt
+ p(t)x(t) ≡ q(t).
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Оскiльки

dx(t)

dt
+ p(t)x(t) = e

−
t∫

t0

p(s) ds

e

t∫
t0

p(s) ds

x(t)

′

,

то цю тотожнiсть можна записати у виглядi

e
−

t∫
t0

p(s) ds

e

t∫
t0

p(s) ds

x(t)

′

≡ q(t),

або e

t∫
t0

p(s) ds

x(t)

′

≡ q(t)e

t∫
t0

p(s) ds

.

Iнтегруючи цю тотожнiсть на промiжку вiд t0 до t (t ∈ I) , отримаємо

e

t∫
t0

p(s) ds

x(t)

∣∣∣∣∣∣
t

t0

≡
t∫

t0

q(τ)e

τ∫
t0

p(s) ds

dτ.

Звiдки, з урахуванням (1.2), знаходимо

e

t∫
t0

p(s) ds

x(t)− c0 ≡
t∫

t0

q(τ)e

t∫
t0

p(s) ds

dτ.

або

x(t) = c0e
−

t∫
t0

p(s) ds

+ e
−

t∫
t0

p(s) ds
t∫

t0

q(τ)e

τ∫
t0

p(s) ds

dτ, t ∈ I. (1.3)

Цю формулу називають формулою Кошi для рiвняння (1.1).
Таким чином, показано, що якщо задача Кошi (1.1)-(1.2) має розв’язок, вiн однозначно визначається

формулою Кошi (1.3). То що розв’язок задачi Кошi (1.1)-(1.2) iснує, перевiряється безпосередньою
пiдстановкою функцiї (1.3) у (1.1) та (1.2).

Отже, нами встановлено наступну

Т е о р е м а 1. 1. Якщо p, q ∈ C(I;R) , де I – промiжок в R , то для будь-яких t0 ∈ I i c0 ∈ R
задача Кошi (1.1)-(1.2) має єдиний розв’язок, який визначається формулою Кошi (1.3).

Зауваження 1. 1. У формулi Кошi перший доданок є розв’язком задачи Кошi
dx

dt
+ p(t)x = 0,

x(t0) = c0

для вiдповiдного однорiдного рiвняння, а друге – розв’язком задачи Кошi
dx

dt
+ p(t)x = q(t),

x(t0) = 0

для неоднорiдного рiвняння.
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Зауваження 1. 2. Формула Кошi при довiльному c0 ∈ R дає множину всiх рiшень рiвняння (1.1).
Дiйсно, будь-який розв’язок рiвняння (1.1), будучи визначеним на всьому промiжку I , приймає деяке
значення c0 при t = t0 , i тому буде розв’язком задачi Кошi (1.1)-(1.2). З iншого боку, через кожну
точку (t0, c0) прямий t = t0 проходить єдина iнтегральна крива рiвняння (1.1), якiй вiдповiдає
розв’язок задачi Кошi (1.1)-(1.2).

Зауваження 1. 3. Якщо у другому доданку формули Кошi множник e
−

t∫
t0

p(s) ds

внести пiд знак
iнтеграла та ввести позначення

C(t, τ) = e
−

t∫
τ

p(s) ds
, (1.4)

то отримаємо формулу Кошi виду

x(t) = C(t, t0)x(t0) +

t∫
t0

C(t, τ)q(τ) dτ, t ∈ I. (1.5)

У цьому її поданнi функцiю C(t, τ) називають функцiєю Кошi.

2.1.2 Деякi асимптотичнi властивостi розв’язкiв лiнiйних дифференцiаль-
них рiвнянь першого порядку.

Розглянемо рiвняння
dx

dt
+ p(t)x = q(t), (1.6)

де p, q ∈ C ([a, ω[;R) (a < ω ≤ +∞) .
У силу формули Кошi (1.3) безлiч всiх розв’язкiв рiвняння (1.6) мiститься у формулi

x(t) = e
−

t∫
a

p(s) ds

c0 + t∫
a

q(τ)e

τ∫
a

p(s) ds
dτ

 , c0 ∈ R.

Для встановлення асимптотичних властивостей при t ↑ ω розв’язку рiвняння (1.6) є зручним
переписати цю формулу у виглядi

x(t) = e
−

t∫
a

p(s) ds

c1 + t∫
A

q(τ)e

τ∫
a

p(s) ds
dτ

 , (1.7)

де

a ≤ A ≤ ω, c1 = c0 +

A∫
a

q(τ)e

τ∫
a

p(s) ds
dτ,

причому вибiр A = ω можливий лише у разi, коли
ω∫
a

q(τ)e

τ∫
a

p(s) ds
dτ збiгається.

Т е о р е м а 1.2. 1. Якщо
ω∫
a

q(τ)e

τ∫
a

p(s) ds
dτ збiгається, то рiвняння (1.6) має розв’зок

x(t) = e
−

t∫
a

p(s) ds
t∫

ω

q(τ)e

τ∫
a

p(s) ds
dτ
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i кожний його розв’язок вiдмiнний вiд цього допускає при t ↑ ω асимптотичнi зображення виду

x(t) = e
−

t∫
a

p(s) ds
[c1 + o(1)] , де c1 ̸= 0.

2. Якщо
ω∫
a

q(τ)e

τ∫
a

p(s) ds
dτ розбiгається до +∞ , або до −∞ , то для будь-якого розв’язку рiвняння

(1.6) має мiсце при t ↑ ω асимптотичнi зображення

x(t) = e
−

t∫
a

p(s) ds
t∫

a

q(τ)e

τ∫
a

p(s) ds
dτ [1 + o(1)].

Доведення перших з цих тверджень випливає з (1.7) при A = ω , якщо спочатку покласти c1 = 0 ,

а потiм c1 ̸= 0 . Друге твердження отримуємо з (1.7) при A = a , якщо винести
t∫
a

q(τ)e

τ∫
a

p(s) ds
dτ

за дужку. �
У зв’язку з цим твердженням важливим є з’ясування питання про поведiнку при t ↑ ω iнте-

гральних виразiв виду

JA(t) = e
−

t∫
a

p(s) ds
t∫

A

q(τ)e

τ∫
a

p(s) ds
dτ, (1.8)

де межа iнтегрування A дорiвнює або ω , або числу t0 ∈ [a, ω[ .

Л е м а 1. 1. Нехай функцiї p, q : [a, ω[−→ R неперервнi i такi, що для деяких t0 ∈ [a, ω[ та
M > 0

p(t) ̸= 0,

∣∣∣∣q(t)p(t)

∣∣∣∣ ≤ M при t ∈ [t0, ω[, (1.9)

причому
ω∫

a

p(s) ds = ±∞. (1.10)

Тодi
|JA(t)| ≤ M при t ∈ [t0, ω[,

якщо межа iнтегрування A обрана наступним чином

A =

{
t0 при p(t) > 0,
ω при p(t) < 0.

(1.11)

Доведення. Виберемо в (1.8) межу iнтегрування A як зазначено у (1.11) (з подальшого докази
буде зрозумiло, що A при p(t) < 0 може бути обраний рiвним ω ). Тодi при t ∈ [t0, omega[ в силу
умов теореми матимемо

|JA(t)| = e
−

t∫
a

p(s) ds

∣∣∣∣∣∣
t∫

A

q(τ)

p(τ)
p(τ)e

τ∫
a

p(s) ds
dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤ Me
−

t∫
a

p(s) ds

∣∣∣∣∣∣
t∫

A

p(τ)e

τ∫
a

p(s) ds
dτ

∣∣∣∣∣∣ = Me
−

t∫
a

p(s) ds

∣∣∣∣∣∣e
τ∫
a

p(s) ds

∣∣∣∣∣
t

A

∣∣∣∣∣∣ .
Звiдси, враховуючи, що

e

τ∫
a

p(s) ds

∣∣∣∣∣
t

A

= e

τ∫
a

p(s) ds

∣∣∣∣∣
t

t0

= e

t∫
a

p(s) ds
− e

t0∫
a

p(s) ds
при p(t) > 0
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та в силу (1.10)

e

τ∫
a

p(s) ds

∣∣∣∣∣
t

A

= e

τ∫
a

p(s) ds

∣∣∣∣∣
t

ω

= e

t∫
a

p(s) ds
− lim

τ↑ω
e

τ∫
a

p(s) ds
= e

t∫
a

p(s) ds
при p(t) < 0,

отримаємо

|JA(t)| ≤ M

∣∣∣∣∣∣1− e

t0∫
t

p(s) ds

∣∣∣∣∣∣ = M

1− e

t0∫
t

p(s) ds

 ≤ M при t ∈ [t0, ω[, якщо p(t) > 0,

|JA(t)| ≤ M при t ∈ [t0, ω[, якщо p(t) < 0.

�
Л е м а 1. 2. Нехай функцiї p, q : [a, ω[−→ R неперервнi та такi, що

p(t) ̸= 0 при t ∈ [t0, omega[ (t0 ∈ [a, ω[),

ω∫
a

p(s) ds = ±∞, lim
t↑ω

q(t)

p(t)
= L (|L| < +∞). (1.12)

Тодi
lim
t↑ω

JA(t) = L,

якщо межа iнтегрування A обрана як зазначено в (1.11).

Доведення. Якщо в (1.8) межа iнтегрування A вибрати як зазначено в (1.11), то в силу (1.12)
матимемо

lim
t↑ω

JA(t) = lim
t↑ω

t∫
t0

q(τ)e

τ∫
a

p(s) ds
dτ

e

t∫
a

p(s) ds

=

(
?

+∞

)
при p(t) > 0,

lim
t↑ω

JA(t) = lim
t↑ω

t∫
ω

q(τ)e

τ∫
a

p(s) ds
dτ

e

t∫
a

p(s) ds

=

(
0

0

)
при p(t) < 0.

Тому, застосовуючи узагальнене правило Лопiталя (див. [Гол. 5, стор. 119], з урахуванням останньої
з умов (1.12), отримаємо

lim
t↑ω

JA(t) = lim
t↑ω

t∫
A

q(τ)e

τ∫
a

p(s) ds
dτ

e

t∫
a

p(s) ds

= lim
t↑ω

q(t)e

t∫
a

p(s) ds

p(t)e

t∫
a

p(s) ds

= lim
t↑ω

q(t)

p(t)
= L.

�
Зауваження 1.4. Якщо в умовах леми 1.2 L = ±∞ , то неважко довести, що

lim
t↑ω

JA(t) = ±∞ (вiдповiдно)

у випадку, коли межа iнтегрування A обрана таким чином

A =


a, якщо

ω∫
a

|q(τ)|e
τ∫
a

p(s) ds
dτ = +∞,

ω, якщо
ω∫
a

|q(τ)|e
τ∫
a

p(s) ds
dτ < +∞.
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Л е м м а 1. 3. Нехай функцiї p, q : [a, ω[−→ R неперервнi,

ω∫
a

|q(t)| dt < +∞ (1.13)

i виконано одну з наступних двох умов: або

η1 = sup


v∫

u

p(s) ds : ω > v ≥ u ≥ a

 < +∞, (1.14)

або

η2 = inf


v∫

u

p(s) ds : ω > v ≥ u ≥ a

 > −∞ i lim
t↑ω

t∫
a

p(s) ds = +∞. (1.15)

Тодi: 1) якщо виконано умову (1.14) , то lim
t↑ω

Jω(t) = 0 ; 2) якщо виконано умову (1.15) , то lim
t↑ω

Ja(t) =

0 .

Зауваження 1.5. Одна з умов (1.14) або (1.15) наперед виконано, якщо функцiя p є знакосталою
в деякому лiвому околi ω .

Доведення. Припустимо спочатку, що виконано умову (1.14), тобто 0 ≤ η1 < +∞ . У цьому
випадку оцiнюючи Jω(t) , матимемо

|Jω(t)| =

∣∣∣∣∣∣e−
t∫
a

p(s) ds
t∫

ω

q(τ)e

τ∫
a

p(s) ds
dτ

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

ω∫
t

q(τ)e

τ∫
t

p(s) ds
dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤
ω∫
t

|q(τ)|e
τ∫
t

p(s) ds
dτ при t ∈ [a, ω[.

Оскiльки тут ω > τ ≥ t ≥ a , то в силу (1.14) i (1.13) отримаємо

|Jω(t)| ≤ eη1

ω∫
t

|q(τ)| dτ −→ 0 при t ↑ ω.

Звiдси випливає справедливiсть першого твердження леми.
Нехай тепер виконано умови (1.15). Покажемо, що в цьому у разi lim

t↑ω
Ja(t) = 0 .

Виберемо довiльним чином число ε > 0 . Враховуючи (1.13) i нерiвнiсть −∞ < η2 ≤ 0 , яка спра-
ведлива в силу першої з умов (1.15), пiдберемо спочатку число t1 ∈ [a, ω[ таким, щоб виконувалась
нерiвнiсть

e−η2

ω∫
t1

|q(τ)| dτ <
ε

2
.

Оскiльки

Ja(t) = e
−

t∫
a

p(s) ds
t∫

a

q(τ)e

τ∫
a

p(s) ds
dτ = e

−
t∫
a

p(s) ds
t1∫
a

q(τ)e

τ∫
a

p(s) ds
dτ + e

−
t∫
a

p(s) ds
t∫

t1

q(τ)e

τ∫
a

p(s) ds
dτ,

то при t ∈ [t1, ω[

|Ja(t)| ≤ e
−

t∫
a

p(s) ds
t1∫
a

|q(τ)|e
τ∫
a

p(s) ds
dτ +

t∫
t1

|q(τ)|e
−

t∫
τ

p(s) ds
dτ.
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Тут у другому доданку, що стоїть праворуч, ω > t ≥ τ ≥ t1 ≥ a . Тому в силу першої з умов (1.15)
та вибору t1

t∫
t1

|q(τ)|e
−

t∫
τ

p(s) ds
dτ ≤ e−η2

t∫
t1

|q(τ)| dτ ≤ e−η2

ω∫
t1

|q(τ)| dτ <
ε

2
при t ∈ [t1, ω[

Отже, при t ∈ [t1, ω[ ] має мiсце оцiнка

|Ja(t)| < e
−

t∫
a

p(s) ds
t1∫
a

|q(τ)|e
τ∫
a

p(s) ds
dτ +

ε

2
.

Тепер, враховуючи другу з умов (1.15), пiдберемо число t2 ∈ [t1, ω[ таким, щоб при t2 ≤ t < ω
виконувалась нерiвнiсть

e
−

t∫
a

p(s) ds
t1∫
a

|q(τ)|e
τ∫
a

p(s) ds
dτ <

ε

2
.

Тодi при t2 ≤ tω будемо мати
|Ja(t)| <

ε

2
+

ε

2
= ε.

Звiдси згiдно з означенням границi випливає, що lim
t↑ω

Ja(t) = 0 .

Лему повнiстю доведено. �
П р и к л а д 1.1. Розглянемо на промiжку [1,+∞[ рiвняння

x′ + p x =
sin t

t
,

де p = const ̸= 0 .
Тут ω = +∞ , p(t) ≡ p ̸= 0 , q(t) = sint

t та

JA(t) = e−pt

t∫
A

sin τ

τ
epτ dτ.

Оскiльки
+∞∫
1

p(s) ds = p

+∞∫
1

ds = ±∞, lim
t→+∞

q(t)

p(t)
= lim

t→+∞

sin t

p t
= 0.

то згiдно лемi 1.2

lim
t→+∞

J1(t) = 0 при p > 0 i lim
t→+∞

J+∞(t) = 0 при p < 0.

З огляду на цей факт формулу Кошi для даного рiвняння перепишемо в виглядi

x(t) = e−pt

c1 + t∫
A

sin τ

τ
epτ dτ

 ,

де
A =

{
1, якщо p > 0,

+∞, якщо p < 0.
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Звiдси ясно, що при p > 0 всi розв’язки рiвняння прямують до нуля при t → +∞ , а при p < 0
рiвняння має лише один розв’язок, що прямує до нуля при t → +∞ , тодi як все iншi його розв’язки
допускають зображення виду

x(t) = e−pt[c1 + o(1)] (c1 ̸= 0) при t → +∞

i тому прямують до нескiнченностi при t → +∞ .

Вправи для самостiйної роботи.

1. Знайти розв’язки диференцiального рiвняння

x′ − (2t2 + 1)x = t2,

що має скiнчену границю при t −→ +∞ , i з’ясувати як поводяться при t −→ +∞ всi iншi
розв’язки.

2. Довести, що рiвняння

x′ +
cos t

t
x =

sin t

t2

має принаймнi один розв’язок, що прямує до нуля при t −→ +∞ , i з’ясувати як поводяться
при t −→ +∞ всi iншi розв’язки.

3. Нехай у рiвняннi
x′ + p(t)x = q(t)

функцiї p, q ∈ C(R+ ; R) i такi, що

lim
t→+∞

p(t) = p0 = const < 0, lim
t→+∞

q(t) = q0 = const .

Знайти розв’язки x даного рiвняння, що має скiнчену границю при t −→ +∞ , i з’ясувати як
поводяться при t −→ +∞ всi iншi розв’язки.

4. Нехай у рiвняннi
x′ + p(t)x = q(t)

функцiї p, q ∈ C(R+ ; R) i такi, що

lim
t→+∞

p(t) = p0 = const > 0, lim
t→+∞

q(t) = q0 = const .

Знайти розв’язки x даного рiвняння, що має скiнчену границю при t −→ +∞ , i з’ясувати як
поводяться при t −→ +∞ всi iншi розв’язки.

5. Нехай у рiвняннi
x′ + p(t)x = q(t)

функцiї p, q ∈ C(R+ ; R) i такi, що

p(t) < 0 при t ∈ R+,

+∞∫
0

p(t) dt = −∞, lim
t→+∞

q(t)

p(t)
= l0 = const .

Знайти розв’язки x даного рiвняння, що має скiнчену границю при t −→ +∞ , i з’ясувати як
поводяться при t −→ +∞ всi iншi розв’язки.
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6. Нехай у рiвняннi
x′ + p(t)x = q(t)

функцiї p, q ∈ C(R+ ; R) i такi, що

p(t) > 0 при t ∈ R+,

+∞∫
0

p(t) dt = +∞, lim
t→+∞

q(t)

p(t)
= l0 = const .

Знайти розв’язки x даного рiвняння, що має скiнчену границю при t −→ +∞ , i з’ясувати як
поводяться при t −→ +∞ всi iншi розв’язки.

7. Нехай у рiвняннi
x′ + p(t)x = q(t)

функцiї p, q ∈ C(R+ ; R) i такi, що

lim
t→+∞

p(t) = p0 = const < 0,

+∞∫
0

|q(t)| dt < +∞.

Знайти розв’язок x даного рiвняння, що зникає в +∞ , та з’ясувати як поводяться при t −→
+∞ все iншi розв’язки.

8. Нехай у рiвняннi
x′ + p(t)x = q(t)

функцiї p, q ∈ C(R+ ; R) i такi, що

lim
t→+∞

p(t) = p0 = const > 0,

+∞∫
0

|q(t)| dt < +∞.

Знайти розв’язок x даного рiвняння, що зникає в +∞ , та з’ясувати як поводяться при t −→
+∞ все iншi розв’язки.

9. Нехай у рiвняннi
x′ + p(t)x = q(t)

функцiї p, q ∈ C(R+ ; R) i такi, що

p(t) < 0 при t ∈ R+,

+∞∫
0

p(t) dt = −∞,

+∞∫
0

|q(t)| dt < +∞.

Знайти розв’язок x даного рiвняння, що зникає в +∞ , та з’ясувати як поводяться при t −→
+∞ все iншi розв’язки.

10. Нехай у рiвняннi
x′ + p(t)x = q(t)

функцiї p, q ∈ C(R+ ; R) i такi, що

p(t) > 0 при t ∈ R+,

+∞∫
0

p(t) dt = +∞,

+∞∫
0

|q(t)| dt < +∞.

Знайти розв’язок x даного рiвняння, що зникає в +∞ , та з’ясувати як поводяться при t −→
+∞ все iншi розв’язки.
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11. При дослiдженнi асимптотичних властивостей розв’язкiв лiнiйних диференцiальних рiвнянь
корисним може бути також наступний результат (див. [Coppel, Гол. IV, § 2, стор 102].

Нехай q ∈ C([a,+∞[ ;R+) , а p – додатна стала. Якщо для деякого M ≥ 0 виконано умову

t+1∫
t

q(τ) dτ ≤ M при t ≥ a

то
t∫

a

exp (−p(t− τ)) q(τ) dτ ≤ M
(
1− e−p

)−1 при t ≥ a

i
ω∫
t

exp (p(t− τ)) q(τ) dτ ≤ M
(
1− e−p

)−1 при t ≥ a.

Якщо ж

lim
t→+∞

t+1∫
t

q(τ) dτ = 0,

то

lim
t→+∞

t∫
a

exp (−p(t− τ)) q(τ) dτ = 0

i

lim
t→+∞

ω∫
t

exp (p(t− τ)) q(τ) dτ = 0.

12. Нехай у рiвняннi
dx

dt
+ p x = q(t),

постiйна p > 0 , а функцiя q ∈ C(R+ ; R) така, що

sup


t+1∫
t

|q(τ)| dτ : t ∈ R+

 < +∞.

Довести, що в цьому випадку всi розв’язки рiвняння є обмеженими на R+ .

13. Нехай у рiвняннi
dx

dt
+ p x = q(t),

стала p > 0 , а функцiя q ∈ C(R+ ; R) така, що

lim
t→+∞

t+1∫
t

|q(τ)| dτ = 0.

Довести, що у цьому випадку всi розв’язки рiвняння прямують до нуля за t −→ +∞ .
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2.1.3 Лiнiйнi диференцiальнi рiвняння першого порядку з перiодичними
коефiцiєнтами.

Розглянемо лiнiйне диференцiальне рiвняння

x′ + p(t)x = q(t) (1.16)

де p, q ∈ C(R;R) i для деякого ω > 0

p(t+ ω) = p(t) i q(t+ ω) = q(t) при будь-якому t ∈ R. (1.17)

Дослiдження властивостей розв’язкiв таких рiвнянь почнемо з випадку, коли q(t) ≡ 0 , тобто з
випадку лiнiйного однорiдного рiвняння

x′ + p(t)x = 0. (1.160)

У силу формули Кошi безлiч усiх його розв’язкiв має вигляд

x(t) = ce
−

t∫
0

p(s) ds
, t ∈ R,

де c - довiльна стала.
Тому для кожного нетривiального розв’язку цього рiвняння ( c ̸= 0 ) через ω - перiодичность функ-

цiї p маємо

x(t+ ω) = ce
−

t+ω∫
0

p(s) ds
= ce

−
t∫
0

p(s) ds
e
−

t+ω∫
t

p(s) ds
= ce

−
t∫
0

p(s) ds
e
−

ω∫
0

p(s) ds
, t ∈ R

Отже,
x(t+ ω) = µx(t) при будь-яким t ∈ R, (1.18)

де

µ = e
−

ω∫
0

p(s) ds
. (1.19)

Дане число µ > 0 називається мультиплiкатором лiнiйного однорiдного диференцiального рiвняння
(1.160) .

З (1.18) ясно, що й µ = 1 , кожний нетривiальний розв’язок рiвняння (1.160) є ω - перiодичним.
Припустимо тепер, що 0 < µ ̸= 1 . У цьому випадку для кожного t ∈ R в силу (1.18) маємо

x(t+ ω) = µx(t), x(t+ 2ω) = µx(t+ ω) = µ2x(t), . . . , x(t+ nω) = µnx(t), . . .

x(t) = x(t− ω + ω) = µx(t− ω) = µx(t− 2ω + ω) = µ2x(t− 2ω) = · · · = µnx(t− nω) = · · · ,

Значить, якщо t ∈ [0, ω] , то для будь-якого натурального n

x(t+ nω) = µnx(t) i x(t− nω) = µ−nx(t). (1.20)

Тому, побудувавши графiк нетривiального розв’язка x на промiжку [0, ω] , ми зможемо легко його
зобразити на промiжках [nω, (n + 1)ω] i [−nω,−(n − 1)ω] , де n -будь-яке натуральне число. Якщо
ж врахувати, що кожний такий розв’язок неперервний i вiдмiнний вiд нуля на промiжку [0, ω[ ,
причому x(0) = c ̸= 0 , то в силу теореми Вейєрштраса воно досягає своїх мiнiмального та макси-
мального значень на цьому промiжку в деяких точках t0, t1 ∈ [0, ω[ , причому x(t0) = α i x(t1) = β
вiдмiннi вiд нуля i мають той самий знак, що i число c . А тодi на промiжках [nω, (n + 1)ω] та
[−nω,−(n − 1)ω] , де n ∈ N , мiнiмальними та максимальними значеннями розв’язка x будуть в
силу (1.20)

x(t0 + nω) = µnx(t0) = µnα, x(t1 + nω) = µnx(t1) = µnβ,

x(t0 − nω) = µ−nx(t0) = µ−nα, x(t1 − nω) = µ−nx(t1) = µ−nβ.
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Отже, для будь-якого натурального n виконано нерiвностi

αµn ≤ x(t) ≤ βµn nприquadt ∈ [nω, (n+ 1)ω],

αµ−n ≤ x(t) ≤ βµ−n при t ∈ [−nω,−(n− 1)ω].

Звiдси з урахуванням того, що α i β вiдмiннi вiд нуля та одного знака,

lim
n→+∞

µn = 0, lim
n→+∞

µ−n = +∞, якщо 0 < µ < 1,

lim
n→+∞

µn = +∞, lim
n→+∞

µ−n = 0, якщо µ > 1,

отримаємо
lim

t→+∞
x(t) = 0, lim

t→−∞
|x(t)| = +∞, якщо 0 < µ < 1. (1.21)

lim
t→+∞

|x(t)| = +∞, lim
t→−∞

x(t) = 0, якщо µ > 1, (1.22)

Таким чином, встановлена така

Т е о р е м а 1.3. Нехай p ∈ C(R;R) , є ω – перiодичної i µ (з (1.19)) - мультиплiкатор
лiнiйного однорiдного рiвняння (1.160) . Тодi: 1) якщо mu = 1 , то кожний нетривiальний розв’язок
x : R −→ R \ {0} рiвняння (1.160) є ω - перiодичним; 2) якщо 0 < µ < 1 ( µ > 1 ), то кожний
нетривiальний розв’язок x : R −→ R \ {0} рiвняння (1.160) задовольняє умовам (1.21) (вiдповiдно до
умов (1.22)).

Для лiнiйного неоднорiдного рiвняння (1.16) має мiсце
Т е о р е м а 1. 4. Нехай p, q ∈ C(R;R) i для деякого ω > 0 задовольняють умовам (1.17) . Нехай,

крiм того, мультиплiкатор µ вiдповiдного однорiдного рiвняння (1.160) вiдмiнний вiд одиницi. Тодi
лiнiйне неоднорiдне рiвняння (1.16) має єдине omega - перiодичний розв’язок x0 : R −→ R , причому
будь-яке iнший розв’язок x : R −→ R цього рiвняння має властивостi

lim
t→+∞

|x(t)− x0(t)| = 0, lim
t→−∞

|x(t)− x0(t)| = +∞, якщо 0 < µ < 1,

lim
t→+∞

|x(t)− x0(t)| = +∞, lim
t→−∞

|x(t)− x0(t)| = 0, якщо µ > 1.
(1.23)

Доведення. Диференцiйне рiвняння (1.16), будучи записаним у виглядi

x′ = −p(t)x+ q(t),

є рiвнянням з ω - перiодичної по t правою частиною, причому для нього безлiч R×R змiни (t, x) є
множиною єдиностi в силу встановленої для лiнiйного неоднорiдного диференцiального рiвняння пер-
шого порядку теореми iснування та єдиностi розв’язкiв задачi Кошi. Тому згiдно з доведеним ранiше
для систем рiвнянь загального виду з ω - перiодичною по t правою частиною критерiю, рiшення
x : R −→ R рiвняння (1.16) буде ω перiодичним тодi i лише тодi, коли для нього виконано умову

x(0) = x(ω). (1.24)

Однак безлiч усiх розв’язкiв рiвняння (1.16) мiститься в формулi Кошi

x(t) = ce
−

t∫
0

p(s) ds
+ e

−
t∫
0

p(s) ds
t∫

0

q(τ)e

τ∫
0

p(s) ds
dτ, (1.25)

де c - довiльна сиала. Значить, з множини цих розв’язкiв слiд видiлити лише тi, для яких виконано
умову (1.24).
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В силу (1.25)

x(0) = c, x(ω) = ce
−

ω∫
0

p(s) ds
+ e

−
ω∫
0

p(s) ds
ω∫

0

q(τ)e

τ∫
0

p(s) ds
dτ

i тому умова (1.24) набуває вигляду

c = µc+ µ

ω∫
0

q(τ)e

τ∫
0

p(s) ds
dτ,

де µ = e
−

ω∫
0

p(s) ds
- мультиплiкатор вiдповiдного однорiдного рiвняння (1.160) .

Звiдси маємо

c(1− µ) = µ

ω∫
0

q(τ)e

τ∫
0

p(s) ds
dτ, (1.26)

Оскiльки згiдно з умовами теореми µ ̸= 1 , то тiльки при одному значеннi c , а саме при

c =
µ

1− µ

ω∫
0

q(τ)e

τ∫
0

p(s) ds
dτ,

формула (1.25) мiстить ω - перiодичний розв’язок. Це означає, що рiвняння (1.16) має єдиний ω -
перiодичний розв’язок, причому цей розв’язок має вигляд

x0(t) =
µ

1− µ
e
−

t∫
0

p(s) ds
ω∫

0

q(τ)e

τ∫
0

p(s) ds
dτ + e

−
t∫
0

p(s) ds
t∫

0

q(τ)e

τ∫
0

p(s) ds
dτ. (1.27)

Встановимо тепер справедливiсть другого утвердження теореми. Нехай x : R −→ R - довiльний
iнший розв’язок рiвняння (1.16). Тодi, вважаючи y(t) = x(t)− x0(t) , будемо мати

y′(t) = x′(t)− x′
0(t) = [−p(t)x(t) + q(t)]− [p(t)x0(t) + q(t)] = −p(t)y(t) при t ∈ R.

Отже, y - нетривiальний розв’язок вiдповiдного однорiдного рiвняння (1.160) . Але тодi згiдно з тео-
ремою 1.3 виконано умови

lim
t→+∞

y(t) = 0, lim
t→−∞

y(t) = ±∞, якщо 0 < µ < 1,

lim
t→+∞

y(t) = ±∞, lim
t→−∞

y(t) = 0, якщо µ > 1.

Звiдси з урахуванням замiни y(t) = x(t)− x0(t) випливає справедливiсть тверджень (1.23). �
Зi встановленої в ходi доказу формули (1.26) безпосередньо випливає

Т е о р е м а 1.5. Нехай p, q ∈ C(R;R) i для деякого ω > 0 задовольняються умови (1.17) .
Нехай, крiм того, мультиплiкатор µ вiдповiдного однорiдного рiвняння (1.160) дорiвнює одиницi.
Тодi: 1) якщо

ω∫
0

q(τ)e

τ∫
0

p(s) ds
dτ ̸= 0,

то лiнiйне неоднорiдне рiвняння (1.16) не має ω - перiодичних розв’язкiв; 2) якщо ж

ω∫
0

q(τ)e

τ∫
0

p(s) ds
dτ = 0,
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то всi розв’язки лiнiйного неоднорiдного рiвняння (1.16) є ω - перiодичними.

П р и к л а д 1.2. Розглянемо рiвняння

x′ + p x = sin100 t (p = const).

Тут функцiї p(t) ≡ p i q(t) = sin100 t є π - перiодичними, причому мультиплiкатор вiдповiдного
однорiдного рiвняння є число

µ = e
−

π∫
0

p dt
= e−πp.

Тому: 1) якщо p > 0 , то рiвняння має єдиний π -перiодичний розв’язок x0 , причому всi iншi його
розв’язки x задовольняють умови

lim
t→+∞

|x(t)− x0(t)| = 0, lim
t→−∞

|x(t)− x0(t)| = +∞;

2) якщо p < 0 , то рiвняння має єдиний π -перiодичний розв’язок x0 , причому всi iншi його розв’язки
x задовольняють умови

lim
t→+∞

|x(t)− x0(t)| = +∞, lim
t→−∞

|x(t)− x0(t)| = 0;

3) якщо p = 0 , то рiвняння не має π -перiодичних розв’язкiв, оскiльки

ω∫
0

q(τ)e

τ∫
0

p(s) ds
dτ =

π∫
0

sin100 τ dτ ̸= 0.

Вправи для самостiйної роботи.

1. Знайти мультиплiкатори наступних лiнiйних однорiдних диференцiальних рiвнянь

1) x′ + sin t x = 0; 2) x′ + (1− 2 cos2 t)x = 0;

3) x′ − cos4 t x = 0; 2) x′ + sin3 2t x = 0,

5) x′ +
x

2 sin t− cos t+ 5
= 0; 6) x′ + x cost sqrt[3] sint = 0

та за допомогою їх описати властивостi всiх розв’язкiв цих рiвнянь.

2. Знайти перiодичний розв’язок диференцiального рiвняння

x′ = 2x cos2 t− sin t

i дослiдити як поводяться всi iншi його розв’язки.

3. Знайти перiодичний розв’язок диференцiального рiвняння

x′ + 2x cos2 t = 1− sin4 t

i дослiдити як поводяться всi iншi його розв’язки.

4. При яких значеннях параметра λ рiвняння

x′ + (λ+ sin2t)x = |sint|

а) не має перiодичних розв’язкiв?

б) має лише однин перiодичний розв’язок?
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5. Нехай p - вiдмiнна вiд нуля стала, q ∈ C(R;R) i ω - перiодична ( ω > 0 ). Довести, що рiвняння

x′ + px = q(t)

має єдиний ω - перiодичний розв’язок i цей розв’язок допускає зображення виду

x(t) =
(
1− e−pω

)−1

t∫
t−ω

e(τ−t)pq(τ) dτ.

2.2 Задача Кошi для системи лiнiйних диференцiальних рiв-
нянь та лiнiйного диференцiального рiвняння n - го порядку

2.2.1 Теореми iснування та єдиностi розв’язку задачi Кошi.
Розглянемо систему лiнiйних диференцiальних рiвнянь

dx

dt
= P (t)x+ q(t), (2.1)

де P ∈ C(I;Rn×n) , q ∈ C(I;Rn) , I - промiжок R . Виберемо довiльним чином t0 ∈ I , c0 ∈ Rn i
поставимо для (2.1) задачу Кошi про знаходження розв’язку x , що задовольняє початкову умову

x(t0) = c0. (2.2)

Якщо P - нульова матриця, то система (2.1) має вигляд

dx

dt
= q(t).

Для неї поставлена задачi рiвнозначна задачi про видiлення з безлiчi всiх первiсних вектор-функцiї
q тiєї первiсної, яка задовольняє умову (2.2). З математичного аналiзу вiдомо, що така первiсна
визначається однозначно i має вигляд

x(t) = c0 +

t∫
t0

q(τ) dτ.

Якщо n = 1 , то (2.1) є лiнiйним диференцiальним рiвнянням першого порядку. Для нього, як було
встановлено ранiше, вказана задача Кошi має єдиний розв’язок, причому цей розв’язок представимо
у виглядi формули Кошi

x(t) = c0e

t∫
t0

P (s) ds

+

t∫
t0

e

t∫
τ

P (s) ds
q(τ) dτ.

Якщо n > 1 i P : I −→ Rn×n - довiльна неперервна матрична функцiя, розв’язок задачi (2.1), (2.2)
вже не можна записати у явному виглядi через елементи матрицi P . Однак, цю задачу все-таки
можна однозначно розв’язати. Для встановлення цього факту нам знадобиться наступне дуже
важливе допомiжне твердження.

Лемма Г р о н у о л а - Белмана. Нехай I - промiжок у R , t0 ∈ I , c0 ∈ R+ , u, v ∈ C(I;R+) i
дотримано нерiвнiсть

u(t) ≤ c0 +

∣∣∣∣∣∣
t∫

t0

v(τ)u(τ) dτ

∣∣∣∣∣∣ при t ∈ I. (2.3)
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Тодi

u(t) ≤ c0e

∣∣∣∣∣ t∫
t0

v(τ) dτ

∣∣∣∣∣ при t ∈ I. (2.4)

Доведення. Доведемо спочатку справедливiсть твердження леми на промiжку I+ = {t ∈ I : t ≥
t0} . У такому разi цього промiжку нерiвнiсть (2.3) в силу умов на функцiї u i v набуває вигляду

u(t) ≤ c0 +

t∫
t0

v(τ)u(τ) dτ при t ∈ I+ (2.3+)

i необхiдно довести, що

u(t) ≤ c0e

t∫
t0

v(τ) dτ

при t ∈ I+. (2.4+)

Покладемо

w(t) = c0 +

t∫
t0

v(τ)u(τ) dτ.

Тодi w ∈ C1(I+;R+) ,
w(t0) = c0 (2.5)

i виконано рiвнiсть
w′(t) = v(t)u(t) при t ∈ I+. (2.6)

З iншого боку, через (2.23+)
u(t) ≤ w(t) при t ∈ I+, (2.7)

згiдно з чим з (2.6) знаходимо
w′(t) ≤ v(t)w(t) при t ∈ I+

i, отже,
w′(t)− v(t)w(t) ≤ 0 при t ∈ I+

Оскiльки

w′(t)− v(t)w(t) = e

t∫
t0

v(τ) dτ

w(t)e
−

t∫
t0

v(τ) dτ

′

,

то звiдси випливає, що w(t)e
−

t∫
t0

v(τ) dτ

′

≤ 0 при t ∈ I+.

Значить, функцiя, що стоїть лiворуч у дужках, не зростає на промiжку I+ . Тому найбiльше зна-
чення вона набуває у лiвої межi, тобто у точцi t0 . Отже,

w(t)e
−

t∫
t0

v(τ) dτ

≤ w(t)e
−

t∫
t0

v(τ) dτ

∣∣∣∣∣∣
t=t0

= w(t0) при t ∈ I+.

Звiдси, з огляду на (2.5), маємо

w(t) ≤ c0e

t∫
t0

v(τ) dτ

при t ∈ I+.
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Якщо тепер взяти до уваги нерiвнiсть (2.7), то отримаємо нерiвнiсть (2.4+) .
Справедливiсть твердження леми на промiжку, що залишився I− = {t ∈ I : t ≤ t0} доводиться

аналогiчно (зробити самостiйно), враховуючи, що в цьому випадку нерiвностi (2.3) та (2.4) прийма-
ють вiдповiдно вигляд

u(t) ≤ c0 −
t∫

t0

v(τ)u(τ) dτ при t ∈ I− (2.3−)

i

u(t) ≤ c0e
−

t∫
t0

v(τ) dτ

при t ∈ I−. (2.4−)

�
Т е о р е м а 2. 1. ( Iснування та єдиностi розв’язку задачi Кошi (2.1), (2.2)). Якщо P ∈

C(I;Rn×n) i q ∈ C(I;Rn) , то для будь-якого t0 ∈ I i для будь-якого c0 ∈ Rn задача Кошi (2.1),
(2.2) має одний i лише однин розв’язок, причому ций розв’язок є границею послiдовностi вектор-
функцiй, що одностайно збiгаються на кожному сегментi з I , та визначається рекурентними
спiввiдношеннями

x0(t) ≡ c0, xk(t) = c0 +

t∫
t0

[P (τ)xk−1(τ) + q(τ)] dτ, k = 1, 2, . . . . (2.8)

Доведення. В силу доведеної ранiше леми для систем диференцiальних рiвнянь загального виду
задача Кошi (2.1), (2.2) еквiвалентна системi лiнiйних iнтегральних рiвнянь Вольтерра

x(t) = c0 +

t∫
t0

[P (τ)x(τ) + q(τ)] dτ. (2.9)

При цьому нагадаємо, що розв’язком системи (2.9) називається вектор-функцiя x ∈ C(I;Rn) , яка
перетворює її в тотожнiсть на промiжку I . Отже, потрiбно встановити, що дана система iн-
тегральних рiвнянь має однин i лише однин розв’язок. Для цього скористаємося методом Пiкара
послiдовних наближень.

Розглянемо послiдовнiсть вектор-функцiй, що визначається рекурентними спiввiдношеннями (2.8).
Оскiльки P ∈ C(I;Rn×n) i q ∈ C(I;Rn) , то використовуючи метод математичної iндукцiї, з ураху-
ванням властивостей iнтеграла зi змiнною верхньою межею, легко переконуємося в тому, що кож-
на з вектор-функцiй xk ∈ C(I;Rn) (k ∈ {0, 1, 2, . . .}) . Покажемо, що ця послiдовнiсть неперервних
вектор-функцiй одностайно збiгається всерединi I , тобто на кожному сегментi, що мiститься в
I .

Запишемо, функцiональний ряд, що вiдповiдає цiй послiдовностi,

c0 +

+∞∑
k=1

[xk(t)− xk−1(t)]. (2.10)

Його n+ 1 -а часткова сума має вигляд

Sn+1(t) = c0 + [x1(t)− c0] + [x2(t)− x1(t)] + [x3(t)− x2(t)] + · · ·+ [xn(t)− xn−1(t)] = xn(t).

Тому послiдовнiсть {xn(t)} буде одностайно збiгається всерединi I тодi i лише тодi, коли одно-
стайно збiжним всерединi I буде функцiональний ряд (2.10), причому сума ряду збiгатиметься з
границею даної послiдовностi.
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Для доведення одностайної збiжностi ряду (2.10) скористаємося вiдомою з математичного аналi-
зу ознакою Вейєрстраса. З цiєю метою оцiнимо при кожному натуральному k рiзницю ∥xk(t) −
xk−1(t)∥ . Для k = 1 маємо

∥x1(t)− x0(t)∥ =

∥∥∥∥∥∥
t∫

t0

[P (τ)c0 + q(τ)] dτ

∥∥∥∥∥∥ ≤ ρ0(t) при t ∈ I, (2.11)

де

ρ0(t) =

∣∣∣∣∣∣
t∫

t0

∥P (τ)c0 + q(τ)∥ dτ

∣∣∣∣∣∣ .
Якщо k > 1 , то

xk(t)− xk−1(t) =

t∫
t0

P (τ)[xk−1(τ)− xk−2(τ)] dτ. (2.12)

Звiдси з урахуванням (2.11) i того факту, що ρ0(τ) ≤ ρ0(t) для будь-якого τ , розташованого мiж
t0 i t (оскiльки ρ′0(t) = ∥P (t)c0 + q(t)∥ sign(t− t0) ), знаходимо

∥x2(t)− x1(t)∥ ≤

∣∣∣∣∣∣
t∫

t0

∥P (τ)∥ ∥x1(τ)− c0∥ dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∣

t∫
t0

∥P (τ)∥ρ0(τ) dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤ ρ0(t)ρ(t) при t ∈ I,

де

ρ(t) =

∣∣∣∣∣∣
t∫

t0

∥P (τ)∥ dτ

∣∣∣∣∣∣ .
Отже, якщо k ∈ {1, 2} , то справедлива оцiнка

∥xk(t)− xk−1(t)∥ ≤ ρ0(t)
ρk−1(t)

(k − 1)!
при t ∈ I. (2.13)

Допустимо тепер, що оцiнка (2.13) справедлива для деякого k > 2 . Тодi з (2.12) випливає, що

∥xk+1(t)− xk(t)∥ ≤

∣∣∣∣∣∣
t∫

t0

∥P (τ)∥ ∥xk(τ)− xk−1(τ)∥ dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∣

t∫
t0

ρ′(τ)
ρk−1(τ)

(k − 1)!
ρ0(τ) dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤

≤ ρ0(t)

(k − 1)!

∣∣∣∣∣∣
t∫

t0

ρ′(τ)ρk−1( tau) dτ

∣∣∣∣∣∣ = ρ0(t)
ρk(t)

k!
при t ∈ I.

Тим самим, iндукцiєю доведено, що оцiнка (2.13) має мiсце при будь-якому натуральному k .
Зважаючи на (2.13), для ряду (2.10) мажорантним рядом є ряд

∥c0∥+ ρ0(t)

+∞∑
k=1

ρk−1(t)

(k − 1)!
. (2.14)

При будь-якому t ∈ I його сума дорiвнює ∥c0∥ + ρ0(t)e
ρ(t) . Тому з ознаки порiвняння ряд (2.10)

збiгається при t ∈ I . Оскiльки функцiї ρ0 i ρ неперервнi на I , то на будь-якому сегментi I0 ⊂ I
є обмеженими, тобто iснують M0 > 0 i M > 0 такi, що

ρ0(t)| ≤ M0, |ρ(t)| ≤ M при t ∈ I0.
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Тодi для ряду (2.11) на промiжку I0 є мажорантним в силу (2.13) буде збiжний числовий ряд

∥c0∥+M0

+∞∑
k=1

Mk−1

(k − 1)!
= ∥c0∥+M0e

M .

Отже, з ознаки Вейерштрасса одностайної збiжностi функцiональних рядiв, ряд (2.10), що розгля-
дається, збiгається одностайно на I0 .

Отже, встановлено, що ряд (2.10), отже, i функцiональна послiдовнiсть вектор-функцiй {xn(t)}
збiгається на промiжку I , причому ця збiжнiсть є одностайною на будь-якому сегментi I0 ⊂ I .

Звiдси, зокрема, випливає, що гранична вектор-функцiя

x(t) = lim
k→+∞

xk(t) (2.15)

є неперервною на промiжку I . Покажемо, що саме вона буде розв’язком iнтегрального рiвняння (2.9).
Для цього, обравши довiльним чином t ∈ I , перейдемо в (2.8) до границi при k −→ +∞ . Враховуючи
(2.15) матимемо

x(t) = c0 + lim
k→+∞

t∫
t0

[P (τ)xk−1(τ) + q(τ)] dτ. (2.16)

Покажемо, що

lim
k→+∞

t∫
t0

[P (τ)xk−1(τ) + q(τ)] dτ =

t∫
t0

[P (τ)x(τ) + q(τ)] dτ. (2.17)

Виберемо довiльним чином число varepsilon > 0 . Враховуючи що t, t0 ∈ I зафiксуємо будь-який
сегмент I0 ⊂ I , що мiстить точки t та t0 . При цьому для деякого M > 0 буде виконано нерiв-
нiсть ρ(t) ≤ M (оскiльки t - фiксовано). Оскiльки послiдовнiсть {xk} , отже, i {xk−1} збiгається
одностайно на I0 до вектор-функцiї x , то для цього ε > 0 знайдеться натуральне K(ε) таке, що

∥xk−1(τ)− x(τ)∥ <
ε

M
при k > K вiдразу для всiх τ ∈ I0.

Тому при k > K матимемо∥∥∥∥∥∥
t∫

t0

[P (τ)xk−1(τ) + q(τ)] dτ −
t∫

t0

[P (τ)x(τ) + q(τ)] dτ

∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥
t∫

t0

P (τ)[xk−1(τ)− x(τ)] dτ

∥∥∥∥∥∥ ≤

≤

∣∣∣∣∣∣
t∫

t0

∥P (τ)∥ ∥xk−1(τ)− x(τ)∥ dτ

∣∣∣∣∣∣ < ε

M

∣∣∣∣∣∣
t∫

t0

∥P (τ)∥ dτ

∣∣∣∣∣∣ = ε

M
ρ(t) ≤ ε

M
M = ε.

Це, зважаючи на означення границi послiдовностi, означає, що для будь-якого t ∈ I має мiсце гра-
ничне спiввiдношення (2.17). Отже, (2.16) набуде вигляду

x(t) = c0 +

t∫
t0

[P (τ)x(τ) + q(τ)] dτ при t ∈ I,

тобто вектор-функцiя x (2.15) є розв’язком системи iнтегральних рiвнянь (2.9).
Для завершення доведення теореми залишається встановити, що система (2.9) немає розв’язку,

вiдмiнного вiд цього x .
Нехай y - довiльний розв’язок системи (2.9). Тодi

x(t)− y(t) =

t∫
t0

P (τ)[x(τ)− y(τ)] dτ при t ∈ I.
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Тому

∥x(t)− y(t)∥ ≤

∣∣∣∣∣∣
t∫

t0

∥P (τ)∥ ∥x(τ)− y(τ)∥ dτ

∣∣∣∣∣∣ при t ∈ I.

Звiдси, згiдно з лемою Гронуолла-Беллмана, отримуємо ∥x(t) − y(t)∥ ≤ 0 при t ∈ I . Отже, x(t) =
y(t) . �

Зауваження 2.1. Метод доведення теореми 2.1 важливий тим, що вiн дає алгоритм побудови
розв’язка x задачi Кошi (2.1), (2.2), як границi послiдовностi (2.8). При цьому з (2.10) та (2.13)
випливає, що

∥x(t)− xk(t)∥ ≤
+∞∑

m=k+1

∥xm(t)− xm−1(t)∥ ≤ ρ0(t)
ρk(t)

k!

[
1 +

ρ(t)

(k + 1)
+

ρ2(t)

(k + 1)(k + 2)
+ · · ·+

]
,

де вираз, що стоїть у дужках, явно не перевищує eρ(t) . Тим самим маємо наступну оцiнку вiдхи-
лення розв’язку x вiд k -го (k = 1, 2, . . .) наближення xk

∥x(t)− xk(t)∥ ≤ ρk(t)

k!
ρ0(t)e

ρ(t) при t ∈ I.

П р i м е р 2.1. Методом послiдовних наближень знайти рiшення

П р и к л а д 2.2. Система

Далi, розглянемо лiнiйне диференцiальне рiвняння n -го порядку

u(n) +

n∑
k=1

pk(t)u
(k−1) = f(t), (2.18)

де pk ∈ C(I;R) (k = 1, . . . , n) , f ∈ C(I;R) , I - промiжок в R .
Обравши довiльним чином t0 ∈ I i c0k ∈ R (k = 1, . . . , n) поставимо задачу Кошi про вiдшукання

розв’язка u диференцiального рiвняння (2.18), що задовольняє n умовам

u(k−1)(t0) = c0k, k = 1, . . . , n. (2.19)

Вважаючи
xk(t) = u(k−1)(t) (k = 1, . . . , n) (2.20)

зведемо рiвняння (2.18) до еквiвалентної системи диференцiальних рiвнянь

dx1

dt
= x2,

dx2

dt
= x3,

vdots

dxn−1

dt
= xn,

dxn

dt
= −p1(t)x1 − p2(t)x2 − · · · − pn(t)xn + f(t),
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яка у векторно-матричнiй формi запису має вигляд (2.1), де

x(t) =

 x1(t)
...

xn(t)

 =


u(t)
u′(t)

...
u(n−1)(t)

 , (2.21)

P (t) =


0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0
...

...
... · · ·

...
...

0 0 0 . . . 0 1
−p1(t) −p2(t) −p3(t) . . . −pn−1(t) −pn(t)

 , q(t) =


0
...
0

f(t)

 . (2.22)

Цю еквiвалентнiсть ми розумiємо так: якщо функцiя u є розв’язком диференцiального рiвнян-
ня (2.18), то вектор-функцiя x з (2.21) є розв’язком системи (2.1), в якiй матриця-функцiя P
i вектор-функцiя q мають вигляд (2.22), i навпаки, якщо вектор-функцiя x є розв’язком систе-
ми (2.1) з матрицею-функцiєю P i вектор-функцiєю q виду (2.22), то перша компонента цього
розв’язка є розв’язком рiвняння (2.18), а iншi його компоненти є похiдними до порядку n− 1 включ-
но з цим розв’язком рiвняння (2.18).

В силу (2.21) початковi умови (2.19) набудуть вигляду (2.2), де

c0 =

 c01
...

c0n

 . (2.23)

Таким чином, задача Кошi (2.18), (2.19) еквiвалентна задачi Кошi. (2.1), (2.2), в якiй матриця-
функцiя P та вектор-функцiя q мають вигляд (2.22), а вектор c0 - вид (2.23).

Оскiльки в рiвняннi (2.18) pk ∈ C(I;R) (k = 1, . . . , n) , f ∈ C(I;R) , то згiдно (2.22) в вiдповiдної
системи (2.1) P ∈ C(I;Rn×n) i q ∈ C(I;Rn) . Тому на пiдставi теореми 2.1. Кошi (2.1), (2.2) має
однин i лише один розв’язок x . В силу ж зазначеної еквiвалентностi йому вiдповiдатиме однин i
тiльки однин розв’язок u (який є першою компонентою x ) задачi Кошi (2.18), (2.19). Тим самим
встановлена наступна

Т е о р е м а 2. 2 ( iснування та єдиностi рiшення задачi Кошi (2.18), (2.19)). Якщо pk ∈
C(I;R) (k = 1, . . . , n) i f ∈ C(I;R) , то для будь-якого t0 ∈ I i для будь-яких c0k ∈ R (k = 1, . . . , n)
задача Кошi (2.18), (2.19) має однин i тiльки однин розв’язок.

Вправи для самостiйної роботи.

1. Знайти всi неперервнi функцiї f : [a, b[−→ [0,+∞[ ] такi, що

f(t) ≤
t∫

a

f(τ) dτ при всiх t ∈ [a, b[.

2. Знайти всi неперервнi функцiї f : [a, b[−→ R такi, що

f2(t) =

t∫
a

f(τ) dτ при всiх t ∈ [a, b[.

3. Нехай функцiя f : [a, b[−→ [0,+∞[ неперервна та задовольняє нерiвностi

f(t) ≤ K1 + ε(t− a) +K2

t∫
a

f(τ) dτ при всiх t ∈ [a, b[,
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де K1, K2, ε - деякi додатнi сталi. Довести, що тодi

f(t) ≤ K1 exp (K2(t− a)) +
ε

K2
[exp (K2(t− a))− 1] при всiх t ∈ [a, b[.

(Вказiвка: розглянути функцiю W (t) = K1 + ε(t− a) +K2

t∫
a

f(τ) dτ. )

4. Довести наступне узагальнення леми Гронуолла-Беллмана (див. [Гол. II, § 11, стор 109]). Нехай
I - промiжок R , u, v ∈ C(I;R+) i для будь-яких t, τ ∈ I дотримується нерiвнiсть

u(t) ≤ u(τ) +

∣∣∣∣∣∣
t∫

τ

v(s)u(s) ds

∣∣∣∣∣∣ .
Тодi для будь-яких t, t0 ∈ I таких, що t0 ≤ t справедлива оцiнка

u(t0)e
−

t∫
t0

v(τ) dτ

≤ u(t) ≤ u(t0)e

t∫
t0

v(τ) dτ

.

5. Довести наступне узагальнення леми Гронуолла-Беллмана (див. [Гол. I, § 1.2, стор 15]). Нехай
I - промiжок R , t0 ∈ I , c0 ∈ R+ , x, p, f ∈ C(I;R+) i дотримується нерiвнiсть

x(t) ≤ c0 +

∣∣∣∣∣∣
t∫

t0

[p(τ)x(τ) + f(τ)] dτ

∣∣∣∣∣∣ при t ∈ I.

Тодi

x(t) ≤ c0e

∣∣∣∣∣ t∫
t0

p(s) ds

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣
t∫

t0

f(τ)e

∣∣∣∣∣ t∫
τ

p(s) ds

∣∣∣∣∣
dτ

∣∣∣∣∣∣ при t ∈ I.

6. Нехай c0 ∈ R+ , x, p, f ∈ C(R+;R+) ,
+∞∫
0

p(t) dt < +∞,

+∞∫
0

f(t) dt < +∞

i

x(t) ≤ c0 +

+∞∫
t

[p(τ)x(τ) + f(τ)] dτ при t ∈ R+.

Довести, що тодi

x(t) ≤ c0e

+∞∫
t

p(s) ds
+

+∞∫
t

f(τ)e

τ∫
t

p(s) ds
dτ при t ∈ R+.

7. Довести наступну лему про диференцiальну нерiвнiсть (див. [, Гол. I, § 1.2, стор 15]). Нехай
Нехай I - промiжок у R , t0 ∈ I , c0 ∈ R , p, f ∈ C(I;R) , а функцiя x ∈ C1(I;R) задовольняє
на I нерiвностi

[x′(t)− p(t)x(t)− f(t)] sign(t− t0) ≤ 0

i
x(t0) ≤ c0.

Тодi

x(t) ≤ c0e

t∫
t0

p(s) ds

+

t∫
t0

f(τ)e

t∫
τ

p(s) ds
dτ при t ∈ I.
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8. Нехай функцiя x ∈ C1(R+;R+) задовольняє нерiвностi

x′(t) ≤ p(t)x(t) + f(t) при t ∈ R+,

де p ∈ C(R+;R−) , f ∈ C(R+;R+) i

+∞∫
0

p(t) dt = −∞,

+∞∫
0

f(t) dt < +∞.

Довести, що тодi
lim

t→+∞
x(t) = 0.

9. Довести, що розв’язок x задачi Кошi
dx

dt
= P (t)x+ q(t),

x(t0) = c0

де P ∈ C(I;Rn×n) , q ∈ C(I;Rn) , t0 ∈ I , c0 ∈ Rn , I - промiжок в R , допускає оцiнку

∥x(t)∥ ≤ ∥c0∥ e

∣∣∣∣∣ t∫
t0

∥P (s)∥ ds

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣
t∫

t0

∥q(τ)∥e

∣∣∣∣∣ t∫
τ

∥P (s)∥ ds

∣∣∣∣∣
dτ

∣∣∣∣∣∣ при t ∈ I.

10. Нехай P ∈ C([a, ω[;Rn×n) , q ∈ C([a, ω[;R]n) , a < ω ≤ +∞ . Довести, що якщо

ω∫
a

∥P (t)∥ dt < +∞, qquad

ω∫
a

∥q(t)∥ dt < +∞,

то для будь-якого c0 ∈ Rn система диференцiальних рiвнянь

dx

dt
= P (t)x+ q(t)

має однин i лише один розв’язок, що задовольняє умову

lim
t↑ω

x(t) = c0.

2.2.2 Теореми про коректнiсть задачi Кошi.
Добре вiдомо, що побудована математична модель (наприклад, диференцiальне рiвняння) будь-якого
реального процесу приблизно вiдображає закон, якому пiдпорядкований цей процес. Вибiр початково-
го стану аналiзованого процесу (початковi данi) через недосконалiсть технiчних умов, що викори-
стовуються для цiєї мети, також визначається приблизно. Тому важливим видається вiдповiсти
на наступне важливе для практики питання: чи не виявиться розв’яязок початкової задачi ма-
тематичної моделi, що описує динамiку процесу, сильно вiдрiзняється на деякому вiдрiзку часу вiд
динамiки самого реального процесу?

Це питання тiсно пов’язане з поняттям про коректнiсть поставленої початкової задачi для
диференцiального рiвняння.

Говорять, що початкову задачу для диференцiального рiвняння поставлено коректно, якщо: 1)
розв’язок задачi iснує; 2) розв’язок задачi єдине; 3) розв’язок задачi неперервно залежить вiд почат-
кових даних та вiд збурень самого рiвняння.
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Нехай дано задачу Кошi (2.1), (2.2), де P ∈ C(I;Rn×n) , q ∈ C(I;Rn) , I - промiжок у R , t0 ∈ I ,
c0 ∈ Rn .

Це задача, як встановлено ранiше, має один i лише один розв’язок x : I −→ Rn , тобто першi двi
вимоги до коректностi звдачi виконано.

Поряд з нею розглянемо збурену задачу Кошi.

dy

dt
= P̃ (t)y + q̃(t), (2.24)

y(t̃0) = c̃0, (2.25)

де P̃ ∈ C(I;Rn×n) , q̃ ∈ C(I;Rn) , I - промiжок у R , t̃0 ∈ I , c̃0 ∈ Rn . Вона також має єдиний
розв’язок y : I −→ Rn .

Третя вимога коректностi говорить про те, що малi вiдхилення початкових даних t0− t̃0 , c0− c̃0
та малi вiдхилення P (t) − P̃ (t) , q(t) − q̃(t) при t ∈ I повиннi призвести до малого вiдхилення
x(t)− y(t) по всьому промiжку I .

Точнiше це виражено у такому означеннi.

Означення 2. 1. Задача Кошi (2.1), (2.2) називається коректною, якщо для будь-яких скiльки
завгодно малого ε > 0 i скiльки завгодно великого ρ > 0 знайдеться δ > 0 таке, що для будь-яких
t̃0 ∈ I , c̃0 ∈ Rn , P̃ ∈ C(I;Rn×n) , q̃ ∈ C(I;Rn) , що задовольняють умови

|t̃0 − t0| < δ, ∥c̃0 − c0∥ < δ, (2.26)

∥∥∥∥∥∥
t∫

t0

[P̃ (τ)− P (τ)] dτ

∥∥∥∥∥∥ < δ,

∥∥∥∥∥∥
t∫

t0

[q̃(τ)− q(τ)] dτ

∥∥∥∥∥∥ < δ при t ∈ I (2.27)

i ∫
I

∥P̃ (τ)− P (τ)∥ dτ < ρ, 1 (2.28)

виконано нерiвнiсть
∥y(t)− x(t)∥ < ε при t ∈ I, (2.29)

де x i y - вiдповiдно, розв’язки задач (2.1), (2.2) та (2.24), (2.25).

Зауваження 2. 2. У разi, коли P̃ (t) = P (t) , q̃(t) = q(t) при t ∈ I , означення 2.1. є означенням
неперервної залежностi розв’язку задачi Кошi вiд початкових даних.

Т е о р е м а 2. 3. Якщо P ∈ C(I;Rn×n) , q ∈ C(I;Rn) i I = [a, b] , то за будь-яких t0 ∈ I ,
c0 ∈ Rn задача Кошi (2.1), (2.2) є коректною.

Доведення. Оскiльки розв’язок x задачi (2.1), (2.2) належить простору C1(I;Rn) i I - це сег-
мент, то знайдуться числа M0 ≥ 0 i M1 ≥ 0 такi, що

∥x(t)∥ ≤ M0, ∥x′(t)∥ ≤ M1 при t ∈ I = [a, b]. (2.30)

Покладемо

ρ1 =

b∫
a

∥P (τ)∥ dτ (2.31)

i для будь-яких varepsilon > 0 i rho > 0 пiдберемо число δ > 0 , що задовольняє нерiвностi

δ[3 +M1 + 2M0 + 2M1(b− a)]eρ+ρ1 < ε. (2.32)
1Тут iнтеграл за промiжком I розумiється в властивому чи невластивому сенсi.
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Тепер поряд з (2.1), (2.2) розглянемо задачу Кошi (2.24), (2.25), де t̃0 ∈ I , c̃0 ∈ Rn , P̃ ∈
C(I;Rn×n) , q̃ ∈ C(I;Rn) задовольняють умовам (2.26)-(2.28), i нехай y - розв’язок задачi (2.24),
(2.25).

Враховуючи, що x i y - розв’язок задачi Кошi (2.1), (2.2) та (2.24), (2.25), якi еквiвалентнi вiд-
повiдним iнтегральним рiвнянням Вольтерра, матимемо

y(t) = c̃0 +

t∫
t̃0

[P̃ (τ)y(τ) + q̃(τ)] dτ при t ∈ I,

x(t) = c0 +

t∫
t0

[P (τ)x(τ) + q(τ)] dτ = c0 +

t̃0∫
t0

[P (τ)x(τ) + q(τ)] dτ +

t∫
t̃0

[P (τ)x(τ) + q(τ)] dτ =

= c0 +

t̃0∫
t0

x′(τ) dτ +

t∫
t̃0

[P (τ)− P̃ (τ)]x(τ) dτ +

t∫
t̃0

[P̃ (τ)x(τ) + q(τ)] dτ при t ∈ I.

Звiдки випливає, що при t ∈ I

y(t)− x(t) = c̃0 − c0 −
t̃0∫

t0

x′(τ) dτ +

t∫
t̃0

[q̃(τ)− q(τ)] dτ +

t∫
t̃0

[P̃ (τ)− P (τ)]x(τ) dτ +

t∫
t̃0

P̃ (τ)[y(τ)− x(τ)] dτ.

Тому, оцiнюючи за нормою та враховуючи при цьому, що згiдно методу iнтегрування частинами

t∫
t̃0

[P̃ (τ)− P (τ)]x(τ) dτ = x(t)

t∫
t̃0

[P̃ (τ)− P (τ)] dτ −
t∫

t̃0

x′(τ)

 τ∫
t̃0

[P̃ (s)− P (s)] ds

 dτ,

отримаємо

∥y(t)− x(t)∥ ≤ ∥c̃0 − c0∥+

∣∣∣∣∣∣∣
t̃0∫

t0

∥x′(τ)∥ dτ

∣∣∣∣∣∣∣+
∥∥∥∥∥∥∥

t∫
t̃0

[q̃(τ)− q(τ)] dτ

∥∥∥∥∥∥∥+ ∥x(t)∥

∥∥∥∥∥∥∥
t∫

t̃0

[P̃ (τ)− P (τ)] dτ

∥∥∥∥∥∥∥+

+

∣∣∣∣∣∣∣
t∫

t̃0

∥x′(τ)∥

∥∥∥∥∥∥∥
τ∫

t̃0

[P̃ (s)− P (s)] ds

∥∥∥∥∥∥∥ dτ

∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣

t∫
t̃0

∥P̃ (τ)∥ ∥y(τ)− x(τ)∥ dτ

∣∣∣∣∣∣∣ при t ∈ I.

Тодi в силу (2.26)-(2.28) i (2.30) матимемо

∥y(t)− x(t)∥ < δ +M1δ + 2δ + 2M0δ + 2M1(b− a)δ +

∣∣∣∣∣∣∣
t∫

t̃0

∥P̃ (τ)∥ ∥y(τ)− x(τ)∥ dτ

∣∣∣∣∣∣∣ при t ∈ I.

Звiдси, використовуючи нерiвнiсть Гронуолла-Беллмана, отримаємо

∥y(t)− x(t)∥ ≤ δ[3 +M1 + 2M0 + 2M1(b− a)]e

∣∣∣∣∣∣
t∫̃

t0

∥P̃ (τ)∥ dτ

∣∣∣∣∣∣ при t ∈ I.
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Тут через (2.28) i (2.31)∣∣∣∣∣∣∣
t∫

t̃0

∥P̃ (τ)∥ dτ

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∣∣

t∫
t̃0

∥P̃ (τ)− P (τ)∥ dτ

∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣

t∫
t̃0

∥P (τ)∥ dτ

∣∣∣∣∣∣∣ < ρ+ ρ1 при t ∈ I.

Тому з урахуванням (2.32) маємо

∥y(t)− x(t)∥ < δ[3 +M1 + 2M0 + 2M1(b− a)]eρ+ρ1 < ε при t ∈ I.

Тим самим показано, що задача Кошi (2.1), (2.2) є коректною. �
З а у в а ж е н н я 2.3. Якщо I - довiльний промiжок R , то (див. [Гол. 1, §1.6, стор 36]

твердження теореми 2.3 залишається правильним при наступних додаткових умовах∫
I

∥P (t)∥ dt < +∞,

∫
I

∥q(t)∥ dt < +∞, (2.33)

З а у в а ж е н н я 2.4. Вiдповiдно з означенням 2.1 задача Кошi (2.1), (2.2) є коректною тодi i
лише тодi, коли для будь-яких послiдовностей t0k ∈ I , c0k ∈ Rn , Pk ∈ C(I;Rn×n) , qk ∈ C(I;Rn) (k =
1, 2, . . .) , що задовольняють умовам

lim
k→+∞

t0k = t0, lim
k→+∞

c0k = c0, (2.34)

lim
k→+∞

t∫
t0

[Pk(τ)− P (τ)] dτ = 0, lim
k→+∞

t∫
t0

[qk(τ)− q(τ)] dτ = 0 одностайно по t ∈ I (2.35)

i
lim sup
k→+∞

∫
I

∥Pk(τ)− P (τ)∥ dτ < +∞, (2.36)

маємо
lim

k→+∞
∥xk(t)− x(t)∥ = 0 одностайно по t ∈ I, (2.37)

де x є розв’язком задачi (2.1), (2.2), а xk - розв’язком задачi

dx

dt
= Pk(t)x+ qk(t), (2.38k)

x(t0k) = c0k. (2.39k)

Тому теорему 2.3 можна переформулювати в такий спосiб.

Т е о р е м а 2. 3′. Нехай P ∈ C(I;Rn×n) , q ∈ C(I;Rn) i I = [a.b] . Нехай, крiм того, t0k ∈ I ,
c0k ∈ Rn , Pk ∈ C(I;Rn×n) , qk ∈ C(I;Rn) (k = 1, 2, . . .) задовольняють умовам (2.34)-(2.36). Тодi має
мiсце (2.37), де x - розв’язок задачi (2.1), (2.2), а xk - розв’язок задачi (2.38k) , (2.39k) .

Покажемо, що умова (2.36) у теоремi 2.3′ є суттєвою.

П р и к л а д 2.1. (див. [Гл. I, § 1.6, стор. 39]) Нехай n = 1 , I = [0, 1] , t0k = t0 = 0 , c0k =
c0 = 0 , P (t) ≡ q(t) ≡ 0 , Pk(t) = k cos k2t , qk(t) = −k sin k2t . В цьому у разi виконано (перевiрити
самостiйно) всi умови теореми 2.3′ , крiм (2.36). У цьому x(t) = 0 i з формули Кошi для лiнiйного
диференцiального рiвняння першого порядку

xk(t) = −k exp

(
sin k2t

k

) t∫
0

exp

(
− sin k2τ

k

)
sin k2τ dτ.
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Використовуючи метод iнтегрування частинами, отримаємо, що

xk(t) =
1

k
cos k2t− 1

k
exp

(
sin k2t

k

)
+

+ 1
2 exp

(
sin k2t

k

) t∫
0

exp
(
− sin k2τ

k

)
dτ + 1

2 exp
(

sin k2t
k

) t∫
0

exp
(
− sin k2τ

k

)
cos 2k2τ dτ

Тому замiсть (2.37) будемо мати

lim
k→+∞

xk(t) = x(t) +
t

2
.

З а у в а ж е н н я 2.5. Якщо I - довiльний промiжок у R , то твердження теореми 2.3′

залишається правильним при додатковiй умовi (2.33). Те, що цi додатковi припущення є суттєвими
пiдтверджується наступними контрприкладами.

П р и к л а д 2. 2. (см. [Гл. I, § 1.6, стор. 40]) Нехай n = 1 , I = R+ , t0k = t0 = 0 , c0k = c0 = 0 ,
P (t) ≡ 0 , Pk(t) =

1
k(1+t)2 , q(t) ≡ qk(t) ≡ 1 . Тодi виконано всi умови теореми 2.3′ , але при цьому не

дотримано другої з умов (2.33) (перевiрити самостiйно). Зрозумiло також, що x(t) = t ,

xk(t) = t+
ln(1 + t)

k
+ exp

(
− 1

k(1 + t)

) t∫
0

exp

(
1

k(1 + τ)

)
ln(1 + τ)− k

k2(1 + τ)2
dτ.

Тому
xk(tk)− x(tk) −→ 1 при k −→ +∞,

де tk = exp(k)− 1 . Отже, порушується умова (2.37).

П р и к л а д 2.3. (см. [Гл. I, § 1.6, стор. 40]) Нехай n = 1 , I = R+ , t0k = t0 = 0 , c0k = 1
k ,

c0 = 0 , P (t) ≡ Pk(t) ≡ 1 , Pk(t) =
1

k(1+t)2 , q(t) ≡ qk(t) ≡ 0 . Тодi виконано всi умови теореми 2.3′ ,
але при цьому не дотримано першої з умов (2.33) (Перевiрити самостiйно). З iншого боку x(t) ≡ 0 ,
xk(t) =

1
k exp(t) i, отже, порушено умову (2.37).

Вправи для самостiйної роботи.

1. Сформулювати означення коректностi задачi Кошi для лiнiйного диференцiального рiвняння
n - го порядку та довести, що при I = [a, b] вона коректна. Навести умови, за яких задача
Кошi буде коректною i у разi довiльного промiжку I .

Вказiвка: врахувати, що задача Кошi для лiнiйного диференцiального рiвняння n - го порядку
еквiвалентна задачi Кошi для деякої системи лiнiйних диференцiальних рiвнянь.

2.2.3 Теореми про неперервну залежнiсть розв’язка задачi Кошi вiд пара-
метрiв.

Задача Кошi (2.1), (2.2) є задачою з параметрами t0 ∈ I i c0 ∈ Rn . Теореми 2.3 та 2.3′ , а також
зауваження 2.3 та 2.5 дають при P̃ (t) ≡ P (t) i q̃(t) ≡ q(t) умови, за яких розв’язок цiй задачi
неперервно залежить вiд цих параметрiв, а точнiше вiд початкових даних.

Розглянемо тепер бiльш загальну ситуацiю залежностi задачi Кошi вiд параметрiв, а саме задачу
Кошi виду

dx

dt
= P (t, λ)x+ q(t, λ), (2.40)

x(t0(λ)) = c0(λ), (2.41)
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де матриця-функцiя P : I × Λ −→ Rn×n i вектор-функцiя q : I × Λ −→ Rn - неперервнi по t на
промiжку I ⊂ R при кожном фiксованом λ ∈ Λ ⊂ Rm , тобто

P (· , λ) ∈ C(I;Rn×n), q(· , λ) ∈ C(I;Rn), (2.42)

а
t0 : Λ −→ I, c0 : Λ −→ Rn (2.43)

деякi функцiї, що залежать вiд λ .
Тут λ - параметр, який вибирається з множини Λ . У силу теореми iснування та єдиностi

розв’язку задачi Кошi задача (2.40), (2.41) при кожному λ ∈ Λ має один i тiльки один розв’язок
x(t, lambda) , визначений на промiжку I . Припустимо тепер, що λ не фiксовано, а змiнюється в
Λ i λ0 ∈ Λ - гранична точка множини Λ . Постає питання, за яких умов

lim
λ→λ0
λ∈Λ

∥x(t, λ)− x(t, λ0)∥ = 0 одностайно по t ∈ I, (2.44)

тобто коли має мiсце неперервна залежнiсть розв’язку задачi Кошi (2.40), (2.41) вiд параметра λ ?

Означення 2.2. Нехай I - промiжок у R , h(· , λ) ∈ C(I;Rl) при кожному λ ∈ Λ ⊂ Rm i λ0 ∈ Λ -
гранична точка множини Λ . Говоритимемо, що h iнтегрально неперервна в точцi λ0 , якщо

lim
λ→λ0
λ∈Λ

t∫
τ

h(s, λ) ds =

t∫
τ

h(s, λ0) ds одностайно по t, τ ∈ I. (2.45)

З а у в а ж е н н я 2.6. Звернемо увагу на те, що умова iнтегральної неперервностi не еквiва-
лентна звичайнiй неперервностi.

П р к л а д 2. 4. Нехай I = R , Λ = [0, 1] ,

h(t, λ) =


1

λ
cos

t

λ2
при λ ∈]0, 1],

0 при λ = 0.

Очевидно, що в точцi lambda = 0 дана функцiя не є неперервнiй при кожному t ∈ R . З iншого боку
для будь-яких фiксованих t, τ ∈ R

t∫
τ

h(s, 0) ds =

t∫
τ

0 ds = 0

i при λ ̸= 0

t∫
τ

1

λ
cos

s

λ2
ds = λ

[
sin

t

λ2
− sin

τ

λ2

]
−→ 0 при λ −→ 0 одностайно по t, τ ∈ R.

Отже, згiдно з означенням 2.2, функцiя h iнтегрально неперервна в точцi λ0 = 0 .

Т е о р е м а 2. 4. Нехай матриця-функцiя P : I×Λ −→ Rn×n i вектор-функцiя q : I×Λ −→ Rn ,
де I = [a, b] - сегмент в R и Λ ⊂ Rm , задовольняють умовам (2.42) та є iнтегрально неперервними
у точцi λ0 ∈ Λ , граничною для множини Λ , а функцiї (2.43) неперервнi в точцi λ0 . Нехай, крiм
того, виконано умову

lim sup
λ→λ0
λ∈Λ

∫
I

∥P (t, λ)∥ dt < +∞. (2.46)

Тодi має мiсце(2.44), де x(· , λ) - розв’язок задачi Кошi (2.40), (2.41).
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Д о в е д е н н я. Нехай x(· , λ0) - розв’язок задачi Кошi (2.40), (2.41) при λ = λ0 . Оскiльки
цей розв’язок належить простору C(I;Rn) i I = [a, b] , то для деяких M0 ≥ 0 i M1 ≥ 0 виконано
нерiвностi

∥x(t, λ0)∥ ≤ M, ∥x′(t, λ0)∥ ≤ M1 при t ∈ I. (2.47)

Крiм того, в силу (2.46) iснують ρ > 0 i δ0 > 0 такi, що

b∫
a

∥P (t, λ)∥ dt < ρ за будь-якого λ ∈ Λ, що задовольняє нерiвностi ∥λ− λ0∥ < δ0. (2.48)

Вибравши тепер довiльним чином число varepsilon > 0 , пiдберемо число ε1 > 0 , для якого має мiсце
нерiвнiсть

ε1[2 +M0 +M1 +M1(b− a)]eρ < ε. (2.49)

Для цього ε1 > 0 через умови теореми iснує δ ∈]0, δ0[ таке, що для будь-якого λ ∈ Λ з умовою
∥λ− λ0∥ < δ

|t0(λ)− t0(λ0)| < ε1, ∥c0(λ)− c0(λ0)∥ < ε1, (2.50)

i ∥∥∥∥∥∥
t∫

τ

[P (s, λ)− P (s, λ0)] ds

∥∥∥∥∥∥ < ε1,

∥∥∥∥∥∥
t∫

τ

[q(s, λ)− q(s, λ0)] ds

∥∥∥∥∥∥ < ε1 равномерно по t, τ ∈ I. (2.51)

Нехай x(· , λ) - розв’язок задачi Кошi (2.40), (2.41) при λ ∈ Λ , що задовольняє нерiвностi ∥λ −
λ0∥ < δ . Тодi так само, як за доказом теореми 2.3, для x(· , λ) i x(· , λ0) , отримаємо оцiнку

∥x(t, λ)− x(t, λ0)∥ ≤ ∥c0(λ)− c(λ0)∥+

∣∣∣∣∣∣∣
t0(λ)∫

t0(λ0)

∥x′(τ, λ0)∥ dτ

∣∣∣∣∣∣∣+
∥∥∥∥∥∥∥

t∫
t0(λ)

[q(τ, λ)− q(τ, λ0)] dτ

∥∥∥∥∥∥∥+

+∥x(t, λ0)∥

∥∥∥∥∥∥∥
t∫

t0(λ)

[P (τ, λ)− P (τ, λ0)] dτ

∥∥∥∥∥∥∥+
∣∣∣∣∣∣∣

t∫
t0(λ)

∥x′(τ, λ0)∥

∥∥∥∥∥∥∥
τ∫

t0(λ)

[P (s, λ)− P (s, λ0)] ds

∥∥∥∥∥∥∥ dτ

∣∣∣∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣∣∣
t∫

t0(λ)

∥P (τ, λ)∥ ∥x(τ, λ)− x(τ, λ0)∥ dτ

∣∣∣∣∣∣∣ при t ∈ I.

Звiдси з урахуванням (2.47), (2.50) та (2.51) випливає, що

∥x(t, λ)−x(t, λ0)∥ < ε1+M1ε1+ε1+M0ε1+M1(b−a)ε1+

∥∥∥∥∥∥∥
t∫

t0(λ)

∥P (τ, λ)∥ ∥x(τ, λ)− x(τ, λ0)∥ dτ

∣∣∣∣∣∣∣ при t ∈ I.

Тодi згiдно з лемою Гронуолла-Беллмана матимемо

∥x(t, λ)− x(t, λ0)∥ ≤ ε1[2 +M0 +M1 +M1(b− a)] exp


∣∣∣∣∣∣∣

t∫
t0(λ)

∥P (τ, λ)∥ dτ

∣∣∣∣∣∣∣
 при t ∈ I

i тому в силу (2.48) i (2.49) отримаємо

∥x(t, λ)− x(t, λ0)∥ < ε1[2 +M0 +M1 +M1(b− a)]eρ < ε при t ∈ I.
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Тим самим було показано, що для будь-якого ε > 0 iснує δ > 0 таке, що для будь-якого λ ∈ Λ , що
задовольняє нерiвностi ∥λ− λ0∥ < δ , виконано умову

∥x(t, λ)− x(t, λ0)∥ < ε вiдразу для всiх t ∈ I.

Значить має мiсце (2.44). �
З а у в а ж е н н я 2.7. Якщо I - довiльний промiжок в R , то твердження теореми 2.4 зали-

шається правильним при наступних додаткових умовах∫
I

∥P (t, λ0)∥ dτ < +∞,

∫
I

∥q(t, λ0)∥ dτ < +∞, (2.52)

З доведеної вище теореми 2.4 безпосередньо випливає

Н а с л i д о к 2.1. Нехай I -сегмент в R , Λ - вiдкрита множина в Rm , P ∈ C(I × Λ;Rn×n) ,
q ∈ C(I × Λ;Rn) , t0 ∈ C(Λ; I) , c0 ∈ C(Λ;Rn) i за будь-якого λ0 ∈ Λ виконано умову (2.46). Тодi
розв’язок x задачi Кошi (2.40), (2.41) такий, що x ∈ C(I × Λ;Rn) .

З а у в а ж е н н я 2.7. Умова (2.46) в теоремi 2.4 i наслiдку 2.1 є суттєвою.

П р и к л а д 2.5. Нехай система рiвнянь при λ ∈]0, 1] має вид
dx1

dt
=

1

λ
cos

t

λ2
,

dx2

dt
=

1

λ
sin

t

λ2
x1,

λ ∈]0, 1] (2.53)

а при λ = 0 вид 
dx1

dt
= 0,

dx2

dt
= 0.

(2.530)

Початковою для цiєї системи нехай буде така умова

x1(0) = 0, x2(0) = 0 при λ ∈ [0, 1]. (2.54)

Тут I = R , Λ = [0, 1] ,

P (t, λ) =

 0 0

1

λ
sin

t

λ2
0

 при λ ∈]0, 1], P (t, 0) =

(
0 0
0 0

)
,

q(t, λ) =


1

λ
cos

t

λ2

0

 при λ ∈]0, 1], q(t, 0) =

(
0
0

)
,

t0(λ) = 0 и c0(λ) =

(
0
0

)
при λ ∈ [0, 1].

З розглянутого вище контрприкладу 2.4 ясно, що P i q iнтегрально неперервнi в точцi λ0 = 0
i виконано умови (2.52). При цьому розв’язки задачi Кошi при λ0 = 0 є набiр функцiй

x1(t, 0) ≡ 0, x2(t, 0) ≡ 0,
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а при λ ∈]0, 1] - набiр функцiй

x1(t, λ) = λ sin
t

λ2
, x2(t, λ) =

t∫
0

sin2
τ

λ2
dτ =

t2

2
− λ2

2
sin

2τ

λ2
.

Отже,

x1(t, λ) −→ 0, x1(t, λ) −→
t

2
при λ −→ 0,

i тому твердження, сформульоване у зауваженнi 2.7, не є справедливим. Справа в тому, що тут не
виконано умову (2.46). На закiнчення наведемо один результат, який вказує на важливiсть вста-
новленої теореми 2.4.

Розглянемо задачу Кошi
dx

dt
= ε[P (t)x+ q(t)], (2.55)

x(0) = c0, (2.56)

де P ∈ C(R+;Rn×n) , q ∈ C(R+;Rn) , c0 ∈ Rn i ε - малий додатнiй параметр.
Оскiльки тут матриця P та вектор q є змiнними, то знайти розв’язок такої задачi, взагалi

кажучи, неможливо. Постає питання, чи не можна для неї пiдiбрати близьку, але вже сумiсну
задачу Кошi, розв’язокякої хоча б на деякому скiнченому промiжку мало вiдрiзнялося вiд розв’язку
даної задачi? У якостi промiжку, що розглядаємо, зручним видається вибрати сегмент

[
0, a

ε

]
, де

a - деяке додатнє число, яке можна робити як завгодно великим за рахунок вибору досить малого
ε > 0 .

Якщо для матрицi-функцiї P та вектор-функцiї q iснують границi

lim
t→+∞

1

t

t∫
0

P (s) ds = P0 ∈ Rn×n, lim
t→+∞

1

t

t∫
0

q(s) ds = q0 ∈ Rn, (2.57)

то систему лiнiйних диференцiальних рiвнянь

dx

dt
= ε [P0x+ q0] (2.58)

називають усередненою по вiдношенню до системи (2.55). Вона на вiдмiну вiд (2.55) є автономною.
Бiльше того, як буде встановлено пiзнiше така система, будучи лiнiйною з постiйною матрицею
P0 i постiйним вектором q0 ефективно iнтегрується.

Т е о р е м а 2.5. (Лiнiйний випадок теореми Боголюбова Н.М.) Нехай P ∈ C(R+;Rn×n) , q ∈
C(R+;Rn) , c0 ∈ Rn , ε - додатнiй параметр. Нехай, крiм того, P є обмеженою на R+ та iснують
границi (2.57). Тодi для будь-якого a > 0

max
{
∥x(t, ε)− x0(t, ε)∥ : t ∈

[
0,

a

ε

]}
−→ 0 при ε −→ +0, (2.59)

де x - розв’язок задачi Кошi (2.55), (2.56), а x0 - розв’язок задачi Кошi (2.58), (2.56).

Доведення. В системi (2.55) зробимо замiну незалежної змiнної

τ = εt. (2.60)

Тодi, поклавши
x
(τ
ε

)
= y(τ), (2.61)

та враховуючи, що
dy

dτ
=

dx
(
τ
ε

)
dτ

=
dx(t)

dt

∣∣∣∣
t= τ

ε

·
d
(
τ
ε

)
dτ

=
1

ε

dx

dt

∣∣∣∣
t= τ

ε

,
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отримаємо систему рiвнянь
dy

dτ
= P

(τ
ε

)
y + q

(τ
ε

)
. (2.62)

При цьому в силу (2.61) та (2.62) початкова умова (2.56) прийме вигляд

y(0) = c0. (2.63)

Вибравши довiльним чином число a > 0 , розглянемо систему (2.62) на промiжку I = [0, a] .
Оскiльки

τ∫
0

P
(s
ε

)
ds =

[
s

ε
= u,

ds

ε
= du

]
= ε

τ
ε∫

0

P (u) du

i
τ∫

0

q
(s
ε

)
ds =

[
s

ε
= u,

ds

ε
= du

]
= ε

τ
ε∫

0

q(u) du,

то в силу (2.57) отримаємо

lim
ε→+0

τ∫
0

P
(s
ε

)
ds = τ lim

ε→+0

1
τ
ε

τ
ε∫

0

P (u) du = τP0 =

τ∫
0

P0 ds одностайно по τ ∈ I,

i

lim
ε→+0

τ∫
0

q
(s
ε

)
ds = τ lim

ε→+0

1
τ
ε

τ
ε∫

0

q(u) du = τq0 =

τ∫
0

q0 ds одностайно по .τ ∈ I,

Звiдси ясно, що якщо доозначити функцiї P
(
τ
ε

)
i q
(
τ
ε

)
при ε = 0 , поклавши

P
(τ
ε

)∣∣∣
ε=0

= P0, q
(τ
ε

)∣∣∣
ε=0

= q0,

вони стануть iнтегрально неперервними за параметром ε у точцi ε = 0 . При цьому система
рiвнянь (2.62) при ε = 0 матиме вигляд

dy

dτ
= P0y + q0, (2.64)

а початкова умова (2.63) не змiниться.
Зважаючи на обмеженiсть матрицi P на пiвосi R+ , крiм того, матимемо

lim sup
ε→+0

a∫
0

∥∥∥P (s
ε

)∥∥∥ ds ≤ Ma,

де M - деяка додатня стала.
Значить, для задачi Кошi (2.62), (2.63), де ε ≥ 0 , виконано при I = [0, a] всi умови теореми 2.4

про неперервну залежность розв’язку задачi Кошi вiд параметрiв. Вiдповiдно до цiєї теоремi

lim
ε→0

∥y(τ, ε)− y0(τ)∥ = 0 одностайно по τ ∈ [0, a],

де y - розв’язок задачi Кошi (2.62), (2.63), а y0 - розв’язок задачi Кошi (2.64), (2.63). Згiдно замi-
ни (2.60), (2.61) їм вiдповiдають розв’язки x i x0 задач Кошi (2.55), (2.56) та (2.58), (2.56), якi
задовольняють умову (2.59). Теорему повнiстю доведено. �

Вправи для самостiйної роботи.
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1. Сформулювати аналоги теорем 2.4 та 2.5 для лiнiйного диференцiального рiвняння n -го поряд-
ку.

Вказiвка: врахувати, що задача Кошi для лiнiйного диференцiального рiвняння n - го порядку
еквiвалентна задачi Кошi для деякої системи лiнiйних диференцiальних рiвнянь.

2.2.4 Теореми про диференцiйовнiсть за параметрами розв’язку задачi Ко-
шi.

Розглянемо задачу Кошi (2.40), (2.41) та поставимо для неї бiльше складне питання, чим вивчене
вище. За яких умов її розв’язок x(·, λ) : I −→ Rn буде p - раз диференцiйовний за параметрами?

Почнемо з випадку, коли p = 1 .

Т е о р е м а 2.6. Нехай I = [a, b] - сегмент в R , Λ - вiдкрита множина в Rm ,

P (·, λ) ∈ C(I;Rn×n), q(·, λ) ∈ C(I;Rn) за будь-якого λ ∈ Λ,

P (t, ·) ∈ C1(Λ;Rn×n), q(t, ·) ∈ C1(Λ;Rn) при будь-якому t ∈ I,

t0 ∈ C1(Λ; I) i c0 ∈ C1(Λ;Rn) . Тодi розв’язок x(·, λ) −→ Rn задачi Кошi (2.40), (2.41) неперервно
диференцiйований по всiх змiнним (t, λ) на множинi I×Λ , причому його частинна похiдна ∂x(t,λ)

∂λi
,

де i ∈ {1, . . . ,m} є розв’язком задачi Кошi

dy

dt
= P (t, λ)y + qi(t, λ), (2.65)

y(t0(λ)) = ci(λ), (2.66)

в якiй

qi(t, λ) =
∂P (t, λ)

∂λi
x(t, λ) +

∂q(t, λ)

∂λi
, ci(λ) =

∂c0(λ)

∂λi
− ∂t0(λ)

∂λi
[P (t0(λ), λ)x(t0(λ), λ) + q(t0(λ), λ)] .

Доведення. Нехай x(·, λ) : I −→ Rn - розв’язок задачi Кошi (2.40), (2.41) при λ ∈ Λ . В силу
означення розв’язку системи (2.40) воно при кожному λ ∈ Λ має неперервну похiдну t на промiжку
I . Покажемо, що вiн має також i неперервнi на множинi I ×Λ частиннi похiднi за параметрами.
Зафiксуємо довiльним чином точку λ0 ∈ Λ i пiдберемо, враховуючи, що Λ - вiдкрита множина Rm ,
число ρ > 0 таким, щоб безлiч

Λ0 = {λ ∈ Λ : ∥λ− λ0∥ ≤ ρ}

мiстилося у Λ . Далi, зафiксуємо i ∈ {1, . . . ,m} i для будь-якого µ , що задовольняє нерiвностi
0 < |µ| ≤ ρ , покладемо

z(t, µ) =
x(t, λ0 + µei)− x(t, λ0)

µ
, (2.67)

де ei ∈ Rm - одиничний вектор, у якого i - а компонента дорiвнює одиницi, а iншi – нулю.
Оскiльки задача Кошi (2.40), (2.41) еквiвалентна iнтегральному рiвнянню Вольтерра

x(t, λ) = c0(λ) +

t∫
t0(λ)

[P (τ, λ)x(τ, λ) + q(τ, λ)] dτ,

то матимемо

z(t, µ) =
c0(λ0 + µei)− c0(λ0)

µ
+

1

µ

t0(λ0)∫
t0(λ0+µei)

[P (τ, λ0)x(τ, λ0) + q(τ, λ0)] ds+
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+

t∫
t0(λ0+µei)

[
P (τ, λ0 + µei)z(τ, µ) +

P (τ, λ0 + µei)− P (τ, λ0)

µ
x(τ, λ0) +

q(τ, λ0 + µei)− q(τ, λ0)

µ

]
dτ

Звiдси зрозумiло, що z(·, µ) є розв’язком задачi Кошi

dz

dt
= P̃ (t, µ)y + q̃(t, µ), (2.68)

z(t̃0(µ)) = c̃0(µ), (2.69)

де

P̃ (t, µ) = P (t, λ0 + µei), q̃(t, µ) =
P (t, λ0 + µei)− P (t, λ0)

µ
x(t, λ0) +

q(t, λ0 + µei)− q(t, λ0)

µ
,

t̃0(µ) = t0(λ0 + µei), c̃0(µ) =
c0(λ0 + µei)− c0(λ0)

µ
+

1

µ

t0(λ0)∫
t0(λ0+µei)

[P (τ, λ0)x(τ, λ0) + q(τ, λ0] ds.

Звернемо увагу на те, що тут через теорему про середнє значення

1

µ

t0(λ0)∫
t0(λ0+µei)

[P (τ, λ0)x(τ, λ0) + q(τ, λ0] ds = − t0(λ0 + µei)− t0(λ0)

µ
[P (ξ, λ0)x(ξ, λ0) + q(ξ, λ0)] .

де ξ розташовано мiж t0(λ0 + µei) i t0(λ0) .
Задачу (2.68), (2.69) отримано при µ ̸= 0 . Довизначимо її при µ = 0 задачею (2.65), (2.66), де

λ = λ0 , яка наперед має розв’язок y(·, λ0) : I −→ Rn .
Тепер, враховуючи умови теореми, зауважуємо, що одностайно t ∈ I дотримуються граничнi

спiввiдношення

lim
µ→0

P̃ (t, µ) = P (t, λ0), lim
µ→0

q̃(t, µ) = qi(t, λ0), lim
µ→0

t̃0(µ) = t0(λ0), lim
µ→0

c̃0(µ) = ci(λ0).

Крiм того, через обмеженiсть P на множинi I × Λ0 , маємо

lim sup
µ→0

0<|µ|≤rho

∫
I

∥P̃ (t, µ)∥ dt = lim sup
µ→0

0<|µ|≤rho

∫
I

∥P (t, λ0 + µei)∥ dt < +∞.

Тому згiдно з теоремою 2.4

lim
µ→0

z(t, µ) = y(t, λ0) одностайно по t ∈ I.

Iз iснування цiєї границi та її значення випливає iснування частинної похiдної ∂x(t,λ0)
∂λi

i рiвнiсть

∂x(t, λ0)

∂λi
= y(t, λ0) при t ∈ I.

Зважаючи на довiльнiсть λ0 ∈ Λ i i ∈ {1, . . . ,m} , встановлено, що на множинi I × Λ iснують
частиннi похiднi ∂x(t,λ)

∂λi
(i = 1, . . . ,m) , причому i -я ( i ∈ {1, . . . ,m} ) є розв’язком задачi Кошi (2.65),

(2.66). Залишається лише зауважити, що ця частинна похiдна в силу теореми 2.4 неперервна за
параметрами на множинi Λ для всiх t ∈ I . Отже, x ∈ C1(I × Λ : Rn) .

�
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Оскiльки кожна частинна похiдна ∂x(t,λ0)
∂λi

(i ∈ {1, . . . ,m}) розв’язку задачi Кошi (2.40), (2.41) у
свою чергу є розв’язком задачi Кошi (2.65), (2.66), то використовуючи метод математичної iндукцiї
неважко переконатися, що має мiсце

Т е о р е м а 2.7. Нехай I = [a, b] - сегмент в R , Λ - вiдкрита множина в Rm ,

P (·, λ) ∈ C(I;Rn×n), q(·, λ) ∈ C(I;Rn) при будь-якому λ ∈ Λ,

P (t, ·) ∈ Cp(Λ;Rn×n), q(t, ·) ∈ Cp(Λ;Rn) при будь-якому t ∈ I,

t0 ∈ Cp(Λ; I) i c0 ∈ Cp(Λ;Rn) , де p ≥ 1 . Тодi розв’язок x(·, λ) −→ Rn задачi Кошi (2.40), (2.41)
такий, що x(t, ·) ∈ Cp(Λ;Rn) при будь-якому t ∈ I .

З а у в а ж е н н я 2.8. У разi промiжку I ⊂ R , вiдмiнного вiд сегмента, твердження наведених
вище теорем залишаються чинними, якщо додатково припустити, що матриця-функцiя P , вектор-
функцiя q i всi їх похiднi за параметрам до p -го порядку включно, взятi за нормою, iнтегрованi по
промiжку I у невластивому сенсi при кожному λ ∈ Λ .

Вправи для самостiйної роботи.

1. Нехай x - розв’язок задачi Кошi 
dx

dt
= 2x+

eλt

t
,

x(1) = 3λ.

Записати та розв’язати задачу Кошi, яка задовольняє dx(t,λ)
dλ . Знайшовши цей розв’язок, вiд-

новити по ньому x(t, λ) .

2. При виконаннi умов теореми 2.7 записати задачу Кошi, розв’язком якої буде ∂ px(t,λ)
∂λp

i
, де x -

розв’язок задачi Кошi (2.40), (2.41).

3. Сформулювати аналоги теорем 2.6 та 2.7 для лiнiйного диференцiального рiвняння n -го поряд-
ку.
Вказiвка: врахувати, що завдання Кошi для лiнiйного диференцiального рiвняння n - го порядку
еквiвалентна задачi Кошi для деякої системи лiнiйних диференцiальних рiвнянь.

2.2.5 Задача Кошi для комплекснозначних лiнiйних диференцiальних рiв-
нянь.

Розглянемо систему лiнiйних диференцiальних рiвнянь (2.1) у випадку, коли матриця-функцiя P i
вектор-функцiя q є комплекснозначними, тобто коли P ∈ C(I;Cn×)n) , q ∈ C(I;Cn) , де I - як i
ранiше промiжок R .

Розв’язком такої системи називається неперервно диференцiйована вектор-функцiя x : I −→ Cn ,
при пiдстановцi якої (2.1) отримуємо тотожнiсть на промiжку I .

Вiдповiдно задача Кошi - це задача знаходження розв’язку, що задовольняє початковiй умовi (2.2),
де t0 ∈ I i c0 ∈ Cn .

Оскiльки P i q можна подати в видi P = P1 + i P2 , q = q1 + iq2 , де Pk ∈ C(I;Rn×n) , qk ∈
C(I;Rn) (k = 1, 2) , то для будь-якого розв’язку x = x1 + i x2 , де xk ∈ C1(I;Rn) (k = 1, 2) , має мiсце
тотожнiсть

d(x1(t) + i x2(t))

dt
≡ [P1(t) + i P2(t)][x

1(t) + i x2(t)] + q1(t) + i q2(t) на промiжку I.

Звiдси випливає, що

dx1(t)

dt
≡ P1(t)x

1(t)− P2(t)x
2(t) + q1(t) на промiжку I

35



i
dx2(t)

dt
≡ P2(t)x

1(t) + P1(t)x
2(t) + q2(t) на промiжку I

або
dy(t)

dt
≡ P̃ (t)y(t) + q̃(t) на промiжку I,

де
P̃ (t) =

(
P1(t) −P2(t)
P2(t) P1(t)

)
, q̃(t) =

(
q1(t)
q2(t)

)
, y(t) =

(
x1(t)
x2(t)

)
.

Таким чином, комплекснозначна вектор-функцiя x = x1 + i x2 буде розв’язком системи (2.1) тодi i

лише тодi, коли дiйсна вектор-функцiя
(

x1

x2

)
буде розв’язком дiйсної системи лiнiйних диферен-

цiальних рiвнянь
dy

dt
≡ P̃ (t)y + q̃(t). (2.70)

Якщо в початковiй умовi (2.2) c0 = c10 + ic20 , то для системи (2.70) вона буде еквiвалентна умовi

y(t0) = c̃0, де c̃0 =

(
c10
c20

)
. (2.71)

Оскiльки задача (2.70), (2.71) має вiдповiдно до теореми 2.1 єдиний розв’язок y : I −→ R2n , то
комплекснозначна задача Кошi (2.1), (2.2) також матиме єдиний розв’язок x : I −→ Cn , причому
першi n компонент вектора y будуть являти собою дiйсну частину розв’язку x , iншi n - його
уявну частину.

Встановлений факт дозволяє легко сформулювати аналоги всiх доведених у цьому параграфi тео-
рем для випадку комплекснозначної задачi Кошi.

2.3 Основнi властивостi лiнiйних розв’язкiв однорiдних дифе-
ренцiальних рiвнянь

2.3.1 Простiр розв’язкiв системи лiнiйних однорiдних диференцiальних рiв-
нянь

Розглянемо систему лiнiйних однорiдних диференцiальних рiвнянь

dx

dt
= P (t)x, (3.1)

де P ∈ C(I;Rn×n) , I - промiжок в R .
Лема 3.1 (про безлiч усiх розв’язкiв системи (3.1)) Безлiч розв’язкiв системи лiнiйних однорiд-

них диференцiальних рiвнянь (3.1) утворює лiнiйний простiр над полем дiйсних чисел.

Доведення. Для встановлення цього твердження достатньо показати, що для будь-яких двох
розв’язкiв x : I −→ Rn i y : I −→ Rn системи диференцiальних рiвнянь (3.1) i для будь-яких двох
дiйсних чисел α та β вектор-функцiя (αx + βy) : I −→ Rn також є розв’язком системи (3.1).
Справедливiсть цього факту безпосередньо випливає, з урахуванням означення розв’язку системи
(3.1), з наступних тотожностей

d[αx(t) + βy(t)]

dt
≡ α

dx(t)

dt
+β

dy(t)

dt
≡ αP (t)x(t)+βP (t)y(t) ≡ P (t)αx(t)+P (t)βy(t) ≡ P (t)[αx(t)+βy(t)],

якi мають мiсце на промiжку I . �
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Очевидно, що нулем лiнiйного простору розв’язкiв системи диференцiальних рiвнянь (3.1) є вектор-
функцiя x(t) ≡ 0 на I , яку називають тривiальним розв’язком системи (3.1).В силу встановленої
для системи лiнiйних диференцiальних рiвнянь теореми iснування та єдиностi розв’язку задачi Кошi
початковiй умовi

x(t0) = 0, (3.2)

де t0 ∈ I , i 0 ∈ Rn , задовольняє лише тривiальний розв’язок системи (3.1).

О з н а ч е н н я 3.1. Вектор-функцiї

xk : I −→ Rn (k = 1, . . . ,m) (3.3)

називаються лiнiйно незалежними на промiжку I , якщо для їхньої лiнiйної комбiнацiї з дiйсними
коефiцiєнтами iстина наступна iмплiкацiя:

( c1x1(t) + · · ·+ cmxm(t) ≡ 0 на промiжку I ) ⇐⇒ ( c1 = · · · = cm = 0 ).

Iнакше, тобто коли iснують ci ∈ R (i = 1, . . . ,m) , не всi рiвнi нулю, для яких

c1x1(t) + · · ·+ cmxm(t) ≡ 0 на I,

вектор-функцiї (3.3) називаються лiнiйно залежними на промiжку I .

Неважко зрозумiти, що якщо вектор-функцiї (3.3) у фiксованiй точцi t0 ∈ I є лiнiйно неза-
лежними, то вони будуть лiнiйно незалежними i на всьому промiжку I . Чи справедливо обернене
твердження?

П р и к л а д 3.1. Розглянемо при m ≥ 2 набiр вектор-функцiй

xk(t) =

 tk−1

...
tk+n−2

 (k = 1, . . . ,m),

визначених на R . Записавши їх лiнiйну комбiнацiю з дiйсними коефiцiєнтами, зауважимо, що її
подано у виглядi

c1x1(t) + · · ·+ cmxm(t) =


c1 + c2t+ · · ·+ cmtm−1

t(c1 + c2t+ · · ·+ cmtm−1)
...

tn−1(c1 + c2t+ · · ·+ cmtm−1)

 .

Звiдси зрозумiло, що ця лiнiйна комбiнацiя буде тотожньою нуль-вектор на промiжку I ⊂ R , тодi
i тiльки тодi коли

c1 + c2t+ · · ·+ cmtm−1 ≡ 0 на I.

А оскiльки многочлен на будь-якому промiжку I , що не зводиться до точцi, може бути тотожно
рiвним нулю лише у випадку, коли всi його коефiцiєнти дорiвнюють нулю, то на кожному такому
промiжку вектор-функцiї, що розглядаються, є лiнiйно незалежними.

З iншого боку, якщо ми зафiксуємо довiльним чином точку t0 ∈ R i виберемо довiльним чином
сталi c2, . . . , cm так, щоб хоча б одна з них була вiдмiнна вiд нуля, то завжди знайдеться число c1
при якому матиме мiсце рiвнiсть

c1 + c2t0 + · · ·+ cmtm−1
0 = 0.

Тому в точцi t0 ∈ R данi векторнi функцiї будуть лiнiйно залежними.
Таким чином, показано, що данi у прикладi вектор-функцiї є лiнiйно незалежними на будь-якому,

що не зводиться до точки, промiжку I ⊂ R , але будуть при цьому лiнiйно залежними у будь-якiй
фiксованiй точцi t0 ∈ R .

37



Виявляється, що зовсiм iнакша справа, якщо ми розглянемо набiр лiнiйно незалежних на про-
мiжку I розвя’зкiв системи диференцiальних рiвнянь (3.1).

Лема 3.2 (про звуження лнз розв’язкiв системи (3.1) у точку). Якщо векторнi функцiї (3.3),
де m ≥ 2 , є лiнiйно незалежними на промiжку I розв’язками системи лiнiйних однорiдних дифе-
ренцiальних рiвнянь (3.1), то вони будуть лiнiйно незалежними та в будь-якiй точцi t0 ∈ I .

Д о в е д е н н я. Припустимо супротивне, тобто що векторнi функцiї (3.3) є лiнiйно незалеж-
ними на промiжку I розв’язками системи диференцiальних рiвнянь (3.1) та iснує точка t0 ∈ I , у
якiй цi розв’язки лiнiйно залежнi. Тодi знайдуться сталi c0i ∈ R (i = 1, . . . ,m) , не всi рiвнi нулю,
такi, що має мiсце рiвнiсть

c01x1(t0) + · · ·+ c0mxm(t0) = 0. (3.4)

Далi розглянемо на промiжку I вектор-функцiю

x(t) = c01x1(t) + · · ·+ c0mxm(t).

У силу леми 3.1 ця вектор-функцiя є розв’язком системи диференцiальних рiвнянь (3.1), причому
згiдно з (3.4) воно задовольняє умову (3.2). Але цiй умовi, як було зазначено ранiше, може задоволь-
няти лише тривиальний розв’язок системи (3.1). Тому x(t) ≡ 0 на промiжку I , тобто

c01x1(t) + · · ·+ c0mxm(t) ≡ 0 на промiжку I.

Оскiльки тут не всi сталi c0i (i = 1, . . . ,m) рiвнi нулю, то розв’язки (3.3) системи диференцiаль-
них рiвнянь (3.1) є лiнiйно залежними I . Отримано протирiччя, з якого випливає справедливiсть
твердження леми. �

О з н а ч е н н я 3.2. Будь-якi n - лiнiйно незалежних розв’язки системи лiнiйних однорiдних
диференцiальних рiвнянь (3.1) називають фундаментальною системою рiшень (ФСР) системи (3.1).

О з н а ч е н н я 3.3. Визначником Вронського або вронскiаном n вектор-функцiй

xk =

 x1k

...
xnk

 : I −→ Rn (k = 1, . . . , n) (3.5)

називається визначник

W (x1, . . . , xn)(t) =

∣∣∣∣∣∣∣
x11(t) . . . x1n(t)

...
. . .

...
xn1(t) . . . xnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣ ,
стовпцями якого є данi вектор-функцiї.

Л е м а 3.3 (критерiй фундаментальностi системи з n розв’язкiв). Для того, щоб n розв’язкiв
системи лiнiйних однорiдних диференцiальних рiвнянь (3.1) були її фундаментальною системою
розв’язкiв необхiдно i достатньо, щоб Вронскiан цих розв’язкiв був вiдмiнний вiд нуля всюди на про-
мiжку I . Бiльше того, якщо вiн вiдмiнний вiд нуля хоча б в однiй точцi з промiжку I , то вiн буде
вiдмiнним вiд нуля i на всьому промiжку I .

Д о в е д е н н я. Необхiднiсть. Нехай n вектор-функцiй (3.5) утворюють фундаментальну си-
стему розв’язкiв системи лiнiйних однорiдних диференцiальних рiвнянь (3.1) та t0 - довiльна точка
iз промiжку I . Тодi згiдно з лемою 3.2 вектор xk(t0) (k = 1, . . . , n) є лiнiйно незалежними. Тому
згiдно вiдповiднiй теоремi з алгебри визначник I .

W (x1, . . . , xn)(t0) =

∣∣∣∣∣∣∣
x11(t0) . . . x1n(t0)

...
. . .

...
xn1(t0) . . . xnn(t0)

∣∣∣∣∣∣∣ ,
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стовпцями якого є цi вектори, буде вiдмiнним вiд нуля. Звiдси, зважаючи на довiльнiсть t0 ∈ I ,
випливає, що визначник Вронського даних n розв’язкiв вiдмiнний вiд нуля всюди на промiжку I .

Достатнiсть. Нехай векторнi функцiї (3.5) є розв’язками системи лiнiйних однорiдних диферен-
цiальних рiвнянь (3.1) i iснує t0 ∈ I таке, що W (x1, . . . , xn)(t0) ̸= 0 . Тодi стовпцi цього визначника,
тобто вектори xk(t0) (k = 1, . . . , n) є лiнiйно незалежними. Звiдси випливає, що векторнi функцiї
(3.5) лiнiйно незалежнi на промiжку I i тому утворюють фундаментальну систему розв’язкiв си-
стеми (3.1). Крiм того, в силу вже встановленої необхiдностi визначник Вронського розв’язкiв буде
вiдмiнним вiд нуля усюди на промiжку I . �

Л е м а 3.4 (про iснування ФСР). Для системи лiнiйних однорiдних диференцiальних рiвнянь
iснує фундаментальна система розв’язкiв.

Д о в е д е н н я. Поставимо для системи лiнiйних однорiдних диференцiальних рiвнянь (3.1) n
задач Кошi зi наступними початковими умовами

x(t0) = ek (k = 1, . . . , n) (3.6k)

де t0 будь-яка точка з промiжку I i ek - одиничний вектор простору Rn , k -я координата якого
дорiвнює одиницi, iншi - нулю.

В силу теореми 2.1 (iснування та єдиностi розв’язку задачi Кошi) кожна iз задач (3.1), (3.6k)
(k ∈ {1, . . . , n}) має єдиний розв’язок x0

k : I −→ Rn . Для вронскiана цих n розв’язкiв у точцi t0
згiдно (3.6k) маємо

W (x0
1, . . . , x

0
n)(t0) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 . . . 0 0
0 1 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 1 0
0 0 . . . 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1 ̸= 0.

Тому з леми 3.3 розв’язки x0
k (k = 1, . . . , n) системи (3.1) утворюють фундаментальну систему

розв’язкiв. �
Т е о р е м а 3.1 (Про простiр розв’язкiв системи (3.1)). Безлiч всiх розв’язкiв системи лiнiйних

однорiдних диференцiальних рiвнянь (3.1) утворює n - мiрне лiнiйний простiр над полем дiйсних
чисел, базисом якого є будь-яка фундаментальна система розв’язкiв.

Д ов е д е н н я. В силу леми 3.1 безлiч усiх розв’язкiв системи (3.1) являє собою лiнiйний простiр
над полем дiйсних чисел. Нехай xk : I −→ Rn (k = 1, ldots, n) - фундаментальна система розв’язкiв
системи (3.1). Її iснування випливає iз леми 3.4. Для доказу твердження теореми залишається
лише встановити, що будь-який розв’язок x : I −→ Rn системи (3.1) представим у виглядi лiнiйної
комбiнацiї розв’язкiв xk (k = 1, . . . , n) c дiйсними коефiцiєнтами. Вибравши довiльним чином точку
t0 ∈ I , розглянемо систему векторiв x(t0), x1(t0), . . . , xn(t0) . Цi вектори з Rn є лiнiйно залежними,
оскiльки Rn число лiнiйно незалежних векторiв не перевищує n . Звiдси, зважаючи на лему 3.2,
випливає лiнiйна залежнiсть на промiжку I вектор-функцiй x, x1, . . . , xn . Тому iснують постiйнi
αk (k = 0, 1, . . . , n) , не всi рiвнi нулю, такi, що

α0x(t) + α1x1(t) + · · ·+ αnxn(t) ≡ 0 на промiжку I. (3.7)

Покажемо, що тут α0 ̸= 0 . Справдi, якби це було не так, то на I дотримувалася б тотожность

α1x1(t) + · · ·+ αnxn(t) ≡ 0,

де не всi αk (k = 1, . . . , n) рiвнi нулю, що суперечить лiнiйнiй незалежностi рiшень, що утворюють
фундаментальну систему розв’язкiв.

Оскiльки α0 ̸= 0 , то з (3.7) отримаємо

x(t) ≡ −α1

α0
x1(t)− · · · − αn

α0
xn(t) на промiжку I.
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Значить, розв’язок x є представимий у виглядi лiнiйної комбiнацiї c дiйсними коефiцiєнтами розв’язкiв
xk (k = 1, . . . , n) , якi утворюють фундаментальну систему розв’язкiв системи (3.1). �

З а у в а ж е н н я 3.1. З теореми 3.1 ясно, що якщо x1, . . . , xn - фундаментальна система
розв’язкiв системи лiнiйних однорiдних диференцiальних рiвнянь (3.1), то безлiч її розв’язкiв мi-
ститься у формулi

x(t) = c1x1(t) + · · ·+ cnxn(t),

де c1, . . . , cn - довiльнi дiйснi сталi. У у зв’язку з цим цю формулу називають загальним розв’язком
системи диференцiальних рiвнянь (3.1).

П р к л а д 3.1. Розглянемо систему лiнiйних однорiдних диференцiальних рiвнянь

dx

dt
= Px, где P =

(
0 1
−1 0

)
,

яка в координатнiй формi має вигляд 
dx1

dt
= x2,

dx2

dt
= −x1.

(3.8)

Тут n = 2 . Неважко перевiрити, що вектор-функцiї

x1(t) =

(
cos t
− sin t

)
, x2(t) =

(
sin t
cos t

)
є розв’язком цiєї системи.

Оскiльки вронскiан цих розв’язкiв

W (x1, x2)(t) =

∣∣∣∣ cos t sin t
− sin t cos t

∣∣∣∣ = 1 ̸= 0,

то вони вiдповiдно до леми 3.3 утворюють фундаментальну систему розв’язкiв. Тому згiдно з тео-
ремою 3.1 безлiч усiх розв’язкiв даної системи мiститься у формулi

x(t) = c1

(
cos t
− sin t

)
+ c2

(
sin t
cos t

)
,

де c1, c2 - довiльнi дiйснi сталi, яка в координатної формi набуває вигляду

x1(t) = c1 cos t+ c2 sin t,

x2(t) = −c1 sin t+ c2 cos t.

З а у в а ж е н н я 3.2. У разi комплекснозначної системи лiнiйних однорiдних диференцiальних
рiвнянь (3.1) множина всiх розв’язкiв утворює n - мiрний лiнiйний простiр над полем комплексних
чисел, базисом якого є будь-яка фундаментальна система розв’язкiв. При цьому залишаються спра-
ведливими леми 3.2-3.4, а також лема 3.1 с замiною в нiй виразу "над полем дiйсних чисел"виразом
"над полем комплексних чисел".

Для дiйсних систем лiнiйних однорiдних диференцiальних рiвнянь часто вдається отримати не
дiйсний, а комплексний базис. Вiн дозволяє, враховуючи, що дiйсна система є окремим випадком
комплексної, описати безлiч всiх комплексних розв’язкiв даної системи, що мiстить у собi безлiч
його дiйсних розв’язкiв. Запитується чи можна по комплексному базису отримати дiйсний базис?
П р к л а д 3.2. Неважко перевiрити, що розглянута вище система (3.8) має комплексний розв’язок

x(t) =

(
1
i

)
ei t.
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Використовуючи формулу Ейлера ea+i b = ea(cos b+ i sin b), видiлимо дiйсну та уявну частини цього
розв’язка:

x(t) =

(
1
i

)
ei t =

(
1
i

)
(cos t+ i sin t) =

(
cos t
− sin t

)
+ i

(
sin t
cos t

)
.

Звернемо увагу на те, що дiйсна та уявна частини комплексного розв’язку є речовi розв’язки системи
(3.8), якi утворюють речову фундаментальну систему розв’язкiв. Зазначений висновок пiдтверджу-
ють такi загальнi твердження.

Л е м а 3.5 (Про одiйснення комплексного розв’язку). Якщо вектор-функцiя x = x1 + i x2 , де
xk ∈ C1(I;Rn) (k = 1, 2) , є розв’язком системи лiнiйних однорiдних диференцiальних рiвнянь (3.1),
то дiйсна частина цього розв’язку x1 = Rex та його уявна частина x2 = Imx також є розв’язком
цiєї системи.

Д о в е д е н н я. Оскiльки вектор-функцiя x = x1+ i x2 є розв’яком системи (3.1), то має мiсце
тотожнiсть

d [x1(t) + i x2(t)]

dt
≡ P (t)[x1(t) + i x2(t)] на промiжку I,

або
dx1(t)

dt
+ i

dx2(t)

dt
≡ P (t)x1(t) + i P (t)x2(t) на промiжку I.

Звiдси, враховуючи, що P - дiйсна матриця-функцiя, маємо

dx1(t)

dt
≡ P (t)x1(t),

dx2(t)

dt
≡ P (t)x2(t) на промiжку I.

I це означає, що x1 i x2 є розв’язками системи (3.1). �
Л е м а 3.6 (Про комплексно спряженi розв’язки). Якщо вектор-функцiя x = x1 + i x2 , де

xk ∈ C1(I;Rn) (k = 1, 2) , є розв’язком системи лiнiйних однорiдних диференцiальних рiвнянь (3.1),
то вектор-функцiя x̄ = x1 − i x2 також є розв’язком цiєї системи.

Д о в е д е н н я. провести самостiйно. �
Л е м а 3.7 (Про одiйснення комплексного базису). (Якщо система лiнiйних однорiдних диферен-

цiальних рiвнянь (3.1) має фундаментальну систему розв’язкiв виду

ξ1 = x1 + i x2, ξ2 = x1 − i x2, . . . , ξ2m−1 = x2m−1 + i x2m, ξ2m = x2m−1 − i x2m, x2m+1, . . . , xn,

де xk ∈ C1(I;Rn) (k = 1, . . . , n) , то вектор-функцiї x1, x2, . . . , xn утворюють дiйсну фундаменталь-
ну систему розв’язкiв системи (3.1).

Д о в е д е н н я. В силу леми 3.5 вектор-функцiї xk ∈ C(I;Rn) (k = 1, . . . , n) є розв’язками
системи лiнiйних однорiдних диференцiальних рiвнянь (3.1) Покажемо, що вони утворюють фунда-
ментальну систему розв’язкiв. Допустимо супротивне. Тодi iснують дiйснi числа ck (k = 1, . . . , n) ,
одночасно не рiвнi нулю, такi, що

c1x1(t) + · · ·+ cnxn(t) ≡ 0 на промiжку I.

Цю тотожнiсть можна переписати у виглядi

1

2
c1[ξ1(t) + ξ2(t)] +

1

2i
c2[ξ1(t)− ξ2(t)] + · · ·+ 1

2
c2m−1[ξ2m−1(t) + ξ̄2m(t)] +

1

2i
c2m[ξ2m−1(t)− ξ̄2m(t)]+

+c2m+1x2m+1(t) + · · ·+ cnxn(t) ≡ 0 на промiжку I,

або
1

2
(c1 − i c2)ξ1(t) +

1

2
(c1 + i c2)ξ2(t) + · · ·+ 1

2
(c2m−1 − i c2m)ξ2m−1 +

1

2
(c2m−1 + i c2m)ξ2m+

+c2m+1x2m+1 + · · ·+ cnxn(t) ≡ 0 на промiжку I.
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Оскiльки ξ1, . . . , ξ2m, x2m+1, . . . , xn лiнiйно незалежнi на I , це можливо лише у разi, коли

c1 + i c2 = c1 − i c2 = · · · = c2m−1 + i c2m = c2m−1 − i c2m = c2m+1 = · · · = cn = 0.

Звiдси випливає, що ck (k = 1, . . . , n) рiвнi нулю. Тим самим, отримано протирiччя. Значить,
вектор-функцiї x1, . . . , xn лiнiйно незалежнi на промiжку I . �

2.3.2 Матрицi розв’язкiв системи лiнiйних однорiдних диференцiальних рiв-
нянь та їх основнi властивостi.

О з н а ч е н н я 3.4. Матриця розмiрностi n×m , стовпцями якої є m розв’язкiв системи лiнiйних
однорiдних диференцiальних рiвнянь (3.1), називається матрицею розв’язкiв системи (3.1).

Якщо

xk =

 xk1

...
xkn

 : I −→ Rn (k = 1, . . . ,m)−

розв’язкiв системи диференцiальних рiвнянь (3.1), то матриця цих розв’язкiв має вид

X(t) =

 x11(t) . . . xm1(t)
...

. . .
...

x1n(t) . . . xmn(t)

 .

Пiд похiдною вiд матрицi-функцiї X ми розумiємо матрицю, елементами якої є похiднi елементiв
матрицi X . Тому враховуючи, що стовпцями X є розв’язки системи (3.1), матимемо наступнi
тотожностi на промiжку I

dX(t)

dt
≡


dx11(t)

dt . . . dxm1(t)
dt

...
. . .

...
x1n(t)

dt . . . dxmn(t)
dt

 ≡
(
dx1(t)

dt
. . .

dxm(t)

dt

)
≡ (P (t)x1(t) . . . P (t)xm(t)) ≡ P (t)X(t).

Отже, кожна матриця розв’язкiв системи лiнiйних однорiдних диференцiальних рiвнянь (3.1) є
розв’язками матричного диференцiального рiвняння

dX

dt
= P (t)X. (3.9)

З наведених вище тотожностей ясно, що правильним є i протилежне твердження: кожний розв’язок
X : I −→ Rn×m матричного рiвняння (3.9) представляє собою матрицю розв’язкiв системи (3.1).

Далi зауважимо, що якщо для матричного рiвняння (2.9) поставити матричну початкову умову

X(t0) = C0, (3.10)

де t0 ∈ I и C0 ∈ Rn×m , то в силу теореми iснування та єдиностi розв’язку задачi Кошi для вектор-
ної системи лiнiйних диференцiальних рiвнянь Кошi (3.9), (3.10) матиме один i лише один матрич-
ний розв’язок X : I −→ Rn×m , причому стовпцями цього розв’язку будуть m розв’язками системи
(3.1), якi задовольняють початковим умовам

x(t0) = c0k (k = 1, . . . ,m),

де c0k ∈ Rn (k = 1, . . . ,m) - стовпцi матрицi C0 .
Для добуткубудь-яких матриць-функцiй A ∈ C(I;Rn×m) i B ∈ C(I;Rm×k) має мiсце тотож-

нiсть
(A(t)B(t))

′ ≡ A′(t)B(t) +A(t)B′(t) на промiжку I.
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Використовуючи його встановимо ще одну важливу властивiсть матрицi рiшень системи (3.1).

Л е м а 3.8. Якщо X : I −→ Rn×m - матриця розв’язкiв системи лiнiйних однорiдних диферен-
цiальних рiвнянь (3.1) та C ∈ Rm×k - стала матриця, то матриця XC розмiрностi n×k також
буде матрицею розв’язкiв цiєї системи.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Оскiльки матриця X задовольняє матричне рiвняння (3.9), то для
матрицi XC будемо мати

d

dt
[X(t)C ] ≡ dX(t)

dt
C ≡ P (t)X(t)C ≡ P (t)[X(t)C ] на промежутке I.

Отже, матриця XC також є розв’язком матричного рiвняння (3.9) i тому буде матрицею розв’язкiв
системи (3.9). �

Л е м а 3.9 (Формула Лiувiля-Остроградського). Якщо матриця розв’язкiв X системи лiнiйних
однорiдних диференцiальних рiвнянь (3.1) має розмiрнiсть n× n , то для будь-якого t0 ∈ I

detX(t) = detX(t0) exp

 t∫
t0

SpP (τ) dτ

 при t ∈ I, (3.11)

де SpP (t) - слiд матрици P , який дорiвнює сумi її дiагональних елементiв.

Д о в е д е н н я. Оскiльки стовпцями матрицi X є n розв’язкiв системи лiнiйних однорiдних
диференцiальних рiвнянь (3.1), то визначник матрицi X збiгається з вронскiаном цих розв’язкiв.
В силу леми 3.3 цей вронскiан або вiдрiзняється вiд нуля у всiх точках промiжку I , або тотожно
дорiвнює нулю на промiжку I . У другому випадку очевидно, що дотримується формула (3.11). Тому
обмежимося розглядом лише випадку, коли detX(t) ̸= 0 при всiх t ∈ I . Зафiксуємо довiльним чином
точку t ∈ I i надамо їй мале прирiст ∆t , при якому t+∆t ∈ I . Оскiльки X - матриця розв’язкiв
системи (3.1), то через її диференцiйнiсть у точцi t матимемо

X(t+∆t) = X(t) +X ′(t)∆t+Q(t,∆t)∆t,

де матриця Q задовольняє умову

lim
∆t→0

Q(t,∆t) = 0 ∈ Rn×n.

Враховуючи, що матриця X є розв’язком матричного диференцiального рiвняння (3.9), перепишемо
дану матричну рiвнiсть у виглядi

X(t+∆t) = X(t) + P (t)X(t)∆t+Q(t,∆t)∆t,

або
X(t+∆t) = [E + P (t)∆t+R(t,∆t)∆t]X(t),

де R(t,∆t) = Q(t,∆t)X−1(t) i в силу зазначеної вище умови на матрицю Q задовольняє властивiсть

lim
∆t→0

R(t,∆t) = 0 ∈ Rn×n.

Звiдси, поклавши
W (t) = detX(t), (3.12)

отримаємо
W (t+∆t) = W (t) det [E + P (t)∆t+R(t,∆t)∆t] . (3.13)

Тут det [E + P (t)∆t+R(t,∆t)∆t] згiдно з означенням визначника є сумою всiляких добуткiв (з
вiдповiдними знаками) n елементiв визначника, взятих по одному з кожного рядка та кожного
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стовпця. Одним з таких доданкiв буде добуток елементiв головної дiагоналi визначника, яке пiсля
очевидних обчислень може бути записане у виглядi 1+SpP (t)∆t+r1(t,∆t)∆t , где r1(t,∆t) −→ 0 при
∆t −→ 0 . Кожен з iнших доданкiв, що входять до визначника, мiстить у своєму добутку принаймнi
два елементи визначника, якi не стоять на головнiй дiагоналi, i тому буде виразом виду rk(t,∆t)∆t
(k ∈ {2, . . . , n!} , где rk(t,∆t) −→ 0 при ∆t −→ 0 . Тому,

det [E + P (t)∆t+R(t,∆t)∆t] = 1 + ∆tSpP (t) + ∆t

n!∑
k=1

rk(t,∆t).

Пiдставляючи це значення (3.13) будемо мати

W (t+∆t) =

[
1 + ∆tSpP (t) + ∆t

n!∑
k=1

rk(t,∆t)

]
W (t),

звiдки випливає, що
W (t+∆t)−W (t)

∆t
=

[
SpP (t) +

n!∑
k=1

rk(t,∆t)

]
W (t).

Переходячи тут до границi при ∆t −→ 0 и враховуючи що всi rk(t,∆t) −→ 0 при ∆t −→ 0 , отри-
маємо

W ′(t) = [ SpP (t)]W (t).

Через довiльнiсть вибору t ∈ I ця рiвнiсть має мiсце на всьому промiжку I . Оскiльки вона на
цьому промiжку є лiнiйне однорiдне диференцiальне рiвняння першого порядку, то згiдно з формулою
Кошi для будь-якого t0 ∈ I

W (t) = W (t0) exp

 t∫
t0

SpP (τ) dτ

 при t ∈ I.

Звiдси з урахуванням замiни (3.12) отримуємо формулу Лiувiлля-Остроградського (3.11). �
З а у в а ж е н н я 3.3. Формула Лiувiля-Остроградського важлива тим, що завжди може бути

обчислений у будь-якiй точцi t ∈ I визначник невiдомої матрицi, яка є розв’язком матричної задачi
Кошi (3.9), (3.10), де C0 -квадратна n× n - матриця.

О з н а ч е н н я 3.5. Матриця X : I −→ Rn×n , стовпцями якої є n лiнiйно незалежних
розв’язкiв (ФСР) системи лiнiйних однорiдних диференцiальних рiвнянь (3.1), називається фунда-
ментальною матрицею системи (3.1).

Л е м а 3.10 (про фудаментальнi матрицi системи (3.1)).
1) . Матриця X : I −→ Rn×n розв’язкiв лiнiйних однорiдних диференцiальних рiвнянь (3.1) є

фундаментальною матрицею цiєї системи тодi i тiльки тодi, коли detX(t) ̸= 0 при всiх t ∈ I .
2) . Фундаментальна матриця диференцiальної системи (3.1) є розв’язком матричного диферен-

цiального рiвняння (3.9) .
3) . Якщо матриця X ∈ C1(I;Rn×n) невироджена на промiжку I , то iснує єдина система лiнiй-

них однорiдних диференцiальних рiвнянь, для якої матриця X буде фундаментальною, тобто фун-
даментальна матриця системи лiнiйних однорiдних диференцiальних рiвнянь однозначно визначає
цю систему.

4) . Якщо X -фундаментальна матриця системи (3.1) , то множина всiх розв’язкiв цiєї системи
мiститься у формулi

x(t) = X(t)c, де c− довiльний вектор простору Rn. (3.14)
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5) . Якщо X -фундаментальна матриця системи (3.1) , то множина всiх фундаментальних
матриць цiєї системи мiститься у формулi Φ(t) = X(t)C , де C - довiльна невироджена n × n
- матриця.

Д о в е д е н н я. 1).Справедливiсть першого твердження випливає iз леми 3.3, якщо врахувати,
що в даному випадку визначник матрицi X збiгається з вронскiаном розв’язкiв, якi є стовпцями
матрицi X .

2). Друге твердження випливає з того, що будь-яка матриця розв’язкiв системи (3.1) є розв’язком
матричного рiвняння (3.9).

3). Нехай матриця X ∈ C1(I;Rn×n) , невироджена на промiжку I та є фундаментальною мат-
рицею деякої системи диференцiальних рiвнянь виду (3.1). Тодi згiдно 2) має мiсце тотожнiсть

dX(t)

dt
≡ P (t)X(t) на промiжку I. (3.15)

Множуючи цю тотожнiсть праворуч на матрицю X−1(t) , отримаємо

P (t) ≡ dX(t)

dt
X−1(t) на промiжку I,

тобто матриця P ∈ C(I;Rn×n) i однозначно визначається матрицею X . З iншого боку, якщо
матриця P визначається з цiєї тотожностi, то має мiсце (3.15), звiдки випливає, з урахуванням
невиродженостi матрицi X , що X - фундаментальна матриця системи (3.1).

4). Нехай X - фундаментальна матриця системи лiнiйних однорiдних диференцiальних рiвнянь
(3.1) та її стовпцями є вектор-функцiї (3.5). В силу означення фундаментальної матрицi цi вектор-
функцiї утворюють фундаментальну систему розв’язкiв. диференцiйної системи (3.1). Тодi, як було
встановлено ранiше, множина всiх розв’язкiв системи (3.1) мiститься у формулi x(t) = c1x1(t) +
· · ·+ cnxn(t) , де ck (k = 1, . . . , n) - довiльнi дiйснi сталi. Звiдси з урахуванням рiвностей

c1x1(t)+· · ·+cnxn(t) = c1

 x11(t)
...

x1n(t)

+· · ·+cn

 xn1(t)
...

xnn(t)

 =

 c1x11(t) + · · ·+ cnxn1(t)
...

c1x1n(t) + · · ·+ cnxnn(t)

 = X(t)

 c1
...
cn


випливає справедливiсть четвертого твердження леми.

5). Нехай X - фундаментальна матриця системи лiнiйних однорiдних диференцiальних рiвнянь
(3.1). Оскiльки для будь-якої сталої невиродженої матрицi C розмiрностi n × n матриця X(t)C
є матрицею розв’язкiв диференцiальної системи (3.1) i det[X(t)C] = detX(t) detC ̸= 0 при всiх
t ∈ I , то згiдно 1) X(t)C - фундаментальна матриця диференцiальной системи (3.1). Залишається
лише показати, що будь-яка фундаментальна матриця Φ системи (3.1) може бути подана у видi
Φ(t) = X(t)C , де C - деяка невироджена стала n× n - матриця. Покладемо X−1(t)Φ(t) = Y (t) при
t ∈ I . Тодi Y ∈ C1(I;Rn×n) , є невиродженою i Φ(t) = X(t)Y (t) при всiх t ∈ I . В силу властивостi
2)

Φ′(t) = P (t)Φ(t), X ′(t) = P (t)X(t) при t ∈ I.

Пiдставляючи в перше з цих матричних спiввiдношень значення Φ(t) = X(t)Y (t) i враховуючи друге,
отримаємо

X ′(t)Y (t) +X(t)Y ′(t) = P (t)[X(t)Y (t)] при t ∈ I,

або
P (t)X(t)Y (t) +X(t)Y ′(t) = P (t)X(t)Y (t) при t ∈ I.

Звiдси маємо
X(t)Y ′(t) = 0 при t ∈ I,

або
Y ′(t) = 0 при t ∈ I,
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що можливо лише у разi, коли Y (t) = C при t ∈ I , де C - стала n × n - матриця. Ця матриця
невироджена, оскiльки такою є матриця Y . Отже, Phi(t) = X(t)C , де C - стала невироджена
матриця розмiрностi n× n . �

Поставимо тепер для диференцiальної системи (3.1) задачу Кошi про знаходження розв’язку, що
задовольняє початкову умову

x(t0) = c0, (3.16)

де t0 ∈ I i c0 ∈ Rn . Якщо X - фундаментальна матриця диференцiальної системи (3.1), цей
розв’язок згiдно з четвертим твердженням леми 3.10 мiститься у формулi (3.14). Для нього че-
рез (3.16) маємо c0 = X(t0)c . Звiдси з урахуванням першого затвердження леми 3.10 знаходимо
c = X−1(t0)c0 . Вносячи це значення c в (3.14) отримаємо для розв’язку задачi Кошi (3.1), (3.16)
наступне зображення

x(t) = X(t)X−1(t0)c0. (3.17)

Звернем увагу на те, що у цiй формулi матриця X(t)X−1(t0) має наступнi двi властивостi. По
перше, вона, як добуток фундаменальної матрицi X на невироджену сталу матрицю X−1(t0) , є
вiдповiдно твердження 5) леми 3.10 фундаментальною матрицєю системи (3.1). По-друге, при t = t0
вона є одиничною матрицею розмiрностi n× n .

О з н а ч е н н я 3.6. Матрична функцiя C : I × I −→ Rn×n називається матрицею Кошi
системи лiнiйних однорiдних диференцiальних рiвнянь (3.1), якщо для кожного фiксованого τ ∈ I
дотримуються такi двi умови: 1) C(·, τ) : I −→ Rn×n є фундаментальною матрицею диферен-
цiальної системи (3.1);

2) C(τ, τ) = E , де E - одинична n× n - матриця.

Л е м а 3.11 (про матрицю Кошi). Для системи лiнiйних однорiдних диференцiальних рiвнянь
(3.1) iснує одна i лише одна матриця Кошi.

Д о в е д е н н я. Якщо X - фундаментальна матриця диференцiальної системи (3.1), то мат-
риця C(t, τ) = X(t)X−1(τ) , очевидно, є її матрицею Кошi. Отже, залишається лише встановити
єдинiсть такої матрицi. Справдi, якщо C - матриця Кошi диференцiальної системи (3.1),то при
будь-якому фiксованому τ ∈ I кожен її k - й стовпець ( k ∈ {1, . . . , n} ) в силу першої умови означен-
ня 3.6 представляє собою розв’язок диференцiальної системи (3.1), яке згiдно з другою умовою цього
означення задовольняє початковiй умовi x(τ) = ek , де ek - одиничний вектор, k -я компонента якого
дорiвнює одиницi, iншi - нулю. Оскiльки такий розв’язок з теореми 2.1 єдиний, то стовпцi матрицi
C визначаються однозначно. �

З а у в а ж е н н я 3.4. Звернемо увагу на те, що доведення цiєї леми вказує на два способи
побудови матрицi Кошi диференцiальної системи (3.1).

П р и к л а д 3.3. Розглянемо систему лiнiйних однорiдних диференцiальних рiвнянь
dx1

dt
= x2,

dx2

dt
= −x1.

(3.18)

Як було встановлено ранiше, вона має фундаментальну систему розв’язкiв

x1(t) =

(
cos t
− sin t

)
, x2(t) =

(
sin t
cos t

)
.

Отже, матриця

X(t) =

(
cos t sin t
− sin t cos t

)
−
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є фундаментальною матрицею диференцiальної системи (3.18). Оберненою для неї буде матриця

X−1(t) =

(
cos t − sin t
sin t cos t

)
.

Тому матриця Кошi диференцiальної системи (3.18) матиме вигляд

C(t, τ) = X(t)X−1(τ) =

(
cos t sin t
− sin t cos t

)(
cos τ − sin τ
sin τ cos τ

)
=

(
cos(t− τ) sin(t− τ)
− sin(t− τ) cos(t− τ)

)
Iнший спосiб побудови матрицi Кошi заснований на побудовi двох розв’язкiв системи (3.18), якi за-
довольняють початковим умовам(

x1(τ)
x2(τ)

)
=

(
1
0

)
,

(
x1(τ)
x2(τ)

)
=

(
0
1

)
. (3.19)

Оскiльки загальний розв’язок диференцiальної системи (3.18) має вигляд(
x1(t)
x2(t)

)
= c1

(
cos t
− sin t

)
+ c2

(
sin t
cos t

)
,

де c1, c2 - довiльнi дiйснi сталi, то шуканi розв’язки мiстяться в цiй формулi при деяких значеннях
c1 та c2 . Для знаходження використовуємо початковi умови. При цьому матимемо 1 = c1 cos τ + c2 sin τ

0 = −c1 sin τ + c2 cos τ
,

 0 = c1 cos τ + c2 sin τ

1 = −c1 sin τ + c2 cos τ

Звiдси, вiдповiдно, знаходимо

c1 = cos τ, c2 = sin τ и c1 = − sin τ, c2 = cos τ.

Пiдставляючи цi значення c1, c2 у формулу для загального розв’язку, отримаємо такi два розв’язки,
що задовольняють початковим умовам (3.19)(

x1(t)
x2(t)

)
= cos τ

(
cos t
− sin t

)
+ sin τ

(
sin t
cos t

)
=

(
cos(t− τ)
− sin(t− τ)

)
i (

x1(t)
x2(t)

)
= − sin τ

(
cos t
− sin t

)
+ cos τ

(
sin t
cos t

)
=

(
sin(t− τ)
cos(t− τ)

)
.

Цi розв’язки є вiдповiдно першим та другим стовпцями матрицi Кошi диференцiальної системи
(3.18).

З леми 3.11 з урахуванням встановленої вище формули (3.17) для розв’язку задачi Кошi (3.1),
(3.16) очевидно випливає наступне твердження.

Л е м а 3.12 (формула Кошi для диференцiальної системи (3.1)). Для будь-якого t0 ∈ I кожний
розв’язок x системи лiнiйних однорiдних диференцiальних рiвнянь (3.1) допускає зображення

x(t) = C(t, t0)x(t0), (3.20)

де C - матриця Кошi системи (3.1) .
З а у в а ж е н н я. Оскiльки

C(t, τ)′t = P (t)C(t, τ),

47



то

C(t, τ) = E +

t∫
τ

P (s)C(s, τ) ds

Звiдси випливає що

∥C(t, τ)∥ ≤ ∥E∥+

∣∣∣∣∣∣
t∫

τ

∥P (s)∥∥C(s, τ)∥ ds

∣∣∣∣∣∣ ,
∥C(t, τ)∥ ≤ n exp

∣∣∣∣∣∣
t∫

τ

∥P (s)∥ ds

∣∣∣∣∣∣
 .

2.3.3 Множина розв’язкiв системи лiнiйних неоднорiдних диференцiальних
рiвнянь

Розглянемо систему лiнiйних неоднорiдних диференцiальних рiвнянь

dx

dt
= P (t)x+ q(t), (3.21)

де P ∈ C(I;Rn×n), q ∈ C(I;Rn) , I - промiжок в R , та вiдповiдну їй систему лiнiйних однорiдних
диференцiальних рiвнянь

dx

dt
= P (t)x. (3.210)

Л е м а 3.13. (Принцип суперпозицiї). 1 . Якщо вектор-функцiї x1, x2 : I −→ Rn є розв’язками
СЛОДР (3.210) , то їх лiнiйна комбинацiя x(t) = αx1(t) + βx2(t) з дiйсними коефiцiєнтами також
є розв’язками СЛОДР (3.210) .

2 . Якщо x1 : I −→ Rn - розв’язок СЛНДР (3.21) i x2 : I −→ Rn - розв’язок СЛОДР (3.210) , то
їх сума x(t) = x1(t) + x2(t) - розв’язок СЛНДР (3.21) .

3 . Якщо x1, x2 : I −→ Rn - розв’язок СЛНДР (3.21) , то їх рiзниця x(t) = x1(t)−x2(t) є розв’язком
СЛОДР (3.210) .

Доведення. Справедливiсть першого твердження випливає з леми 3.1 про множину всiх розв’язкiв
СЛОДР.

2. Якщо x1 : I −→ Rn - розв’язок СЛНДР (3.21) i x2 : I −→ Rn - розв’язок СЛОДР (3.210) , то

d[x1(t) + x2(t)]

dt
=

dx1(t)

dt
+

dx2(t)

dt
= [P (t)x1(t)+ q(t)]+P (t)x2(t) = P (t)[x1(t)+x2(t)]+ q(t) при t ∈ I.

Отже, сума x(t) = x1(t) + x2(t) є розв’язком СЛНДР (3.21).
3. Нехай x1, x2 : I −→ Rn - розв’язок СЛНДР (3.21) . Тодi

d[x1(t)− x2(t)]

dt
=

dx1(t)

dt
− dx2(t)

dt
= [P (t)x1(t)+q(t)]− [P (t)x2(t)+q(t)] = P (t)[x1(t)−x2(t)] при t ∈ I.

Тому, рiзниця x(t) = x1(t)− x2(t) - розв’язок СЛОДР (3.210) . �
Теорема. (Про множину розв’язкiв СЛНДР). Якщо x0(t) - частинний розв’язок СЛНДР (3.21)

i x1(t), . . . , xn(t) - фундаментальна система розв’язкiв вiдповiдної СЛОДР (3.210) , то множина всiх
розв’язкiв СДНДР (3.21) мiститься у формулi

x(t) = c1x1(t) + . . .+ cnxn(t) + x0(t), (3.22)

де c1, . . . , cn - довiльнi дiйснi сталi.
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Зауваження. Формула (3.22) є формулою загального розв’язкiв. Через властивостi фундамен-
тальних матриць СЛОДР вона може бути переписана у виглядi

x(t) = X(t)c+ x0(t), (3.23)

де X(t) - фундаментальна матриця СЛОДР (3.210) i c - довiльний n -мiрний додатнiй дiйсний век-
тор.

Доведення теореми. Нехай x0(t) - частинний розв’язок СЛНДР (3.21) i x1(t), . . . , xn(t) - фунда-
ментальна система розв’язкiв вiдповiдної СЛОДР (3.210) . Тодi з перших двох тверджень принципу
суперпозицiї функцiя (3.22) при будь-яких дiйсних c1, . . . , cn є розв’язком СЛНДР (2.21). Залишаєть-
ся лише показати, що будь-який розв’язок СЛНДР (3.21) мiститься у формулi (3.22) при деяких дiйс-
них значеннях c1, . . . , cn . Справдi, якщо x(t) - довiльний розв’язок СЛНДР (3.21), то враховуючи, що
x0(t) також розв’язок цiєї системи та використовуючи третє твердження принципу суперпозицiї,
приходимо до висновку, що їхня рiзниця x(t)− x0(t) є розв’язком вiдповiдної СЛОДР (3.210) i тому
мiститься у встановленiй ранiше формулi її загального розв’язку при деяких значеннях довiльних
сталих. Отже, iснують сталi c01, . . . , c

0
n такi, що

x(t)− x0(t) = c01x1(t) + . . .+ c0nxn(t) при t ∈ I

i тому
x(t) = c01x1(t) + . . .+ c0nxn(t) + x0(t) при t ∈ I.

�

2.3.4 Знаходження частинного розв’язку системи лiнiйних неоднорiдних
диференцiальних рiвнянь методом варiацiї довiльних сталих. Фор-
мула Кошi для системи лiнiйних неоднорiдних диференцiальних рiв-
нянь.

Розглянемо систему лiнiйних неоднорiдних диференцiальних рiвнянь

dx

dt
= P (t)x+ q(t), (1)

де P ∈ C(I;Rn×n), q ∈ C(I;Rn), I - промiжок в R . Вибравши довiльним чином сталу t0 ∈ I
i сталий вектор c0 ∈ Rn , поставимо задачу Кошi про знаходження розв’язку системи (1), який
задовольняє початкову умову

x(t0) = c0. (2)

Цей розв’язок легко можна знайти, якщо вiдома фундаментальна матриця вiдповiдної однорiдної
системи

dx

dt
= P (t)x. (10)

Нехай X(t) - фундаментальна матриця системи лiнiйних неоднорiдних диференцiальних рiвнянь
(10) . Тодi множина всiх розв’язкiв системи однорiдних лiнiйних диференцiальних рiвнянь (10) мi-
ститься у формулi

x(t) = X(t)c,

де c – довiльний сталий дiйсний n -вимiрний вектор.
Тепер розв’язок задачi Кошi (1), (2) будемо шукати в видi

x(t) = X(t)z(t) (3)

(метод вариацiї довiльної ), де z(t) –невiдома вектор-функцiя.
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Оскiльки (3) - шуканий розв’язок задачi Кошi (1), (2), то

(X(t)z(t))
′
= P (t)X(t)z(t) + q(t) для всiх t ∈ I (41)

i
x(t0) = X(t0)z(t0) = c0. (42)

З (41) маємо
X ′(t)z(t) +X(t)z′(t) = P (t)X(t)z(t) + q(t) для всiх t ∈ I.

Оскiльки X(t) - фундаментальна матриця системи лiнiйних однорiдних диференцiальних рiвнянь
(10) , то згiдно з властивостями фундаментальних матриць

X ′(t) = P (t)X(t),

i тому попередня тотожнiсть набуває вигляду

P (t)X(t)z(t) +X(t)z′(t) = P (t)X(t)z(t) + q(t) для всiх t ∈ I,

або
X(t)z′(t) = q(t) для всiх t ∈ I.

Звiдси, враховуючи, що X(t) невироджена матриця при t ∈ I , знаходимо

z′(t) = X−1(t)q(t) для всiх t ∈ I. (5)

Крiм того, iз (42) маємо
z(t0) = X−1(t0)x(t0) = X−1(t0)c0. (6)

Отримали задачу Кошi (5), (6), але тут вже система (5) iнтегрована.
Iнтегруючи (5) на промiжку вiд t0 до t , отримаємо

z(t)− z(t0) =

t∫
t0

X−1(τ)q(τ) dτ,

звiдки з урахуванням (6) знаходимо, що

z(t) = X−1(t0)x(t0) +

t∫
t0

X−1(τ)q(τ) dτ для всiх t ∈ I.

Тим самим розв’язок задачi Кошi (5), (6) знайдений.
В силу замiни (3) йому вiдповiдає такий розв’язок задачi Кошi (1), (2)

x(t) = X(t)

X−1(t0)x(t0) +

t∫
t0

X−1(τ)q(τ) dτ

 ,

або

x(t) = X(t)X−1(t0)x(t0) +X(t)

t∫
t0

X−1(τ)q(τ) dτ,

або

x(t) = X(t)X−1(t0)x(t0) +

t∫
t0

X(t)X−1(τ)q(τ) dτ.
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Якщо ж тепер врахувати, що
X(t)X−1(τ) = C(t, τ)

матриця Кошi однорiдної системи рiвнянь (10) , то данний розв’язок можна переписати в видi

x(t) = C(t, t0)x(t0) +

t∫
t0

C(t, τ)q(τ) dτ. (7)

Цю формулу називають формулою Кошi системи лiнiйних неоднорiдних диференцiальних рiвнянь (1).
Таким чином, встановлена така

Теорема (Про подання розв’язкiв СЛНДР). Кожний розв’язок системи лiнiйних неоднорiдних
диференцiальних рiвнянь (1) при будь-якому t0 ∈ I можна подати у виглядi формули Кошi (7).

Зауваження 1. При фiксованому t0 вектор x(t0) = c0 є сталим вектор i формула Кошi (7) вiдразу
дає зображення для розв’язку задачi Кошi (1), (2).

Зауваження 2. Перший доданок в формулi Кошi (7) при x(t0) = c0 дає розв’язок задачi Кошi

dx

dt
= P (t)x, x(t0) = c0

(для системи лiнiйних однорiдних диференцiальних рiвнянь (10) ), а другий доданок дає розв’язок
задачi Кошi

dx

dt
= P (t)x+ q(t), x(t0) = 0

(Для системи лiнiйних неоднорiдних диференцiальних рiвнянь).

Зауваження 3. При n = 1 формула (7) спiвпадає з формулою Кошi, отриманої ранiше для лiнiй-
ного неоднорiдного диференцiального рiвняння першого порядку.

З вищевикладеного ясно, що з iнтегрування системи лiнiйних неоднорiдних диференцiальних рiв-
нянь достатньо знайти будь-яку фундаментальну матрицю (фундаментальну систему розв’язкiв)
вiдповiдної однорiдної системи лiнiйних диференцiальних рiвнянь.

2.4 Основнi властивостi розв’язкiв лiнiйних диференцiальних рiв-
нянь n -го порядку.

2.4.1 Основнi властивостi розв’язкiв лiнiйних однорiдних диференцiальних
рiвнянь n -го порядку.

Розглянемо лiнiйне однорiдне диференцiальне рiвняння

u(n) +

n∑
k=1

pk(t)u
(k−1) = 0, (4.1)

де pk ∈ C(I;R) (k = 1, . . . , n) , I - промiжок в R . Ранiше було встановлено, що воно еквiвалентно
системi лiнiйних однорiдних диференцiальних рiвнянь (3.1), у якiй

x(t) =

 x1(t)
...

xn(t)

 =


u(t)
u′(t)

...
u(n−1)(t)

 , (4.2)
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P (t) =


0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0
...

...
... · · ·

...
...

0 0 0 . . . 0 1
−p1(t) −p2(t) −p3(t) . . . −pn−1(t) −pn(t)

 , (4.3)

причому тут P ∈ C(I;Rn×n) . В силу цiєї еквiвалентностi функцiя u iз класу Cn(I;R) є розв’язком
диференцiального рiвняння (4.1), якщо вектор-функцiя (4.2) – розв’язок диференцiальної системи
(3.1) з матрицею P виду (4.3) i, навпаки, якщо неперервно диференцiйована вектор-функцiя x : I −→
Rn є розв’язком диференцiальної системи (3.1) з матрицею P виду (4.3), то ця вектор-функцiя має
вигляд (4.2), де u - розв’язок диференцiального рiвняння (4.1).

Звiдси з урахуванням леми 3.1 випливає, що для будь-яких двох розв’язкiв u1 , u2 диференцiаль-
ного рiвняння (4.1) та для будь-яких α, β ∈ R вектор-функцiя

x(t) = α


u1(t)
u′
1(t)
...

u
(n−1)
1 (t)

+ β


u2(t)
u′
2(t)
...

u
(n−1)
2 (t)

 =


αu1(t) + βu2(t)
αu′

1(t) + βu′
2(t)

...
αu

(n−1)
1 (t) + βu

(n−1)
2 (t)


є розв’язком диференцiальної системи (3.1) iз матрицею P виду (4.3). Але тодi перша компонента
цiєї векторної функцiї буде розв’язком диференцiального рiвняння (4.1). Тим самим, встановлена

Л е м а 3.13. (про множину розв’язкiв диференцiального рiвняння (4.1)). Множина розв’язкiв
лiнiйного диференцiального рiвняння (4.1) утворює лiнiйний простiр над полем дiйсних чисел.

З а у в а ж е н н я 3.5. У справедливостi цього твердження легко можна було переконатися
шляхом безпосередньої пiдстановки лiнiйної комбiнацiї αu1(t) + βu2(t) розв’язкiв диференцiального
рiвняння (4.1) в це рiвняння.

Далi, зважаючи на лему 3.2, приходимо до наступного твердження.

Л е м а 3.14. (про звуження ЛНЗ розв’язкiв (4.1) в точку). Якщо функцiї uk ∈ Cn(I;R) (k =
1, . . . ,m) є лiнiйно незалежними на промiжку I розв’язками лiнiйного однорiдного диференцiального
рiвняння (4.1), то для будь-якого t0 ∈ I лiнiйно незалежними будуть вектори

xk(t0) =


uk(t0)
u′
k(t0)
...

u
(n−1)
k (t0)

 (k = 1, . . . ,m). (4.4)

З а у в а ж е н н я 3.6. Слiд звернути увагу, що з лiнiйної незалежностi на промiжку I
розв’язкiв uk (k = 1, . . . ,m) диференцiального рiвняння (4.1) не витiкає при будь-якому t0 ∈ I лiнiйна
незалежнiсть uk(t0) (k = 1, . . . ,m) у випадку, коли m > 1 , тодi як для будь-яких функцiй uk ∈
Cn(I;R) (k = 1, . . . ,m) з лiнiйної незалежностi векторiв (4.4) хоча б у однiй точцi t0 ∈ I випливає
лiнiйна незалежнiсть цих функцiй на промiжку I .

Тепер введемо необхiднi для подальшого означення.

О з н а ч е н н я 3.7. Вронскiаном (або визначником Вронського) n - розв’язкiв uk : I −→ R (k =
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1, . . . , n) диференцiального рiвняння (4.1) називається визначник виду

W (u1, . . . , un)(t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u1(t) u2(t) . . . un−1 un(t)

u′
1(t) u′

2(t) . . . u′
n−1(t) u′

n(t)
...

...
. . .

...
...

u
(n−2)
1 (t) u

(n−2)
2 (t) . . . u

(n−2)
n−1 (t) u

(n−2)
n (t)

u
(n−1)
1 (t) u

(n−1)
2 (t) . . . u

(n−1)
n−1 (t) u

(n−1)
n (t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

О з н а ч е н н я 3.8. Множина з n лiнiйно незалежних на промiжку I розв’язкiв диферен-
цiального рiвняння (4.1) називається фундаментальною системою розв’язкiв (ФСР) диференцiаль-
ного рiвняння (4.1).

В силу леми 3.3 и зауваження 3.6 має мiсце

Л е м а 3.15 (Критерiй фундаментальностi системи n розв’язкiв (4.1)). Для того, щоб n
розв’язкiв лiнiйного однорiдного диференцiального рiвняння (4.1) були його фундаментальною систе-
мою розв’язкiв необхiдно i достатньо, щоб Вронскiан цих розв’язкiв був вiдмiнний вiд нуля всюди на
промiжку I . Бiльше того, якщо вiн вiдмiнний вiд нуля хоча б в однiй точцi з промiжку I , то вiн
буде вiдмiнним вiд нуля i на всьому промiжку I .

З використанням цього критерiю та леми 3.4 встановлюється

Л е м а 3.16 (про iснування ФСР). Для лiнiйного однорiдного диференцiального рiвняння (4.1)
iснує фундаментальна система розв’язкiв.

При цьому для диференцiального рiвняння (4.1) ставиться n задач Кошi про знаходження n
розв’язкiв, що задовольняють початковим умовам

u(i−1)(t0) = δik, i = 1, . . . , n (k = 1, . . . , n),

де t0 - якась точка з промiжку I i δik - символ Кронекера, якi еквiвалентнi n задачам Кошi (3.6k)
для диференцiальної системи (3.1) з матрицею P виду (4.3). Оскiльки кожна k - я ( k ∈ {1, . . . , n} )
iз цих задач має згiдно з теоремою 2.2 один i тiльки один розв’язок uk i для них W (u1, . . . , un)(t0) =
1 , то цi розв’язки з леми 3.15 утворюють фундаментальну систему розв’язкiв диференцiального
рiвняння (4.1).

Зрештою, з теореми 3.1 випливає наступний результат.

Т е о р е м а 3.2 (про простiр розв’язкiв диференцiального рiвняння(4.1)). Множина всiх розв’язкiв
лiнiйного однорiдного диференцiального рiвняння (4.1) утворює n - вимiрний лiнiйний простiр над
полем дiйсних чисел, базисом якого є будь-яка фундаментальна система розв’язкiв.

З теореми 3.2 ясно, що якщо u1, . . . , un - фундаментальна система розв’язкiв лiнiйного однорiд-
ного диференцiального рiвняння (4.1), то множина його розв’язкiв мiститься у формулi

u(t) = c1u1(t) + cdots+ cnun(t),

де c1, . . . , cn - довiльнi дiйснi сталi. У у зв’язку з цим цю формулу називають загальним розв’язком
системи диференцiального рiвняння (4.1).

П р и к л а д 3.4. Розглянемо лiнiйне однорiдне диференцiальне рiвняння

u′′ + u = 0.

Неважко перевiрити, що функцiї u1(t) = cos t i u2(t) = sin t є його розв’язками. Для цих розв’язкiв

w(u1, u2)(t) =

∣∣∣∣ cos t sin t
− sin t cos t

∣∣∣∣ = 1 ̸= 0.
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Тому з леми 3.15 вони утворюють фундаментальну систему. розв’язкiв. Отже, згiдно з теоремою
3.2 множина всiх розв’язкiв даного рiвняння мiститься у формулi

u(t) = c1 cos t+ c2 sin t,

де c1, c2 - додатнi дiйснi сталi.
З а у в а ж е н н я 3.7. У разi комплекснозначних коефiцiєнтiв лiнiйного однорiдного дифе-

ренцiального рiвняння (4.21) множина всiх розв’язкiв утворює n - вимiрний лiнiйний простiр над
полем комплексних чисел, базисом якого є будь-яка фундаментальна система розв’язкiв. При цьому
залишаються справедливими леми 3.14-3.16, а також лема 3.13 с замiною в нiй виразу "над полем
дiйсних чисел"виразом "над полем комплексних чисел".

Для дiйсних лiнiйних однорiдних диференцiальних рiвнянь так само, як i для систем, часто
вдається отримати не дiйсний, а комплексний базис. Вiн дозволяє, враховуючи, що дiйсне дифе-
ренцiальне рiвняння є окремим випадком комплекснозначного, описати множину всiх комплексних
розв’язкiв даного рiвняння, яке мiстить у собi множину всiх його дiйсних розв’язкiв. Тут також
виникає проблема про одiйснення комплексного базису.

З лем 3.5 - 3.6 випливають такi твердження.

Л е м а 3.17 (про одiйснення комплексного розв’язку). Якщо функцiя u = u1 + i u2 , де uk ∈
Cn(I;R) (k = 1, 2) , є розв’язком лiнiйного однорiдного диференцiального рiвняння (4.1), то дiйсна
частина цього розв’язку u1 = Reu та його уявна частина u2 = Imu також є розв’язками цього
рiвняння.

Л е м а 3.18 (про комплексно спряженi розв’язки). Якщо функцiя u = u1 + i u2 , де uk ∈
Cn(I;R) (k = 1, 2) , є розв’язком лiнiйного однорiдного диференцiального рiвняння (4.1), то функцiя
ū = u1 − i u2 также є розв’язком цього рiвняння.

Л е м а 3.19 (про одiйснення комплексного базису). Якщо лiнiйне однорiдне диференцiальне рiв-
няння (4.1) має фундаментальну систему розв’язкiв виду

u1 = v1 + i v2, u2 = v1 − i v2, . . . , u2m−1 = v2m−1 + i v2m, u2m = v2m−1 − i v2m, v2m+1, . . . , vn,

де vk ∈ Cn(I;R) (k = 1, . . . , n) , то функцiї v1, v2, . . . , vn утворюють дiйсну фундаментальну систему
розв’язкiв диференцiального рiвняння (4.1).

Далi отримаємо для лiнiйного однорiдного диференцiального рiвняння (4.1) деякi наслiдки резуль-
татiв для систем лiнiйних однорiдних диференцiальних рiвнянь (3.1), що стосуються властивостей
їх матриць рiшень.

Л е м м а 3.20. Якщо функцiї uk ∈ Cn(I;R) (k = 1, . . . , n) утворюють фундаментальну систему
розв’язкiв деякого лiнiйного однорiдного диференцiального рiвняння n -го порядку, вони це рiвняння
однозначно визначають.

Очевидно, що це рiвняння визначається iз спiввiдношення∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u1(t) u2(t) . . . un(t) u

u′
1(t) u′

2(t) . . . u′
n(t) u′

...
...

. . .
...

...
u
(n−1)
1 (t) u

(n−1)
2 (t) . . . u

(n−1)
n (t) u(n−1)

u
(n)
1 (t) u

(n)
2 (t) . . . u

(n)
n (t) u(n)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

Л е м а 3.21 (формула Лiувiля-Остроградського). Для будь-яких розв’язкiв uk (k = 1, . . . , n)
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лiнiйного однорiдного диференцiального рiвняння виду (4.1) та будь-якому t0 ∈ I має мiсце формула

W (u1, . . . , un)(t) = W (u1, . . . , un)(t0) exp

−
t∫

t0

pn(τ) dτ

 при t ∈ I. (4.5)

Д о в е д е н н я. Якщо функцiї uk ∈ Cn(I;R (k = 1, . . . , n) є розв’язком лiнiйного однорiдного
диференцiального рiвняння (4.1), то вектор-функцiї

xk =


uk

u′
k
...

u(n−1)

 : I −→ Rn (k = 1, . . . , n)

є розв’язками системи лiнiйних однорiдних диференцiальних рiвнянь (3.1) iз матрицею P виду (4.3).
Оскiльки для цiєї матрицi SpP (t) = −pn(t) , то для будь-якого t0 ∈ I згiдно з формулою Лiувiля-
Остроградського (3.21)

detX(t) = detX(t0) exp

−
t∫

t0

pn(τ) dτ

 при t ∈ I.

де X - матриця, стовпцями якої є вектор-функцiї x1, . . . , xn . Звiдси випливає справедливiсть твер-
дження леми. �

Л е м а 3.22 (формула Кошi для диференцiального рiвняння (4.1)). Кожен розв’язок диференцiаль-
ного рiвняння (4.1) допускає при будь-якому t0 ∈ I зображення виду

u(t) = c1(t, t0)u(t0) + · · ·+ cn(t, t0)u
(n−1)(t0), (4.6)

де c1, . . . , cn - розв’язки диференцiального рiвняння (4.1), якi задовольняють умовам

∂ci−1
k (t, t0)

∂ti−1

∣∣∣∣∣
t=t0

= δki, i = 1, . . . , n (k = 1, . . . , n), (4.7)

δki - символ Кронеккера.

Д о в е д е н н я. Лiнiйне однорiдне диференцiальне рiвняння (4.1) еквiвалентне системi лiнiйних
однорiдних диференцiальних рiвнянь

dx

dt
= P (t)x

з матрицею P виду (4.3), причому розв’язок цiєї системи

x(t) =


x1(t)
x2(t)

...
xn(t)

 =


u(t)
u′(t)

...
u(n−1)(t)

 ,

де u(t) – розв’язок диференцiального рiвняння (4.1).
У силу формули Кошi для системи лiнiйних однорiдних диференцiальних рiвнянь кожний її розв’язок

при будь-якому t0 ∈ I представимий у виглядi

x(t) = C(t, t0)x(t0),
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де C(t, t0) матриця Кошi системи лiнiйних однорiдних диференцiальних рiвнянь.
Згiдно з означенням матрицi Кошi її стовпцями є розв’язки i C(t0, t0) = E . Тому, зважаючи

на еквiвалентнiсть системи лiнiйному однорiдному диференцiальному рiвнянню (4.1) матриця Кошi
C(t, t0) має вигляд

C(t, t0) =


c1(t, t0) c2(t, t0) . . . cn(t, t0)
∂c1(t,t0)

∂t
∂c2(t,t0)

∂t . . . ∂cn(t,t0)
∂t

...
...

. . .
...

∂n−1c1(t,t0)
∂tn−1

∂n−1c2(t,t0)
∂tn−1 . . . ∂n−1cn(t,t0)

∂tn−1

 ,

де ck(t, t0) (k = 1, . . . , n) – розв’язки диференцiального рiвняння ( (4.1), якi задовольняють початко-
вим умовам

∂ci−1
k (t, t0)

∂ti−1

∣∣∣∣∣
t=t0

= δik, i = 1, . . . , n.

Тодi в силу формули Кошi та (4.2)
u(t)
u′(t)

...
u(n−1)(t)

 =


c1(t, t0) c2(t, t0) . . . cn(t, t0)
∂c1(t,t0)

∂t
∂c2(t,t0)

∂t . . . ∂cn(t,t0)
∂t

...
...

. . .
...

∂n−1c1(t,t0)
∂tn−1

∂n−1c2(t,t0)
∂tn−1 . . . ∂n−1cn(t,t0)

∂tn−1




u(t0)
u′(t0)

...
u(n−1)(t0)


Звiдси ясно, що для першої компоненти вектора, що стоїть лiворуч, маємо

u(t) = c1(t, t0)u(t0) + c2(t, t0)u
′(t0) + . . . cn(t, t0)u

(n−1)(t0),

що й потрiбно було довести.
ПРИКЛАД 1. Розглянемо лiнiйне однорiдне диференцiальне рiвняння

u′′ + u = 0.

Положимо
u(t) = x1(t), u′(t) = x2(t),

отримаємо для цього рiвняння еквiвалентну систему лiнiйних однорiдних диференцiальних рiвнянь{
dx1

dt = x2,
dx2

dt = −x1.

Ранiше для цiєї системи рiвнянь було отримано матрицю Кошi виду

C(t, τ) =

(
cos(t− τ) sin(t− τ)
− sin(t− τ) cos(t− τ)

)
.

Тут c1(t, τ) = cos(t− τ), c2(t, τ) = sin(t− τ) . Тому формула Кошi для рiвняння, що розглядається,
має вигляд

u(t) = cos(t− t0)u(t0) + sin(t− t0)u
′(t0).

Вона дає зображення для будь-якого розв’язку з початковими умовами u(t0) = c1, u′(t0) = c2.
ПРИКЛАД 2. Розглянемо лiнiйне однорiдне рiвняння

u(n) = 0.
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Очевидно, що розв’язком цього рiвняння є будь-який многочлен n− 1 -го порядку. Серед цих мно-
гочленiв знайдемо n функцiй ck(t, t0), (k = 1, . . . , n), якi задовольняють початковим умовам

∂ci−1
k (t, t0)

∂ti−1

∣∣∣∣∣
t=t0

= δik, i = 1, . . . , n.

Неважко зрозумiти, що такими є функцiї виду

ck(t, t0) =
(t− t0)

k−1

(k − 1)!
(k = 1, . . . , n).

Тому формула Кошi для диференцiального рiвняння, що розглянуто, має такий вигляд

u(t) = u(t0) + (t− t0)u
′(t0) + . . .+

(t− t0)
n−1

(n− 1)!
u(n−1)(t0),

або

u(t) = u(t0) +
u′(t0)

1!
(t− t0) +

u′′(t0)

2!
(t− t0)

2 + . . .
u(n−1)(t0)

(n− 1)!
(t− t0)

n−1.

Це формула Тейлора для многочлена n− 1 -го порядку.

2.4.2 Основнi властивостi розв’язкiв лiнiйних неоднорiдних диференцiаль-
них рiвнянь n -го порядку

Розглянемо лiнiйне неоднорiдне диференцiальне рiвняння

u(n) +

n∑
k=1

pk(t)u
(k−1) = f(t), (1)

де pk ∈ C(I;R) (k = 1, . . . , n), f ∈ C(I;R), i вiдповiдне йому лiнiйне однорiдне диференцiальне рiвняння

u(n) +

n∑
k=1

pk(t)u
(k−1) = 0. (10)

Лема (принцип суперпозицiї). 1. Якщо u1, u2 – розв’язок лiнiйного однорiдного диференцiаль-
ного рiвняння (10) , то їх лiнiйна комбiнацiя u = c1u1 + c2u2 з дiйсними коефiцiєнтами також є
розв’язком цього рiвняння. 2. Якщо u1 - розв’язок лiнiйного неоднорiдного диференцiального рiвняння
(1) i u2 - розв’язок вiдповiдного лiнiйного однорiдного диференцiального рiвняння (10) , то їх сума
u = u1 + u2 є розв’язком лiнiйного неоднорiдного (1). 3. Якщо u1, u2 - розв’язок лiнiйного неодно-
рiдного диференцiального рiвняння (1), їх рiзниця u = u1 − u2 є розв’язком вiдповiдного лiнiйного
однорiдного диференцiального рiвняння (10) .

Доведення проводиться також, як i доведення вiдповiдної леми для систем лiнiйних диферен-
цiальних рiвнянь. Наприклад, доведемо третє твердження.

3. Нехай u1(t) и u2(t) – розв’язок неоднорiдного рiвняння (1). Тодi через означення розв’язку

u
(n)
1 (t) +

n∑
k=1

pk(t)u
(k−1)
1 (t) = f(t) для всiх t ∈ I

i

u
(n)
2 (t) +

n∑
k=1

pk(t)u
(k−1)
2 (t) = f(t) для всiх t ∈ I.
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Вiднiмаючи з першої тотожностi другу, отримаємо

u
(n)
1 (t)− u

(n)
2 (t) +

n∑
k=1

pk(t)[u
(k−1)
1 (t)− u

(k−1)
2 (t)] = 0 для всiх t ∈ I,

або

[u1(t)− u2(t)]
(n) +

n∑
k=1

pk(t)[u1(t)− u2(t)]
(k−1) = 0 для всiх t ∈ I,

а це означає, що u1(t)− u2(t) є розв’язком однорiдного диференцiального рiвняння (10) .

Теорема (про множину всiх розв’язкiв ЛНДР (1)). Якщо u1(t), . . . , un(t) – фундаментальна си-
стема розв’язкiв вiдповiдного однорiдного диференцiального рiвняння (10) i u0(t) – будь-який розв’язок
лiнiйного неоднорiдного рiвняння, то множина всiх розв’язкiв лiнiйного неоднорiдного диференцiаль-
ного рiвняння (1) мiститься у формулi

u(t) = c1u1(t) + . . .+ cnun(t) + u0(t), (2)

де c1, . . . , cn – довiльнi додатнi сталi.
Ця формула дає загальний розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiвняння. У нiй сума c1u1(t) + . . . +

cnun(t) – представляє загальний розв’язок вiдповiдного однорiдного диференцiального рiвняння (10) i
u0(t) – частинний розв’язоу лiнiйного неоднорiдного диференцiального рiвняння (1).

Доведення теореми. Оскiльки u1(t), . . . , un(t) - це розв’язки однорiдного диференцiального рiв-
няння (10) , то з першого твердження принципу суперпозицiї лiнiйна комбiнацiя з дiйсними сталими
c1u1(t)+ . . .+cnun(t) є розв’язком лiнiйного однорiдного диференцiального рiвняння (10) . А тодi, вра-
ховуючи, що u0(t) це розв’язок лiнiйного неоднорiдного диференцiального рiвняння, з використанням
другого твердження принципу суперпозицiї приходимо до висновку, що функцiя u(t) з формули (2)
буде розв’язком лiнiйного неоднорiдного диференцiального рiвняння (1). Отже, при будь-яких дiйсних
значеннях c1, . . . , cn функцiя u(t) з формули (2) є розв’язком лiнiйного неоднорiдного диференцiаль-
ного рiвняння (1).

Залишається лише довести, що розв’язок лiнiйного неоднорiдного диференцiального рiвняння (1)
мiститься у формулi (2) при деяких дiйсних значеннях c1, . . . , cn . Нехай u∗(t) - довiльний розв’язок
лiнiйного неоднорiдного диференцiального рiвняння (1). Оскiльки за умовою теореми функцiя u0(t)
також є розв’язками цього рiвняння, то в силу третього твердження цiєї теореми їх рiзниця u∗(t)−
u0(t) є розв’язком вiдповiдного лiнiйного однорiдного диференцiального рiвняння i тому мiститься в
множинi його розв’язкiв, що задається формулою

u(t) = c1u1(t) + . . .+ cnun(t).

Це означає, що iснують такi сталi c01, . . . , c
0
n , що

u∗(t)− u0(t) = c01u1(t) + . . .+ c0nun(t),

звiдки випливає, що
u∗(t) = c01u1(t) + . . .+ c0nun(t) + u0(t),

тобто розв’язок u∗(t) мiститься в формулi (2) при деяких значеннях c1, . . . , cn .
Тепер зауважимо, що знання фундаментальної системи розв’язкiв вiдповiдного однорiдного дифе-

ренцiального рiвняння дозволяє побудувати будь-який окремий розв’язок лiнiйного неоднорiдного ди-
ференцiального рiвняння. Нехай u1(t), . . . , un(t) – фундаментальна система розв’язкiв вiдповiдного
однорiдного диференцiального рiвняння (10) . Вона дозволяє для будь-якого фiксованого τ ∈ I знайти
n розв’язкiв цього рiвняння, якi вiдповiдають наступним початковим умовам

u(τ) = 1,
u′(τ) = 0,
u′′(τ) = 0

...
u(n−1)(τ) = 0,

u(τ) = 0,
u′(τ) = 1,
u′′(τ) = 0,

...
u(n−1)(τ) = 0,

. . .

u(τ) = 0,
u′(τ) = 0,

...
u(n−2)(τ) = 0
u(n−1)(τ) = 1,
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Позначимо розв’язки цих n задач Кошi за c1(t, τ), c2(t, τ), . . . , cn(t, τ) вiдповiдно.
Тепер рiвняння (1) i (10) за допомогою замiн

u(t) = x1(t),
u′(t) = x2(t),

...
u(n−1)(t) = xn(t)

зведемо до еквiвалентних систем лiнiйних диференцiальних рiвнянь виду

x′ = P (t)x+ q(t) (3)

i
x′ = P (t)x, (30)

де

P (t) =


0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0
...

...
... · · ·

...
...

0 0 0 . . . 0 1
−p1(t) −p2(t) −p3(t) . . . −pn−1(t) −pn(t)

 , q(t) =


0,
0,
...
0

f(t)

 .

При цьому, як ми вже показали вище, матриця

C(t, τ) =


c1(t, τ) c2(t, τ) . . . cn(t, τ)
∂c1(t,τ)

∂t
∂c2(t,τ)

∂t . . . ∂cn(t,τ)
∂t

...
...

. . .
...

∂n−1c1(t,τ)
∂tn−1

∂n−1c2(t,τ)
∂tn−1 . . . ∂n−1cn(t,τ)

∂tn−1


буде матрицею Кошi однорiдної системи диференцiальних рiвнянь (30) .

Тодi в силу формули Кошi, отриманої ранiше для системи лiнiйних неоднорiдних диференцiальних
рiвнянь, будь-який розв’язок цiєї системи для кожного t0 ∈ I представимий у виглядi

x(t) = C(t, t0)x(t0) +

t∫
t0

C(t, τ)q(τ) dτ.

Оскiльки тут

x(t) =


x1(t)
x2(t)

...
xn(t)

 =


u(t)
u′(t)

...
u(n−1)(t)

 ,

то дана формула набуває вигляду
u(t)
u′(t)

...
u(n−1)(t)

 = C(t, t0)


u(t0)
u′(t0)

...
u(n−1)(t))

+

t∫
t0

C(t, τ)


0
...
0

f(τ)

 dτ.

Звiдси, враховуючи вид матрицi C(t, τ) , отримаємо

u(t) = c1(t, t0)u(t0) + c2(t, t0)u
′(t0) + . . .+ cn(t, t0)u

(n−1)(t0) +

t∫
t0

cn(t, τ)f(τ) dτ. (4)
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Цю формулу називають формулою Кошi для лiнiйного неоднорiдного жиференцiального рiвняння
(1), а функцiю cn(t, τ) - функцiєю Кошi. Таким чином, встановлена наступна теорема.

Теорема (про формулу Кошi для ЛНДР). Кожний розв’язок лiнiйного неоднорiдного диференцiаль-
ного рiвняння (1) при будь-якому t0 ∈ I представимо у виглядi формули Кошi(4).

ЗАУВАЖЕННЯ. У формулi Кошi сума перших n доданкiв є розв’язком лiнiйного однорiдного
диференцiального рiвняння (10) з початковими умовами u(t0), . . . , u

(n−1)(t0) , а останнiй доданок
- розв’язок лiнiйного неоднорiдного диференцiального рiвняння (1), що задовольняє умовам u(t0) =
0, u′(t0) = 0, . . . , u(n−1)(t0) = 0.

ПРИКЛАД 1. Розглянемо лiнiйне неоднорiдне диференцiальне рiвняння

u′′ + u = f(t).

Ранiше ми показали, що для вiдповiдного однорiдного диференцiального рiвняння

u′′ + u = 0

функцiї c1(t, τ) и c(t, τ) мають вид

c1(t, τ) = cos(t− τ), c2(t, τ) = sin(t− τ).

Тодi в силу формули Кошi (4) будь-який розв’язок заданого лiнiйного неоднорiдного диференцiального
рiвняння для кожного t0 ∈ I представимий у виглядi

u(t) = u(t0) cos(t− t0) + u′(t0) sin(t− t0) +

t∫
t0

sin(t− τ)f(τ) dτ.

ПРИКЛАД 2. Розглянемо лiнiйне неоднорiдне диференцiальне рiвняння

u(n) = f(t),

де f – непрерервна функцiя на деякому промiжкi I ⊂ R .
Ранiше було встановлено, що для вiдповiдного однорiдного диференцiального рiвняння

u(n) = 0

функцiї ck(t, τ) (k = 1, . . . , n) мають вид

ck(t, τ) =
(t− τ)k−1

(k − 1)!
(k = 1, . . . , n).

Тому в силу формули Кошi (4) будь-який розв’язок заданого лiнiйного неоднорiдного диференцiаль-
ного рiвняння для кожного t0 ∈ I представимий у виглядi

u(t) = u(t0) +
u′(t0)

1!
(t− t0) + . . .+

u(n−1)(t0)

(n− 1)!
(t− t0)

n−1 +

t∫
t0

(t− τ)n−1

(n− 1)!
f(τ) dτ.

Вiдповiдно до вищевикладеного лiнiйне неоднорiдне рiвняння (1) завжди може бути проiнтегрова-
но, якщо вiдома фундаментальна система розв’язкiв вiдповiдного однорiдного диференцiального рiв-
няння (10) .

Вкажемо тепер один клас лiнiйних однорiдних диференцiальних рiвнянь, для якого фундаменталь-
на система розв’язкiв завжди можна визначити.
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2.5 ФСР ЛОДР зi сталими коефiцiєнтами.
Розглядаємо лiнiйне однорiдне диференцiальне рiвняння

u(n) +

n∑
k=1

pku
(k−1) = 0 (1)

де pk (k = 1, . . . , n) – дiйснi сталi, або

u(n) + pnu
(n−1) + pn−1u

(n−2) + . . .+ p2u
′ + p1u = 0.

Для цього диференцiального рiвняння введемо вiдповiднi йому многочлен та оператор

f(λ) = λn + pnλ
n−1 + pn−1λ

n−2 + . . .+ p2λ+ p1,

Ln =
∂n

∂tn
+ pn

∂n−1

∂tn−1
+ . . .+ p2

∂

∂t
+ p1

або в короткому записi

f(λ) = λn +

n∑
k=1

pkλ
k−1, (2)

Ln =
∂n

∂tn
+

n∑
k=1

pk
∂k−1

∂tk−1
. (3)

Рiвняння
f(λ) = 0

або
λn + pnλ

n−1 + pn−1λ
n−2 + . . .+ p2λ+ p1 = 0 (4)

або в короткому записi

λn +

n∑
k=1

pkλ
k−1 = 0

називається характеристичним для диференцiального рiвняння (1). Оператор Ln кожної n -раз
неперервно диференцiйованої функцiї u ставить у вiдповiднiсть функцiю

Ln(u(t)) =
∂nu(t)

∂tn
+

n∑
k=1

pk
∂k−1u(t)

∂tk−1
.

Мiж рiвнянням (1) та оператором Ln iснує тiсний зв’язок. А саме

Лема 1. Функцiя u(t) є розв’язком диференцiального рiвняння (1) тодi i лише тодi, коли Ln(u)(t) ≡
0 на R .

Лема є очевидною.
Лема 2 (перша основна властивiсть оператора).

Ln(e
λt) = f(λ)eλt.

Доведення. Дiйсно, в сиду означення лiнiйного оператора

Ln(e
λt) = λneλt +

n∑
k=1

pkλ
k−1eλt =
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= eλt[λn +

n∑
k=1

pkλ
k−1] = f(λ)eλt

з лем 1 i 2 безпосередньо випливає

Лема 3. Функцiя eλt є розв’язком диференцiального рiвняння (1) тодi i лише тодi, коли λ є
коренем характеристичного рiвняння (4).

Теорема 1 (випадок простих коренiв характеристичного рiвняння). Якщо характеристичне рiв-
няння (4) має n простих (рiзних) коренiв λ1, . . . , λn , то диференцiальне рiвняння (1) має фунда-
ментальну систему розв’язкiв виду

eλ1t, eλ2t, . . . , eλnt. (5)

Доведення. Нехай характеристичне рiвняння (4) має n рiзних коренiв λ1, . . . , λn . Тодi згiдно
лемi 3 функцiї (5) є розв’язками диференцiального рiвняння (1). Залишається лише встановити, що
цi розв’язки утворюють фундаментальну систему розв’язкiв. Для цього скористаємося критерiєм
фундаментальностi. Запишемо Вронскiан для цих розв’язкiв

W
(
eλ1t, . . . , eλnt

)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
eλ1t eλ2t . . . eλnt

λ1e
λ1t λ2e

λ2t . . . λne
λnt

...
...

. . .
...

λn−1
1 eλ1t λn−1

2 eλ2t . . . λn−1
n eλnt

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = e(λ1+...+λn)t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 . . . 1
λ1 λ2 . . . λn

...
...

. . .
...

λn−1
1 λn−1

2 . . . λn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
= e(λ1+...+λn)t

∏
1≤k<m≤n

(λm − λk) ̸= 0 при всiх t ∈ R.

Тому згiдно з критерiєм фундаментальностi функцiї (5) утворюють фундаментальну систему розв’язкiв.
Теорему доведено.

ЗАУВАЖЕННЯ. Оскiльки коренi характеристичного рiвняння, взагалi кажучи, комплекснi, то
фундаментальна система може мiстити комплекснi розв’язки. I тут виникає необхiднiсть одiйс-
нити комплексний базис. Для цього можемо скористатися лемою про одiйснення комплексного бази-
су. Якщо число lambdak - комплексний корiнь характеристичного рiвняння (4), тобто. має вигляд
λk = αk + iβk , де αk i βk - дiйснi числа, то характеристичне рiвняння має i комплексно спряже-
ний розв’язок λ̃k = αk − iβk . Цим двом корiнням характеристичного рiвняння (4) вiдповiдають два
розв’язки

e(αk+iβk)t, e(αk−iβk)t

в комплекснiй фундаментальнiй системi розв’язкiв (5).
Для цмх розв’язкiв в силу формули Ейлера маємо

e(αk+iβk)t = eαkt(cosβkt+ i sinβkt), e(αk−iβk)t = eαkt(cosβkt− i sinβkt)

Цим двом комплексним розв’язкам iз комплексної фундаментальної системи розв’язкам в силу леми
про одiйснення комплексного базису вiдповiдатимуть два дiйснi розв’язки

eαkt cosβkt, eαkt sinβkt

з дiйсної фундаментальної системи розв’язкiв.
ПРИКЛАД 1. Розглянемо лiнiйне однорiдне диференцiальне рiвняння

y′′ − 5y′ + 6y = 0.

Запишемо вiдповiдне йому характеристичне рiвняння

λ2 − 5λ+ 6 = 0.
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Це рiвняння має простi коренi
λ1 = 3, λ2 = 2.

Оскiльки коренi дiйснi та рiзнi, то диференцiальне рiвняння має фундаментальну систему розв’язкiв.

e3t, e2t.

А тодi множина всiх розв’язкiв даного диференцiального рiвняння мiститься у формулi

u(t) = c1e
3t + c2e

2t,

де c1, c2 – довiльнi дiйснi сталi.

ПРИКЛАД 2. Розглянемо рiвняння

u′′ + u′ + u = 0.

Запишемо вiдповiдне йому характеристичне рiвняння

λ2 + λ+ 1 = 0.

Коренями цього рiвняння є комплекснi числа

λ1 = −1

2
+ i

√
3

2
, λ2 = −1

2
− i

√
3

2

Цим комплексно спряженим кореням характеристичного рiвняння в дiйсному базисi вiдповiдають
наступнi два розв’язки диференцiального рiвняння

e−
1
2 t cos

(√
3

2
t

)
, e−

1
2 t sin

(√
3

2
t

)
.

А тодi множина всiх розв’язкiв диференцiального рiвняння мiститься у формулi

u(t) = e−
1
2 t

(
c1 cos

(√
3

2
t

)
+ c2 sin

(√
3

2
t

))
,

де c1, c2 – довiльнi дiйснi сталi.

ПРИКЛАД 3. Розглянемо рiвняння
u′′ + u = 0.

Запишемо його характеристичне рiвняння

λ2 + 1 = 0.

Його корiнями є комплекснi спряжi числа

λ1 = i, λ2 = −i.

Цим кореням вiдповiдає наступна дiйсна фундаментальна система розв’язкiв

cos t, sin t,

i загальний розв’язок матиме вигляд

u(t) = c1 cos t+ c2 sin t,

де c1, c2 – додатнi дiйснi сталi.
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ЗАГАЛЬНИЙ ВИПАДОК (наявностi кратних коренiв).
Щоб встановити для рiвняння (1) з постiйними коефiцiєнтами загальний результат, що охо-

плює i випадок наявностi кратних коренiв у характеристичного рiвняння (4), наведемо спочатку ряд
необхiдних для цього допомiжних тверджень.

Лема 4 (наслiдок з теореми Шварца про рiвнiсть змiшаних похiдних). Якщо функцiя
f(u, v) , задана на деякої вiдкритiй множинi D ∈ R2 , має для деяких цiлих додатнiх k i m непере-
рвнi на D змiшанi частиннi похiднi

∂k+mf(u, v)

∂ku∂mv
i

∂k+mf(u, v)

∂mv∂ku
,

то
∂k+mf(u, v)

∂ku∂mv
=

∂k+mf(u, v)

∂mv∂ku
на D.

Лемма 5 (формула Лейбниця). Якщо функцiї u i v n -рвз диференцiюються на промiжку
J ∈ R , то

(u(t)v(t))
(n)

= u(n)(t) +

n∑
k=i

Ci
nu

(n−i)(t)v(i)(t) + v(n)(t), при t ∈ J

де Ci
n – число сполучень з n по i , тобто

Ci
n =

n!

i!(n− i)!
.

Лема 6 (про властивiсть многочленiв) Якщо многочлен f(λ) степеня n має корiнь λk крат-
ностi nk ≤ n , то

F (λk) = f ′(λk) = . . . = f (nk−1)(λk) = 0 i f (nk)(λk) ̸= 0.

Лема 7 (про властивостi лiнейного оператора Ln ). Для будь-якого цiлого додатнього m

Ln

(
tmeλt

)
=

(
m∑
i=0

Ci
mf (i)(λ)tm−i

)
eλt.

Доведення. Зауважимо спочатку, що tmeλt = ∂meλt

∂λm . Тодi в силу вида оператора Ln маємо

Ln

(
tmeλt

)
= Ln

(
∂meλt

∂λm

)
=

∂n

∂nt

(
∂meλt

∂λm

)
+

n∑
k=1

pk
∂k−1

∂tk−1

(
∂meλt

∂λm

)
.

Враховуючи тепер лему 4 про рiвнiсть змiшаних похiдних, перепишемо це спiввiдношення у виглядi

Ln

(
tmeλt

)
=

∂m

∂λm

(
∂neλt

∂tn

)
+

n∑
k=1

pk
∂m

∂λm

(
∂k−1eλt

∂tk−1

)
.

А оскiльки сталу можна виносити за знак похiдної та похiдна вiд суми дорiвнює сумi похiдних, то
з цього спiввiдношення з урахуванням леми 2 отримаємо

Ln

(
tmeλt

)
=

∂m

∂λm

[
∂neλt

∂tn
+

n∑
k=1

pk
∂k−1eλt

∂tk−1

]
=

∂m

∂λm
Ln(e

λt) =
∂m

∂λm

(
f(λ)eλt

)
.
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Використовуючи тепер формулу Лейбниця для похiдних вищих порядкiв вiд виконання функцiй, оста-
точно знаходимо, що

Ln

(
tmeλt

)
=

(
m∑
i=0

Ci
mf (i)(λ)tm−i

)
eλt.

Лему доведено.
Тепер з використанням наведених вище лем встановимо наступний результат.

Теорема 2 (загальний випадок). Якщо характеристичне рiвняння (4) має s рiзних коренiв
λ1, . . . , λs кратностей n1, . . . , ns вiдповiдно ( n1 + . . .+ ns = n ), то диференцiальне рiвняння (1) має
фундаментальну систему розв’язкiв

eλkt, teλkt, . . . , tnk−1eλkt (k = 1, . . . , s). (6)

Доведення. Спочатку покажемо, що функцiї (6) є розв’язками диференцiального рiвняння (1).
Для кожного кореня λk кратностi nk розглянемо функцiю tmeλkt , де 0 ≤ m ≤ nk − 1 i покажемо,
що вона є розв’язком диференцiального рiвняння (1). Для цього знайдемо образ лiнiйного оператора
Ln для цiєї функцiї. З використанням леми 7 будемо мати

Ln

(
tmeλkt

)
=

(
m∑
i=0

Ci
mf (i)(λk)t

m−i

)
eλkt.

Тут в сумi праворуч f (i)(λk) (i = 0, 1, . . . , nk − 1) – похiднi характеристичного многочлену f(λ) , що
обчисленi при λ = λk . В силу леми 6 всi цi похiднi рiвнi нулю. Тому

Ln

(
tmeλkt

)
= 0 при t ∈ R.

Тому згiдно лемi 1 функцiя tmeλkt для будь-якого 0 ≤ m ≤ nk − 1 є розв’язком диференцiального
рiвняння (1).

Залишається лише довести, що це функцiї (6) утворюють фундаментальну систему розв’язiв
диференцiального рiвняння (1), тобто є лiнiйно незалежними R . Припустимо супротивн, що вони
є лiнiйно залежними на R , тодi iснують сталi ck0, ck1, . . . , ck,nk−1 (k = 1, . . . , s) , не всi рiвнi нулю,
такi, що

s∑
k=1

(
ck0 + ck1t+ . . .+ ck,nk−1t

nk−1
)
eλkt ≡ 0 на R.

Враховуючи, що тут серед сталих cki можуть бути рiвнi нулю, перепишемо це тотожнiсть у
виглядi

σ∑
k=1

Pk(t)e
λkt ≡ 0, (7)

де Pk - многочлени степенiв не вище nk−1 i σ выбрано так, що Pσ – многочлен, не рiвний тотожно
нулю, а Pσ+i(t) ≡ 0 на R при i ≥ 1 .

Роздiлимо тотожнiсть (7) на eλ1t . В результатi отримаємо тотожнiсть

P1(t) +

σ∑
k=2

Pk(t)e
(λk−λ1)t ≡ 0.

Тут P1(t) - многочлен ступеня не вище n1−1 . Продиференцiюємо цю тотожнiсть достатню кiль-
кiсть разiв, так, щоб многочлен P1(t) дорiвнював би нулю. При цьому зауважимо, що ступiнь i вла-
стивiсть бути не рiвними тотожно нулю у многочленiв, що стоять множниками при e(λk−λ1)t ,
зберiгаються при цiй операцiї. Тому отримаємо

σ∑
k=2

Qk(t)e
(λk−λ1)t ≡ 0,
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де Qk – многочлени ступеня не вище nk − 1 и Qσ – многочлен, не рiвний тожньо нулю.
Тепер роздiлимо тотожнiсть на e(λ2−λ1)t . В результатi приходимо до тотожностi виду

Q2(t) +

σ∑
k=3

Qk(t)e
(λk−λ2)t ≡ 0.

Диференцiюючи його достатню кiлькiсть разiв так, щоб дорiвнював нулю многочлен Q2 , отримаємо
тотожнiсть

σ∑
k=3

Rk(t)e
(λk−λ2)t ≡ 0,

де могочлени Rk мають той же ступень, що i многочлени Pk , i при цьому многочлен Rσ(t) не
рiвений тотожньо нулю. Продовжуючи цей процес так само, як i вище, отримаємо наприкiнцi цього
процесу тотожнiсть

Fσ(t)e
(λσ−λσ−1)t ≡ 0,

де Fσ многочлен, не дорiвнює тотожньо нулю. Однак ця тотожнiсть може мати мiсце лише у
випадку, коли многочлен Fσ(t) дорiвнює тотожньо нулю на R . Отримали протирiччя, яке говорить
про те, що наше припущення про лiнiйну залежнiсть функцiй з (6) на R було неправильним. Отже,
вони є лiнiйно незалежними на R розв’язками диференцiального рiвняння (1) i тому утворюють
фундаментальну систему розв’язками. Теорему повнiстю доведено.

Зауваження 1. Вказана в теоремi 2 фундаментальна система розв’язкiв диференцiального рiв-
няння (1) є, власне кажучи, комплексною. Щоб отримати дiйсну фундаментальну систему розв’язкiв,
потрiбно скористатися лемою про одiйснення комплексного базису. В силу цiєї леми комплексно
спряженим розв’язкам у комплексному базисi вiдповiдатимуть їх дiйснi та уявнi частини у дiйс-
ному базисi. Нехай λk = αk + iβk - комплексний корiнь кратностi nk характеристичного рiвнян-
ня (4). Оскiльки це рiвняння з дiйсними коефiцiєнтами, воно має i комплексно спряжений корiнь
λ̄k = αk − iβk кратностi nk . Цим кореням через теорему 2 вiдповiдають 2nk комплексних рiшень

e(αk+iβk)t, te(αk+iβk)t, . . . , tnk−1e(αk+iβk)t i e(αk−iβk)t, te(αk−iβk)t, . . . , tnk−1e(αk−iβk)t (8)

в комплексном базисi.
Згiдно з формулою Ейлера

e(αk+iβk)t = eαkt (cosβkt+ i sinβkt) , e(αk−iβk)t = eαkt (cosβkt− i sinβkt) .

Тому згiдно з лемою про одiйснення комплексного базису 2nk розв’язкам (8) у комплексному базисi
вiдповiдатимуть у дiйсному базисi 2nk розв’язкiв диференцiального рiвняння (1) наступного виду

eαkt cosβkt, teαkt cosβkt, . . . , tnk−1eαkt cosβkt i eαkt sinβkt, teαkt sinβkt, . . . , tnk−1eαkt sinβkt.

Зауваження 2. З теореми 2 у разi, коли nk = 1 витiкає теорема 1 випадку простих коренiв
характеристичного рiвняння (4), тобто теорема 2 охоплює всi можливi випадки коренiв характе-
ристичного рiвняння (4).

ПРИКЛАД 1.
Записати загальний розв’язок диференцiального рiвняння

u′′ − 4u′ + 4u = 0.

Це лiнiйне однорiдне диференцiальне рiвняння другого порядку з дiйсними коефiцiєнтами. Запишемо
вiдповiдне для цього диференцiального рiвняння характеристичне рiвняння

λ2 − 4λ+ 4 = 0.
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Це рiвняння має дiйсний корiнь λ1 = 2 другої кратностi (n1 = 2) . Тодi згiдно з теоремою 2 дифе-
ренцiальне рiвняння має фундаментальну систему розв’язкiв виду

e2t, te2t.

Отже, загальний розв’язок даного рiвняння має вигляд

u(t) = c1e
2t + c2te

2t

або
u(t) = (c1 + c2t)e

2t,

де c1, c2 – довiльнi дiйснi сталi.

ПРИКЛАД 2. Розглянемо диференцiальне рiвняння

u(8) − 2u(4) + u = 0.

Запишемо його характеристичне рiвняння

λ8 − 2λ4 + 1 = 0.

Знайдемо коренi цього рiвняння. Зауважимо, що це рiвняння може бути записано у виглядi

(λ4 − 1)2 = 0,

або
(λ2 − 1)2(λ2 + 1)2 = 0,

або
(λ− 1)2(λ+ 1)2(λ+ i)2(λ− i)2 = 0.

Звiдси ясно, що характеристичне рiвняння має коренi

λ1 = 1 кратностi 2, λ2 = −1 кратностi 2,

λ3 = i кратностi 2, λ4 = −i кратностi 2,

Тодi в силу теореми 2 i зауваження 1 диференцiальне рiвняння має фундаментальну систему розв’язкiв

et, tet, e−t, te−t, cost, t cos t, sin t, t sin t.

Звiдси випливає, що загальний розв’язок диференцiального рiвняння, що розглядається, має вигляд

u(t) = (c1 + c2t)e
t + (c3 + c4t)e

−t + (c5 + c6t) cos t+ (c7 + c8t) sin t,

де ci (i = 1, . . . , 8) – додатнi дiйснi сталi.

ПРИКЛАД 2. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвняння

u(5) + 7u(4) − 8u′′′ = 0.

λ5 + 7λ4 − 8λ3 = 0.

(λ2 + 7λ = 8)λ3 = 0

λ1 = 0 кратностi 3, λ2 = −8, λ3 = 1.

ФСР
1, t, t2, et, e−8t

Загальний розв’язок
u(t) = c1 + c2t+ c3t

2 + c4e
t + c5e

−8t.
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