
Роздiл 7

КОЛИВНIСТЬ ТА НЕКОЛИВНIСТЬ
ЛIНIЙНИХ ОДНОРIДНИХ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ
ДРУГОГО ПОРЯДКУ

7.1 Коливнi та неколивнi розв’язки лiнiйних однорiдних дифе-
ренцiальних рiвнянь другого порядку

Оскiльки будь-яке лiнiйне однорiдне диференцiальне рiвняння другого порядку за до-
помогою перетворень може бути зведеним до двочленого рiвняння

u′′ + q(t)u = 0 (7.1)

де q ∈ C(I; R) , то в подальшому обмежимось, в основному, розглядом рiвнянь лише
такого виду. При цьому далi будемо вважати, що I = [a, ω[ (ω ≤ +∞) .

Означення 7.1. Розв’язок u рiвняння (7.1) називається коливним, якщо iснує по-
слiдовнiсть {tn} (tn ∈ [α, ω[) , яка збiгається до ω , така, що u(tn) = 0 (n = 1, 2, . . . , )
(послiдовнiсть нулiв u(t) ). У противному разi, розв’язок u рiвняння (7.1) називає-
ться неколивним.

Звiдси , зокрема, випливає, що тривiальний розв’язок u(t) ≡ 0 рiвняння (7.1) вва-
жається коливним.

У зв’язку з цим означенням природним постає питання: чому послiдовнiсть нулiв
коливного розв’язку повина збiгатися до ω ? Вiдповiдь на нього дає наступна

Лема 7.1 (про точки згущення нулiв). Кожний нетривiальний розв’язок рiвняння
(7.1) на будь-якому вiдрiзку [a, b] ∈ [a, ω[ може мати не бiльш нiж скiнчену кiлькiсть
нулiв.

Д о в е д е н н я. Припустимо супротивне, що iснує нетривiальний розв’язок u рiв-
няння (7.1), який на деякому вiдрiзку [a, b] ∈ [a, ω[ має нескiнченну кiлькiсть нулiв. Ця
множина нулiв є обмеженою i тому за теоремою Больцано-Вейерштрасса з неї можна
вилучити збiжну до деякої точки t0 ∈ [a, b] послiдовнiсть {tn} нулiв u(t) . Оскiльки
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u(t) , як розв’язок диференцiального рiвняння (7.1), є неперервною функцiєю на про-
мiжку [a, b] i u(tn) = 0 (n = 1, 2, . . . , n) , то згiдно з означенням неперервностi функцiї
u у точцi t0 будемо мати

u(t0) = lim
t→t0

u(t) = lim
n→+∞

u(tn) = 0.

Враховуючи тепер, що u , як розв’язок рiвняння (7.1), є неперервно диференцiйовною
функцiєю на вiдрiзку [a, b] i u(t0) = 0 , то на пiдставi означення похiдної, отримуємо,
що

u′(t0) = lim
t→t0

u(t)− u(t0)
t− t0

= lim
n→+∞

u(tn)− u(t0)
tn − t0

= lim
n→+∞

0− 0

tn − t0
= 0.

Таким чином, розглядаємий розв’язок u рiвняння (7.1) задовольняє умови

u(t0) = u′(t0) = 0.

Однак, згiдно з теоремою iснування i єдиностi розв’язку задачi Кошi цi умови може
задовольняти тiльки тривiальний розв’язок рiвняння (7.1), але це суперечить припу-
щенню, що розглядаємий розв’язок u(t) є нетривiальним. Отримане протерiчя свiдчить
про справедливiсть твердження леми.

Зауваження 7.1. З означення 7.1 i доведеної леми безпосередньо випливає, що: 1)
кожний нетривiальний коливний розв’язок рiвняння (7.1) має нескiнчену кiлькiсть
нулiв у будь-якому лiвому околi ω ; 2) кожний неколивний розв’язок рiвняння (7.1)
має на промiжку [a, ω[ не бiльш, нiж скiнчену кiлькiсть нулiв.

Лема 7.2 ( Штурма). Нехай функцiї q, h : [a, ω[−→ R неперервнi, рiвняння (7.1) має
нетривiальний розв’язок u такий, що

u(t1) = u(t2) = 0, де a ≤ t1 < t2 < ω, (7.2)

i
h(t) ≥ q(t) при t1 < t < t2. (7.3)

Тодi для будь-якого розв’язку v диференцiального рiвняння

v′′ + h(t)v = 0 (7.4)

виконується одна з двох умов: або

v(t1) = v(t2) = 0; (7.5)

або
iснує t0 ∈]t1, t2[ таке, що v(t0) = 0, (7.6)

причому, якщо нерiвнiсть (7.3) є строгою хоча б в однiй точцi з промiжку ]t1, t2[ , то
виконується умова (7.6).

Д о в е д е н н я . З урахуванням умов леми можемо вважати, не обмежуючи спiль-
ностi, що t1 i t2 - послiдовнi нулi розв’язку u(t) i u(t) > 0 при t ∈]t1, t2[ . Тодi згiдно з
нетривiальнiстю u(t)

u′(t1) > 0, u′(t2) < 0. (7.7)
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Припустимо тепер, що твердження леми не є справедливим. У цьому випадку iснує
нетривiальний розв’язок v диференцiального рiвняння (7.4), який задовольняє умови

v(t) > 0 при t ∈]t1, t2[ i або v(t1) > 0, v(t2) ≥ 0, або v(t2) > 0, v(t1) ≥ 0. (7.8)

Для даних розв’язкiв диференцiальних рiвнянь (7.1) i (7.4) мають мiсце на промiжку
[a, ω[ тотожностi

u′′(t) + q(t)u(t) ≡ 0, v′′(t) + h(t)v(t) ≡ 0.

Помножаючи першу з них на v(t) , другу на u(t) i потiм вiднiмаючи з першої iз отри-
маних тотожностей другу, знаходимо, що

(u′(t)v(t))′ − (u(t)v′(t))′ ≡ [h(t)− q(t)]u(t)v(t).
Iнтегруючи цю тотожнiсть на промiжку вiд t1 до t2 , одержимо

u′(t2)v(t2)− u′(t1)v(t1)− u(t2)v′(t2) + u(t1)v
′(t1) =

t2∫
t1

[h(t)− q(t)]u(t)v(t) dt.

Оскiльки u(t1) = u(t2) = 0 , то ця рiвнiсть запишиться наступним чином

u′(t2)v(t2)− u′(t2)v(t1) =
t2∫
t1

[h(t)− q(t)]u(t)v(t) dt. (7.9)

Тут згiдно з умовами (7.7) i (7.8) лiва частина вiд’ємна, а згiдно з умов u(t), v(t) > 0
при t ∈]t1, t2[ i (7.3)– права частина невiд’ємна, чого бути не може. Отже, для будь-
якого нетривiального розв’язку v диференцiального рiвняння(7.4) виконується одна з
умов або (7.5), або (7.6).

Припустимо тепер, що нерiвнiсть (7.3) є строгою в деякiй точцi t∗ ∈]t1, t2[ . Тодi
знайдеться окiл цiєї точки U(t∗) ∈]t1, t2[ такий, що

h(t) > q(t) при t ∈ U(t∗). (7.10)

Покажемо, що у цьому випадку для будь-якого нетривiального розв’язку v(t) дифе-
ренцiального рiвняння (7.4) виконується умова (7.6). Припустимо супротивне. Тодi зна-
йдеться розв’язок v(t) даного рiвняння, додатний на iнтервалi ]t1, t2[ , такий, що вико-
нуються умови(7.5). В цьому випадку з (7.9) випливає, що

t2∫
t1

[h(t)− q(t)]u(t)v(t) dt = 0.

Однак, цього бути не може, оскiльки в силу нерiвностi (7.10) i умов u(t) > 0, v(t) > 0
при t ∈]t1, t2[
t2∫
t1

[h(t)− q(t)]u(t)v(t) dt =
∫

U(t∗)

[h(t)− q(t)]u(t)v(t) dt+
∫

[t1,t2[\U(t∗)

[h(t)− q(t)]u(t)v(t) dt > 0.

Отже, отримано протирiччя Тому для будь-якого розв’язку v диференцiального рiвня-
ння (7.4) виконується умова (7.6). Лему повнiстю доведено.
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Лема 7.3 (про вiдокремлення нулiв). Мiж двома послiдовними нулями нетривiально-
го розв’язку рiвняння (7.1) є один i тiльки один нуль будь-якого лiнiйно незалежного з
ним розв’язку цього рiвняння. (тобто. нулi двох лiнiйно незалежних розв’язкiв рiвняння
(7.1) взаємно вiдокремлюють один одного).

Д о в е д е н н я . Нехай u1 – нетривiальний розв’язок уравнения (7.1) i t1, t2 (α ≤
t1 < t2 < ω) – послiдовнi нулi цього розв’язку, тобто u1(t1) = u1(t2) = 0 i u1(t) 6= 0
при t ∈]t1, t2[ . Застосуємо до рiвняння (7.1) лему Штурма, порiвнюючи його з самим
собою. Згiдно з лемою Штурма для будь-якого лiнiйно незалежного з u1 розв’язку u2
рiвняння (7.1) виконується одна з двох умов: або

u2(t1) = u2(t2) = 0 (7.11)

або
iснує t0 ∈]t1, t2[ таке, що u2(t0) = 0. (7.12)

Покажемо, що перша можливiсть не може мати мiсця. Дiйсно, якщо б виконувалась
умова (7.11), то для вронскiана розв’язкiв u1 i u2 , пiдрахованого, наприклад, у точцi
t1 , будемо мати

W (u1, u2)(t1) =

∣∣∣∣ u1(t1) u2(t1)
u′1(t1) u′2(t1)

∣∣∣∣ = u1(t1)u
′
2(t1)− u2(t1)u′1(t1) = 0

(оскiльки u1(t1) = u2(t2) = 0 ), що, очевидно, суперечить лiнiйнiй незалежностi розв’яз-
кiв u1 i u2 на промiжку [a, ω[ . Отже, для розв’язку u2 справджується умова (7.12)
Залишається лише довести, що на iнтервалi ]t1, t2[ розв’язок u2 нулiв, вiдмiнних вiд
t0 , не має. Припустимо супротивне, тобто, що iснують принаймнi два нулi розв’язку u2
на iнтервалi ]t1, t2[ . Тодi згiдно вже доведеному мiж ними знайдеться хоча б один нуль
розв’язку u1 , який є лiнiйно незалежними з u2 . Однак, це суперечить припущенню про
те, що t1 i t2 – послiдовнi нулi розв’язку u1 . Лему повнiстю доведено.

Зауваження 7.2. Оскiльки для будь-яких лiнiйно залежних нетривiальних розв’яз-
кiв u1 i u2 рiвняння (7.1) iснує стала c 6= 0 така, що u2(t) = cu1(t) при t ∈ [α, ω[ ,
то нулi таких розв’язкiв спiвпадають.

З доведеної леми i попереднього зауваження безпосередньо випливає

Наслiдок 7.1. 1. Якщо рiвняння (7.1) має принаймнi один коливний нетривiальний
розв’язок, то i всi решта його розв’язкiв також є коливними. 2. Якщо рiвняння (7.1)
має хоча б один неколивний розв’язок, то i всi решта його нетривiальних розв’язкiв
є неколивними.

Цей висновок дозволяє термiни "коливнiсть"i "неколивнiсть "перенести з розв’язкiв
на рiвняння (7.1).

Означення 7.2. Рiвняння (7.1) називається коливним (неколивним), якщо воно має
принаймнi один нетривiальний коливний (вiдповiдно неколивний) розв’язок. При цьому
неколивне рiвняння (7.1), кожний нетривiальний розв’язок якого має не бiльше одного
нуля на промiжку [a, ω[ , називається рiвнянням без спряжених точок на [a, ω[ .
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ПРИКЛАДИ 7.1. Найпростiшими серед двочлених рiвнянь є рiвняння зi сталими
коефiцiєнтами

u′′ − a2u = 0, u′′ + a2u = 0 (a 6= 0), u′′ = 0. (7.13)

Вони мають (вiдповiдно) наступнi загальнi розв’язки:

u(t) = C1e
at + C2e

−at u(t) = C1 sin(at) + C2 cos(at); u(t) = C1 + C2t,

де C1, C2 – довiльнi дiйснi сталi. Тут перше i треттє рiвняння є неколивними, причому
рiвняннями без спряжених точок, а друге рiвняння є коливними.

7.2 Деякi ознаки коливностi та неколивностi лiнiйних однорi-
дних диференцiальних рiвнянь другого порядку

Розглянемо два рiвняння
u′′ + q1(t)u = 0 (7.11)

i
u′′ + q2(t)u = 0, (7.12)

в яких функцiї qi (i = 1, 2), неперервнi на промiжку I = [a, ω[ (ω ≤ +∞) i задовольня-
ють нерiвнiсть

q1(t) ≤ q2(t) при t ∈ [a, ω[. (7.14)

При виконаннi цiєї умови рiвняння (7.12) називається мажорантою Штурма для (7.11)
на I , а рiвняння (7.11) – мiнорантою Штурма для (7.12) на I . Якщо ж поряд з (7.14)
хоча б в однiй точцi з промiжку [a, ω[ виконуються нерiвнiстi q1(t) < q2(t) i q2(t) 6= 0 ,
то рiвняння (7.12) називається строгою мажорантою Штурма для рiвняння (7.11) на
I .

Теорема 7.1 (порiвняння Штурма, 1836р). 1. Якщо рiвняння (7.11) є коливним,
то мажоранта Штурма для цього рiвняння також є коливним рiвнянням. 2 . Якщо
рiвняння (7.12) є неколивним, то мiноранта Штурма для цього рiвняння також є
неколивним рiвнянням. 3 . Якщо рiвняння (7.12) є мажорантою Штурма для рiвня-
ння (7.11) на промiжку ]a, ω[ i має розв’язок, вiдмiнний вiд нуля при a < t < ω , то
рiвняння (7.11) є рiвнянням без спряжених точок на промiжку [a, ω[ .

Д о в е д е н н я. 1. Припустимо спочатку, що рiвняння (7.11) є коливним. Тодi
коливними є всi його нетривiальнi розв’язки. Нехай u – будь-який з цих розв’язкiв i
{tk} – зростаюча послiдовнiсть його нулiв, що збiгається до ω . Оскiльки виконується
нерiвнiсть (7.14), то при будь-якому фiксованому значеннi k ∈ N для кожного розв’язку
v рiвняння (7.12) згiдно з лемою Штурма справджується одна з умов: або v(tk) =
v(tk+1) = 0 , або iснує τk ∈]tk, tk+1[ таке, що v(τk) = 0 , тобто цей розв’язок рiвняння
(7.12) на кажному вiдрiзку [tk, tk+1] ( k ∈ N ) має принаймнi один нуль. Отже, розв’язок
v рiвняння (7.12) також є коливним. А тому коливними буде i саме рiвняння (7.12)
(мажоранта Штурма для рiвняння (7.11) ).
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2. Нехай тепер рiвняння (7.12) є неколивним. Покажемо, що у цьому випадку неко-
ливним буде i мiноранта Штурма для рiвняння (7.12) . (тобто рiвняння (7.11) ). Припу-
стимо супротивне, що рiвняння (7.11) є коливним. Тодi згiдно з вже доведеним рiвня-
ння (7.12) (мажоранта Штурма для рiвняння (7.11) ) також буде коливним, що супе-
речить припущенню про неколивнiсть рiвняння (7.12) . Отримане протерiччя свiдчить
про справедливiсть другого твердження теореми. 3. Припустимо, нарештi, що рiвняння
(7.12) є мажорантою Штурма для рiвняння (7.11) на промiжку ]a, ω[ i має розв’язок
u0(t) , вiдмiнний вiд нуля при a < t < ω . Доведемо, що у цьому випадку рiвняння
(7.11) є рiвнянням без спряжених точок на промiжку [a, ω[ . Припустимо супротивне.
Тодi iснує розв’язок u0(t) рiвняння (7.11) , який має принаймнi два нулi t1 i t2 на
промiжку [a, ω[ , a ≤ t1 < t2 < ω . Тому згiдно з лемою Штурма будь-який розв’я-
зок рiвняння (7.12) має хоча б один нуль на iнтервалi ]t1, t2] , чого не може бути для
розв’язку u0(t) . Отримано протерiччя i тому справедливим є треттє твердження тео-
реми. Теорему повнiстю доведено.

Найпростiшими прикладами застосування тнореми порiвняння Штурма є наступнi
ПРИКЛАДИ 7.2.
1. Рiвняння (7.1), в якому функцiя q неперервна на пiвосi [a,+∞[ i задовольняє

нерiвнiсть
q(t) ≤ 0 при t ∈ [a,+∞[ (7.15)

є неколивним рiвнянням без спряжених точок на [a,+∞[ .
2. Рiвняння (7.1), в якому функцiя q неперервна на пiвосi [a,+∞[ i задовольняє

нерiвнiсть
q(t) ≥ c > 0 (c− дiйсна стала) при t ∈ [a,+∞[ (7.16)

є коливним.
1. При виконаннi нерiвностi (7.15) рiвняння (7.1) порiвнюємо з рiвнянням

u′′ = 0.

Це рiвняння має фундаментальну сiм’ю розв’язкiв 1, t , якi неколивнi на [a,+∞[ , i
тому є неколивним. Згiдно з нерiвнiстю (7.15) рiвняння (7.1) є мiнорантою Штурма для
даного рiвняння. Тодi на пiдставi другого твердження теореми порiвняння Штурма
мiнорантне рiвняння (7.1) також є неколивним. Бiльш того, на пiдставi третього твер-
дження теореми порiвняння Штурма це рiвняння є рiвнянням без спряжених точок на
[a,+∞[ , оскiльки мажоранта Штурма для даного рiвняння має розв’язок u0(t) ≡ 1 .

2. При виконаннi нерiвностi (7.16) рiвняння (7.1) порiвнюємо з рiвнянням

u′′ + cu = 0.

Це рiвняння зi сталими коефiцiєнтами. Його характеристичне рiвняння λ2 + c = 0
має чисто уявнi коренi λ1,2 = ±i

√
c i тому воно має фундаментальну сiм’ю розв’яз-

кiв sin
√
ct, cos

√
ct , якi є коливними. Тодi i рiвняння є коливним. В силу нерiвностi

(7.16) рiвняння (7.1) є мажорантою Штурма для даного рiвняння. Тодi на пiдставi пер-
шого твердження теореми порiвняння Штурма мажорантна Штурма (7.1) є коливним
рiвнянням.

6



У зв’язку з цими прикладами виникає природне питання: Чи може рiвняння (7.1)
бути неколивним у випадку коли q(t) > 0 при t > 0 ?

Вiдповiдь на це питання мiстить наступна

Теорема 7.2 (Кнезера, 1893р). Нехай функцiя q неперервна на промiжку [a,+∞[ .
Тодi: 1) якщо для деякого t0 ∈ [a,+∞[

q(t) ≤ 1

4t2
при t ≥ t0, (7.17)

то рiвняння (7.1) є неколивним; 2) якщо для деяких ε > 0 i t0 ∈ [a,+∞[

q(t) ≥
1
4
+ ε

t2
при t ≥ t0, (7.18)

то рiвняння (7.1) є коливним.

Д о в е д е н н я . Скористаємося теоремою порiвнянняШтурма, порiвнюючи рiвняння
(7.1) з рiвнянням Ейлера

v′′ +
µ

t2
v = 0, (7.19)

яке iнтегрується шляхом застосування замiни незалежної змiнної τ = ln t
При µ = 1

4
рiвняння (7.19) має загальний розв’язок виду

u(t) = t
1
2 (c1 + c2 ln t),

де c1, c2 – довiльнi дiйснi сталi, i тому є неколивним. Рiвняння (7.1) буде мiнорантою
Штурма на промiжку [t0,+∞[ для цього рiвняння при умовi (7.17). Тому при виконанi
цiєї умови рiвняння (7.1) згiдно з другим твердженням теореми порiвняння Штурма
буде неколивним.

При µ = 1
4
+ ε , де ε > 0 , загальний розв’язок диференцiального рiвняння (7.19) має

вид
u((t) = t

1
2 (c1 sin

√
εt+ c2 cos

√
εt),

де c1, c2 – довiльнi дiйснi сталi, i тому воно є коливним. Якщо для деякого t0 ≥ a
виконується нерiвнiсть (7.18), то рiвняння (7.1) буде мажорантою Штурма на промiжку
[t0,+∞[ для цього рiвняння i тому згiдно з першим твердженям теореми порiвняння
Штурма диференцiальне рiвняння (7.1) також буде коливним. Теорему доведено.

ПРИКЛАДИ 7.3. Дослiдити на коливнiсть та неколивнiсть рiвняння:
a) u′′ + tu = 0, b) u′′ + t−

5
2u = 0.

Для першого рiвняння маємо

t
1
t2

= t3 −→ +∞ при t −→ +∞.

i тому для будь- якого ε > 0 iснує t0 > 0 таке що

t
1
t2

≥ 1

4
+ ε при t ≥ t0,
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тобто

t ≥
1
4
+ ε

t2
при t ≥ t0.

Тодi згiдно з другим твердженням теореми Кнезера рiвняння є коливним.
Для другого рiвняння

t−
5
2

1
t2

= t−
1
2 −→ 0 при t −→ +∞.

Тому iснує t0 > 0 таке, що
t−

5
2

1
t2

≤ 1

4
при t ≥ t0,

тобто
t−

5
2 ≤ 1

4t2
при t ≥ t0.

Звiдси з урахуванням першого твердження теореми Кнезера, випливає, що рiвняння b)
є неколивним.

Далi, наведемо деякi ознаки неколивних диференцiальних рiвнянь без спряжених
точок.

Теорема 7.3 (критерiй Бохера рiвняння без спряжених точок, 1900р). . Для того,
шоб рiвняння (7.1) було рiвнянням без спряжених точок на промiжку [a, ω[ необхiдно
i достатньо, щоб iснувала неперервно диференцiйовна функцiя r на промiжку ]a, ω[
така, що

r′(t) + q(t) + r2(t) ≤ 0 при t ∈]a, ω[. (7.20)

Д о в е д е н н я .Необхiднiсть. Нехай рiвняння (7.1) є рiвнянням без спряжених точок
на промiжку [a, ω[ i u0(t) його розв’язок, що задовольняє початковi умови u(a) =

0, u′(a) = 1. Тодi u0(t) > 0 при t ∈]a, ω[ . У цьому випадку функцiя r(t) =
u′0(t)

u0(t)

задовольняє вiдповiдному до (7.1) рiвнянню Рiккатi

r′ + q(t) + r2 = 0 (7.21)

при t ∈]a, ω[ , а тому i нерiвнiсть (7.20).
Достатнiсть. Припустимо, що iснує неперервно диференцiйовна на iнтервалi ]a, ω[

функцiя r(t) , яка задовольняє нерiвнiсть (7.20). Позначимо через q0(t) ≤ 0 лiву части-
ну (7.20) при t ∈ [a, ω[ Тому r(t) задовольняє рiвнянню Рiккатi

r′ + [q(t)− q0(t)] + r2 = 0,

яке є вiдповiдним для диференцiального рiвняння другого порядку

u′′ + [q(t)− q0(t)]u = 0. (7.22)

Це рiвняння згiдно з умовою q0(t) ≤ 0 є мажорантою Штурма для рiвняння (7.1) при
a < t < ω i має додатний при a < t < ω розв’язок

u(t) = e

t∫
c
r(s) ds

, де a < c < ω
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i тому на пiдставi третього твердження теореми порiвняння Штурма є рiвнянням без
спряжених точок на промiжку [a, ω[ .

Наслiдок 7.2 (теорема Хартмана, 1951р.). Нехай в диференцiальному рiвняннi (7.1)
функцiя q неперервна на промiжку [a, ω[ i Q – будь-яка неперервно диференцiйовна
на [a, ω[ функцiя, для якої

Q′(t) = −q(t) при t ∈ [a, ω[. (7.23)

Тодi, якщо диференцiальне рiвняння

u′′ + 4Q2(t)u = 0 (7.24)

є рiвнянням без спряжених точок, то рiвняння (7.1) також є рiвнянням без спряже-
них точок.

Д о в е д е н н я . Оскiльки рiвняння (7.24) є рiвнянням без спряжених точок, то
згiдно з критерiєм Бохера iснує неперервно диференцiйовна на промiжку ]a, ω[ функцiя
r(t) така, що

r′(t) + 4Q2(t) + r2(t) ≤ 0 при a < t < ω.

Тодi для функцiї

%(t) = Q(t) +
r(t)

2

будемо мати

2%′(t) + 2q(t) + 4Q2(t) + %2(t)− 4Q(t)%(t) + 4Q2(t) ≤ 0,

або
%′(t) +Q(t) = %2(t) + %2(t)− 2Q(t)%(t) + 4Q2(t) ≤ 0,

або
%′(t) + q(t) = %2(t) + (%(t)− 2Q(t))2 ≤ 0.

Звiдси випливає, що

%′(t) + q(t) + %2(t) ≤ 0 при a < t < ω, (7.25)

тобто iснує неперервно диференцiйовна на промiжку ]a, ω[ функцiя % , для якої вико-
нується нерiвнiсть (7.25). А тодi згiдно з критерiєм Бохера рiвняння (7.1) є рiвнянням
без спряжених точок на промiжку [a, ω[

Наслiдок 7.3. Якщо функцiя q неперервна на промiжку [a,+∞[ i∣∣∣∣∣∣
+∞∫
a

τq(τ) dτ

∣∣∣∣∣∣ < +∞, (7.26)

то рiвняння (7.1) є неколивним.
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Д о в е д е н н я . Покладемо

r(t) =

[
2

+∞∫
t

τq(τ) dτ + 1

]
2t

.

Тодi будемо мати

r′(t) + q(t) + r2(t) = −q(t)−

[
2

+∞∫
t

τq(τ) dτ + 1

]
2t2

+ q(t) +

[
2

+∞∫
t

τq(τ) dτ + 1

]2
4t2

=

=

[
2

+∞∫
t

τq(τ) dτ + 1

]
2t2

−1 +
[
2

+∞∫
t

τq(τ) dτ + 1

]
2t2

 .
Тут згiдно з умовою (7.26)

+∞∫
t

τq(τ) dτ −→ 0 при t −→ +∞

i тому у правiй частинi отриманiй рiвностi перший множник є додатним при великих
значеннях t , а другий прямує до −1 при t −→ +∞ , тобто є вiд’ємним при великих
значеннях t . Таким чином, iснує достатньо велике значення t0 ≥ a , таке, що для
обраної функцiї r виконується нерiвнiсть

r′(t) + q(t) + r2(t) ≤ 0 при t > t0.

Тодi на пiдставi критерiя Бохера рiвняння (7.1) є рiвнянням без спряжених точок на
промiжку [t0,+∞[ , а тому i неколивним на промiжку [a,+∞[ .

Доповнюючи результат цього наслiдку, М. Зламал у 1950 роцi довiв, що у випадку,
коли

+∞∫
a

sσq(s) ds = +∞ при деякiй сталiй σ < 1,

рiвняння (7.1) є коливним.

Зауваження 7.3. Звернемо увагу на те, що умови на функцiю q в попереднiх двох
наслiдках i в результатi Зламала не передбачають (як, наприклад, у теоремi Кнезера),
що вона зберiгає знак в деякому околi +∞ . Зокрема, вони можуть застосовуваться
для рiвнянь виду

u′′ + α
sinµt

tβ
u = 0, u′′ +

γ + cosµt

tβ
u = 0.

Далi, вiдзначимо, що аналог теореми порiвняння Штурма має мiсце i для найбiльш
загального виду рiвнянь самоспряженого виду

(p1(t)u)
′ + q1(t)u = 0, (7.1∗1)
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(p2(t)u)
′ + q2(t)u = 0, (7.1∗2)

в яких функцiї pi , qi (i = 1, 2) неперервнi на промiжку I = [a, ω[ i задовольняють
нерiвностi

p1(t) ≥ p2(t) > 0, q2(t) ≥ q1(t) при t ∈ I. (7.27)

При виконанi цих умов рiвняння (7.1∗2) називається мажорантою Штурма для рiвняння
(7.1∗1) на I , а рiвняння (7.1∗1) – мiнорантою Штурма для рiвняння (7.1∗2) на I . Якщо
додатково до (7.27) у деякiй точцi t ∈]a, ω[ виконуються нерiвностi

p1(t) > p2(t) > 0, q2(t) > q1(t) i q2(t) 6= 0,

то рiвняння (7.1∗2) називається строгою мажорантою Штурма для рiвняння (7.1∗1) на
I .

Теорема 7.1 залишається справедливою при замiнi в нiй (7.11) i (7.12) на вiдповiдно
(7.1∗1) i (7.1∗2) . При доведеннi допомiжного твердження (аналога леми Штурма) тут
використовується вiдома тотожнiсть Пiконе

d

dt

[
u(t)

v(t)
(p1(t)u

′(t)v(t)− p2(t)u(t)v′(t))
]
= (q2(t)− q1(t))u2(t)+

+(p1(t)− p2(t))u′2(t) + p2(t)

(
u′(t)− u(t)v′(t)

v(t)

)2

,

де u(t) i v(t) – розв’язки рiвнянь (7.1∗1) i (7.1∗2) (вiдповiдно).
Особливо також треба вiдзначити результати М. Раба, якi з використанням перетво-

рень Боля i Рiккатi були отриманi для рiвняння самоспряженого виду

(p(t)u′)
′
+ q(t)u = 0, (7.1∗)

де функцiї p, q неперервнi на промiжку I = [a,+∞[ i p(t) > 0 при t ∈ I .
Наведемо найбiльш вагомий серед них.

Теорема 7.4 (критерiй коливностi М.Раба, 1959 р.). Для того, щоб рiвняння (7.1∗)
було коливним необхiдно i достатньо, щоб iснувала неперервно диференцiйовна на I
функцiя g(t) , g(t) > 0 при t ∈ I така, що

lim
t→+∞

t∫
t0

 1

p(x)
exp

2

x∫
t0

1

p(s)g2(s)

s∫
t0

[
q(τ)g2(τ)− p(τ)g′2(τ)

]
dτ − c

 ds

 dx = +∞

(7.28)
для будь-якої сталої c .

Звiдси при p(t) ≡ 1 одержуємо критерiй коливностi рiвiняння (7.1).
З критерiя М.Раба за рахунок вибору будь-якої неперервно диференцiйовної i до-

датної на промiжку I функцiї g можна отримати безлiч достатнiх умов коливностi
рiвнянь (7.1) i (7.1∗) .
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7.3 Властивостi нулiв i екстремумiв розв’язкiв лiнiйних однорi-
дних диференцiальних рiвнянь

Теорема 7.5 (про оцiнку вiдстанi мiж послiдовними нулями нетривiального розв’яз-
ку). Нехай промiжок [α, β] ⊂ [a, ω[ такий, що

0 < m ≤ q(t) ≤M при t ∈ [α, β], (7.29)

де m, M – дiйснi сталi. Тодi вiдстань ρ мiж двома послiдовними нулями з промiжку
[α, β] будь-якого нетривiального розв’язку рiвняння (7.1) задовольняє оцiнки

π√
M
≤ ρ ≤ π√

m
. (7.30)

Д о в е д е н н я . Порiвняємо спочатку рiвняння (7.1) з рiвнянням v′′+Mv = 0, що
має розв’язки

v(t) = c1 sin
√
Mt+ c2 cos

√
Mt = d1 sin

√
M(t+ d2), (7.31)

де ci, di –довiльнi сталi. Нехай t0, t1 – послiдовнi нулi нетривiального розв’язку u(t)
диференцiального рiвняння (7.1). Покладаючи в (7.31) d2 = −t0 , будемо мати v(t0) = 0.
Оскiльки q(t) ≤ M при t0 < t < t1 , то з леми Штурма випливає, що наступний
нуль t2 розв’язку v(t) = d1

√
M(t − t0) знаходиться на промiжку ]t0, t1] . Крiм того,

вiн визначається наступним чином: t2 = t0 +
π√
M

. Тоиу t1 − t0 ≥ t2 − t0 = π√
M

, тобто
виконується лiва частина нерiвностi (7.30).

Тепер порiвняємо рiвняння (7.1) з рiвнянням z′′ +mz = 0, яке має розв’язки

z(t) = c1 sin
√
mt+ c2 cos

√
mt = d3 sin

√
m(t+ d4),

Обираючи тут d4 = −t0, отримуємо розв’язок z(t) = d3 sin
√
m(t−t0) , сусiднi нулi якого

t0 i t3 = t0 +
π√
m
. Оскiльки q(t) ≥ m при t0 < t < t3 , то згiдно з лемою Штурма, нуль

t1 розв’язку u(t) рiвняння (7.1) розташований на промiжку ]t0, t3] , тобто t1 − t0 ≤ π√
m

Отже, має мiсце права частина нерiвностi (7.30)

Наслiдок 7.4. 1. Нехай функцiя q неперервна на промiжку [a,+∞[ i iснує T ≥ a
таке,

q(t) > 0 i неспадна на промiжку [T,+∞[.

Тодi для послiдовних нулiв t1, t2, . . . будь-якого нетривiльного розв’язку рiвняння (7.1)
вiдстань мiж сусiднiми нулями не зростає при t→ +∞ , тобто tn+1 − tn ≤ tn − tn−1
при n ≥ n0 , причому

lim
n→+∞

[tn+1 − tn] = 0 у випадку, коли lim
t→+∞

q(t) = +∞,

lim
n→+∞

[tn+1 − tn] =
π√
c

у випадку, коли lim
t→+∞

q(t) = c = const .

2. Нехай функцiя q неперервна на промiжку [a,+∞[ , iснує T ≥ a таке,

q(t) > 0 i незрозтаюча на промiжку [T,+∞[
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i рiвняння (7.1) є коливним. Тодi для послiдовних нулiв t1, t2, . . . будь-якого нетривiль-
ного розв’язку рiвняння (7.1) вiдстань мiж сусiднiми нулями не спадає при t→ +∞ ,
тобто tn+1 − tn ≥ tn − tn−1 при n ≥ n0 , причому

lim
n→+∞

[tn+1 − tn] = +∞ у випадку, коли lim
t→+∞

q(t) = 0,

lim
n→+∞

[tn+1 − tn] =
π√
c

у випадку, коли lim
t→+∞

q(t) = c = const > 0.

3. Нехай функцiя q неперервна на промiжку [a,+∞[ i iснує T ≥ a таке, що q(t) > 0
при t ≥ T , причому

або lim
t→+∞

q(t) = +∞, або lim
t→+∞

q(t) = 0.

Нехай, крiм того, для будь-яких додатних сталих k i τ iснує таке значення T0 ≥ T ,
що при

t ≥ T0 i 0 ≤ h ≤ k√
q(t)

(7.32)

виконується нерiвнiсть ∣∣∣∣q(t± h)q(t)
− 1

∣∣∣∣ < τ. (7.33)

Тодi будь-який нетривiальний розв’язок u рiвняння (7.1) має нескiнчену кiлькiсть
нулiв t1, t2, . . . i кожному значенню τ, 0 < τ < 1 вiдповiдає такий iндекс n0 , що при
n > n0 мають мiсце оцiнки

π√
q(tn)(1 + τ)

< tn+1 − tn <
π√

q(tn)(1− τ)
,

зокрема, для вiдстанi мiж послiдовними нулями розв’язку u маємо

lim
n→+∞

[tn+1 − tn] = 0 у випадку, коли lim
n→+∞

q(t) = +∞

i
lim

n→+∞
[tn+1 − tn] = +∞ у випадку, коли lim

n→+∞
q(t) = 0.

Д о в е д е н н я першого твердження. Окiльки функцiя q неспадна на промiжку
[T,+∞[ , то при tn−1 ≥ T

q(tn−1) ≤ q(t) ≤ q(tn) при t ∈ [tn−1, tn],

q(tn) ≤ q(t) ≤ q(tn+1) при t ∈ [tn, tn+1],

Тодi згiдно з теоремою 7.5
π√
q(tn)

≤ tn − tn−1 ≤
π√

q(tn−1)
,

π√
q(tn+1)

≤ tn+1 − tn ≤
π√
q(tn)

,

звiдки безпосередньо випливає справедливiсть першого твердження наслiдку. Друге
твердження доводиться аналогiчно. Доведення третього твердження можна знайти в
[Дж. Сансоне,т. 2] (Розд 7, §4, стор. 49).
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Зауваження 7.4. Вiдзначимо, що умова (7.33) виконується, наприклад, для функцiї
q(t) = ctγ при t > 0, c > 0 i γ > −2 (коли рiвняння (7.1) є коливним згiлно з теоремою
Кнезера). Дiйсно, для цiєї функцiї∣∣∣∣q(t± h)q(t)

− 1

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣(1± h

t

)γ
− 1

∣∣∣∣ = h

t
γ

(
1± θh

t

)γ−1
, 0 < θ < 1.

Однак, при 0 ≤ h ≤ k
√
ct
γ
2

маємо

h

t
<

k
√
ct

γ
2
+1

i тому
h

t
−→ 0 при t −→ +∞,

оскiльки множник γ
(
1± θ h

t

) γ
2 обмежений.

В наступнiй теоремi у випадку, коли функцiя q неперервна на промiжку [a,+∞[
i рiвняння (7.1) є коливним, будемо для будь-якого його нетривiального розв’язку u
позначати через t0, t2, . . . , t2k, . . . – послiдовнiсть його нулiв на деякому промiжку
[T,+∞[ , а через t1, t3, . . . , t2k+1

, . . . – послiдовнiсть точок його екстремумiв, де t1 –
перша точка екстремума пiсля нуля t0 , t3 – перша точка екстремума пiсля нуля t2 , i
так далi, t2k+1 – перша точка екстремума пiсля нуля t2k , тобто для цих точок будемо
мати

t0 < t1 < t2 < t3 < . . . < t2k < t2k+1 < . . . .

При цьому треба зазначити, що послiдовнiсть {t2k} нулiв u(t) буде послiдовнiстю екс-
тремумiв для u′(t) .

Теорема 7.6 (про поведiнку екстремумiв коливних розв’язкiв ). 1 ([10], Розд.VII,
§4, стор. 25–55]). Нехай функцiя q – неперервна на промiжку [a,+∞[ i для деякого
T ≥ a

q(t) > 0 i неспадна при t ≥ T.

Тодi для будь-якого розв’язку u диференцiального рiвняння (7.l)

|u(t2k+1)| ≤ |u(t2k−1)|, k = 1, 2 . . . ,

границi тобто послiдовнiсть максимумiв {|u(t2k+1)|} є незростаючею i тому має скiн-
чену границю, а послiдовнiсть максимумiв {|u′(t2k)|} є неспадною i тому має скiнчену,
або нескiнчену границю. Бiльш того, у випадку, коли

lim
t→+∞

q(t) = α = const > 0 (7.34)

обидвi границi
lim

k→+∞
|u2k+1| = l, lim

k→+∞
|u′(t2k| = l′ (7.35)

скiнченi, вiдмiннi вiд нуля i задовольняють рiвнiсть

l′ =
√
αl. (7.36)

2 ([10], Розд.VII, §4, стор. 25–55]). Нехай функцiя q – неперервна на промiжку [a,+∞[
i для деякого T ≥ a

q(t) > 0, незростаюча при t ≥ T
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i рiвняння (7.1) є коливним. Тодi для будь-якого розв’язку u диференцiального рiвня-
ння (7.l) послiдовнiсть максимумiв {|u(t2k+1)|} є неспадною i тому має скiнчену, або
нескiнчену границю, а послiдовнiсть максимумiв {|u′(t2k)|} є незростаючею i тому
має скiнчену границю. Бiльш того, у випадку, коли виконується умова (7.34) обидвi
границi (7.35) скiнченi, вiдмiннi вiд нуля i задовольняють рiвнiсть (7.36). 3 (А.Вiман,
1936р.). Нехай функцiя q неперервна на промiжку [a,+∞[ i iснує T ≥ a таке, що
q(t) > 0 при t ≥ T , причому

або lim
t→+∞

q(t) = +∞, або lim
t→+∞

q(t) = 0.

Нехай також q має неперервну похiдну q′(t) , вiдмiнну вiд нуля при t ≥ T , i, крiм
того, для будь-яких додатних сталих k i τ iснує T0 ≥ T , таке, що при

t ≥ T0 i 0 ≤ h ≤ k√
q(t)

(7.37)

виконуються одночастно нерiвностi∣∣∣∣q(t± h)q(t)
− 1

∣∣∣∣ < τ,

∣∣∣∣q′(t± h)q(t)
− 1

∣∣∣∣ < τ. (7.38)

Тодi для кожного нетривiального розв’язку диференцiального рiвняння (7.1) мають
мiсце асимптотичнi зображення

|y(t2n+1)| = |q(t2n+1)|−
1
4
+αn , |y′(t2n)| = |q(t2n)|

1
4
+βn ,

де {αn}, {βn} – нескiнчено малi числовi послiдовностi.

Зауваження 7.5. Умови (7.43) свiдомо виконуються, наприклад, для функцiї q(t) =
ctγ при t > 0, c > 0 i γ > −1 (див. заувження 7.4).

Подамо без доведення ще один результат, який дає можливiсть оцiнити вiдстань мiж
послiдовними нулями нетривiального розв’язку рiвняння (7.1).

Теорема 7.7 (О. Ляпунов, 1896 р.). Нехай функцiя q неперервна на промiжку [a, b] .
Для того, щоб рiвняння(7.1) мало нетривiальний розв’язок з двома нулями на [a, b] ,
необхiдно, щоб виконувалась нерiвнiсть

b∫
a

q+(t) dt >
4

b− a
,

де
q+(t) = max{q(t); 0}.

Наслiдок 7.5 (про кiлькiсть нулiв Ф. Хартмана i А. Уiнтнера, 1949 р.). Нехай фун-
кцiя q неперервна на промiжку [0,+∞] , u(t) – його нетривiальний розв’язок i N –
кiлькiсть нулiв цього розв’язку на промiжку ]0, T ] . Тодi

N <
1

2

T T∫
0

q+(t) dt


1
2

+ 1. (7.39)
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Д о в е д е н н я . Нехай N ≥ 2 i нетривiальний розв’язок u(t) рiвняння (7.1) має
N нулiв на промiжку ]0, T ] у точках (0 <) t1 < t2 < . . . tN (≤ T ) . Згiдно з теоремою 7.7

tk+1∫
tk

q+(t) dt >
4

tk+1 − tk
, k = 1, . . . , N − 1. (7.40)

Оскiльки середнє гармоничне N − 1 додатних чисел не перевищує середнього арифме-
тичного цих чисел, то[

1

N − 1

N−1∑
k=1

1

tk+1 − tk

]−1
≤ 1

N1

N−!∑
k=1

=
tN − t1
N − 1

,

i тому в силу (7.40)
tN∫
t1

q+(t) dt >
4(N − 1)2

tN − t1
≥ 4(N − 1)2

T
,

звiдки випливає нерiвнiсть (7.39).
Доповненням до наслiдку 7.5 може бути наступний результат

Теорема 7.8 (А. Виман, 1917 р.). Нехай функцiя q додатна i неперервно диференцi-
йовна на промiжку [0, T ] при будь-якому T > 0 i задовольняє умову

q′(t) = o
(
q

3
2 (t)
)

при t −→ +∞.

Тодi, якщо N(T ) – кiлькiсть нулiв на промiжку ]0, T ] нетривiального розв’язку ди-
ференцiального рiвняння (7.1), то

N(T ) ∼
T∫

0

q
1
2 (t) dt при T −→ +∞.

ПРИКЛАДИ 7.4. Дослiдити на коливнiсть i неколивнiсть рiвняння:

1) u′′ +
1√
t5 + 1

u = 0; 2) u′′ +
t√

t2 + 100
u = 0.

У випадку, коли рiвняння є неколивним, визначити чи є воно рiвнянням без спря-
жених точок, а у випадку коли рiвняння є коливним визначити поведiнку нулiв та
екстремумiв будь-якого його нетривiального розв’язку i отримати оцiнку для кiлькостi
нулiв цього розв’язку на промiжку ]0, 100] .

1. Для першого рiвняння маємо

q(t)
1
t2

=

1√
t5+1
1
t2

=
t2√
t5 + 1

−→ 0 при t −→ +∞
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i тому згiдно з теоремою Кнезера рiвняння є неколивним. Далi, помiчаємо, що∣∣∣∣∣∣
+∞∫
0

τq(τ) dτ

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
+∞∫
0

τ dτ√
τ 5 + 1

∣∣∣∣∣∣ < +∞.

Тодi на пiдставi наслiдку 7.3 рiвняння є рiвнянням без спряжених точок.
2. Для другого рiвняння

q(t)
1
t2

=

t√
t2+100
1
t2

=
t3√

t2 + 100
−→ +∞ при t −→ +∞

i тому згiдно з теоремою Кнезера рiвняння є коливним. Крiм того,

q′(t) =
(
t(t2 + 100)−

1
2

)′
= (t2 + 100)−

1
2 − 1

2
(t2 + 100)−

3
22t2 =

100

(t2 + 100)
3
2

> 0,

i
lim
t→+∞

q(t) = lim
t→+∞

t√
t2 + 100

= 1,

тобто q зростає на пiвосi [0,+∞[ i має скiнчену границю, рiвну 1 при t→ +∞. . Тодi
згiдно з наслiдку 7.4 i теореми 7.6 для кожного нетривiального розв’язку рiвняння: а)
вiдстань мiж його сусiднiми нулями не зростає при t→ +∞ , тобто tn+1− tn ≥ tn− tn−1
при n ≥ n0 , причому

lim
n→+∞

[tn+1 − tn] = π;

б) послiдовнiсть максимумiв {|u(t2k+1)|} є незростаючею, а послiдовнiсть максимумiв
{|u′(t2k)|} є неспадною, де {t2k} ( {t2k+1}) – послiдовнiсть нулiв u (вiдповiдно послi-
довнiсть точок екстремума), причому

lim
k+∞
|u(t2k+1)| = lim

→+∞
|u′(t2k)| = const .

Для оцiнки кiлькостi нулiв на промiжку ]0, 100] нетривiального розв’язку рiвняння
скористаємося наслiдком 7.5. Будемо мати

N <
1

2

T T∫
0

q+(t) dt


1
2

+ 1 =
1

2

100

100∫
0

t dt√
t2 + 100


1
2

+ 1 =

=
1

2

(
200
√
t2 + 100|1000

) 1
2
<

1

2

(
200(101−

√
100)

) 1
2
+1 <

1

2

√
200 · 91+1 =

√
4550+1 < 67+1 = 68.

7.4 Властивостi розв’язкiв неколивних лiнiйних однорiдних ди-
ференцiальних рiвнянь

Тут поряд з рiвнянням (7.1) буде розглядатися i рiвняння бiльш загального самоспря-
женого виду

(p(t)u′)
′
+ q(t)u = 0 (7.1∗),

де функцiї p , q неперервнi на промiжку I = [a, ω[ (ω ≤ +∞) i p(t) > 0 при a ≤ t < ω .
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Теорема 7.9 (про головний та неголовнi розв’язки, Ф.Хартман, А. Уiнтнер, 1955р.).
Нехай диференцiальне рiвняння (7.1∗) є неколивним. Тодi iснує розв’язок u = u0(t)
рiвняння (7.1∗) , однозначно визначений з точнiстю до сталого множника однiєю з
наступних умов (в яких через u1(t) позначений довiльний розв’язок, що є лiнiйно
незалежним з u0(t) ):

(i) u0, u1 такi, що
u0(t)

u1(t)
−→ 0 при t ↑ ω; (7.41)

(ii) u0, u1 такi, що
ω∫

a0

dt

p(t)u20(t)
= +∞,

ω∫
a0

dt

p(t)u21(t)
< +∞ при деякому a0 ∈ [a, ω[; (7.42)

(iii) якщо T ∈ I бiльше самого правого нуля функцiї u0(t) (якщо вiн iснує) i u1(T ) 6=
0 , то u1(t) має один нуль, або не має жодного нуля при T < t < ω в залежностi вiд
того, чи виконується умова

u′1(t)

u1(t)
<
u′0(t)

u0(t)
, або умова

u′1(t)

u1(t)
>
u′0(t)

u0(t)
(7.43)

при t = T , зокрема, в деякому лiвому околi ω .
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