
Роздiл 8

ДВОТОЧКОВI КРАЙОВI ЗАДАЧI ДЛЯ
ЛIНIЙНИХ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ
РIВНЯНЬ ДРУГОГО ПОРЯДКУ

8.1 Постановка загальної двоточкової крайової задачi. Типи дво-
точкових крайових умов. Теорема про альтернативу.

Розглянемо лiнiйне диференцiальне рiвняння другого порядку виду

p(t)u′′ + r(t)u′ + h(t)u = f(t), (8.1)

де p, r, h, f – функцiї, неперервнi на промiжку [a, b] , i p(t) ̸= 0 при t ∈ [a, b] . Згi-
дно з формулою Кошi для лiнiйних диференцiальних рiвнянь кожний розв’язок цього
рiвняння при будь-якому t0 ∈ [a, b] має наступний вид

u(t) = c1(t, t0)u(t0) + c2(t, t0)u
′(t0) +

t∫
t0

c2(t, τ)f(τ) dτ,

в якому функцiї c1(t, τ), c2(t, τ) при фiксованому τ ∈ [a, b] є розв’язками вiдповiдного
однорiдного диференцiального рiвняння, що задовольняють початковi умови

c1(t, τ)|t=τ = 1,
∂c1(t, τ)

∂t

∣∣∣∣
t=τ

= 0, c2(t, τ)|t=τ = 0,
∂c2(t, τ)

∂t

∣∣∣∣
t=τ

= 1.

При цьому c2(t, τ) називають функцiєю Кошi для однорiдного рiвняння. Пiсля зна-
ходження функцiй c1(t, τ), c2(t, τ) дана формула дозволяє записати вигляд розв’язку
будь-якої задачi Кошi з початковими умовами у точцi t0 .

Щоб сформулювати постановку загальної двоточкової крайової задачi для диферен-
цiального рiвняння (8.1) зведемо це рiвняння до системи, покладаючи u(t) = x1(t), u

′(t) =
x2(t) . В результатi будемо мати

x′1 = x2,

x′2 = −h(t)
p(t)

x1 − r(t)
p(t)
x2 +

f(t)
p(t)

,
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або систему лiнiйних диференцiальних рiвнянь у векторно-матричнiй формi

d

dt

(
x1
x2

)
= P (t)

(
x1
x2

)
+ q(t),

де

P (t) =

 0 1

−h(t)
p(t)

− r(t)
p(t)

 , q(t) =

 0

f(t)
p(t)

 .

Вiдповiдно до теорiї лiнiйних крайових задач загальна двоточкова крайова задача для

такої системи ставиться наступним чином: знайти розв’язок x(t) =

(
x1(t)
x2(t)

)
системи,

що задовольняє умову(
a11 a12
a21 a22

)(
x1(a)
x2(a)

)
+

(
b11 b12
b21 b22

)(
x1(b)
x2(b)

)
=

(
c1
c2

)
або

a11x1(a) + a12x2(a) + b11x1(b) + b12x2(b) = c1,

a21x1(a) + a22x2(a) + b21x1(b) + b22x2(b) = c2,

де aij, bij (i, j = 1, 2) , ci (i = 1, 2) – дiйснi сталi.
Оскiльки x1(t) = u(t) , x2(t) = u′(t) , то приходимо до висновку, що загальна дво-

точкова крайова задача для лiнiйного диференцiального рiвняння (8.1) ставиться на-
ступним чином: знайти розв’язок диференцiального рiвняння (8.1), який задовольняє
умови

a11u(a) + a12u
′(a) + b11u(b) + b12u

′(b) = c1,

a21u(a) + a22u
′(a) + b21u(b) + b22u

′(b) = c2,
(8.2)

де aij, bij (i, j = 1, 2) , (ci (i = 1, 2) – дiйснi сталi. При цьому також треба припускати,
що лiнiйнi форми

Li(u) = ai1u(a) + ai2u
′(a) + bi1u(b) + bi2u

′(b) (i = 1, 2)

є лiнiйно незалежними
Важливим частинним випадком цих умов є умови виду

αu(a) + βu′(a) = c1, γu(b) + δu′(b) = c2, (8.3)

де α2 + β2 > 0, γ2 + δ2 > 0, c1, c2 – дiйснi сталi. Такi умови називають розщепленими
(тут окремо задаються умови у точцi a i окремо у точцi b ). Найбiльш простими з них
є умови

u(a) = c1, u(b) = c2. (8.4)

Прикладом нерозщеплених крайових умов є умови

u(a) = u(b), u′(a) = u′(b),

якi задають перiодичну крайову задачу.

2



З загального виду двоточкових крайових умов (8.2) можна за рахунок вибору кое-
фiцiєнтiв aij, bij(i, j = 1, 2 отримати i значну кiлькiсть iнших двоточкових крайових
умов.

На вiдмiну вiд початкової задачi Кошi загальна двоточкова крайова задача (8.1),
(8.2) може мати один або багато розв’язкiв, а може i не мати розв’язкiв. Наприклад,
задача

u′′ + u = 0, u(o) = 0, u
(π
2

)
= a

має єдиний розв’язок u(t) = a sin t , а задача

u′′ + u = 0, u(o) = 0, u(π) = b

у випадку b ̸= 0 не має розв’язкiв( оскiльки всi розв’язки, для яких u(0) = 0 , мають
вид u(t) = c sin t i при t = π вони дорiвюють нулю), а у випадку b = 0 має нескiнчену
множину розв’язкiв u(t) = c sin t , де c –будь-яке число.

Поряд з загальною двоточковою крайовою задачею (8.1), (8.2) будемо також розгля-
дати вiдповiдну до неї однорiдну крайову задачу

p(t)u′′ + r(t)u′ + h(t)u = 0, (8.10)

a11u(a) + a12u
′(a) + b11u(b) + b12u

′(b) = 0,

a21u(a) + a22u
′(a) + b21u(b) + b22u

′(b) = 0.
(8.20)

Теорема 8.1 (про альтернативу). Для двоточкової крайової задачi (8.1), (8.2) мо-
жливi тiльки два випадки, або 1) задача має єдиний розв’язок при будь-яких правих
частинах в рiвняннi i крайових умовах, або 2) однорiдна крайова задача має нескiнчену
кiлькiсть розв’язкiв, а неоднорiдна задача (8.10) , (8.20) при деяких правих частинах
має нескiнчену кiлькiсть розв’язкiв а при всiх iнших – не має розв’язкiв.

Д о в е д е н н я . Загальний розв’язок диференцiального рiвняння (8.1) має вид

u(t) = c1u1(t) + c2u2(t) + v(t), (8.5)

де u1, u2 – лiнiйно незалежнi розв’язки вiдповiдного однорiдного рiвняння (8.10) , v
– частиний розв’язок неоднорiдного рiвняння (8.1), c1, c2 – довiльнi сталi. З цiєї мно-
жини треба визначити тi, що задовольняють крайовi умови (8.2). Пiдставляючи (8.5) у
(8.2) i переносiючи значення v у праву частину, отримаємо систему двох лiнiйних алге-
браїчних рiвнянь вiдносно c1, c2 . Коефiцiєнти цiєї системи залежать тiльки вiд значень
u1, u2 у точках a i b i не залежать вiд правих частин частин рiвняння i крайових умов.
Якщо дана крайова задача є однорiдною, то то правi частини алгебраїчних рiвнянь до-
рiвнюють нулю.

Можливими є лише два наступних випадка:
1) Якщо детермiнант алгебраїчної системи не дорiвнює нулю, то система має єдиний

розв’язок c01, c
0
2 при будь-яких правих частинах у (8.1) i (8.2). Пiдставляючи цi значення

c1, c2 у (8.5), одержуємо єдиний розв’язок крайової задачi.
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2) Якщо детермiнант алгебраїчної системи дорiвнює нулю, то однорiдна система
(тобто при правих частинах рiвних нулю) має нескiнчену множину розв’язкiв вiдно-
сно c1, c2 , а неоднорiдна система має розв’язок не при будь-яких правих частинах.
Якщо вона має розв’язок, то вона має нескiнчену множину розв’язкiв, оскiльки до цьо-
го розв’язку можна додати будь-який розв’язок однорiдної системи, помножений на
будь-яку сталу. Для будь-якого набiру сталих c1, c2 , що задовольняють алгебраїчну
систему, формула (8.5) дає розв’язок крайової задачi. Для рiзних наборiв сталих c1, c2
цi розв’язки є рiзними, оскiльки u1, u2 – лiнiйно незалежнi.

З 1) i 2) випливає справедливiсть твердження теореми.

Зауваження 8.1. Згiдно з формулою Кошi для лiнiйного неоднорiдного диференцi-
ального рiвняння (8.1) будь-який розв’язок цього рiвняння з початковими умовами у
точцi t0 = a може бути записаним у видi

u(t) = C1u1(t) + C2u2(t) + v(t), (8.6)

де u1(t) = c1(t, a), u2(t) = c2(t, a) – лiнiйно незалежнi розв’язки однорiдного рiвняння
(8.10) , шо задовольняють початковi умови

u1(a) = 1, u′(a) = 0, u2(a) = 0, u′2(a) = 0,

v(t) =

t∫
a

c2(t, τ)f(τ) dτ,

C1 = u(a), C2 = u′(a). У зв’язку з цим при доведенi теореми в якостi (8.5) можна
було обрати функцiю (8.6), в якiй вже вiдомий частиний розв’язок v(t) неоднорiдної
системи рiвнянь (8.1), задовольняючий умову v(a) = 0 . При цьому при розв’язанннi
алгебраїчної системи рiвнянь вiдносно C1, C2 отримували б початковi умови u(a) i
u′(a) розв’язку крайової задачi (у випадку його iснування).

ПРИКЛАД 8.1. Знайти нйменше з таких чисел b > 0 , що задача

u′′ + b2u = 0, u(0) = 7, u(1) = −7 (8.7)

не має розв’язкiв.
За теоремою 8.1 задача (8.7) не має розв’язкiв, коли однорiдна задача

u′′ + b2u = 0, u(0) = 0, u(1) = 0

має ненульовий розв’язок. Функцiї, для яких

u′′ + b2u = 0, u(0) = 0, u(0) = 0,

мають вид u(t) = c sin bt . Щоб при c ̸= 0 було u(1) = 0 треба виконання рiвностi sin b =
0 , тобто b = π, 2π, 3π, . . . . При цих значеннях b маємо другий випадок альтернативи.
Таким чином, при цих b задача (8.7) або не має розв’язкiв, або має нескiнчену кiлькiсть
розв’язкiв. Яка з цих можливостей здiйсниться треба перевiрити.
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При b = π загальний розв’язок рiвняння має вид u = c1 cosπt + c2 sin πt. Отже,
u(0) = c1, u(1) = −c1. При c1 = 7 i будь-якому c2 u(t) є розв’язком задачi (8.7).
Однак потрiбно, щоб розв’язку не iснувало. При b = 2π загальний розв’язок має вид
u(t) = c1 cos 2πt + c2 sin 2πt . Тодi u(0) = c1, u(1) = c1 i задовольнити обидвi умови
u(0) = 7, u(1) = −7 не можливо, тобто розв’язкiв нема. Таким чином, вiдповiдью є
b = 2π .

8.2 Функцiя Грiна однорiдної крайової задачi. Теорема про одно-
значну розв’язнiсть загальної двоточкової крайової задачi

Означення 8.1. Функцiя g(t, τ) , визначена при t ∈ [a, b], τ ∈ [a, b] називається
функцiєю Грiна однорiдної крайової задачi (8.10) , (8.20) , якщо вона має наступнi вла-
стивостi:

1. Функцiя g(t, τ) неперервна в [a, b] за змiнною t , а частина похiдна g′t(t, τ) –
неперервна в [a, b] всюди за виключенням точки t = τ , де вона має розрив першого
роду зi стрибком

g′t(τ + 0, τ)− g′t(τ − 0, τ) =
1

p(τ)
.

2. u = g(t, τ) задовольняє всюди в [a, b] за виключенням точки τ лiнiйне однорiдне
рiвняння (8.10) i однорiднi умови (8.20) .

З теореми про однозначну вирiшуємость загальної лiнiйної крайової задвчi для си-
стеми лiнiйних диференцiальних рiвнянь безпосередньо випливає наступний результат
для загальної двоточкової крайової задачi (8.1), (8.2).

Теорема 8.2 (про однозначну розв’язнiсть крайової задачi (8.1), (8.2)). Для того, щоб
загальна двоточкова крайова задача (8.1), (8.2) була однозначно вирiшуємою необхiдно
i достатньо, щоб вiдповiдна однорiдна крайова задача (8.10) , (8.20) мала тiльки три-
вiальний розв’язок u(t) ≡ 0 . Бiльш того, якщо однорiдна крайова задача (8.10) , (8.20)
має лише тривiальний розв’язок, то розв’язок крайової задачi (8.1), (8.2) має вид

u(t) = u0(t) +

b∫
a

g(t, τ)f(τ) dτ, (8.8)

де u0(t) – розв’язок крайової задачi (8.10) , (8.2) , а g(t, τ) – функцiя Грiна однорiдної
крайової задачi (8.10) , (8.20)

Зауваження 8.2. У формулi (8.8) функцiю u0(t) можна подати у видi

u0(t) = c1u1(t) + c2u2(t),

де c1, c2 – правi частини крайових умов (8.2), а u1(t), u2(t) – лiнiйно незалежнi
розв’язки однорiдного рiвняння (8.10) , що задовольняють умови

Li(ui) = 1, Li(uj) = 0 при i ̸= j.
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Наслiдок 8.1. Якщо однорiдна крайова задача (8.10), (8.20) має лише тривiальний
розв’язок, то єдиний розв’язок крайової задачi (8.1), (8.20) при будь-якiй функцiї f ∈
C)[a, b];R має вид

u(t) =

b∫
a

g(t, τ)f(τ) dτ. (8.9)

Дiйсно, у випадку крайової задачi (8.1), (8.20) функцiя u0(t) у формулi (8.8) є
розв’язком крайовою задачi (8.10), (8.20) , а вiн згiдно з умовою наслiдку є тривiальним,
тобто, u0(t) ≡ 0. i формула (8.8) приймає вид (8.9).

Зауваження 8.3. Зазначимо, що функцiя Грiна однорiдної крайової задачi (8.10), (8.20)
визначається однозначно, якщо ця задача має лише тривiальний розв’язок.

Подамо тепер деякi рекомендацiї до побудови функцiї Грiна.
1. У випадку розщеплених крайових умов (8.3) функцiя Грiна вiдповiдної однорiдної

крайової задачi
p(t)u′′ + r(t)u′ + h(t)u = 0, (8.10)

αu(a) + βu′(a) = 0, γu(b) + δu′(b) = 0. (8.11)

будується наступним чином. Обирається нетривiальний розв’язок u1(t) рiвняння (8.10),
який задовольняє лише першу (при t = a ) з крайових умов (8.11), й розв’язок u2(t)
рiвняння (8.10), котрий задовольняє другу (при t = b ) з умов(8.11). Цi розв’язки є
лiнiйно незалежними, бо при u1(t) = cu2(t), c = const ̸= 0 функцiя u1(t) ̸= 0 була б
нетривiальним розв’язком однорiдної крайової задачi (8.10), (8.11), що суперечить умовi
теореми. Функцiю g(t, τ) шукаємо у виглядi

g(t, τ) =

{
φ(τ)u1(t) при a ≤ t ≤ τ,
ψ(τ)u2(t) при τ ≤ t ≤ b,

(8.12)

де функцiї φ(τ), ψ(τ) вибираються так, щоб виконувались умови 1 i 2 означення фун-
кцiї Грiна, тобто, щоб

ψ(τ)u2(τ) = φ(τ)u1(τ), ψ(τ)u′2(τ)− φ(τ)u′1(τ) =
1

p(τ)
.

2. У випадку нерозщеплених крайових умов (8.2) функцiю Грiна вiдповiдної однорi-
дної крайової задачi (8.10), (8.20) шукаємо у виглядi

g(t, τ) =

{
c11(τ)u1(t) + c12(τ)u2(t) при a ≤ t ≤ τ,
c21(τ)u1(t) + c22(τ)u2(t) при τ ≤ t ≤ b,

(8.13)

де u1(t), u2(t) – фундаментальна сiм’я розв’язкiв лiнiйного однорiдного рiвняння (8.20) ,
а коефiцiєнти cjk(τ) (j, r = 1, 2) добираються так, щоб g(t, τ) , як функцiя вiд t задо-
вольняла лiнiйнi однорiднi крайовi умови (8.20) i виконувались умови 1, 2 означення
функцiї Грiна.

Тепер розглянемо деякi приклади розв’язання крайових задач.
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ПРИКЛАД 8.2. Знайти розв’язок крайової задачi

u′′ = f(t), u(−1) = u(1) = 0.

Р о з в’ я з а н н я . Це задача з розщепленими крайовими умовами. Загальний
розв’язок однорiдного рiвняння u′′ = 0 має вид u(t) = C1+C2t i тому однорiдна крайова
задача має лише тривiальний розв’язок. Отже для неї iснує функцiя Грiна. Розв’язок
однорiдного рiвняння u1(t) = 1 + t задовольняє першу крайову умову u(−1) = 0 , а
розв’язок u2(t) = 1− t – другу крайову умову u(1) = 0 . Тому функцiю Грiна шукаємо
у виглядi

g(t, τ) =

{
φ(τ)(1 + t) при − 1 ≤ t ≤ τ,
ψ(τ)(1− t) при τ ≤ t ≤ 1.

Функцiї φ(τ) i ψ(τ) знаходимо з умов

φ(τ)(1 + τ) = ψ(τ)(1− τ), −ψ(τ)− φ(τ) = 1.

Звiдси маємо
φ(τ) = −1− τ

2
, ψ(τ) = −1 + τ

2
.

Отже
g(t, τ) =

{
−1

2
(1− τ)(1 + t) при − 1 ≤ t ≤ τ,

−1
2
(1 + τ)(1− t) при τ ≤ t ≤ 1

i розв’язок даної задачi має вигляд

u(t) =

1∫
−1

g(t, τ)f(τ) dτ = −1− t

2

t∫
−1

(1 + τ)f(τ) dτ − 1 + t

2

1∫
t

(1− τ)f(τ) dτ.

ПРИКЛАД 8.3. Розв’язати крайову задачу

u′′ + u = f(t), u(0) = 0, u′(π) = 0.

Р о з в’ я з а н н я . Ця задача – з розщепленими крайовими умовами. Однорiдне
рiвняння u′′ + u = 0 має загальний розв’язок u(t) = C1 sin t + C2 cos t . При u(0) = 0
отримуємо u(t) = C1 sin t . Оскiльки u′(t) = C1 cos t , то u′(π) = −C1. i при f(t) ≡ 0
задача має лише тривiальний розв’язок, тобто виконана умова iснування функцiї Грiна.
Функцiї u1(t) = sin t i u2(t) = cos t задовольняють рiвнянню u′′ + u = 0 i умовам
u1(0) = 0 , u′2(π) = 0 . Тому функцiю Грiна шукаємо у виглядi

g(t, τ) =

{
φ(τ) sin t при 0 ≤ t ≤ τ,
ψ(τ) cos t при τ ≤ t ≤ π.

Функцiї φ(τ) i ψ(τ) з знаходимо з умов

φ(τ) sin τ = ψ(τ) cos τ, −ψ(τ) sin τ = φ(τ) cos τ + 1.

З цiєї системи отримуємо, що

φ(τ) = − cos τ, ψ(τ) = − sin τ.
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Тому

g(t, τ) =

{
− cos τ sin t при 0 ≤ t ≤ τ,
− sin τ cos t при τ ≤ t ≤ π

i розв’язок даної крайової задачi має вигляд

u(t) =

π∫
0

g(t, τ)f(τ) dτ = − cos t

t∫
0

f(τ) sin τ dτ − sin t

π∫
t

f(τ) cos τ dτ.

такий саме пiдхiд може бути застосований для крайових задач з умовами на нескiнче-
ностях ±∞ .

ПРИКЛАД 8.4. Розв’язати крайову задачу

u′′ − u = f(t), u(t)− обмежений на промiжку (−∞,+∞).

Р о з в’ я з а н н я . Загальний розв’язок однорiдного рiвняння має вигляд

u(t) = C1e
−t + C2e

t.

i тому обмеженим на (−∞,+∞) буде лише тривiальний розв’язок. Розв’язок u1(t) = et

обмежений при t → −∞ , а u2(t) = e−t – при t → +∞ . Тому функцiю Грiна шукаємо
у виглядi

g(t, τ) =

{
φ(τ)et при −∞ ≤ t ≤ τ,
ψ(τ)e−t при τ ≤ t ≤ +∞.

Функцiї φ(τ), ψ(τ) визначаються з рiвнянь

ψ(τ)e−τ = φ(τ)eτ , −ψ(τ)e−τ = φ(τ)eτ + 1,

звiдки знаходимо
φ(τ) = −1

2
e−τ , ψ(τ) = −1

2
eτ .

Отже
g(t, τ) =

{
−1

2
et−τ при −∞ ≤ t ≤ τ,

−1
2
eτ−t при τ ≤ t ≤ +∞.

Тому розв’язок даної задачi має вигляд

u(t) =

+∞∫
−∞

g(t, τ)f(τ) dτ = −1

2
e−t

t∫
−∞

eτf(τ) dτ − 1

2
et

+∞∫
t

e−τf(τ) dτ.

Подамо ще приклад крайової задачi з нерозщепленими крайовими умовами.
ПРИКЛАД 8.5. Розв’язати перiодичну крайову задачу

u′′ + u = f(t), u(0) = u(π), u′(0) = u′(π).
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Р о з в’ я з а н н я . Вiдповiдна однорiдна крайова задача має лише тривiальний
розв’язок u(t) ≡ 0 . Фундаментальну сiм’ю розв’язкiв однорiдного рiвняння виберемо у
виглядi u1(t) = cos t, u2(t) = sin t . Тодi

g(t, τ) =

{
11(τ) cos t+ c12(τ) sin t при 0 ≤ t ≤ τ,
c21(τ) cos t+ c22(τ) sin t при τ ≤ t ≤ π

i умова, що g(t, τ) при t ̸= τ задовольняє однорiдне рiвняння виконується. З умов

g(τ + 0, τ) = g(τ − 0, τ), g′t(τ + 0, τ)− g′t(τ − 0, τ) = 1,

g(0, τ) = g(π, τ), g′t(0, τ) = g′t(π, τ)

дiстаємо систему рiвнянь вiдносно cik = cik(τ) (i, k = 1, 2) :

(c21 − c11) cos τ + (c22 − c12) sin τ = 0, c11 = −c21,

−(c21 − c11) sin τ + (c22 − c12) cos τ = 0, c12 = −c22.
звiдси отримуємо

c11 =
1

2
sin τ, c12 = −1

2
cos τ, c21 = −1

2
sin τ, c22 =

1

2
cos τ.

Тому

g(t, τ) = 1
2
sin τ cos t− 1

2
cos τ sin t = 1

2
sin(τ − t) при 0 ≤ t ≤ τ,

g(t, τ) = −1
2
sin τ cos t+ 1

2
cos τ sin t = −1

2
sin(τ − t) при τ ≤ t ≤ π,

або
g(t, τ) =

1

2
sin |t− τ | при 0 ≤ t, τ ≤ π.

Єдиний розв’язок даної перiодичної задачi має вигляд

u(t) =

π∫
0

1

2
sin |t− τ |f(τ) dτ.

З наведених вище прикладiв крайових задач стає зрозумiлим, що у випадку, коли для
вiдповiдного лiнiйного однорiдного диференцiального рiвняння не вдається отримати
фундаментальну сiм’ю розв’язкiв стає утрудненою задача про встановлення того, що
вiдповiдна однорiдна крайова задача має лише тривiальний розв’язок. Тому набуває
важливого значення пошук ефективних умов, якi гарантують вiдсутнiсть у однорiдної
крайової задачi (8.10) – (8.20) нетривiального розв’язку. Вкажемо на один клас крайо-
вих задач, для яких iснують такi достатнi умови.

8.3 Достатнi умови однозначної розв’язностi однiєї крайової за-
дачi

Розглянемо двоточкову крайову задачу

u′′ + q(t)u = f(t), (8.14)
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u(a) = c1, u(b) = c2, (8.15)

де q, f – неперервнi функцiї на промiжку [a, b] , c1, c2 – дiйснi сталi, а також вiдповiдну
до неї однорiдну крайову задачу

u′′ + q(t)u = 0, (8.140)

u(a) = 0, u(b) = 0, (8.15.0)

Теорема 8.3 (про однозначну розв’язнiвсть задачi (8.14), (8.15)). Нехай в iнтервалi
]a, b[ виконується нерiвнiсть

q(t) ≤ π2

(b− a)2
(8.16)

i вона є строгою хоча б однiй точцi з цього iнтервалу. Тодi крайова задача (8.14),
(8.15) однозначно вирiшуєма при будь-якiй неперервнiй на промiжку [a, b] функцiї f
i будь-яких дiйсних сталих c1, c2 .

Д о в е д е н н я . Для доведення достатньо показати, що вiдповiдна однорiдна
крайова задача (8.140), (8.150) має лише тривiальний розв’язок u(t) ≡ 0 . Припустимо
супротивне. Тодi рiвняння (8.140) має нетривiальний розв’язок, що задовольняє уиови
(8.150) . Поряд з (8.140) розглянемо рiвняння

v′′ +
π2

(b− a)2
v = 0, (8.17)

яке зеiдно з умовою (8.16) є мажорантою Штурма для рiвняння (8.140) на промiжку
[a, b] . Це рiвняння має фундаментальну сiм’ю розв’язкiв v1(t) = sin πt

b−a
, v2(t) = cos πt

b−a
,

зокрема, розв’язок

v0(t) =
π(t− a)

b− a
,

який є лiнiйною комбiнацiєю даних двох розв’язкiв.
Оскiльки нерiвнiсть (8.16) э строгою хоча б в однiй точцi з iнтервалу [a, b[ , то згiдно

з лемою Штурма для будь-якого розв’язку v рiвняння (8.16) iснує число t0 ∈ [a, b[ таке,
що v(t0 = 0 Однак, для вказаного вище розв’язку v0(t) цього рiвняння маємо v0(a) = 0
i i наступним його нулем є число b , тобто вiн на iнтервалi ]a, b[ нулiв немає. Отримане
протерiччя свiдчить про те, що однорiдна крайова задача (8.140), (8.150) має лише
тривiальний розв’язок. Тому крайова задача (8.14), (8.15) однозначно вирiшуєма при
будь-якiй неперервнiй на промiжку [a, b] функцiї f i будь-яких дiйсних сталих c1, c2 .

ПРИКЛАД 8.6. Розглянемо крайову задачу

u′′ + sin t u = f(t), u(0) = c1, u(π) = c2,

де f – неперервна функцiя на промiжку [0, π] , c1, c2 – дiйснi сталi. Тут q(t) = sin t ,
a = 0, b = π i π2

(b−a)2
= π2

π2 = 1. Оскiльки

q(t) = sin t ≤ 1 =
π2

(b− a)2
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i ця нерiвнiсть є строгою хоча б в однiй точцi з промiжку ]0, π , то на пiдставi теореми
8.3 дана задача однозначно вирiшуєма при будь-якiй неперервнiй на [0, π] функцiї f i
будь-яких дiйсних сталих c1, c2 .

Теорема 8.4 (про однозначну розв’язнiвсть задачi (8.14), (8.15)). Нехай для деякого
натурального k в iнтервалi ]a, b[ виконується нерiвнiсть

k2π2

(b− a)2
≤ q(t) ≤ (k + 1)2π2

(b− a)2

i кожна з двох нерiностей є строгою хоча б в однiй точцi з ]a, b[ . Тодi крайова задача
(8.14), (8.15) має один i тiльки один розв’язок при будь-якiй неперервнiй на промiжку
[a, b] функцiї f i будь-яких дiйсних сталих c1, c2 .

Довести теорему самостiйно.

8.4 Крайовi задачi з параметром

Якщо коефiцiєнти однорiдного рiвняння (8.10) , або крайових умов (8.20) залежать вiд
деякого параметра λ , то за певних умов iснують такi значення цього параметра, для
яких крайова задача має нетривiальний розв’язок. Цi значення параметра λ називають
власними значеннями, вiдповiднi розв’язки крайової задачi - власними функцiями. При
тих значеннях λ , якi є власними значеннями , має мiсце другий випадок альтернативи,
а при рештi – перший.

ПРИКЛАД 8.7. Знайти власнi значення i власнi функцiї задачi

u′′ − λu = 0, u(0) = 0, u(d) = 0.

Р о з в’ з а н н я . Спочатку помiчаємо, що нетривiальнi розв’язки цiєї задачi можуть
iснувати тiльки при λ < 0 . Покладаємо λ = −a2 , a > 0 . Iз рiвняння i умови u(0) = 0 ,
отримуємо, що u = c sin at .З умови u(d) = 0 випливає, що c sin ad = 0 . Щоб розв’язок
був нетривiальним, треба, щоб c ̸= o, ad = πk, k = 1, 2, . . . . Тому

a = ak =
πk

d
, λk = −

(
πk

d

)2

, k = 1, 2, . . . .

Числа λk – власнi значення, а функцiї u(t) = c sin πkt
d

– власнi функцiї.
Важливим окремим випадком задачi на власнi значення є задача Штурма- Лiувiлля

d

dt

(
p(t)

du

dt

)
− q(t)u+ λρ(t)u = 0,

αu(a) + βu′(a) = 0, γu(b) + δu′(b) = 0,

де функцiї p, p′, q, ρ – неперервнi на [a, b] , p(t) > 0, ρ(t) > 0 при t ∈ [a, b] , α2 + β2 >
0, γ2 + δ2 > 0 . Тут можуть бути i нерозщепленi однорiднi крайовi умови.

Далi зазначимо, що в задачах на власнi значення i власнi функцiї не тiльки коефiцi-
єнти однорiдного рiвняння, але i крайовi умови можуть залежати вiд парметра λ .
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ПРИКЛАД 8.8. Знайти власнi значення i власнi функцiї задачi

u′′ + λ2u = 0, u(0) = 0,−βλ2u(1) + u′(1) = 0, β = const .

При λ = 0 загальний розв’язок рiвняння

u(t) = C1t+ C2.

Пiдставивши в крайовi умови, дiстанемо C1 = 0 , тобто u(t) ≡ 1 є власною функцiєю,
яка вiдповiдає власному значенню λ = 0.

При λ ̸= 0
u(t) = C1 cosλt+ C2 sinλt.

пiдставляємо в крайовi умови: C2λ = 0 . Отже,

u(t) = C1 cosλt,

−βλ2C1 cosλ− C1 sinλ = 0,

звiдси дiстаємо рiвняння для визначення власних значень

tg λ+ = −βλ (характеристичне рiвняння даної задачi)

Можна показати, наприклад, графiчно, що це рiвняння маєрiвнi за модулем i протиле-
жнi за знаком коренi λk, k = 0,±1,±2, . . . . Отже, власними функцiями двної задачi
є

u(t) = C1 cosλkt,

де λ0 = 0 < λ1 < λ2 < . . . < λn < . . . , – зростаюча послiдовнiсть власних значень, чкi є
абсцисами точок перетину графiкiв функцiй y = tg λ i y = −βλ .
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