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Пiдготовка дисертацiї здiйснювалася на кафедрi диференцiальних рiвнянь, геометрiї та

топологiї факультету математики, фiзики та iнформацiйних технологiй Одеського нацiонального

унiверситету iменi I.I. Мечникова.

Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню асимптотичної поведiнки розв’язкiв

диференцiального рiвняння

y(n) = f
(
t, y, y′, . . . , y(n−1)

)
,

в якому f : [a, ω[×∆Y0 × · · · × ∆Yn−1 −→ R – неперервна функцiя, −∞ < a < ω ≤ +∞, ∆Yi−1 –

деякий однобiчний окiл Yi−1, Yi−1 дорiвнює або нулю, або ±∞, i = 1, . . . , n. Предметом дослiдження є

Pω(Y0, . . . , Yn−1, λ0)-розв’язки цього рiвняння, умови їх iснування, а також асимптотичнi при t ↑ ω
зображення таких розв’язкiв та їх похiдних до порядку n − 1 включно. Клас Pω(Y0, . . . , Yn−1, λ0)-

розв’язкiв був уведений в роботах В.М. Євтухова i виявився достатньо широким класом монотоних

розв’язкiв. Вiн мiстить в собi правильно, повiльно i швидко змiннi при t ↑ ω розв’язки, а також деякi

типи сингулярних розв’язкiв.

Розв’язок y даного диференцiального рiвняння n-го порядку називається Pω(Y0, . . . , Yn−1, λ0)-

розв’язком, де −∞ ≤ λ0 ≤ +∞, якщо вiн визначений на промiжку [t0, ω[⊂ [a, ω[ i задовольняє наступнi

умови

lim
t↑ω

y(i−1)(t) = Yi−1 (i = 1, . . . , n), lim
t↑ω

[
y(n−1)(t)

]2
y(n)(t)y(n−2)(t)

= λ0.

Згiдно з результатами В.М. Євтухова множина всiх можливих типiв таких розв’язкiв за своїми

асимптотичними при t ↑ ω властивостями розпадається на n+2 неперетинних множин, що вiдповiдають

наступним значеннням λ0:

λ0 ∈ R \
{

0,
1

2
, . . . ,

n− 2

n− 1
, 1

}
, λ0 = 1, λ0 = ±∞,

λ0 =
n− i− 1

n− i
(i = 1, . . . , n− 1).

При n = 2, тобто для диференцiального рiвняння другого порядку, асимптотика Pω(Y0, Y1, λ0)-

розв’язкiв встановлювалась в роботах В. М. Євтухова i Л.I. Кусiк. При n ≥ 2 у роботах В.М. Євтухова,

А.М. Самойленко, а також у роботах В.М. Євтухова i О.М. Клопота були одержанi асимптотичнi

зображення Pω(Y0, . . . , Yn−1, λ0)-розв’язкiв та їх похiдних до порядку n− 1 включно диференцiальних

рiвнянь виду

y(n) = α0p(t)ϕ(y), y(n) =

m∑
i=1

αipi(t)

n−1∏
j=0

ϕij

(
y(j)
)
,

де α0, αi ∈ {−1; 1}, p, pi : [a, ω[−→]0,+∞[ (i = 1, . . . ,m)– неперервнi функцiї, ϕ : ∆Y0
−→]0,+∞[,

ϕij−1 : ∆Yj−1
−→]0,+∞[ – неперервнi i правильно змiннi функцiї при y(j−1) −→ Yj−1, j = 1, . . . , n.
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Першi результати про асимптотику розв’язкiв диференцiальних рiвнянь з правильно змiнними

нелiнiйностями були отриманi в роботах V. Marić, M. Tomić, S.D. Taliaferro, В.М. Євтухова, Л.О.

Кирилової i деяких iнших авторiв для диференцiальних рiвнянь другого порядку виду

y′′ = α0p(t)ϕ(y).

Правильно змiнна функцiя є добутком степеневої i повiльно змiнної функцiї. Тому дослiдження рiвнянь

з правильно змiнними нелiнiйностями було пов’язано з бажанням поширити на такi рiвняння результати

отриманi на протязi ХХ столiття для рiвнянь зi степеневими нелiнiйностями, зокрема, для узагальнених

рiвнянь типу Емдена-Фаулера, частиннi випадки яких виникають в багатьох галузях природознавства.

В дисертацiйнiй роботi кожний з вказаних вище n + 2 типiв Pω(Y0, Y1, . . . , Yn−1, λ0)-розв’язкiв

диференцiального рiвняння n-го порядку загального виду вивчається окремо при виконаннi умови

(RN)λ0
, суть якої полягає в тому, що на будь-якому з таких розв’язкiв рiвняння є у деякому сенсi

асимптотично близьким до рiвняння

y(n) = α0p(t)

n∏
j=1

ϕj−1

(
y(j−1)

)
,

де α0 ∈ {−1; 1}, p : [a, ω[−→]0,+∞[ – неперервна функцiя, ϕj−1 : ∆Yj−1
−→]0,+∞[ – неперервна

правильно змiнна функцiя порядку σj−1 при y(j) −→ Yj−1, j = 1, . . . , n.

Наприклад, у випадку, коли λ0 ∈ R \
{

0, 12 , . . . ,
n−2
n−1

}
умова (RN)λ0 визначається наступним

чином.

Будемо казати, що функцiя f у диференцiальному рiвняннi задовольняє умову (RN)λ0
при

λ0 ∈ R \
{

0, 12 , . . . ,
n−2
n−1

}
, якщо iснують числа α0 ∈ {−1; 1}, t0 ∈ [a, ω[, неперервна функцiя p : [t0, ω[−→

]0,+∞[ i неперервнi правильно змiннi при zj−1 → Yj−1 (j = 1, ..., n) функцiї ϕj−1 : ∆Yj−1
→]0,+∞[

порядкiв σj−1 (j = 1, ..., n) такi, що для будь-яких неперервно диференцiйовних функцiй zj−1 : [t0, ω[→
∆Yj−1

(j = 1, ..., n), якi задовольняють умови

lim
t↑ω

zj−1(t) = Yj−1, lim
t↑ω

πω(t)z′j−1(t)

zj−1(t)
=

a0j
λ0 − 1

(j = 1, ..., n),

де

a0j = (n− j)λ0 − (n− j − 1) (j = 1 . . . , n),

πω(t) =

 t, якщо ω = +∞,
t− ω, якщо ω < +∞,

має мiсце зображення

f(t, z0(t), ..., zn−1(t)) = α0p(t)

n∏
j=1

ϕj−1(zj−1(t))[1 + o(1)] при t ↑ ω.

Для кожного з n + 2 вказаних вище можливих значень параметру λ0 при виконаннi умови

(RN)λ0
розроблено методику дослiдження асимптотичної поведiнки Pω(Y0, . . . , Yn−1, λ0)-розв’язкiв

розглядаємого в дисертацiї диференцiального рiвняння n- го порядку загального виду. Вона базується

на застосуваннi апрiорних асимптотичних властивостях Pω(Y0, . . . , Yn−1, λ0)-розв’язкiв, асимптотичних

властивостей правильно змiнних функцiй, побудованих ранiше пiдходiв i методiв дослiдження
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асимптотичної поведiнки розв’язкiв диференцiальних рiвнянь зi степеневими та правильно змiнними

нелiнiйностями.

З використанням даної методики у другому роздiлi дисертацiї одержано результати про умови

iснування i асимптотику Pω(Y0, . . . , Yn−1, λ0)-розв’язкiв розглядаємого диференцiального рiвняння n-

го порядку у випадку, коли λ0 ∈ R \
{

0, 12 , . . . ,
n−2
n−1

}
, у третьому i четвертому роздiлах– у випадках

λ0 = 1 i λ0 = ±∞ вiдповiдно, у п’ятому - у випадках, коли λ0 = n−i−1
n−i (i = 1, . . . , n − 1). Перший

роздiл дисертацiї мiстить огляд дослiджень асимптотичної поведiнки розв’язкiв рiвнянь зi степеневими

та правильно змiнними нелiнiйностями.

В дисертацiйнiй роботi для кожного з n + 2 можливих значень параметру λ0 при виконаннi

умови (RN)λ0
вперше для розглядаємого диференцiального рiвняння n-го порядку загального виду:

1) встановлено необхiднi умови iснування Pω(Y0, . . . , Yn−1, λ0)-розв’язкiв;

2) отримано асимптотичнi при t ↑ ω зображення Pω(Y0, . . . , Yn−1, λ0)-розв’язкiв та їх похiдних

до порядку n− 1 включно у неявному виглядi;

3) одержано достатнi умови iснування Pω(Y0, . . . , Yn−1, λ0)-розв’язкiв з отриманими

асимптотичними зображеннями i вирiшено питання про кiлькiсть таких розв’язкiв;

4) при незначних додаткових обмеженнях на деякi з функцiй ϕj−1 (j ∈ {1, . . . , n}) з неявних

асимптотичних формул для Pω(Y0, . . . , Yn−1, λ0)–розв’язкiв одержано явнi асимптотичнi формули для

таких розв’язкiв та їх похiдних до порядку n− 1 включно.

Питання про фактичне iснування Pω(Y0, Y1, . . . , Yn−1, λ0)– розв’язкiв

зi знайденими асимптотичними зображеннями вирiшувалось шляхом зведення за допомогою деяких

перетворень до питання про iснування зникаючих в особливiй точцi розв’язкiв у систем квазiлiнiйних

диференцiальних рiвнянь i застосуванням для таких систем вiдомих результатiв, що були отриманi

ранiше в роботах В.М. Євтухова i А.М. Самойленка.

Одержанi в дисертацiї результати проiлюстровано на прикладi важливого класу нелiнiйних

диференцiальних рiвнянь n-го порядку виду

y(n) =

k∑
i=1

αipi(t)
n∏
j=1

ϕij−1(y(j−1))

m∑
i=k+1

αipi(t)
n∏
j=1

ϕij−1(y(j−1))
,

де αi ∈ {−1; 1}, pi : [a, ω[−→]0,+∞[ – неперервна функцiя, ϕij−1 : ∆Yj−1 −→]0,+∞[ – неперервна i

правильно змiнна функцiя порядку σij−1 при y(j) −→ Yj−1, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n.

Дисертацiйна робота має теоретичний характер. Усi результати є новими, вони математично

обґрунтованi й повнiстю викладенi у наукових публiкацiях автора.

Ключовi слова: диференцiальнi рiвняння n-го порядку загального виду, правильно змiннi

функцiї, асимптотичнi зображення розв’язкiв, Pω(Y0, Y1, . . . , Yn−1, λ0)– розв’язки, необхiднi i достатнi

умови iснування.
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