
 

 
 



 
 

 



 



Îñíîâíi ïîíÿòòÿ ç

ìàòåìàòèêè

Ó òåîði¨ ïðóæíîñòi îñíîâíèìè ôiçè÷íèìè ïàðàìåòðàìè, ÿêi âè-
çíà÷àþòü íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí òiëà ÿê òåðìîäèíàìi÷íî¨
ñèñòåìè, ¹ òåìïåðàòóðà, åíòðîïiÿ, ìàñà, ðîáîòà, åíåðãiÿ, ïåðåìiùåí-
íÿ, øâèäêiñòü, ñèëà, äåôîðìàöiÿ i íàïðóæåííÿ.

Ôiçè÷íèì âåëè÷èíàì âiäïîâiäàþòü ìàòåìàòè÷íi îá'¹êòè � ñêà-
ëÿðè, âåêòîðè i òåíçîðè, ÿêi âiäîáðàæàþòü ¨õíi âëàñòèâîñòi. Äëÿ
êîæíî¨ ç öèõ âåëè÷èí ÿê ìàòåìàòè÷íèõ îá'¹êòiâ âèçíà÷åíi âiäïî-
âiäíi àëãåáðà¨÷íi îïåðàöi¨.

0.1 Ñêàëÿðè

Ñêàëÿðè�öå âåëè÷èíè, äëÿ âèçíà÷åííÿ ÿêèõ äîñòàòíüî îäíî-
ãî ÷èñëà, íàïðèêëàä: òåìïåðàòóðà, åíòðîïiÿ, ìàñà, ðîáîòà, åíåðãiÿ.
Ïîðiâíþâàòèñÿ ìîæóòü âçàãàëi òàêi âåëè÷èíè, ÿêi ìàþòü îäíàêî-
âó ðîçìiðíiñòü. Ñêàëÿðè ââàæàþòüñÿ îäíàêîâèìè, ÿêùî çáiãàþòüñÿ
¨õíi ÷èñëîâi çíà÷åííÿ. Âåëè÷èíà ñêàëÿðà íå çàëåæèòü âiä ñèñòåìè
êîîðäèíàò.

0.2 Âåêòîðè

Âåêòîð � öå âåëè÷èíà, äëÿ âèçíà÷åííÿ ÿêî¨ êðiì ÷èñëîâî-
ãî çíà÷åííÿ òðåáà çàäàòè ¨¨ íàïðÿìîê, íàïðèêëàä: ïåðåìiùåííÿ,
øâèäêiñòü, ñèëà, ìîìåíò ñèë. Âåêòîð ~a âèçíà÷à¹òüñÿ äîâæèíîþ
àáî ìîäóëåì |~a| òà íàïðÿìêîì i ãðàôi÷íî çîáðàæó¹òüñÿ ñòðiëêîþ
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(ðèñ.1). Ìîäóëåì âåêòîðà íàçèâà¹òüñÿ éîãî äîâæèíà. Íóëüîâèì
âåêòîðîì íàçèâà¹òüñÿ âåêòîð, ìîäóëü ÿêîãî äîðiâíþ¹ íóëþ i éîìó
ìîæíà ïðèïèñàòè áóäü-ÿêèé íàïðÿìîê, îñêiëüêè âií íå âèçíà÷åíèé.

 
Рис.1 

a  

Äâà âåêòîðè ðiâíi ìiæ ñîáîþ, ÿêùî âîíè ìà-
þòü îäíàêîâi ìîäóëi i íàïðÿìêè. Âåêòîðè
~a1, ~a2, ~a3, ..., ~an íàçèâàþòüñÿ ëiíiéíî íåçà-
ëåæíèìè, ÿêùî ñóìà ¨õíiõ äîáóòêiâ íà ñêà-
ëÿðè β1, β2, β3, ..., βn äîðiâíþ¹ íóëþ
β1~a1 +β2~a2 +β3~a3 + ...+βn~an = 0, (0.2.1)

ëèøå çà óìîâè, ùî âñi ñêàëÿðè îäíî÷àñíî äîðiâíþþòü íóëþ
β1 = β2 = β3 = ...= βn = 0.

ßêùî iñíó¹ ëiíiéíà çàëåæíiñòü ìiæ âåêòîðàìè, òîáòî ñïiââiäíîøåí-
íÿ (0.2.1) âèêîíó¹òüñÿ çà óìîâè, ùî íå âñi βk îäíî÷àñíî äîðiâíþþòü
íóëþ, òî ïðèíàéìíi îäèí âåêòîð ìîæå áóòè âèðàæåíèé ÷åðåç iíøi.

Iñíó¹ ôóíäàìåíòàëüíå ïîëîæåííÿ ëiíiéíî¨ àëãåáðè, ÿêå ñòâåð-
äæó¹: â n âèìiðíîìó ïðîñòîði iñíó¹ ñèñòåìà n ëiíiéíî íåçàëåæíèõ
âåêòîðiâ ~e1, ~e2, ~e3, ..., ~en i áóäü-ÿêèé n+ 1-é âåêòîð ~b ìîæå áóòè
îäíîçíà÷íî ïîäàíèé ó âèãëÿäi ëiíiéíî¨ ôîðìè

~b= b1~e1 + b2~e2 + b3~e3 + .....+ bn~en.

Âåêòîð ìîæíà âèçíà÷èòè çà äîïîìîãîþ ñèñòåìè êîîðäèíàò. Ó ôi-
çè÷íèõ çàäà÷àõ íàé÷àñòiøå âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òðèâèìiðíèé ïðîñòið,
òîìó äàëi ïåðåòâîðåííÿ ðîçãëÿäà¹òüñÿ â òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði.
Ñèñòåìó êîîðäèíàò ìîæíà çàäàòè, âèáðàâøè äîâiëüíî ëiíiéíî íå-
çàëåæíó ñèñòåìó âåêòîðiâ, ¨õ êiëüêiñòü äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi âèìiðiâ
ïðîñòîðó. Öi âåêòîðè ñòâîðþþòü áàçèñ ñèñòåìè êîîðäèíàò. Äàëi
âèêîðèñòîâóþòüñÿ äåêàðòîâi êîîðäèíàòè. Âåêòîðè áàçèñó ~e1, ~e2, ~e3
âçà¹ìíî îðòîãîíàëüíi i ìàþòü îäèíè÷íó äîâæèíó ~ei · ~ej = δij , äå
âåëè÷èíà

δij =

{
1 (i= j),
0 (i 6= j)

íàçèâà¹òüñÿ ñèìâîëîì Êðîíåêåðà. Áóäü-ÿêèé âåêòîð ~a ìîæå áóòè
ïîäàíèé ÿê ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ áàçèñíèõ âåêòîðiâ

~a= ~e1a1 +~e2a2 +~e3a3, ~a= ~eiai.
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Çíàê ñóìè çà ïðàâèëîì Åéíøòåéíà íå ñòàâèòüñÿ. Ó ïîäiá-
íèõ ôîðìóëàõ ââàæà¹òüñÿ, ùî êîëè iíäåêñ ïîâòîðþ¹òüñÿ, òî
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áåðåòüñÿ ñóìà, êiëüêiñòü
äîäàíêiâ ÿêî¨ äîðiâíþ¹
ðîçìiðíîñòi ïðîñòîðó. Âåëè-
÷èíè a1, a2, a3 íàçèâàþòüñÿ
êîìïîíåíòàìè âåêòîðà.
Â äåêàðòîâié ñèñòåìi âîíè
ñïiâïàäàþòü ç îðòîãîíàëü-
íèìè ïðîåêöiÿìè âåêòîðà
íà îñi êîîðäèíàò (ðèñ.2).
Ñóìîþ äâîõ âåêòîðiâ ~a i ~b
¹ òðåòié âåêòîð ~c = ~a +~b,
ÿêèé ¹ äiàãîíàëëþ ïàðàëå-

ëîãðàìà, ïîáóäîâàíîãî íà âåêòîðàõ ~a i ~b (ðèñ.3), àáî âåêòîð, ÿêèé
çàìèêà¹ òðèêóòíèê (ðèñ.4).

 Рис. 3 

c  b  

a  

c  

ba  

Рис. 4 

Îïåðàöiÿ äîäàâàííÿ âåêòîðiâ ¹:
1) êîìóòàòèâíîþ

~a+~b=~b+~a,

òîáòî ïðè ñêëàäàííi âåêòîðiâ ðåçóëüòàò íå çàëåæèòü âiä ïîðÿäêó
äîäàíêiâ;

2) àñîöiàòèâíîþ
~a+

(
~b+~c

)
=
(
~a+~b

)
+~c= ~a+~b+~c.

Çà âèçíà÷åííÿì âåêòîð −~a îçíà÷à¹ âåêòîð, ìîäóëü ÿêîãî äîðiâíþ¹
|−~a| = |~a|, àëå íàïðÿìëåíèé â ïðîòèëåæíîìó íàïðÿìêó âåêòîðà ~a.
Òîìó ðiçíèöÿ ~d= ~a−~b îçíà÷à¹ ñóìó âåêòîðiâ ~d= ~a+

(
−~b
)
(ðèñ.5).

Ïðè âèêîðèñòàííi êîîðäèíàòíî¨ ôîðìè äîäàâàííÿ âåêòîðiâ ~c=~a+~b
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¨õíi êîìïîíåíòè ñêëàäàþòüñÿ
~ekck = ~ek(ak+ bk).

 

Рис. 5 
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Äîáóòîê âåêòîðà ~a íà ñêàëÿð β ¹ âåê-
òîðîì ~b = β~a, íàïðÿìîê ÿêîãî çáiãà¹-
òüñÿ ç ~a ïðè β > 0, à ìîäóëü â β ðà-
çiâ áiëüøiì íiæ |~a|, òîáòî |~b| = β|~a|.
Ïðè âèêîðèñòàííi êîîðäèíàòíî¨ ôîð-
ìè êîìïîíåíòè âåêòîðà ìíîæàòüñÿ íà
ñêàëÿð ~ekbk = ~ek(βak).
Äîáóòêè âåêòîðiâ íà âiäìiíó âiä ñêà-
ëÿðiâ âèçíà÷àþòüñÿ ïî-ðiçíîìó i ìà-

þòü ðiçíi òèïè: ïåðøèé�ñêàëÿðíèé, äðóãèé�âåêòîðíèé i îêðåìî
äîáóòêè äåêiëüêîõ âåêòîðiâ, ç ÿêèõ íàé÷àñòiøå âèêîðèñòîâó¹òüñÿ
äîáóòîê òðüîõ. Ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ ~a i ~b ïîçíà÷à¹òüñÿ ~a ·~b,
i ¹ ñêàëÿðîì, ÿêèé äîðiâíþ¹ äîáóòêó ¨õ ìîäóëiâ íà êîñèíóñ êóòà θ
ìiæ âåêòîðàìè |~a ·~b|= |~a||~b|cosθ. Ç âèçíà÷åííÿ âèïëèâà¹: ÿêùî îäèí
ç âåêòîðiâ îäèíè÷íèé, íàïðèêëàä |~a|= 1, òî ñêàëÿðíèé äîáóòîê äî-
ðiâíþ¹

|~a ·~b|= |~b|cosθ,

òîáòî ïðîåêöi¨ äðóãîãî âåêòîðà, íàïðèêëàä ~b, íà íàïðÿìîê ~a
(ðèñ.6).Îïåðàöiÿ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó ìà¹ íàñòóïíi âëàñòèâîñòi�
âîíà ¹:

 

Puc. 6

a  
θ  

b  

1) êîìóòàòèâíîþ ~a ·~b=~b ·~a, òîáòî, ðåçóëüòàò íå
çàëåæèòü âiä ïîðÿäêó ìíîæíèêiâ;
2) äèñòðèáóòèâíîþ ~a ·

(
~b+~c

)
= ~a ·~b+~a ·~c.

Ç âèçíà÷åííÿ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó âèïëèâà¹,
ùî óìîâà ïåðïåíäèêóëÿðíîñòi äâîõ âåêòîðiâ ~a
i ~b âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ íóëþ ¨õ ñêàëÿðíîãî
äîáóòêó

~a ·~b= |~a|
∣∣∣~b∣∣∣(cosπ/2) = 0.

Ïðè âèêîðèñòàííi äåêàðòîâî¨ ñèñòåìè êîîðäè-
íàò, âíàñëiäîê ïîïàðíî¨ îðòîãîíàëüíîñòi áàçèñíèõ âåêòîðiâ, ñêàëÿð-
íèé äîáóòîê ó òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

~a ·~b= aibi = a1b1 +a2b2 +a3b3.
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Âåêòîðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ ~a i ~b ïîçíà÷à¹òüñÿ ~c= ~a×~b i ¹ âåê-
òîðîì, ìîäóëü ÿêîãî äîðiâíþ¹ äîáóòêó ¨õ ìîäóëiâ íà ñèíóñ êóòà θ
ìiæ âåêòîðàìè ~a i ~b |~c| = |~a×~b| = |~a||~b|sinθ i äîðiâíþ¹ ïëîùi ïàðà-
ëåëîãðàìà, ïîáóäîâàíîãî íà âåêòîðàõ ~a i ~b. Âåêòîðíèé äîáóòîê ~c
âåêòîðiâ ~a i ~b ïåðïåíäèêóëÿðíèé äî ïëîùèíè, â ÿêié ëåæàòü âå-
êòîðè ~a i ~b, i íàïðÿìëåíèé â òó ñòîðîíó, ç ÿêî¨ ïîâîðîò ïåðøîãî
ìíîæíèêà äî äðóãîãî íà ìåíøèé êóò âèêîíó¹òüñÿ ïðîòè õîäó ãî-
äèííèêîâî¨ ñòðiëêè (ðèñ.7).

c a b= ×  

b  

Рис. 7

θ  a   

Âåêòîðíèé äîáóòîê íå êîìóòàòèâ-
íèé ~a × ~b = −~b × ~a, àëå âií çà-
äîâîëüíÿ¹ çàêîí äèñòðèáóòèâíîñòi
~a×

(
~b+~c

)
= ~a×~b+~a×~c. Íåîáõiä-

íîþ i äîñòàòíüîþ óìîâîþ ïàðàëåëü-
íîñòi âåêòîðiâ ¹ ðiâíiñòü íóëþ ¨õ
âåêòîðíîãî äîáóòêó ~a×~b = 0. Öå
âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî êóò ìiæ ïà-
ðàëåëüíèìè âåêòîðàìè θ = 0, òîìó

sin0 = 0. Ïðè âèêîðèñòàííi äåêàðòîâî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò âåêòîð-
íèé äîáóòîê ìîæå áóòè ïîäàíèé ó âèãëÿäi

~a×~b=

∣∣∣∣∣∣∣
~i1 ~i2 ~i3

a1 a2 a3

b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣∣=
=~i1(a2b3−a3b2)+~i2(a3b1−a1b3)+~i3(a1b2−a2b1).

Êðiì òîãî, â áàãàòüîõ âèïàäêàõ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïîäàííÿ âåêòîð-
íîãî äîáóòêó çà äîïîìîãîþ ñèìâîëiâ Ëåâi-×iâiòà εijk ÿêi âèçíà÷à-
þòüñÿ òàêèì ïðàâèëîì:

εijk =


1, ÿêùî i,j,k ñòâîðþþòü ïàðíó ïåðåñòàíîâêó iç 1,2,3;
−1, i,j,k ñòâîðþþòü íåïàðíó ïåðåñòàíîâêó iç 1,2,3;
0, ÿêùî äâà iíäåêñà çáiãàþòüñÿ.

Òîäi ~c= ~a×~b= εjkm~ijakbm i, îòæå, cj = εjkmakbm.

Ðîçãëÿíåìî îïåðàöi¨ äîáóòêó òðüîõ âåêòîðiâ. Íàé÷àñòiøå âèêî-
ðèñòîâóþòüñÿ çìiøàíèé i ïîäâiéíèé âåêòîðíi äîáóòêè.
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c  

d  

θ  

h  

b c×  

b  

a  

Рис. 8 

Çìiøàíèé äîáóòîê�öå
ñêàëÿð

V = (~a×~b) ·~c=

=
∣∣∣~a×~b∣∣∣|~c|cosθ =

=
∣∣∣~a×~b∣∣∣h,

ÿêèé äîðiâíþ¹ îá'¹ìó
ïàðàëåëåïiïåäà, ïîáó-
äîâàíîãî íà âåêòîðàõ
~a, ~b, ~c (ðèñ.8). Â êî-
îðäèíàòíié ôîðìi âií
äîðiâíþ¹ âèçíà÷íèêó,

êîìïîíåíòàìè ÿêîãî ¹ ïðîåêöi¨ âåêòîðiâ

V =

∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣∣.
Ïîäâiéíèé âåêòîðíèé äîáóòîê ~a× (~b×~c) ¹ âåêòîðîì ~d, ÿêèé

ëåæèòü â ïëîùèíi âåêòîðiâ ~b i ~c i ïåðïåíäèêóëÿðíèé äî âåêòîðà ~a.
Âåêòîð ~d ìîæíà çíàéòè çà ôîðìóëîþ

~d= ~a× (~b×~c) =~b(~a ·~c)−~c(~a ·~b).

0.3 Òåíçîðè â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði

Òåíçîðîì íóëüîâîãî ðàíãó ââàæà¹òüñÿ ñêàëÿð, ÿêèé ïîâíiñòþ âè-
çíà÷à¹òüñÿ îäíèì ÷èñëîì. Òåíçîðîì ïåðøîãî ðàíãó ¹ âåêòîð, ÿêèé
ìîæå áóòè ïîäàíèé ÿê ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ áàçèñíèõ âåêòîðiâ i âè-
çíà÷à¹òüñÿ ñâî¨ìè êîìïîíåíòàìè, êiëüêiñòü ÿêèõ äîðiâíþ¹ êiëüêî-
ñòi âèìiðiâ ïðîñòîðó. ßêùî ïðîñòið n�âèìiðíèé, òî êîæíèé âåêòîð
~a ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ áàçèñíèõ âåêòîðiâ

~a= ~e1a1 +~e2a2 + ...+~enan, ~a= ~eiai.
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Êîìïîíåíòè âåêòîðà ai ìîæíà âèçíà÷èòè ÷åðåç ñêàëÿðíi äîáóòêè
a1 = ~a ·~e1, a2 = ~a ·~e2,..., an = ~a ·~en.

Ïðè ïîâîðîòi ñèñòåìè êîîðäèíàò çìiíþþòüñÿ âåêòîðè ëîêàëü-
íîãî áàçèñó, ùî çóìîâëþ¹ çìiíó ïðîåêöié àáî êîìïîíåíò âåêòîðà.
Çàëåæíiñòü êîìïîíåíò âåêòîðà âiä âèáîðó êîîðäèíàò óñêëàäíþ¹ çà-
ãàëüíó êàðòèíó îñêiëüêè, ¨õ âèáið ìîæå áóòè âèïàäêîâèì i âiäîáðà-
æà¹ çàéâi äåòàëi. Ãîëîâíå çàâäàííÿ òåíçîðíîãî ÷èñëåííÿ ïîëÿãà¹ ó
òîìó, ùîá âèäiëèòè ñóòü îá'¹êòà, ÿêèé âèâ÷à¹òüñÿ, i âiäêèíóòè äðó-
ãîðÿäíi äåòàëi, âèêëèêàíi âèïàäêîâèì âèáîðîì ñèñòåìè êîîðäèíàò.

 2e  

Рис. 9 

3e ′ 2e ′  

1e ′  

3x′  2x′  

1x′

3x

3e  

2x1e  

1x  

Òîìó ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà-
÷à: çàäàíî âåêòîð ~a â
ñòàðié ñèñòåìi êîîðäèíàò
x1, x2 ,x3, òîáòî âiäîìi éî-
ãî êîìïîíåíòè a1, a2, a3,
çàäàíî íîâó ñèñòåìó êî-
îðäèíàò x′1, x

′
2, x

′
3. Òðå-

áà çíàéòè ïðîåêöi¨ âåêòî-
ðà ~a � a′1, a

′
2, a

′
3 â íîâié

ñèñòåìi. Ïîëîæåííÿ íîâî¨
ñèñòåìè êîîðäèíàò âiäíîñ-

íî ñòàðî¨ âèçíà÷à¹òüñÿ ïðîåêöiÿìè âåêòîðiâ ëîêàëüíîãî áàçèñó íî-
âî¨ ñèñòåìè íà îñi ñòàðî¨ ñèñòåìè (ðèñ.9). Ëîêàëüíi âåêòîðè íîâîãî
áàçèñó, ÿê i áóäü-ÿêèé âåêòîð, ìîæíà ïîäàòè ÷åðåç âåêòîðè ñòàðîãî
áàçèñó ó âèãëÿäi ëiíiéíèõ ôîðì

~e′1 = α11~e1 +α12~e2 +α13~e3,

~e′2 = α21~e1 +α22~e2 +α23~e3,

~e′3 = α31~e1 +α32~e2 +α33~e3,

~e′i = aij~ej , i,j = 1,2,3.

Êîåôiöi¹íòè αij�öå ïðîåêöi¨ âåêòîðiâ íîâîãî ëîêàëüíîãî áàçèñó ~e′i
íà âåêòîðè ñòàðîãî áàçèñó ~ej . Âîíè ìîæóòü áóòè âèçíà÷åíi ÷åðåç
ñêàëÿðíèé äîáóòîê aij = ~e′i ·~ej . Ç êîåôiöi¹íòàìè αij ïîâ'ÿçàíà ìà-
òðèöÿ ïåðåòâîðåííÿ ñèñòåìè êîîðäèíàò. Êîìïîíåíòè êîæíîãî ðÿä-
êà ìàòðèöi ¹ ïðîåêöiÿìè íîâèõ îðòiâ íà ñòàði, à êîæíèé ñòîâï÷èê
ìàòðèöi�ïðîåêöiÿìè ñòàðèõ îðòiâ íà íîâi. Îñêiëüêè ëîêàëüíi âåêòî-
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ðè áåðóòüñÿ íîðìîâàíèìè, òîáòî îäèíè÷íî¨ äîâæèíè, i âçà¹ìíî îð-
òîãîíàëüíèìè, òî ñêàëÿðíèé äîáóòîê êîæíîãî ðÿäêà àáî ñòîâï÷èêà
ñàìîãî íà ñåáå äîðiâíþ¹ îäèíèöi, à íà áóäü-ÿêèé iíøèé�íóëþ:

|αij |=

 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

,
αijαkj = αjiαjk = δik, δij =

{
1 (i= j),
0 (i 6= j),

äå δij�ñèìâîë Êðîíåêåðà. Çà ïðàâèëîì Åéíøòåéíà áåðåòüñÿ ñóìà
ïî òèõ iíäåêñàõ, ÿêi ïîâòîðþþòüñÿ. Âèçíà÷íèê ìàòðèöi äîðiâíþ¹
±1. Äîäàòíèé çíàê îçíà÷à¹, ùî îði¹íòàöiÿ ñèñòåìè çáåðiãà¹òüñÿ, à
âiä'¹ìíèé � ùî îði¹íòàöiÿ ðåïåðà (ëîêàëüíîãî áàçèñó âçà¹ìíî îðòî-
ãîíàëüíèõ âåêòîðiâ) çìiíþ¹òüñÿ (ïðàâà íà ëiâó àáî íàâïàêè). Òàêèì
÷èíîì, ìàòðèöÿ îðòîíîðìîâàíà i ¨¨ îáåðíåíà äîðiâíþ¹ òðàíñïîíî-
âàíié A−1 =A′. Ñòàði îðòè ÷åðåç íîâi âèðàæàþòüñÿ ôîðìóëàìè

~e1 = α11~e
′
1 +α21~e

′
2 +α31~e

′
3,

~e2 = α12~e
′
1 +α22~e

′
2 +α32~e

′
3,

~e3 = α13~e
′
1 +α23~e

′
2 +α33~e

′
3,

~ei = aji~e
′
j , i,j = 1,2,3.

Äëÿ òîãî ùîá çíàéòè, ÿê çìiíþþòüñÿ êîìïîíåíòè âåêòîðà ~x ïðè ïî-
âîðîòi ñèñòåìè êîîðäèíàò, éîãî êîìïîíåíòó â íîâié ñèñòåìi ìîæíà
âèðàçèòè ÷åðåç ñêàëÿðíèé äîáóòîê x′i = ~x ·~e′i. Îðò íîâî¨ ñèñòåìè
âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç îðòè ñòàðî¨ ñèñòåìè

~e′i = aij~ej ,

x′i = ~x ·~e′i = ~x ·aij~ej = aij~x ·~ej = aijxj .

Òàêèì ÷èíîì, îäåðæóþòü ôîðìóëè, ÿêi âèçíà÷àþòü êîìïîíåíòè
âåêòîðà â íîâié ñèñòåìi:

x′i = aijxj , (0.3.1)
x′1 = α11x1 +α12x2 +α13x3,

x′2 = α21x1 +α22x2 +α23x3,



0.3 Òåíçîðè â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði 11

x′3 = α31x1 +α32x2 +α33x3.

Çà âèçíà÷åííÿì òåíçîðîì ïåðøîãî ðàíãó íàçèâà¹òüñÿ ìàòåìàòè-
÷íèé îá'¹êò, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ çàíóìåðîâàíèìè îäíèì iíäåêñîì
÷èñëàìè x1, x2, x3, ÿêi ïðè ïîâîðîòi ñèñòåìè êîîðäèíàò ïåðåòâî-
ðþþòüñÿ çà çàêîíîì (0.3.1). Öi ÷èñëà íàçèâàþòüñÿ êîìïîíåíòàìè
òåíçîðà.

Ó ôiçè÷íèõ i ãåîìåòðè÷íèõ çàäà÷àõ âèêîðèñòîâóþòüñÿ îá'¹êòè,
ÿêi ïðèâîäÿòü äî òåíçîðiâ âèùèõ ðàíãiâ. Öå ìîæíà áà÷èòè ç òàêîãî
ïðîñòîãî ïðèêëàäó. Ðiâíÿííÿ öåíòðàëüíî¨ ïîâåðõíi äðóãîãî ïîðÿä-
êó ìà¹ âèãëÿä

bijxixj = 1, i,j = 1,2,3,

äå, ÿê çàâæäè, ìàþòü íà óâàçi ñóìó ïî iíäåêñàõ i,j, ÿêi ïîâòîðþ
þòüñÿ. Ìàòðèöÿ êîåôiöi¹íòiâ ââàæà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íîþ bij = bji.
Ïðè ïîâîðîòi ñèñòåìè êîîðäèíàò íîâi êîîðäèíàòè âèðàæàþòüñÿ ÷å-
ðåç ñòàði çà ôîðìóëàìè x′m = αmixi, ñòàði ÷åðåç íîâi�xi = αmix

′
m.

Ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè ó âèðàç äëÿ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè îäåðæó¹ìî
bijαmix

′
mαnjx

′
n = 1, i,j = 1,2,3.

Ïîðiâíÿííÿ ç âèðàçîì äëÿ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè b′mnx
′
mx

′
n = 1 äà¹

ôîðìóëè äëÿ ïåðåòâîðåííÿ ¨¨ êîåôiöi¹íòiâ ïðè ïåðåõîäi äî íîâèõ
êîîðäèíàò

b′mn = αmiαnjbij . (0.3.2)
Çà âèçíà÷åííÿì òåíçîðîì äðóãîãî ðàíãó íàçèâàþòüñÿ çàíóìåðî-

âàíi äâîìà iíäåêñàìè ÷èñëà bij , ÿêi ïðè ïîâîðîòi ñèñòåìè êîîðäèíàò
ïåðåòâîðþþòüñÿ çà çàêîíîì (0.3.2). Öi ÷èñëà íàçèâàþòüñÿ êîìïî-
íåíòàìè òåíçîðà. Óìîâà ñèìåòði¨ bij = bji íå îáîâ'ÿçêîâà.

Äîâiëüíèé òåíçîð äðóãîãî ðàíãó ìîæíà îäåðæàòè ÿê äîáóòîê
äâîõ òåíçîðiâ ïåðøîãî ðàíãó. ßêùî âçÿòè äâà âåêòîðè ~x(x1,x2,x3) i
~y(y1,y2,y3) òà ïåðåáðàòè âñi ìîæëèâi ïîïàðíi äîáóòêè ¨õ êîîðäèíàò,
òî îäåðæàòü âåëè÷èíè bij = xiyj , ÿêi ïåðåòâîðþþòüñÿ ïðè ïîâîðîòi
ñèñòåìè êîîðäèíàò. Âðàõîâóþ÷è, ùî x′m = αmixi, y′n = αnjyj i â
íîâié ñèñòåìi

b′mn = x′my
′
n,

îäåðæó¹ìî
b′mn = αmiαnjxiyj = αmiαnjbij .
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Çâiäcè âèïëèâàþòü ôîðìóëè ïåðåòâîðåííÿ
b′mn = αmiαnjbij .

Îäåðæàíi ôîðìóëè äîâîäÿòü, ùî âåëè÷èíè bij ¹ êîìïîíåíòàìè òåí-
çîðà äðóãîãî ðàíãó. Âàæëèâèì ¹ òå, ùî òåíçîð äðóãîãî ðàíãó çàâ-
æäè âèçíà÷à¹ ëiíiéíèé îïåðàòîð b̂, ÿêèé êîæíîìó âåêòîðó ~x ñòà-
âèòü ó âiäïîâiäíiñòü âåêòîð ~y

~y = b̂~x.

Ïðè öüîìó âèêîíóþòüñÿ óìîâè
b̂(~x+~z) = b̂~x+ b̂~z, b̂(a~x) = ab̂~x.

Òóò ~x i ~z äîâiëüíi âåêòîðè, à a äîâiëüíå ñêàëÿðíå ÷èñëî. Îñêiëüêè
îïåðàòîð ëiíiéíèé, òî

b̂~x= b̂(~e1x1 +~e2x2 +~e3x3) = x1b̂~e1 +x2b̂~e2 +x3b̂~e3.

Ïðè ïåðåõîäi äî êîîðäèíàòíî¨ ôîðìè âåêòîðè xib̂~ei ìîæóòü áóòè
çàäàíi ó âèãëÿäi ðîçêëàäó ïî îðòàõ

b̂~e1 = b11~e1 + b21~e2 + b31~e3,

b̂~e2 = b12~e1 + b22~e2 + b32~e3,

b̂~e3 = b13~e1 + b23~e2 + b33~e3,

b̂~ei = bji~ej .

Îäåðæàíi ñïiââiäíîøåííÿ ïîêàçóþòü ùî ëiíiéíèé îïåðàòîð ó êîîð-
äèíàòíié ôîðìi ìîæå áóòè ïîäàíèé ìàòðèöåþ. Êîìïîíåíòè ìàòðè-
öi ïåðåòâîðåííÿ çàëåæàòü âiä âèáîðó ñèñòåìè êîîðäèíàò i âèçíà÷à-
þòüñÿ ÿê ñêàëÿðíèé äîáóòîê, íàïðèêëàä ~e3 · b̂~e1 = b31.

Â çàãàëüíîìó âèïàäêó bij = ~ei · b̂~ej . Ùîá çíàéòè ÿê çìiíþþòüñÿ
êîìïîíåíòè, äîñòàòíüî çàïèñàòè ïîïåðåäíþ ôîðìóëó â íîâié êîîð-
äèíàòíié ñèñòåìi b′mn = ~e′m · b̂~e′n i âèêîðèñòàòè ôîðìóëè äëÿ ïåðå-
òâîðåííÿ ïðîåêöié âåêòîðiâ ~e′m = αmi~ei, ~e

′
n = αnj~ej . Òîäi

b′mn = αmiαnj~ei · b̂~ej = αmiαnjbij .

Îäåðæàíà ôîðìóëà ïåðåòâîðåííÿ çáiãà¹òüñÿ ç ïðàâèëîì ïåðåòâî-
ðåííÿ òåíçîðà

b′mn = αmiαnjbij ,
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òîìó êîìïîíåíòè bij ñòâîðþþòü òåíçîð äðóãîãî ðàíãó. Äiÿ ëiíiéíî-
ãî îïåðàòîðà íà âåêòîð â êîîðäèíàòíié ôîðìi ïðèâîäèòü äî éîãî
ïåðåòâîðåííÿ

yi = bijxj ,

y1 = b11x1 + b12x2 + b13x3,

y2 = b21x1 + b22x2 + b23x3,

y3 = b31x1 + b32x2 + b33x3.

Öå ïåðåòâîðåííÿ â çàãàëüíîìó âèïàäêó ïîëÿãà¹ â ïîâîðîòi âåêòîðà
i çìiíi éîãî äîâæèíè.

×àñòî ñóòò¹âèì ¹ ÷àñòêîâèé âèïàäîê ëiíiéíîãî îïåðàòîðà b̂, êî-
ëè âií ïðèâîäèòü äî ìíîæåííÿ êîæíîãî âåêòîðà íà îäíå i ñàìå
÷èñëî λ, òîáòî çìiíþ¹òüñÿ òiëüêè äîâæèíà âåêòîðà, à íàïðÿìîê íå
çìiíþ¹òüñÿ. Â öüîìó âèïàäêó yi = λxi, ìàòðèöÿ êîìïîíåíò öüîãî
îïåðàòîðà b̂ íå çàëåæèòü âiä ñèñòåìè êîîðäèíàò i ìà¹ âèä

~y = b̂~x= λ~x, ‖bij‖=

 λ 0 0
0 λ 0
0 0 λ

.
Ïðè λ= 1 îïåðàòîð íàçèâà¹òüñÿ îäèíè÷íèì b̂=E i ïåðåòâîðåííÿ ¹
òîòîæíèì E~x= ~x, à âiäïîâiäíà éîìó ìàòðèöÿ ìà¹ âèä

‖bij‖= ‖δij‖=

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

, δij =
{ 1 (i= j),

0 (i 6= j).

Äëÿ òåíçîðiâ âèçíà÷åíi òàêi àëãåáðà¨÷íi îïåðàöi¨:
1) îïåðàöiÿ äîäàâàííÿ, ÿêà âèçíà÷åíà äëÿ òåíçîðiâ îäíîãî ðàíãó

ĉ = â+ b̂, çà âèçíà÷åííÿì êîìïîíåíòè íîâîãî òåíçîðà äîðiâíþþòü
ñóìi êîìïîíåíò cij = aij + bij ;

2) òåíçîðíèé äîáóòîê öå òåíçîð, êîìïîíåíòà ÿêîãî ¹ äîáóòêîì
êîìïîíåíòè îäíîãî òåíçîðà íà êîìïîíåíòó äðóãîãî òåíçîðà, íà ïðè-
êëàä äîáóòîê òåíçîðà ïåðøîãî ðàíãó ai íà òåíçîð äðóãîãî ðàíãó
bjk, ñòàíîâèòü ñîáîþ âñi ìîæëèâi äîáóòêè êîæíî¨ êîìïîíåíòè ai
íà êîæíó êîìïîíåíòó bjk. Öi äîáóòêè çàëåæàòü âiä òðüîõ iíäåêñiâ
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i ñòâîðþþòü òåíçîð òðåòüîãî ðàíãó, ïðè÷îìó âií çàëåæèòü âiä ïî-
ðÿäêó ìíîæíèêiâ i, îòæå, ïîðÿäêó iíäåêñiâ cijk = aibjk;

3) îïåðàöiÿ çãîðòàííÿ, íàïðèêëàä, çàäàíî òåíçîð òðåòüîãî ðàí-
ãó aijk éîãî çãîðòêîþ ïî iíäåêñàõ j, k i ¹ òåíçîð aimm, êîìïîíåí-
òè ÿêîãî äîðiâíþþòü ñóìi êîìïîíåíò òåíçîðà aijk ïðè ôiêñîâàíèõ
iíäåêñàõ i i óñiõ ìîæëèâèõ êîìïîíåíòàõ, ó ÿêèõ îäíàêîâi iíäåêñè
j =m, k =m, òîáòî

aimm = ai11 +ai22 +ai33.

Öÿ ñóìà çàëåæèòü òiëüêè âiä îäíîãî iíäåêñà i ¹ òåíçîðîì ïåðøîãî
ðàíãó.

0.4 Âëàñíi ÷èñëà i âëàñíi âåêòîðè òåíçîðà

Ç ãåîìåòðè÷íî¨ òî÷êè çîðó äiÿ òåíçîðà íà âåêòîð ÿê ëiíiéíî-
ãî îïåðàòîðà ~y = b̂~x ïðèâîäèòü äî ïîâîðîòó âåêòîðà i çìiíè éîãî
äîâæèíè. Â áàãàòüîõ çàäà÷àõ íåîáõiäíî çíàòè âåêòîðè, íàïðÿìîê
ÿêèõ íå çìiíþ¹òüñÿ, à çìiíþ¹òüñÿ ëèøå äîâæèíà ~y = λ~x. Äëÿ òà-
êèõ âåêòîðiâ b̂~x= λ~x, à â êîîðäèíàòíié ôîðìi bijxj = λxi, îñêiëüêè
xi = δijxj , òî ç ïîïåðåäíüîãî âèïëèâà¹

(bij−λδij)xj = 0,

(b11−λ)x1 + b12x2 + b13x3 = 0,

b21x1 +(b22−λ)x2 + b23x3 = 0,

b31x1 + b32x2 +(b33−λ)x3 = 0.

Îäåðæàíà îäíîðiäíà ñèñòåìà ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü ìà¹ íå-
òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê òiëüêè ïðè óìîâi, ùî ¨¨ âèçíà÷íèê äîðiâíþ¹
íóëþ

|bij−λδij |= 0,∣∣∣∣∣∣∣
(b11−λ) b12 b13

b21 (b22−λ) b23

b31 b32 (b33−λ)

∣∣∣∣∣∣∣= 0.
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Ðîçêðèâàþ÷è âèçíà÷íèê îäåðæó¹ìî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ
λ3− I1λ2 + I2λ− I3 = 0,

éîãî êîåôiöi¹íòàìè ¹ iíâàðiàíòè òåíçîðà
I1 = bii = b11 + b22 + b33,

I2 =

∣∣∣∣∣ b11 b12

b21 b22

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ b22 b23

b32 b33

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ b11 b13

b31 b33

∣∣∣∣∣,
I3 = |bij |.

Äiéñíi êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ ïîêàçóþòü, ó ñêiëüêè ðà-
çiâ çìiíèëàñÿ äîâæèíà âiäïîâiäíèõ âåêòîðiâ. Íàïðÿìîê âiäïîâiäíèõ
âåêòîðiâ âèçíà÷à¹òüñÿ ðîçâ'ÿçêàìè îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè.

0.5 Ðîçêëàä ëiíiéíîãî îïåðàòîðà

Êîæíîìó ëiíiéíîìó îïåðàòîðó A ç ìàòðèöåþ ‖aij‖ ìîæíà ïî-
ñòàâèòè ó âiäïîâiäíiñòü ñïðÿæåíèé îïåðàòîð A′ ç òðàíñïîíîâàíîþ
ìàòðèöåþ ‖aji‖. Îïåðàòîð, i âiäïîâiäíà éîìó ìàòðèöÿ, íàçèâàþòüñÿ
ñèìåòðè÷íèìè, ÿêùî A = A′, i êîñîñèìåòðè÷íèìè, ÿêùî A = −A′.
Îïåðàòîð N i âiäïîâiäíà ìàòðèöÿ íàçèâàþòüñÿ îðòîãîíàëüíèìè,
ÿêùî NN ′ = E, äå E�îäèíè÷íà ìàòðèöÿ eij = δij , íàïðèêëàä

E =

1 0 0
0 1 0
0 0 1


òîáòî òðàíñïîíîâàíà ìàòðèöÿ äîðiâíþ¹ îáåðíåíié N ′ =N−1. Ëiíié-
íèé îïåðàòîð ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:

1) êîæíèé íåîñîáëèâèé ëiíiéíèé îïåðàòîð A, ó âiäïîâiäíiñòü
ÿêîìó ìîæíà ïîñòàâèòè êâàäðàòíó ìàòðèöþ ‖aij‖, ìîæå áóòè îäíî-
çíà÷íî ðîçêëàäåíèé íà ñóìó A=S+K, ñèìåòðè÷íîãî S = 1

2(A+A′)
i êîñîñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà K = 1

2(A−A′);
2) iñíóþòü ïîëÿðíi ðîçêëàäè íåîñîáëèâîãî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà

A, ÿêi ìàþòü âèãëÿä A = SN i A = N1S1, äå S i S1�ñèìåòðè÷íi
äîäàòíi îïåðàòîðè, à N i N1� îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè. Ñèìåòðè÷íi
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äîäàòíi ìàòðèöi îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿìè
S2 =AA′, S2

1 =A′A.

0.6 Îñíîâíi ïîíÿòòÿ òåíçîðíîãî àíàëiçó

Çà âèçíà÷åííÿì ââàæà¹òüñÿ, ùî çàäàíî òåíçîðíå ïîëå, ÿêùî ó
êîæíié òî÷öi ïðîñòîðó çàäàíi êîìïîíåíòè òåíçîðà ÿê ôóíêöi¨ êî-
îðäèíàò òî÷êè, íàïðèêëàä bij = bij(x1,x2,x3).

ßêùî ðàíã òåíçîðà äîðiâíþ¹ íóëþ, òî ïîëå ¹ ñêàëÿðíèì, òîáòî
f = f(x1,x2,x3). Õàðàêòåðèñòèêîþ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ¹ ïîâåðõíi, íà
ÿêèõ ïîëå ìà¹ îäíàêîâó âåëè÷èíó

f(x1,x2,x3) = C.

Òàêi ïîâåðõíi íàçèâàþòüñÿ ïîâåðõíÿìè ðiâíÿ, àáî içîïîâåðõíÿìè.
Íàéáiëüø ðîçïîâñþäæåíîþ õàðàêòåðèñòèêîþ øâèäêîñòi çìiíè ïî-
ëÿ ¹ éîãî äèôåðåíöiàëüíà õàðàêòåðèñòèêà �ãðàäi¹íò ïîëÿ, ÿêèé ¹
âåêòîðîì

gradf = ~e1
∂f

∂x1
+~e2

∂f

∂x2
+~e3

∂f

∂x3
= ~ek

∂f

∂xk

i äà¹ ìîæëèâiñòü çíàéòè øâèäêiñòü çìiíè ïîëÿ â áóäü-ÿêîìó íà-
ïðÿìêó. Øâèäêiñòü çìiíè ïîëÿ â çàäàíîìó íàïðÿìêó äîðiâíþ¹ ïðî-
åêöi¨ ãðàäi¹íòà íà çàäàíèé íàïðÿìîê. Ãðàäi¹íò ïîëÿ ìîæå áóòè âè-
ðàæåíèé ÷åðåç îïåðàòîð íàáëà ∇

gradf =∇f = ~ek
∂

∂xk
f = ~ek

∂f

∂xk
= ~ekf,k.

Äèâåðãåíöi¹þ âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a(~x) â òî÷öi íàçèâà¹òüñÿ âåëè÷èíà

div~a=
∂a1

∂x1
+
∂a2

∂x2
+
∂a3

∂x3
=
∂ak
∂xk

= ak,k,

ÿêó ìîæíà ïîäàòè ÷åðåç îïåðàòîð íàáëà

div~a=∇·~a= ~ek
∂

∂xk
·~emam =

= ~ek ·~em
∂am
∂xk

= δkm
∂am
∂xk

=
∂ak
∂xk

= ak,k.
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Ðîòîðîì âåêòîðà ~a íàçèâà¹òüñÿ âåêòîð ~b, ÿêèé ïîçíà÷à¹òüñÿ rot ~a
i âèçíà÷à¹òüñÿ äèôåðåíöiàëüíèì îïåðàòîðîì

bi =
∂ak
∂xj

− ∂aj
∂xk

,

b1 =
∂a3

∂x2
− ∂a2

∂x3
= a3,2−a2,3,

b2 =
∂a1

∂x3
− ∂a3

∂x1
= a1,3−a3,1,

b3 =
∂a2

∂x1
− ∂a1

∂x2
= a2,1−a1,2.

Âåêòîð ~b = rot ~a ìîæå áóòè ïîäàíî ÷åðåç ñèìâîëi÷íèé îïåðàòîð
íàáëà ∇= ~ei ∂/∂xi

~b= rot ~a=∇×~a= ~ej
∂

∂xj
×~ekak = ~ej×~ek

∂ak
∂xj

.

Âåêòîðíèé äîáóòîê ~ej × ~ek ÷àñòî âèðàæà¹òüñÿ ç âèêîðèñòàííÿì
ñèìâîëiâ Ëåâi�×iâiòà i òîäi ðåçóëüòàò ìà¹ âèä

~b= rot ~a=∇×~a= εijk ~ei
∂ak
∂xj

= εijk ~ei ak,j .

Ïîòîêîì âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a(~x) ÷åðåç çàäàíó ïîâåðõíþ A, äå ~x∈A,
íàçèâà¹òüñÿ âçÿòèé ïî öié ïîâåðõíi iíòåãðàë âiä åëåìåíòà ïëîùèíêè
ïîâåðõíi dA, ïîìíîæåíîãî íà íîðìàëüíó ñêëàäîâó âåêòîðà ïîëÿ
~a(~x)

p=
∫ ∫

A
~a ·~ndA=

∫ ∫
A
ainidA=

=
∫ ∫

A
(axcosαnx+aycosαny +azcosαnz)dA.

Îñêiëüêè ~n�îäèíè÷íèé âåêòîð íîðìàëi äî ïîâåðõíi A, òî ñêàëÿðíèé
äîáóòîê ~a ·~n âèðàæà¹ ïðîåêöiþ âåêòîðà ~a(~x) íà äîäàòíèé íàïðÿìîê
íîðìàëi. Ïîòiê âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a(~x) ÷åðåç çàäàíó ïîâåðõíþ ¹ ÷è-
ñëî.

Öèðêóëÿöi¹þ âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a(~x) ïî êðèâiéMM1 íàçèâà¹òüñÿ
âçÿòèé ïî öié êðèâié êðèâîëiíiéíèé iíòåãðàë âiä ïðîåêöi¨ âåêòîð-
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íîãî ïîëÿ íà äîòè÷íó äî êðèâî¨

Γ =
∫
MM1

~a ·~t dL,

äå ‖~t‖= 1�äîòè÷íà îäèíè÷íî¨ äîâæèíè; dL�äèôåðåíöiàë äîâæèíè
äóãè.

Òåîðåìà Ãàóññà�Îñòðîãðàäñüêîãî
äà¹ ìîæëèâiñòü çíàõîäæåííÿ ïîòîêó âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a ÷åðåç
çàìêíåíó ïîâåðõíþ A, ÿêà îáìåæó¹ ïðîñòîðîâå òiëî îá'¹ìîì V, ií-
òåãðóâàííÿì ïî îá'¹ìó òiëà V äèâåðãåíöi¨ âåêòîðíîãî ïîëÿ

p=
∫ ∫

A
~a ·~ndA=

∫ ∫ ∫
V
div~adV =

∫ ∫ ∫
V
∇·~adV,

äå ∇= ~ek
∂
∂xk

�íàáëà îïåðàòîð. Àáî â êîîðäèíàòíié ôîðìi

p=
∫ ∫

A
ainidA=

∫ ∫ ∫
V
∇·~adV =

∫ ∫ ∫
V
~ek

∂

∂xk
·~eiaidV =

=
∫ ∫ ∫

V
δki

∂

∂xk
aidV =

∫ ∫ ∫
V
δki

∂ai
∂xk

dV =
∫ ∫ ∫

V

∂ak
∂xk

dV =

=
∫ ∫ ∫

V
ak,kdV =

∫ ∫ ∫
V

(
∂a1

∂x1
+
∂a2

∂x2
+
∂a3

∂x3

)
dV,

p=
∫ ∫

A
ainidA=

∫ ∫ ∫
V
ak,kdV.

Ôîðìóëà íàâåäåíà ó ðiçíèõ ôîðìàõ çàïèñó, â ÿêèõ âîíà âèêîðèñòî-
âó¹òüñÿ.

Òåîðåìà Ñòîêñà
äà¹ ìîæëèâiñòü âèðàçèòè iíòåãðàë ïî ïîâåðõíi S ÷åðåç ií-
òåãðàë ïî ãðàíèöi L, ÿêà îáìåæó¹ ïîâåðõíþ. ßêùî ôóíêöi¨
P1(x1,x2,x3), P2(x1,x2,x3), P3(x1,x2,x3) i ¨õíi ïîõiäíi ∂Pi

∂xj
íåïåðåðâíi

â îáëàñòi âêëþ÷àþ÷è ãðàíèöþ S+L, òî∫ ∫
S

{(
∂P3

∂x2
− ∂P2

∂x3

)
n1 +

(
∂P1

∂x3
− ∂P3

∂x1

)
n2+

+
(
∂P2

∂x1
− ∂P1

∂x2

)
n3

}
dS =

∫
L
(P1dx1 +P2dx2 +P3dx3).
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Âðàõîâóþ÷è ïîíÿòòÿ ðîòîðà i öèðêóëÿöi¨ âåêòîðíîãî ïîëÿ òåîðåìà
Ñòîêñà ìà¹ âåêòîðíó iíòåðïðåòàöiþ∫ ∫

S
~n · rot ~PdS =

∫ ∫
S
~n ·∇× ~PdS =

∫
L

~P ·~ndL,∫ ∫
S
~n · rot ~PdS =

∫
L
PinidL,

ÿêà ïîêàçó¹, ùî ïîòiê ðîòîðà âåêòîðíîãî ïîëÿ rot ~P ÷åðåç ïîâåðõíþ
S, îáìåæåíó çàìêíåíèì êîíòóðîì L, äîðiâíþ¹ öèðêóëÿöi¨ âåêòîðà
~P ïî êîíòóðó.

Ó çàäà÷àõ ìåõàíiêè âèíèêà¹ çàäà÷à äèôåðåíöiþâàííÿ òåíçîðà.
Ïîâíèé äèôåðåíöiàë êîìïîíåíòè òåíçîðà bij = bij(x1,x2,x3) â äå-
êàðòîâié ñèñòåìi êîîðäèíàò âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ïîâíèé äèôåðåíöiàë
ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ

dbij =
∂bij
∂xk

dxk =
∂bij
∂x1

dx1 +
∂bij
∂x2

dx2 +
∂bij
∂x3

dx3

äå, ÿê çàâæäè, ìàþòü íà óâàçi ñóìó ïî iíäåêñó, ÿêèé ïîâòîðþ¹òüñÿ,
òîáòî ïî k âiä 1 äî 3. Ïîâíèé äèôåðåíöiàë êîìïîíåíòè òåíçîðà dbij
òàêîæ ¹ òåíçîðîì. Äëÿ òîãî ùîá õàðàêòåðèçóâàòè ïðèðiñò òåíçîðà,
íåîáõiäíî çíàòè éîãî ÷àñòèííi ïîõiäíi, ÿêi ìîæóòü ïîçíà÷àòèñÿ

∂bij
∂xk

= bij ,k.

Ïðè ïîâîðîòi ñèñòåìè êîîðäèíàò ïîõiäíi bij ,k çàäàíi â ñòàðié ñèñòå-
ìi x1,x2,x3 ïåðåòâîðþþòüñÿ ïðè ïåðåõîäi äî íîâî¨ ñèñòåìè x′1,x′2,x′3
çà ïðàâèëîì

b′mn,l= αmiαnjαlkbij ,k,

ÿêå ïîêàçó¹, ùî âîíè ¹ òåíçîðîì, ðàíã ÿêîãî íà îäèíèöþ áiëüøèé,
íiæ ðàíã òåíçîðà bij .

Ïîòîêîì òåíçîðíîãî ïîëÿ b̂(~x) ÷åðåç çàäàíó ïîâåðõíþ A, äå
~x ∈ A, íàçèâà¹òüñÿ âçÿòèé ïî öié ïîâåðõíi iíòåãðàë âiä åëåìåíòà
ïëîùèíêè ïîâåðõíi dA, ïîìíîæåíîãî íà ðåçóëüòàò çãîðòêè ëiíié-
íîãî îïåðàòîðà àáî òåíçîðà b̂ ç âåêòîðîì îäèíè÷íî¨ íîðìàëi ~n:

~p=
∫ ∫

A
b̂~ndA=

∫ ∫
A
bijnjdA.
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Ïîòiê òåíçîðíîãî ïîëÿ b̂(~x) ÷åðåç çàäàíó ïîâåðõíþ ¹ âåêòîðîì. Ó
êîîðäèíàòíié ôîðìi öå ñïiââiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíå òðüîì

pi =
∫ ∫

A
bijnjdA.

Ôîðìóëà Ãàóññà�Îñòðîãðàäñüêîãî àíàëîãi÷íî äà¹ ìîæëèâiñòü âè-
ðàæåííÿ ïîòîêó òåíçîðíîãî ïîëÿ ÷åðåç çàìêíåíó ïîâåðõíþ A, ÿêà
îáìåæó¹ ïðîñòîðîâå òiëî îá'¹ìîì V, ÷åðåç iíòåãðàë ïî îá'¹ìó òiëà.
Â êîîðäèíàòíié ôîðìi âîíà ìà¹ âèãëÿä

pi =
∫ ∫

A
bijnjdA=

∫ ∫ ∫
V

(
∂bi1
∂x1

+
∂bi2
∂x2

+
∂bi3
∂x3

)
dV =

=
∫ ∫ ∫

V
bij ,jdV.

Âèðàç
∂bi1
∂x1

+
∂bi2
∂x2

+
∂bi3
∂x3

= bij ,j

íàçèâà¹òüñÿ äèâåðãåíöi¹þ òåíçîðà, âîíà ¹ âåêòîðîì i ìîæå áóòè
âèðàæåíà ÷åðåç íàáëà îïåðàòîð

∇· b̂= ~ek
∂

∂xk
·~ej~eibij = ~ek ·~ej~ei

∂bij
∂xk

= δkj~ei
∂bij
∂xk

= ~ei
∂bik
∂xk

.

Ôîðìóëè Ãðiíà øèðîêî çàñòîñîâóþòüñÿ ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi ðiâ-
íÿíü åëiïòè÷íîãî òèïó, äî ÿêèõ íàëåæàòü ðiâíÿííÿ òåîði¨ ïðóæíî-
ñòi. ßêùî u=u(x1,x2,x3) i w=w(x1,x2,x3)�ôóíêöi¨, çàäàíi â îáëàñòi
V ç ïîâåðõíåþ Γ i íåïåðåðâíi ðàçîì ç ñâî¨ìè ïåðøèìè ïîõiäíèìè â
V +Γ i ìàþòü íåïåðåðâíi äðóãi ïîõiäíi â îáëàñòi V, òî ñïðàâåäëèâi
ôîðìóëè Ãðiíà.

Ïåðøà ôîðìóëà Ãðiíà∫ ∫ ∫
V
u∇2wdV =−

∫ ∫ ∫
V
∇u ·∇wdV +

∫ ∫
Γ
u
∂w

∂n
dΓ.

Äðóãà ôîðìóëà Ãðiíà∫ ∫ ∫
V

(u∇2w−w∇2u)dV =
∫ ∫

Γ
(u
∂w

∂n
−w∂u

∂n
)dΓ,
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äå ∂w
∂n �ïîõiäíà â íàïðÿìêó çîâíiøíüî¨ íîðìàëi ~n

∂w

∂n
= n1

∂w

∂x1
+n2

∂w

∂x2
+n3

∂w

∂x3
= ~n ·∇w,

∇2w =∇·∇w = ~ek
∂

∂xk
·~ej

∂

∂xj
w = ~ek ·~ej

∂2w

∂xj∂xk
=

= δkj
∂2w

∂xj∂xk
=

∂2w

∂xj∂xj
=

=
∂2w

∂x2
1

+
∂2w

∂x2
2

+
∂2w

∂x2
3

−ëàïëàñiàí,

∇u= ~ej
∂

∂xj
u= ~e1

∂u

∂x1
+~e2

∂u

∂x2
+~e3

∂u

∂x3
− ãðàäi¹íò u,

∇u ·∇w =
∂u

∂x1

∂w

∂x1
+
∂u

∂x2

∂w

∂x2
+
∂u

∂x3

∂w

∂x3
.

Òðåòÿ, àáî îñíîâíà, iíòåãðàëüíà ôîðìóëà Ãðiíà
âèçíà÷à¹ ôóíêöiþ ó âíóòðiøíiõ òî÷êàõ îáëàñòi ÷åðåç ïîõiäíó ïî
íîðìàëi äî ãðàíèöi i ëàïëàñiàí

Ω ·u(M0) =
∫ ∫

Γ

[
1

RM0P

∂u(P )
∂n

− ∂

∂n

(
1

RM0P

)]
dΓ−

−
∫ ∫ ∫

V

∇2u(P )
RM0P

dV,

Ω =


4π, ÿêùî òî÷êà M0 ëåæèòü âñåðåäèíi V,

2π, ÿêùî òî÷êà M0 ëåæèòü íà ãðàíèöi Γ,
0, ÿêùî òî÷êà M0 ëåæèòü çîâíi V.

Äëÿ ãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié ∇2u = 0 i òî÷îê âñåðåäèíi îáëàñòi ôîð-
ìóëà íàáèðà¹ âèä

4π ·u(M0) =
∫ ∫

Γ

[
1

RM0P

∂u(P )
∂n

− ∂

∂n

(
1

RM0P

)]
dΓ.

Çà äîïîìîãîþ ôîðìóë Ãðiíà ïðè ðîçâ'ÿçêó êðàéî-
âî¨ çàäà÷i äëÿ åëiïòè÷íèõ ðiâíÿíü ìîæíà ïåðå-
éòè äî iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü i òåîði¨ ïîòåíöiàëà.
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0.7 Âàðiàöiéíi ïðèíöèïè ìåõàíiêè

Â îñíîâó ìåõàíiêè ìîæíà ïîêëàñòè çàêîíè Íüþòîíà àáî âàðiàöié-
íi ïðèíöèïè. Ìîæíà ïîêàçàòè ùî âèõîäÿ÷è ç âàðiàöiéíèõ ïðèíöè-
ïiâ ìîæíà îäåðæàòè çàêîíè Íüþòîíà i ïàâïàêè. Âàðiàöiéíi ïðèíöè-
ïè îñíîâàíi íà ïîñòóëàòi, çà ÿêèì çàòðàòè åíåðãi¨ ïðè ðóñi ñèñòåìè
äîâiëüíîþ òðà¹êòîði¹þ ç ïî÷àòêîâî¨ òî÷êè äî êiíöåâî¨ áóäóòü ìiíi-
ìàëüíèìè, êîëè òðà¹êòîðiÿ ðóõó çáiãà¹òüñÿ ç äiéñíîþ. Âèõîäÿ÷è ç
öüîãî ïîñòóëàòó, âàðiàöiéíi ìåòîäè ó âiäïîâiäíiñòü êîæíié ìîæëèâié
òðà¹êòîði¨, òîáòî òðà¹êòîði¨, ÿêà íå ïîðóøó¹ çâ'ÿçêiâ, íàêëàäåíèõ
íà ñèñòåìó, ñòàâëÿòü âåëè÷èíó, ÿêà â çàãàëüíîìó âèïàäêó íàçèâà¹-
òüñÿ äi¹þ, i, âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîäè ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó, ç óñiõ
ìîæëèâèõ òðà¹êòîðié ðóõó øóêàþòü òó, íà ÿêié äiÿ íàáóâà¹ ìiíi-
ìàëüíîãî çíà÷åííÿ. Ç ìàòåìàòè÷íî¨ òî÷êè çîðó äiÿ ¹ ôóíêöiîíàëîì,
îñêiëüêè âîíà ¹ âiäîáðàæåííÿì ìíîæèíè ôóíêöié, ÿêèìè âèçíà÷à-
þòüñÿ òðà¹êòîði¨ ðóõó ñèñòåìè, íà ìíîæèíó ÷èñåë, ÿêà âèçíà÷à¹ âå-
ëè÷èíó äi¨. Òàêèì ÷èíîì, çàäà÷à âèçíà÷åííÿ äiéñíî¨ òðà¹êòîði¨ ðóõó
çâîäèòüñÿ äî çàäà÷i ìiíiìiçàöi¨ ôóíêöiîíàëà. Òîìó ùî øóêà¹òüñÿ ëî-
êàëüíèé ìiíiìóì, òî ðîçãëÿäàþòüñÿ òðà¹êòîði¨, áëèçüêi äî äiéñíî¨.
ßêùî äiÿ U = U(q1,q2,q3,...,qn) ¹ ôóíêöi¹þ óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò
q1,q2,q3,...,qn, äå n�êiëüêiñòü ñòåïåíiâ ñâîáîäè ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè, i
âñi êîîðäèíàòè íåçàëåæíi, òî íåîáõiäíîþ óìîâîþ ìiíiìàëüíîñòi äi¨ ¹
ðiâíiñòü íóëþ ïåðøî¨ âàðiàöi¨

δU(q1,q2,q3,...,qn) = 0.

Ïåðøà âàðiàöiÿ âèçíà÷à¹òüñÿ òàê ñàìî, ÿê i äèôåðåíöiàë ôóíêöi¨
áàãàòüîõ çìiííèõ

δU(q1,q2,q3,...,qn) =

=
∂U

∂q1
δq1 +

∂U

∂q2
δq2 +

∂U

∂q3
δq3 + ...+

∂U

∂qn
δqn =

n∑
k=1

∂U

∂qk
δqk.

Òîìó íåîáõiäíà óìîâà ìiíiìóìó äi¨ íàáèðà¹ âèäó
∂U

∂q1
δq1 +

∂U

∂q2
δq2 +

∂U

∂q3
δq3 + ...+

∂U

∂qn
δqn = 0. (0.7.1)

Íåîáõiäíà óìîâà ìiíiìóìó ìà¹ âåêòîðíó iíòåðïðåòàöiþ. Âåëè÷èíè
∂U

∂q1
,
∂U

∂q2
,
∂U

∂q3
,...,

∂U

∂qn
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¹ êîìïîíåíòàìè ãðàäi¹íòà äi¨ ∇U(q1,q2,q3,...,qn), âåëè÷èíè
δq1,δq2,δq3,...,δqn ¹ êîìïîíåíòàìè âåêòîðà ìîæëèâèõ ïåðåìi-
ùåíü δ~q, à âèðàç (0.7.1)�ñêàëÿðíèé äîáóòîêîì ãðàäi¹íòà äi¨
∇U(q1,q2,q3,...,qn) íà âåêòîð ìîæëèâèõ ïåðåìiùåíü δ~q i ðiâíÿííÿ
(0.7.1) ìà¹ âèä

δU =∇U · δ~q = 0. (0.7.2)
Ðiâíiñòü íóëþ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó îçíà÷à¹, ùî ãðàäi¹íò äi¨ i âåêòîð
ìîæëèâèõ ïåðåìiùåíü âçà¹ìíî îðòîãîíàëüíi.

 

•

( )1 2 3, , ,..., nq q q q
•

Рис.10

21
2U δ U∆ =

( )1 1 2 2 3 3, , ,..., n nq δq q δq q δq q δq+ + + + Ðiâíÿííÿ (0.7.1)
âèçíà÷à¹ òiëüêè òå,
ùî ôóíêöiÿ
U = U(q1,q2,q3,...,qn)
íå çìiíþ¹ ñâî¹¨
âåëè÷èíè, òîáòî
ìà¹ òî÷êó ñòàöiî-
íàðíîñòi. Äëÿ òîãî
ùîá áiëüø òî÷íî

äîñëiäèòè ¨¨ ïîâåäiíêó, íåîáõiäíî çíàéòè ïðèðiñò ôóíêöi¨. Äëÿ
öüîãî ðîçêëàäà¹ìî ¨¨ â ðÿä i óòðèìó¹ìî ÷ëåíè äðóãîãî ïîðÿäêó,
÷ëåíè âèùîãî ïîðÿäêó âiäêèäàþòüñÿ ÷åðåç ìàëiñòü âåëè÷èí
δq1,δq2,δq3,...,δqn,

∆U(q1,q2,q3,...,qn) =
n∑
k=1

∂U

∂qk
δqk+

1
2

n∑
i,k=1

∂2U

∂qi∂qk
δqiδqk+ ....

Ó òî÷öi ñòàöiîíàðíîñòi ïåðøà âàðiàöiÿ äîðiâíþ¹ íóëþ, òîìó ïðèðiñò
ôóíêöi¨ âèçíà÷à¹òüñÿ äðóãèì äîäàíêîì

∆U(q1,q2,q3,...,qn) =
1
2

n∑
i,k=1

∂2U

∂qi∂qk
δqiδqk =

1
2
δ2U. (0.7.3)

Âåëè÷èíà
δ2U =

n∑
i,k=1

∂2U

∂qi∂qk
δqiδqk (0.7.4)

íàçèâà¹òüñÿ äðóãîþ âàðiàöi¹þ. Äëÿ òîãî ùîá ôóíêöiîíàë ìàâ ìiíi-
ìóì, íåîáõiäíî ùîá äðóãà âàðiàöiÿ áóëà äîäàòíüîþ (ðèñ.10).
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Çàäà÷à çíàõîäæåííÿ ìiíiìóìó ìîæå ìàòè é iíøó ôîðìó, ÿêùî
íà ñèñòåìó íàêëàäåíi äîäàòêîâi óìîâè, ÿêi âèðàæàþòüñÿ ó òîìó, ùî
êîîðäèíàòè q1,q2,q3,...,qn ¹ çàëåæíèìè. Â òàêîìó âèïàäêó çàäà÷à
âèçíà÷åííÿ äiéñíî¨ òðà¹êòîði¨ ðóõó çâîäèòüñÿ äî çàäà÷i ìiíiìiçàöi¨
ôóíêöiîíàëà U = U(q1,q2,q3,...,qn) ç äîäàòêîâèìè óìîâàìè

f(q1,q2,q3,...,qn) = 0. (0.7.5)
Äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ òàêî¨ çàäà÷i ìîæíà âèêëþ÷èòè îäíó çi çìiííèõ
çà äîïîìîãîþ äîäàòêîâèõ óìîâ, âèðàæàþ÷è ¨¨ ÷åðåç îñòàííi qk
(k = 1,2,3...,n−1) i ïiäñòàâëÿþ÷è ó âèðàç ôóíêöiîíàëà. Òîäi îäåð-
æó¹ìî ôóíêöiîíàë

U ′ = U ′(q1,q2,q3,...,qn−1)

ó ÿêîãî çìiííi (q1,q2,q3,...,qn−1) ¹ íåçàëåæíèìè ïîâåäiíêó ÿêîãî
ìîæ- íà äîñëiäæóâàòè ïîïåðåäíiìè ìåòîäàìè ñâîáîäíî¨ âàðiàöiéíî¨
çàäà÷i. Òàêèé ïiäõiä âèïðàâäîâó¹ ñåáå íà ïðîñòèõ çàäà÷àõ. Ïðîòå
÷àñòî âèêëþ÷åííÿ çàéâèõ çìiííèõ ïîòðåáó¹ áàãàòî ðîáîòè i, êðiì
òîãî, ÷àñòî äîäàòêîâi óìîâè áóâàþòü ñèìåòðè÷íèìè âiäíîñíî çìií-
íèõ q1,q2,q3,...,qn i òîäi íåìà¹ ñåíñó øòó÷íî âèäiëÿòè îäíó iç çìií-
íèõ, ÿê çàëåæíó âiä îñòàííiõ.
Äðóãèé øëÿõ ðîçâ'ÿçóâàííÿ òàêèõ çàäà÷ ìiíiìiçàöi¨ çà íàÿâíîñòi
îáìåæåíü � öå ìåòîä íåâèçíà÷åíèõ ìíîæíèêiâ, çíàéäåíèé Ëàãðàí-
æåì. ßêùî âçÿòè âàðiàöiþ äîäàòêîâî¨ óìîâè (0.7.5), òî îäåðæèìî

δf =
∂f

∂q1
δq1 +

∂f

∂q2
δq2 +

∂f

∂q3
δq3 + ...+

∂f

∂qn
δqn = 0. (0.7.6)

Ðiâíÿííÿ (0.7.6) íàêëàäà¹ çâ'ÿçêè íà âàðiàöi¨ δqk, â òîé æå ÷àñ â òî-
÷öi ñòàöiîíàðíîñòi âàðiàöiÿ δU = δU(q1,q2,q3,...,qn) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ
íà íóëü

δU =
∂U

∂q1
δq1 +

∂U

∂q2
δq2 +

∂U

∂q3
δq3 + ...+

∂U

∂qn
δqn = 0. (0.7.7)

Âèêëþ÷èòè îäíó iç çàëåæíèõ âàðiàöié, íàïðèêëàä δqn, ìîæíà ó
òàêèé ñïîñiá: ïîìíîæèòè ðiâíÿííÿ (0.7.6) íà ÿêèéñü íåâèçíà÷åíèé
ìíîæíèê λ i ñêëàñòè ç ðiâíÿííÿì (0.7.7). Ó ðåçóëüòàòi öüîãî îäåð-
æèìî

∂U

∂q1
δq1 +

∂U

∂q2
δq2 +

∂U

∂q3
δq3 + ...+

∂U

∂qn
δqn+
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+λ
(
∂f

∂q1
δq1 +

∂f

∂q2
δq2 +

∂f

∂q3
δq3 + ...+

∂f

∂qn
δqn

)
= 0. (0.7.8)

Âèðàç (0.7.8) ïåðåïèøåìî ó âèãëÿäi
n∑
k=1

(
∂U

∂qk
+λ

∂f

∂qk

)
δqk = 0. (0.7.9)

Òåïåð çàìiñòü âèêëþ÷åííÿ δqn ìîæíà âèáðàòè ìíîæíèê λ òàêèì,
ùîá íà íóëü ïåðåòâîðèâñÿ ìíîæíèê(

∂U

∂qn
+λ

∂f

∂qn

)
= 0. (0.7.10)

Ïiñëÿ öüîãî ó ñóìi çàëèøèòüñÿ ëèøå n−1 ÷ëåíiâ
n−1∑
k=1

(
∂U

∂qk
+λ

∂f

∂qk

)
δqk = 0. (0.7.11)

Òåïåð çàëèøèëèñü òiëüêè òi δqk, ÿêi ìîæóòü áóòè âèáðàíi äîâiëüíî
i íåáõiäíîþ óìîâîþ âèêîíàííÿ ðiâíÿííÿ (0.7.11) ¹ ðiâíiñòü íóëþ
óñiõ êîåôiöi¹íòiâ ïðè âñiõ δqk(

∂U

∂qk
+λ

∂f

∂qk

)
= 0, k = 1,2,3,...,n−1. (0.7.12)

Òîäi ç (0.7.10) i (0.7.12) âèïëèâà¹, ùî âñi êîåôiöi¹íòè â (0.7.9) ïå-
ðåòâîðþþòüñÿ íà íóëü, òàê íà÷åáòî âñi âàðiàöi¨ δqk ¹ âiëüíèìè. Â
ðåçóëüòàòi öüîãî iäåÿ ìåòîäó íåâèçíà÷åíèõ ìíîæíèêiâ Ëàãðàíæà
ìîæå áóòè ñôîðìóëüîâàíà òàê: çàìiñòü òîãî, ùîá ðîçãëÿäàòè óìîâó
ïåðåòâîðåííÿ íà íóëü âàðiàöi¨ δU, ç óðàõóâàííÿì îáìåæåíü, ìîæíà
ðîçãëÿäàòè ïåðåòâîðåííÿ íà íóëü âèðàçó

δU +λδf, (0.7.13)
íå çâåðòàòè óâàãó íà îáìåæåííÿ, îïåðóþ÷è óñiìà δqk ÿê íåçàëåæ
íèìè çìiííèìè. Îñêiëüêè äîáóòîê λδf ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà íóëü ó
ðåçóëüòàòi äîäàòêîâî¨ óìîâè f(q1,q2,q3,...,qn) = 0, òî âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü

δU +λδf = δ(U +λf). (0.7.14)
Ðåçóëüòàò ïîïåðåäíiõ ìiðêóâàíü ìîæíà âèðàçèòè òàê: çàìiñòü òîãî
ùîá ïðèðiâíþâàòè äî íóëÿ âàðiàöiþ δU ç óðàõóâàííÿì îáìåæåíü,
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ìîæíà çàìiíèòè ôóíêöiîíàë U = U(q1,q2,q3,...,qn) íà
Ū = (U +λf) (0.7.15)

i ïðèðiâíÿòè äî íóëÿ âàðiàöiþ δŪ ïðè äîâiëüíèõ âàðiàöiÿõ δqk.
ßêùî êiëüêiñòü äîäàòêîâèõ îáìåæåíü m

f1(q1,q2,q3,...,qn) = 0,
.....................................

fm(q1,q2,q3,...,qn) = 0, (m< n),

òî ìîæíà ðîçãëÿäàòè ôóíêöiîíàë

Ū =

(
U(q1,q2,q3,...,qn)+

m∑
i=1

λifi(q1,q2,q3,...,qn)

)
. (0.7.16)

Òàêèì ÷èíîì, ìåòîä íåâèçíà÷åíèõ ìíîæíèêiâ Ëàãðàíæà çàìiíþ¹
çàäà÷ó ç n−m ñòåïåíÿìè ñâîáîäè íà çàäà÷ó ç n+m ñòåïåíÿìè
ñâîáîäè ó ÿêié íåâiäîìèìè ¹ n+m âåëè÷èí

q1,q2,q3,...,qn; λ1,λ2,λ3,...,λm.

Äëÿ âèçíà÷åííÿ öèõ âåëè÷èí ìà¹ìî n ðiâíÿíü ç óìîâè

δŪ = δ

(
U(q1,q2,q3,...,qn)+

m∑
i=1

λifi(q1,q2,q3,...,qn)

)
= 0,

n∑
k=1

(
∂U

∂qk
+

m∑
i=1

λi
∂fi
∂qk

)
δqk+

m∑
i=1

fiδλ= 0,

(
∂U

∂qk
+

m∑
i=1

λi
∂fi
∂qk

)
= 0, k = 1,2,3,...,n (0.7.17)

fi(q1,q2,q3,...,qn) = 0. i= 1,2,3,...,m

Îñòàííi m ðiâíÿíü ¹ ïðîñòî äîäàòêîâèìè îáìåæåííÿìè.
Ó çàäà÷àõ, ïîâ'ÿçàíèõ ç ñóöiëüíèì ñåðåäîâèùåì, ñòàí òiëà âèçíà-
÷à¹òüñÿ êîîðäèíàòàìè i ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè. Ôóíêöiîíàë

U =
∫
V
F (x1,x2,x3,f,fx1,fx2,fx3)dV (0.7.18)
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çàëåæèòü âiä ôóíêöi¨ f(x1,x2,x3) çìiííèõ x1,x2,x3 i ¨ ¨ ÷àñòèííèõ
ïîõiäíèõ ïåðøîãî ïîðÿäêó

fx1 =
∂f

∂x1
, fx2 =

∂f

∂x2
, fx3 =

∂f

∂x3
,

äëÿ íåëîêàëüíèõ îáìåæåíü, íàêëàäåíèõ â îá'¹ìi i ïîâ'ÿçàíèõ ç ïî-
õiäíèìè, íàéáiëüø çðó÷íèì ¹ ìåòîä íåâèçíà÷åíèõ ìíîæíèêiâ Ëà-
ãðàíæà. Çàäà÷à ìiíiìiçàöi¨ ôóíêöiîíàëà U ïðè îáìåæåííÿõ òèïó

D =
∫
V
u(x1,x2,x3,f,fx1,fx2,fx3)dV

ïåðåõîäèòü ó çàäà÷ó ìiíiìiçàöi¨ ôóíêöiîíàëà
I = U +λD

i âiäïîâiäíî äî óìîâè
δI = δ(U +λD) = 0.

Çàäà÷à ìiíiìiçàöi¨ ôóíêöiîíàëà U ïðè îáìåæåííÿõ, íàêëàäåíèõ ó
êîæíèé òî÷öi òèïó

gk

(
x1,x2,x3,u,

∂u

∂xi

)
= 0, k = 1,2,3,

ïåðåõîäèòü ó çàäà÷ó ìiíiìiçàöi¨ ôóíêöiîíàëà

Φ = U +
∫
V
λk(x1,x2,x3)gk

(
x1,x2,x3,u,

∂u

∂xi

)
dV.

Íàéïðîñòiøîþ çàäà÷åþ âàðiàöiéíîãî ÷èñëåííÿ ¹ çíàõîäæåííÿ
ôóíêöi¨ y(x), ÿêà ìà¹ íåïåðåðâíi ÷àñòèííi ïîõiäíi ïî âñiì çìiííèì
äî äðóãîãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî i íàäà¹ ìiíiìóìó ôóíêöiîíàëó

U [y] =
∫ b

a
F
(
x,y,y′

)
dx, (0.7.19)

çàäàíîìó íà a≤ x≤ b, çà óìîâ

y′ =
dy

dx
, y(a) =A, y(b) =B.

Öå òèïîâà çàäà÷à ìåõàíiêè ó âèïàäêó, êîëè ðîëü êîîðäèíàòè x âi-
äiãðà¹ ÷àñ t, ðóõ òiëà ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ òðà¹êòîði¹þ ñèñòåìè
y i øâèäêîñòÿìè y′. Íåîáõiäíà óìîâà iñíóâàííÿ òàêî¨ ôóíêöi¨ y(x)
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ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âîíà ïîâèííà çàäîâîëüíÿòè ðiâíÿííþ Åéëåðà
∂F

∂y
− d

dx

∂F

∂y′
= 0. (0.7.20)

Î÷åâèäíî, ÿêùî x çàìiíèòè íà ÷àñ t, à F (x,y,y′)�íà Ëàãðàíæiàí
L = T − V, äå T�êiíåòè÷íà åíåðãiÿ, à V �ïîòåíöiàëüíà, òî ðîçâ'ÿ-
çîê äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (0.7.19) äà¹ ðiâíÿííÿ ðóõó. ßêùî
ôóíêöiîíàë çàëåæèòü âiä ïîõiäíèõ âèùèõ ïîðÿäêiâ, òî íåîáõiäíîþ
óìîâîþ ìiíiìóìó ¹ âèêîíàííÿ ðiâíÿííÿ

∂F

∂y
− d

dx

∂F

∂y′
+

d2

dx2

∂F

∂y′′
− ...+(−1)n

dn

dxn
∂F

∂y(n)
= 0, (0.7.21)

ÿêå íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì Åéëåðà � Ïóàññîíà.
Çàäà÷i òåîði¨ ïðóæíîñòi íàëåæàòü äî çàäà÷ òèïîâèõ äëÿ ñóöiëü-

íîãî ñåðåäîâèùà, â ÿêèõ êiëüêiñòü ñòåïåíiâ ñâîáîäè íåñêií÷åííà,
à ñòàí òiëà âèçíà÷à¹òüñÿ êîîðäèíàòàìè i ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè.
ßêùî ôóíêöiîíàë

U =
∫
V
F (x1,x2,x3,f,fx1,fx2,fx3)dV (0.7.22)

çàëåæèòü âiä ôóíêöi¨ f(x1,x2,x3,) çìiííèõ x1,x2,x3 i ¨ ¨ ÷àñòèííèõ
ïîõiäíèõ ïåðøîãî ïîðÿäêó

fx1 =
∂f

∂x1
, fx2 =

∂f

∂x2
, fx3 =

∂f

∂x3
,

òî íåîáõiäíîþ óìîâîþ åêñòðåìóìó ¹ âèêîíàííÿ ðiâíÿííÿ Åéëåðà
∂F

∂f
− ∂

∂x1

∂F

∂fx1
− ∂

∂x2

∂F

∂fx2
− ∂

∂x3

∂F

∂fx3
= 0. (0.7.23)

Ôîðìóëè (0.7.20), (0.7.21) íàâåäåíi äëÿ òðèâèìiðíîãî ïðîñòîðó, äëÿ
n-âèìiðíîãî ðiâíÿííÿ Åéëåðà

∂F

∂f
−

n∑
k=1

∂

∂xk

∂F

∂fxk
= 0. (0.7.24)



Ðîçäië 1

Òåîðiÿ íàïðóæåíîãî ñòàíó

1.1 Íàïðóæåííÿ i ¨õ âèçíà÷åííÿ
íà äîâiëüíèõ ïëîùèíêàõ

Ðîçãëÿíåìî òiëî, ÿêå ïåðåáóâà¹ â ñòàíi ðiâíîâàãè, òîáòî ãîëîâíèé
âåêòîð i ãîëîâíèé ìîìåíò çîâíiøíiõ ñèë äîðiâíþþòü íóëþ. Âiçüìå-
ìî ó òiëi äîâiëüíó òî÷êó i ïðîâåäåìî ÷åðåç íå¨ äîâiëüíî íàõèëåíó
ïëîùèíêó (ðèñ.1.1.1).

 
 

Puc.1.1.1 

3x  

2x  

n  

A∆  

1x  

Ïëîùó âèäiëåíî¨ ìàëî¨ ïëî-
ùèíêè ïîçíà÷èìî ∆A. Äëÿ
òîãî ùîá âèçíà÷èòè îði¹í-
òàöiþ ïëîùèíêè, ïîáóäó¹ìî
îäèíè÷íó íîðìàëü ~n äî íå¨.
Îñi êîîðäèíàò áóäåìî ïî-
çíà÷àòè x,y,z àáî âiäïîâiäíî
x1,x2,x3. Ùîá çàäàòè îði¹íòà-
öiþ ïëîùèíêè, äîñòàòíüî çà-
äàòè ïðîåêöi¨ îäèíè÷íî¨ íîð-
ìàëi nx,ny,nz àáî âiäïîâiäíî

n1,n2,n3 íà îñi êîîðäèíàò. Îñêiëüêè âèáèðà¹òüñÿ íîðìàëü îäèíè÷
íî¨ äîâæèíè |~n| = 1, òî ¨¨ ïðîåêöi¨ íà îñi êîîðäèíàò äîðiâíþþòü
êîñèíóñàì êóòiâ ìiæ íîðìàëëþ i âiäïîâiäíèìè îñÿìè. Êîñèíóñè
êóòiâ ìiæ íîðìàëëþ äî ïëîùèíêè é îñÿìè íàçèâàþòüñÿ íàïðÿìíè-
ìè êîñèíóñàìè. Íà âèäiëåíié ïëîùèíöi ∆A äiþòü âíóòðiøíi ñèëè,
ïîçíà÷èìî ¨õ ãîëîâíèé âåêòîð ∆~p. Äëÿ âèçíà÷åííÿ ðîçïîäiëó
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âíóòðiøíiõ ñèë ó êîæíié ç òî÷îê òiëà âèêîðèñòîâó¹òüñÿ âåêòîð ~p,
çà âèçíà÷åííÿì

~p= lim
∆A→0

∆~p
∆A

, (1.1.1)
ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ âåêòîðîì íàïðóæåíü. Çàëåæíî âiä îði¹íòàöi¨ âiä-
íîñíî äî ïëîùèíêè, íàïðóæåííÿ ïîäiëÿþòüñÿ íà íîðìàëüíi é äî-
òè÷íi (ðèñ.1.1.2).

 

p  

nτ  nσ  

n  

Puc.1.1.2 

Äëÿ òîãî ùîá âèçíà÷èòè âåëè÷èíó íîð-
ìàëüíèõ íàïðóæåíü, äîñòàòíüî ñïðîåêòó-
âàòè âåêòîð íàïðóæåíü ~p íà îäèíè÷íó
íîðìàëü äî ïëîùèíêè ~n, òîäi σn = pcosα.
Îñêiëüêè íîðìàëü îäèíè÷íà |~n|= 1, òî â
çàãàëüíîìó âèïàäêó çðó÷íiøå cêîðèñòà-
òèñü ñêàëÿðíèì äîáóòêîì
σn = ~p ·~n= p1n1 +p2n2 +p3n3 = pini.

(1.1.2)
Äîòè÷íi íàïðóæåííÿ ìîæíà çíàéòè çà òå-
îðåìîþ Ïiôàãîðà: îñêiëüêè p2 = σ2

n+ τ2
n,

òî τn =
√
p2−σ2

n. Î÷åâèäíî, âåêòîð íà-
ïðóæåíü ~p çàëåæèòü âiä îði¹íòàöi¨ ïëîùèíêè àáî âiäïîâiäíî¨ íîð-
ìàëi äî íå¨, òîáòî iñíó¹ çàëåæíiñòü

~p= ~p(~n). (1.1.3)
Íåõàé öÿ çàëåæíiñòü ëiíiéíà, iíàêøå êàæó÷è, iñíó¹ ëiíiéíèé îïåðà-
òîð, ÿêèé êîæíîìó âåêòîðó ~n ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü âåêòîð íàïðó-
æåíü ~p, öå áóäå äîâåäåíî òðîõè ïiçíiøå. Âiäïîâiäíî âiäîìié òåîðåìi
ëiíiéíî¨ àëãåáðè êîæíîìó ëiíiéíîìó îïåðàòîðó ó ñêií÷åííîâèìið-
íîìó ïðîñòîði ìîæíà ïîñòàâèòè ó âiäïîâiäíiñòü ìàòðèöþ. Ïðîñòið,
ó ÿêîìó ðîçãëÿäà¹òüñÿ òiëî, òðèâèìiðíèé, òîìó çàëåæíiñòü (1.1.3)
íàáóâà¹ âèãëÿäó

~p= σ̂~n. (1.1.4)
Ó ðîçãîðíóòîìó âèãëÿäi

(p1,p2,p3) =

 σ11σ12σ13

σ21σ22σ23

σ31σ32σ33


 n1

n2

n3

. (1.1.5)

Ïîðÿä ç âèêîðèñòàíèìè ïîçíà÷åííÿìè, õàðàêòåðíèìè äëÿ
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ñó÷àñíî¨ ëiòåðàòóðè ç ìåõàíiêè i ëiíiéíî¨ àëãåáðè, íàâîäèìî ñè-
ñòåìó ïîçíà÷åíü, ÿêà øèðîêî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â òåõíi÷íié ëiòå-
ðàòóði.

(px,py,pz) =

 σxτxyτxz

τyxσyτyz

τzxτzyσz


 nx

ny

nz

. (1.1.6)

Ëiíiéíèé îïåðàòîð σ̂, ÿêèé ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ïëîùèíöi (àáî
íîðìàëi äî íå¨) âåêòîð íàïðóæåíü, íàçèâà¹òüñÿ òåíçîðîì íàïðó-
æåíü i âií ó êîæíié ñèñòåìi êîîðäèíàò ìîæå áóòè çàäàíèé âiäïî-
âiäíîþ ìàòðèöåþ.

Ðîçãëÿíåìî ôiçè÷íó ñóòü êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðóæåíü. Äëÿ
öüîãî âèðiæåìî êóá ïëîùèíàìè, ïàðàëåëüíèìè êîîðäèíàòíèì
ïëîùèíàì, i ðîçãëÿíåìî íàïðóæåííÿ, ÿêi äiþòü íà éîãî ãðàíÿõ
(ðèñ.1.1.3).

 

Puc.1.1.3 

3 31p σ=  

2 21p σ=  
1 11p σ=  

Ïî÷íåìî ç ãðàíi, íîðìàëü äî ÿêî¨
íàïðÿìëåíà âçäîâæ îñi x1, òîäi
ïðîåêöi¨ îäèíè÷íî¨ íîðìàëi íà îñi
êîîðäèíàò (àáî íàïðÿìíi êîñèíó-
ñè) áóäóòü n1 = 1, n2 = n3 = 0.
Âåêòîð íàïðóæåíü âèçíà÷à¹òüñÿ
ôîðìóëîþ (1.1.4). Ïåðåìíîæóþ-
÷è çà ïðàâèëîì äîáóòêó ìàòðèöü
ðÿäîê íà ñòîâïåöü, îäåðæèìî:
p1 = σ11, p2 = σ21, p3 = σ31. Àíà-
ëîãi÷íî çíàõîäèìî ïðîåêöi¨ âåêòî-
ðà íàïðóæåíü íà ïëîùèíöi ç íîð-

ìàëëþ, íàïðÿìëåíîþ âçäîâæ îñi x2, ~n(0,1,0)

p1 = σ12, p2 = σ22, p3 = σ32,

à âçäîâæ îñi x3 àáî z, ~n(0,0,1) îäåðæó¹ìî
p1 = σ13, p2 = σ23, p3 = σ33.

(p1,p2,p3) =

 σ11σ12σ13

σ21σ22σ23

σ31σ32σ33


 1

0
0

.
Îäåðæàíèé ðåçóëüòàò ïîêàçó¹, ùî êîìïîíåíòè òåíçîðà íàïðó-
æåíü çíàõîäÿòüñÿ ó âiäïîâiäíîñòi ç ïðîåêöiÿìè âåêòîðà íàïðó-
æåíü íà âiäïîâiäíèõ ïëîùèíêàõ.
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Ïðè÷îìó êîìïîíåíòè òåíçîðà íàïðóæåíü, ðîçòàøîâàíi íà ãîëîâ-
íié äiàãîíàëi, σ11, σ22, σ33�äîðiâíþþòü íîðìàëüíèì íàïðóæåí-
íÿì, à ïîçàäiàãîíàëüíi - äîòè÷íèì íàïðóæåííÿì.

Äîâåäåìî, ùî çàëåæíiñòü ìiæ âåêòîðîì íàïðóæåíü ~p i îäèíè-
÷íîþ íîðìàëëþ ~n ëiíiéíà. Äëÿ öüîãî çíàéäåìî âåêòîð íàïðóæåíü
íà äîâiëüíî íàõèëåíié ïëîùèíöi, âèðàæàþ÷è éîãî êîìïîíåíòè ÷å-
ðåç êîìïîíåíòè òåíçîðà íàïðóæåíü i ïðîåêöi¨ îäèíè÷íî¨ íîðìàëi.
Ç öi¹þ ìåòîþ âèðiæåìî òåòðàåäð çà äîïîìîãîþ êîîðäèíàòíèõ
ïëîùèí i íàõèëåíî¨ ïëîùèíêè (ðèñ.1.1.4) i ñêîðèñòà¹ìîñü óìîâà-
ìè ðiâíîâàãè. Ïîçíà÷èìî ïëîùó íàõèëåíî¨ ïëîùèíêè ç íîðìàëëþ
~n−dA, ïëîùó ïëîùèíêè ç íîðìàëëþ, ïàðàëåëüíîþ îñi x1−dA1,
âiäïîâiäíî x2−dA2, x3−dA3. Ñóìà ïðîåêöié óñiõ ñèë íà îñi ïî-
âèííà äîðiâíþâàòè íóëþ. Ïðîåêòó¹ìî ñèëè íà âiñü x1

p1dA−σ11dA1−σ12dA2−σ13dA3 = 0,

p1 = σ11
dA1

dA
+σ12

dA2

dA
+σ13

dA3

dA
.

Âðàõîâóþ÷è, ùî
dA1

dA
= cosϕx1 = nx1 = n1,

dA2

dA
= cosϕx2 = nx2 = n2,

dA3

dA
= cosϕx3 = nx3 = n3,

îäåðæèìî
p1 = σ11n1 +σ12n2 +σ13n3.

Àíàëîãi÷íî, ïðîåêòóâàííÿ ñèë íà îñi x2 i x3 äà¹:
p2 = σ21n1 +σ22n2 +σ23n3,

p3 = σ31n1 +σ32n2 +σ33n3

àáî
px = σxxnx+ τxyny + τxznz,

py = τyxnx+σyyny + τyznz,

pz = τzxnx+ τzyny +σzznz,

àáî â òåíçîðíîìó âèãëÿäi
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pi = σijnj , (1.1.6a)

äå iíäåêñè i,j íàáóâàþòü çíà÷åííÿ 1,2,3. Ó ïðàâié ÷àñòèíi çà ïðàâè-
ëîì Åéíøòåéíà ìàþòü íà óâàçi ñóìó ïî iíäåêñó, ùî ïîâòîðþ¹òüñÿ,
âiä 1 äî 3

σijnj =
3∑
j=1

σijnj = σi1n1 +σi2n2 +σi3n3.

 

Pис.1.1.4 

Îäåðæàíi ñïiââiäíîøåííÿ äàþòü ìîæëèâiñòü, ÿê i (1.1.4),
çíàéòè âåêòîð íàïðóæåíü íà äîâiëüíî íàõèëåíié ïëîùèíöi i äîâî-
äÿòü, ùî çàëåæíiñòü ìiæ âåêòîðîì íàïðóæåíü ~p i îäèíè÷íîþ íîð-
ìàëëþ ~n ëiíiéíà.

Çàäà÷à 1.1.1. Çàäàíî òåíçîð íàïðóæåíü ó òî÷öi

σ̂ =

 3 0 2
0 5 0
2 0 7

.
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Âèçíà÷èòè âåêòîð íàïðóæåíü íà ïëîùèíöi ç îäèíè÷íîþ íîðìàëëþ
~n(2/3,−2/3, 1/3).

Ðîçâ'ÿçîê
Çãiäíî ç (1.1.6à) pi = σijnj , çâiäêè

p1 = σ11n1 +σ12n2 +σ13n3, p1 = 3 · 2
3
−0 · 2

3
+2 · 1

3
=

8
3
,

p2 = σ21n1 +σ22n2 +σ23n3, p2 = 0 · 2
3
−5 · 2

3
+0 · 1

3
=−10

3

p3 = σ31n1 +σ32n2 +σ33n3, p3 = 2 · 2
3
−0 · 2

3
+7 · 1

3
=

11
3
.

Çàäà÷à 1.1.2. Äëÿ âåêòîðà íàïðóæåíü, çíàéäåíîãî â ïîïåðåäíié
çàäà÷i, âèçíà÷èòè âåëè÷èíè âåêòîðà íàïðóæåíü p= |~p|, íîðìàëüíèõ
íàïðóæåíü σn, äîòè÷íèõ íàïðóæåíü τn i çíàéòè êóò ìiæ âåêòîðîì
íàïðóæåíü i íîðìàëëþ äî ïëîùèíêè.

Ðîçâ'ÿçîê
Âåëè÷èíà âåêòîðà íàïðóæåíü p = |~p| âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê äîâæè-

íà äiàãîíàëi ïðÿìîêóòíîãî ïàðàëåëåïiïåäà, ôàêòè÷íî çà òåîðåìîþ
Ïiôàãîðà

p=
√
p2
1 +p2

2 +p2
3 =

√
(8/3)2 +32 +(11/3)2 ≈ 5,44,

çà ôîðìóëîþ (1.1.2)
σn = ~p ·~n= p1n1 +p2n2 +p3n3 = pini,

σn =
8
3
· 2
3

+3 · 2
3

+
11
3
· 1
3

= 5,

i çà ôîðìóëîþ � τn =
√
p2−σ2

n, τn =
√

(5,44)2−52 ≈ 2,13. Êóò ìiæ
âåêòîðîì íàïðóæåíü i íîðìàëëþ äî ïëîùèíêè ìîæíà çíàéòè êî-
ðèñòóþ÷èñü âëàñòèâîñòÿìè ñêàëÿðíîãî äîáóòêó

σn = ~p ·~n= pncosφ= pcosφ,

cosφ= σn/p= 5/5,44 = 0,919, φ≈ 240.

Çàäà÷à 1.1.3. Çàäàíî âåêòîðè íàïðóæåíü, ÿêi äiþòü íà òðüîõ
âçà¹ìíî îðòîãîíàëüíèõ ïëîùèíêàõ. Äîâåñòè, ùî ñóìà êâàäðàòiâ
âåêòîðiâ öèõ íàïðóæåíü íå çàëåæèòü âiä îði¹íòàöi¨ ñèñòåìè êîîð-
äèíàò, òîáòî âîíà ¹ iíâàðiàíòîì.
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Ðîçâ'ÿçîê
Îäèíè÷íi íîðìàëi äî êîîðäèíàòíèõ ïëîùèíîê ìàþòü ïðîåêöi¨
n(1,0,0), n(0,1,0), n(0,0,1), òîìó ïðîåêöi¨ âåêòîðiâ íà öèõ ïëîùèí-
êàõ σ1j , σ2j , σ3j . Ñóìà ¨õíiõ êâàäðàòiâ äîðiâíþ¹ S= σ1jσ1j+σ2jσ2j+
σ3jσ3j = σijσij , à öå iíâàðiàíò.

Çàäà÷à 1.1.4. Íàïðóæåíèé ñòàí ó òî÷öi çàäàíî òåíçîðîì íàïðó-
æåíü:

σ̂ =

 σ aσ bσ

aσ σ cσ

bσ cσ σ

,
äå a,b,c�ñòàëi âåëè÷èíè, à σ âåëè÷èíà íàïðóæåíü. Âèáðàòè ñòàëi
a,b,c òàê, ùîá âåêòîð íàïðóæåíü ~p íà îêòàåäðè÷íié ïëîùèíöi äî-
ðiâíþâàâ íóëþ.

Ðîçâ'ÿçîê
Îêòàåäðè÷íà ïëîùèíêà ðiâíîíàõèëåíà äî îñåé êîîðäèíàò, òîìó

n1 = n2 = n3. Êðiì òîãî, íîðìàëü ìà¹ îäèíè÷íó äîâæèíó
n2

1 +n2
2 +n2

3 = 1, òîìó n1 = n2 = n3 = 1/
√

3. Çãiäíî (1.1.6à) pi = σijnj
i ç óìîâè ~p= 0, âèïëèâà¹ p1 = p2 = p3 = 0. Îäåðæó¹ìî

1+a+ b= 0,
a+1+ c= 0,
b+ c+1 = 0.

Ç öèõ ðiâíÿíü çíàõîäèìî a = b = c = −1/2. Òåíçîð íàïðóæåíü ìà¹
âèãëÿä

σ̂ =

 σ −σ/2 −σ/2
−σ/2 σ −σ/2
−σ/2 −σ/2 σ

.
Çàäà÷à 1.1.5. Çàäàíî òåíçîð íàïðóæåíü ó òî÷öi O(0,0,0):

σ̂ =

 7 −5 0
−5 3 1
0 1 2

.
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Âèçíà÷èòè âåêòîð íàïðóæåíü íà ïëîùèíöi, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç
òî÷êó O(0,0,0) ïàðàëåëüíî ïëîùèíi, ïîêàçàíié íà ðèñ.1.1.5, ïåðåòè-
íàþ÷è îñi êîîðäèíàò â òî÷êàõ a= 1/4, b= 1/3, c= 1/12.

Ðîçâ'ÿçîê

Ðiâíÿííÿ ïëîùèíè A1x1 +A2x2 +A3x3 = B, ÿêà ïåðåòèíà¹ îñi
êîîðäèíàò ó òî÷êàõ a,b,c ìà¹ âèãëÿä x1/a+x2/b+x3/c= 1. Êîåôi-
öi¹íòè ðiâíÿííÿ âèçíà÷àþòüñÿ äîâæèíàìè âiäðiçêiâ îñåé êîîðäèíàò
òî÷îê ïåðåòèíó ç íèìè ïëîùèíè A1 = 1/a, A2 = 1/b, A3 = 1/c, B= 1.
Ðiâíÿííÿ çàäàíî¨ ïëîùèíè

4x1 +3x2 +12x3 = 1.

Âåêòîð, íîðìàëüíèé äî ïëîùèíè ìîæíà, çàäàòè ôîðìóëîþ
~N =A1~e1 +A2~e2 +A3~e3,

 

Рис.1.1.5 

c  

3x  

b  

a  2x  

1x  

òîìó ~N = 4~e1 + 3~e2 + 12~e3.
Ó ôîðìóëè äëÿ âèçíà÷åí-
íÿ íàïðóæåíü íà äîâiëü-
íèõ ïëîùèíêàõ âõîäÿòü
ïðîåêöi¨ îäèíè÷íî¨ íîðìà-
ëi ~n. �õ ìîæíà çíàéòè, ïî-
äiëèâøè âåêòîð íà éîãî
äîâæèíó ~n = ~N/

∣∣∣ ~N ∣∣∣. Òîäi∣∣∣ ~N ∣∣∣=√
42 +32 +122 = 13,

~n= (4/13)~e1 +(3/13)~e2 +(12/13)~e3,

n1 = 4/13, n2 = 3/13, n3 = 12/13.

Òåïåð âèçíà÷à¹ìî ïðîåêöi¨ âåêòîðà íàïðóæåíü
pi = σijnj = σi1n1 +σi2n2 +σi3n3,

p1 = 7 ·4/13−5 ·3/13+0 ·12/13 = 1,

p2 =−5 ·4/13+3 ·3/13+1 ·12/13 = 1/13,

p3 = 0 ·4/13+1 ·3/13+2 ·12/13 = 27/13.
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1.2 Ïåðåòâîðåííÿ êîìïîíåíò òåíçîðà
íàïðóæåíü ïðè ïîâîðîòi
ñèñòåìè êîîðäèíàò

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó çàäà÷ó. Íåõàé iñíó¹ ñèñòåìà êîîðäèíàò
x,y,z àáî x1,x2,x3, ÿêó áóäåìî íàçèâàòè ñòàðîþ. Â öié ñòàðié ñèñòå-
ìi çàäàíèé òåíçîð íàïðóæåíü, òîáòî âiäîìi éîãî êîìïîíåíòè σij .
Çàäàíî ñèñòåìó êîîðäèíàò x′,y′,z′, àáî x′1,x′2,x′3, ÿêó íàçâåìî íîâîþ.

 

2x′

2x

1x′

2e  

Рис. 1.2.1 

3e ′ 2e ′  

1e ′  

3x′  3x

3e  

1e  

1x  

Çíàéòè êîìïîíåíòè òåí-
çîðà íàïðóæåíü σ′ij â
íîâié ñèñòåìi. Â ïåðøó
÷åðãó òðåáà âèçíà÷èòè
ïîëîæåííÿ íîâî¨ ñèñòå-
ìè âiäíîñíî ñòàðî¨. Öÿ
çàäà÷à âèðiøó¹òüñÿ çà-
äàííÿì ïðîåêöié îðòiâ
íîâî¨ ñèñòåìè ~e′1, ~e

′
2, ~e

′
3

íà îðòè ñòàðî¨ ñèñòåìè
~e1, ~e2, ~e3. Äëÿ öüîãî òðå-
áà çàäàòè êóòè ìiæ íî-

âèìè i ñòàðèìè îñÿìè. Îñêiëüêè îðòè ~e′k, ~em ìàþòü îäèíè÷íi äîâ-
æèíè, òî êîñèíóñè êóòiâ ìiæ íèìè äîðiâíþþòü ïðîåêöiÿì íîâèõ
îðòiâ íà ñòàði i ìîæóòü áóòè âèçíà÷åíi ÿê ñêàëÿðíi äîáóòêè âiäïî-
âiäíèõ îðòiâ. Òîáòî ïðîåêöiÿ ~e′1 íà ~e1, ÿêó ïîçíà÷èìî

α11 = cos
(
~e′1,~e1

)
âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ñêàëÿðíèé äîáóòîê ~e′1 ·~e1. Àíàëîãi÷íî

cos
(
~e′i,~ej

)
= αij = ~e′i ·~ej .

Âèêîðèñòîâóþ÷è öi êîåôiöi¹íòè, ìîæíà âèçíà÷èòè íîâi îðòè ÷åðåç
ñòàði

~e′1 = α11~e1 +α12~e2 +α13~e3,

~e′2 = α21~e1 +α22~e2 +α23~e3,

~e′3 = α31~e1 +α32~e2 +α33~e3,

àáî ~e′k = αki~ei. Âèçíà÷åíi òàêèì ÷èíîì êîåôiöi¹íòè αij , àáî âiäïî-
âiäíi íàïðÿìíi êîñèíóñè cos (~e′i, ~ej), ñòâîðþþòü ìàòðèöþ ïåðåòâî-
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ðåííÿ ñèñòåìè êîîðäèíàò

‖αij‖=

 α11α12α13

α21α22α23

α31α32α33

.
Îñêiëüêè áàçèñíi âåêòîðè ñèñòåìè êîîðäèíàò ìàþòü îäèíè÷íó äîâ-
æèíó ¨õíi ñêàëÿðíi äîáóòêè äîðiâíþþòü îäèíèöi, ÿêùî âåêòîðè
ñïiâïàäàþòü. Óíàñëiäîê òîãî, ùî áàçèñíi âåêòîðè ñèñòåìè êîîðäè-
íàò âçà¹ìíî îðòîãîíàëüíi ¨õíi ñêàëÿðíi äîáóòêè äîðiâíþþòü íóëþ,
ÿêùî âåêòîðè íå ñïiâïàäàþòü. Âíàñëiäîê öèõ âëàñòèâîñòåé, ÿêùî
ìàòðèöþ ïåðåòâîðåííÿ ïîìíîæèòè íà òðàíñïîíîâàíó òî îäåðæè-
òüñÿ îäèíè÷íà ìàòðèöÿ. Öå ñâiä÷èòü ïðî òå, ùî òðàíñïîíîâàíà ìà-
òðèöÿ îäíàêîâà ç îáåðíåíîþ. Âèçíà÷íèê ìàòðèöi äîðiâíþ¹ îá'¹-
ìó ïàðàëåëåïiïåäà ïîáóäîâàíîãî íà âåêòîðàõ, ïðîåêöi¨ ÿêèõ íà îñi
êîîðäèíàò äîðiâíþþòü åëåìåíòàì ðÿäêà àáî ñòîâï÷èêà ìàòðèöi.
Îñêiëüêè âåêòîðè áàçèñó îäèíè÷íi i âçà¹ìíî îðòîãîíàëüíi òî ïà-
ðàëåëåïiïåä ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà êóá îäèíè÷íîãî îá'¹ìó i âèçíà÷íèê
ìàòðèöi äîðiâíþ¹ îäèíèöi.

 

Pис. 1.2.2 

Òàêà ìàòðèöÿ, ó ÿêî¨
îáåðíåíà ìàòðèöÿ äî-
ðiâíþ¹ òðàíñïîíîâàíié i
âèçíà÷íèê ÿêî¨ äîðiâíþ¹
îäèíèöi, íàçèâà¹òüñÿ îðòî-
íîðìîâàíîþ. Ðîçãëÿíåìî
ñïî÷àòêó çàäà÷ó çíàõî-
äæåíÿ ïðîåêöié âåêòîðà
ñèëè â íîâié ñèñòåìi, ÿêùî
çàäàíî ïðîåêöi¨ ñèëè â
ñòàðié ñèñòåìi i ìàòðèöþ
ïåðåòâîðåííÿ ñèñòåìè
êîîðäèíàò. Íåõàé â ñòàðié
ñèñòåìi êîîðäèíàò âèäi-
ëåíà ïëîùèíêà i äî íå¨

ïðèêëàäåíà ñèëà ç ïðîåêöiÿìè px,py,pz àáî p1,p2,p3. Ñèëó ìîæíà
çàäàòè ÷åðåç ïðîåêöi¨ íà îðòè ñòàðî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò

~p= p1~e1 +p2~e2 +p3~e3,

~p= pi~ei. (1.2.1)
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Àíàëîãi÷íî ìîæíà çàäàòè ñèëó â íîâié ñèñòåìi êîîðäèíàò ÷åðåç ¨¨
ïðîåêöi¨ íà íîâi îñi

~p= p′1~e
′
1 +p2~e

′
2 +p′3~e

′
3,

~p= p′k~e
′
k. (1.2.2)

Îñêiëüêè â ëiâèõ ÷àñòèíàõ ôîðìóë (1.2.1), (1.2.2) îäíà i òà ñàìà
ñèëà, òî ïðàâi ÷àñòèíè òàêîæ ðiâíi

pi~ei = p′k~e
′
k.

Ïîìíîæèìî ëiâó i ïðàâó ÷àñòèíè ñêàëÿðíî íà ~e′j
p′k~e

′
k ·~e′j = pi~ei ·~e′j .

Îñêiëüêè îðòè ñèñòåìè êîîðäèíàò âçà¹ìíîîðòîãîíàëüíi, òîìó ñêà-
ëÿðíèé äîáóòîê áàçèñíèõ âåêòîðiâ ~e′k ·~e′j äîðiâíþ¹ îäèíèöi, ÿêùî
k = j, i íóëþ, ÿêùî k 6= j :

~e′k ·~e′j =

{
1, (k = j),
0, (k 6= j).

Òàêà âåëè÷èíà ïîçíà÷à¹òüñÿ δij i íàçèâà¹òüñÿ ñèìâîëîì Êðîíåêåðà

~e′k ·~e′j = δkj =

{
1, (k = j),
0, (k 6= j).

Òîäi ëiâà ÷àñòèíà íàáèðà¹ âèãëÿäó p′k~e′k ·~e′j = p′j ïðè k = j i íóëþ
â iíøèõ âèïàäêàõ. Â ïðàâié ÷àñòèíi ñêàëÿðíèé äîáóòîê�öå êîìïî-
íåíòè ìàòðèöi ïåðåòâîðåííÿ

~ei ·~e′j = αij ,

òîìó îäåðæó¹ìî
p′j = αjipi, (1.2.3)

p′x = p′1 = α11 p1 +α12 p2 +α13 p3,

p′y = p′2 = α21 p1 +α22 p2 +α23 p3,

p′z = p′3 = α31 p1 +α32 p2 +α33 p3.

Àíàëîãi÷íî ìîæíà çíàéòè ôîðìóëè, ÿêi âèðàæàþòü ïðîåêöi¨ âåêòî-
ðà â ñòàðié ñèñòåìi ÷åðåç ïðîåêöi¨ â íîâié ñèñòåìi
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pi = αjip
′
j . Òîé ñàìèé ðåçóëüòàò ìîæíà îäåðæàòè, ðîçãëÿäàþ÷è

(1.2.3) ÿê ñèñòåìó ðiâíÿíü âiäíîñíî íåâiäîìèõ p1, p2, p3 i âðàõî-
âóþ÷è, ùî îáåðíåíà ìàòðèöÿ çáiãà¹òüñÿ ç òðàíñïîíîâàíîþ.

Òåïåð çíàéäåìî ôîðìóëè ïåðåòâîðåííÿ êîìïîíåíò òåíçîðà íà-
ïðóæåíü. Ðîçãëÿíåìî ïëîùèíêó, íà ÿêié äi¹ âåêòîð íàïðóæåíü
~p. Íåõàé iñíóþòü äâi ñèñòåìè êîîðäèíàò: ñòàðà (x1,x2,x3) i íîâà
(x′1,x

′
2,x

′
3), âçà¹ìíà îði¹íòàöiÿ ÿêèõ âèçíà÷à¹òüñÿ ìàòðèöåþ ïåðå-

òâîðåííÿ ‖αij‖. Êîìïîíåíòè âåêòîðà íàïðóæåíü â ñòàðié ñèñòåìi
pi âèçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç êîìïîíåíòè òåíçîðà â ñòàðié ñèñòåìi ñïiâ-
âiäíîøåííÿìè pi = σijnj , âiäïîâiäíî â íîâié ñèñòåìi p′k = σ′kmn

′
m.

Êîìïîíåíòè âåêòîðà íàïðóæåíü ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿìè
p′k = αkipi.

Ç îñòàííiõ òðüîõ ñïiââiäíîøåíü ìà¹ìî
σ′kmn

′
m = αkiσijnj .

Âèðàæà¹ìî ïðîåêöi¨ îäèíè÷íî¨ íîðìàëi â ñòàðié ñèñòåìi êîîðäèíàò
÷åðåç ¨¨ ïðîåêöi¨ â íîâié ñèñòåìi nj = αmjn

′
m. Ïiäñòàâëÿ¹ìî ¨õ ó

ïîïåðåäí¹ ñïiââiäíîøåííÿ i îäåðæó¹ìî
σ′kmn

′
m = αki ·αmjσijn′m,

çâiäêè âèïëèâà¹
σ′km = αkiαmj σij . (1.2.4)

Îäåðæàíi ôîðìóëè äàþòü ìîæëèâiñòü çíàéòè êîìïîíåíòè òåí-
çîðà íàïðóæåíü â íîâié ñèñòåìi ÷åðåç êîìïîíåíòè òåíçîðà íàïðó-
æåíü â ñòàðié ñèñòåìi êîîðäèíàò i îäíî÷àñíî äîâîäÿòü, ùî îá'¹êò,
ÿêèé áóëî íàçâàíî òåíçîðîì íàïðóæåíü, äiéñíî ¹ òåíçîðîì, îñêiëü-
êè âií ïåðåòâîðþ¹òüñÿ ïðè ïîâîðîòàõ ñèñòåìè êîîðäèíàò çà ïðàâè-
ëàìè òåíçîðà.

1.3 Ãîëîâíi íàïðóæåííÿ i ãîëîâíi ïëîùèíêè

Ïëîùèíêè íàçèâàþòüñÿ ãîëîâíèìè, ÿêùî íà íèõ âiäñóòíi äîòè÷íi
íàïðóæåííÿ. Â öüîìó âèïàäêó âåêòîð íàïðóæåíü ~p çáiãà¹òüñÿ çà
íàïðÿìêîì ç îäèíè÷íîþ íîðìàëëþ äî ïëîùèíêè ~n (ðèñ.1.3.1)

~p= σ~n,
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äå σ�êîåôiöi¹íò ïðîïîðöiéíîñòi, àáî, ïðîåêòóþ÷è íà îñi êîîðäèíàò,
îäåðæèìî

pi = σni,

p1 = σn1, p2 = σn2, p3 = σn3.

 

Puc.1.3.1 

p  n  

Ç äðóãîãî áîêó, ïðîåêöi¨ âåêòîðà íàïðó-
æåíü â çàãàëüíîìó âèïàäêó âèçíà÷àþ-
òüñÿ ÷åðåç òåíçîð íàïðóæåíü pi = σijnj .
Îñêiëüêè ëiâi ÷àñòèíè îñòàííiõ äâîõ ñïiâ-
âiäíîøåíü çáiãàþòüñÿ, òî çáiãàþòüñÿ i
ïðàâi, òîìó

σijnj = σni àáî σijnj−σni = 0.

Îñêiëüêè ni = δijnj , òî
(σij− δijσ)nj = 0.

Òàêèì ÷èíîì, îäåðæó¹ìî îäíîðiäíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
äëÿ âèçíà÷åííÿ ïðîåêöié îäèíè÷íî¨ íîðìàëi ~n(n1,n2,n3) äî ãîëîâíî¨
ïëîùèíêè. Ó ðîçãîðíóòîìó âèãëÿäi âîíà ìà¹ âèä

(σ11−σ)n1 +σ12n2 +σ13n3 = 0,

σ21n1 +(σ22−σ)n2 +σ23n3 = 0, (1.3.1)
σ31n1 +σ32n2 +(σ33−σ)n3 = 0.

Ç ìàòåìàòèêè âiäîìî, ùî îäíîðiäíà ñèñòåìà ìà¹ íåòðèâiàëüíi
(íå íóëüîâi) ðîçâ'ÿçêè, ÿêùî ¨¨ âèçíà÷íèê äîðiâíþ¹ íóëþ:

|σij−σδij |= 0,∣∣∣∣∣∣∣
σ11−σ σ12 σ13

σ21 σ22−σ σ23

σ31 σ32 σ33−σ

∣∣∣∣∣∣∣= 0. (1.3.2)

Ðîçêðèâàþ÷è âèçíà÷íèê, îäåðæó¹ìî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ
äëÿ âèçíà÷åííÿ ãîëîâíèõ íàïðóæåíü:

σ3− I1σ2 + I2σ− I3 = 0. (1.3.3)
Êîåôiöi¹íòè öüîãî ðiâíÿííÿ

I1 = σ11 +σ22 +σ33,
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I2 =

∣∣∣∣∣ σ11σ12

σ21σ22

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ σ11σ13

σ31σ33

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ σ22σ23

σ32σ33

∣∣∣∣∣,
I3 = |σij | (1.3.4)

íå çàëåæàòü âiä îði¹íòàöi¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò, òîìó íàçèâàþòüñÿ ií-
âàðiàíòàìè òåíçîðà íàïðóæåíü, âiäïîâiäíî: I1�ïåðøèé, I2�äðóãèé,
I3�òðåòié iíâàðiàíò. Îñêiëüêè ðiâíÿííÿ êóái÷íå, òî âîíî ìà¹ òðè
êîðåíi, ÿêi âèçíà÷àþòü òðè ãîëîâíi íàïðóæåííÿ σ1,σ2,σ3. Iíäåêñè
âèáèðàþòü òàê, ùîá

σ1 > σ2 > σ3. (1.3.5)

Ïiñëÿ âèçíà÷åííÿ ãîëîâíèõ íàïðóæåíü ìîæíà çíàéòè ¨õ îði-
¹íòàöiþ, òîáòî ïðîåêöi¨ îäèíè÷íî¨ íîðìàëi äî ãîëîâíî¨ ïëîùèíêè,
àáî, ùî òå ñàìå, ¨¨ íàïðÿìíi êîñèíóñè. Íàïðèêëàä, äëÿ âèçíà÷åííÿ
íàïðÿìêó σ1

(σ11−σ1)n1 +σ12n2 +σ13n3 = 0,
σ21n1 +(σ22−σ1)n2 +σ23n3 = 0,
σ31n1 +σ32n2 +(σ33−σ1)n3 = 0.

(1.3.6)

Îñêiëüêè âèçíà÷íèê öi¹¨ ñèñòåìè äîðiâíþ¹ íóëþ, òî âîíà âèðîäæå-
íà, òîáòî ç òðüîõ ðiâíÿíü íå áiëüøå íiæ äâà ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè.
Òîìó äëÿ âèçíà÷åííÿ ïðîåêöié íîðìàëi ç öèõ òðüîõ ðiâíÿíü òðåáà
âçÿòè äâà ëiíiéíî íåçàëåæíèõ, äî íèõ äîäàòè óìîâó, ùî âåêòîð
íîðìàëi íîðìîâàíèé, òîáòî âií ìà¹ îäèíè÷íó äîâæèíó

n2
1 +n2

2 +n2
3 = 1 (1.3.7)

i ç îäåðæàíèõ òðüîõ ðiâíÿíü çíàéòè n1,n2,n3. Òàê ñàìî çíàõîäÿòü
îði¹íòàöi¨ σ2 i σ3.

Çàäà÷à 1.3.1. Çàäàíî êîìïîíåíòè òåíçîðà íàïðóæåíü â ñòàðié
ñèñòåìi êîîðäèíàò x1,x2,x3. Çíàéòè êîìïîíåíòè òåíçîðà íàïðóæåíü
â íîâié ñèñòåìi x′1,x′2,x′3, ïîëîæåííÿ ÿêî¨ çàäà¹òüñÿ ìàòðèöåþ ïåðå-
òâîðåííÿ

σ̂ =

 2 −2 0
−2

√
2 0

0 0 −
√

2

, ||αij ||=
 0 1/

√
2 1/

√
2

1/
√

2 1/2 −1/2
−1/

√
2 1/2 −1/2

.
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Ðîçâ'ÿçîê
Çà ôîðìóëîþ σ′km = αki ·αmjσij çíàõîäèìî êîìïîíåíòè òåíçîðà

íàïðóæåíü â íîâié ñèñòåìi x′1,x′2,x′3, íàïðèêëàä:
σ′11 = α1iα1jσij = α11α1jσ1j +α12α1jσ2j +α13α1jσ3j =

= α11α11σ11 +α11α12σ12 +α11α13σ13 +α12α11σ21+

+α12α12σ22 +α12α13σ23 +α13α11σ31 +α13α12σ32+

+α13α13σ33 = α11α11σ11 +2α11α12σ12 +2α11α13σ13+

+α12α12σ22 +2α12α13σ23 +α13α13σ33 = 0 ·0 ·2+2 ·0 · (−2)+

+2 ·0 · (1/
√

2) ·0+(1/
√

2) · (1/
√

2) ·
√

2+

+2 · (1/
√

2) · (1/
√

2) ·0+(1/
√

2) · (1/
√

2) · (−
√

2) = 0.

Àíàëîãi÷íî âèçíà÷àþòü iíøi êîìïîíåíòè. Â ðåçóëüòàòi îäåðæèìî

σ̂ =

 0 0 2
0 1−

√
2 −1

2 −1 1+
√

2

.
Çâè÷àéíî ïðè âèêîíàííi òàêèõ ðîçðàõóíêiâ òðåáà âèêîðèñòîâóâàòè
îá÷èñëþâàëüíi ìàøèíè.

Çàäà÷à 1.3.2. Çàäàíî êîìïîíåíòè òåíçîðà íàïðóæåíü â ñòàðié
ñèñòåìi (x1,x2,x3) êîîðäèíàò

σ̂ =

 σ 0 0
0 σ 0
0 0 σ

.
Çíàéòè êîìïîíåíòè òåíçîðà íàïðóæåíü â íîâié ñèñòåìi (x′1,x

′
2,x

′
3),

ïîëîæåííÿ ÿêî¨ ïîêàçàíî íà ðèñ.1.3.2.
Ðîçâ'ÿçîê
Ñïî÷àòêó íåîáõiäíî âèçíà÷èòè ìàòðèöþ ïåðåòâîðåííÿ. Îñêiëü-

êè âiñü x′1 óòâîðþ¹ îäíàêîâi êóòè ç îñÿìè x1,x2,x3, òî ïðîåêöi¨ îäè-
íè÷íîãî áàçèñíîãî âåêòîðà ~e′1 íà âñi îñi îäíàêîâi

α11 = α12 = α13 = 1/
√

3.
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β  

2x′  

Рис.1.3.2 1x  

2x

3x  

1x′  

3x′  

β  

β  

4/π  

Êðiì òîãî, çàäàíî êóò π/4 ìiæ áàçèñíèì âåêòîðîì ~i′3 òà âiññþ
x3, òîìó α33 = 1/

√
2. Ó ðåçóëüòàòi ìàòðèöÿ ïåðåòâîðåííÿ íàáèðà¹

âèãëÿä:

||αij ||=

 1/
√

3 1/
√

3 1/
√

3
α21 α22 α23

α31 α32 1/
√

2

.
Îñòàííi íåâiäîìi êîìïîíåíòè ìàòðèöi ïåðåòâîðåííÿ âèçíà÷àþòüñÿ ç
óìîâè ¨¨ îðòîãîíàëüíîñòi αijαik = δjk òà íîðìîâàíîñòi. Íàïðèêëàä,

α31/
√

3+α32/
√

3+(1/
√

2)(1/
√

3) = 0,

α2
31 +α2

32 +1/2 = 1,

α31 = 0, α32 =−1/
√

2,

i ò.ä. Ç öèõ óìîâ îäåðæó¹ìî

||αij ||=

 1/
√

3 1/
√

3 1/
√

3
−2/

√
6 1/

√
6 1/

√
6

0 −1/
√

2 1/
√

2

.
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Òåïåð ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ ôîðìóëîþ
σ′ij = αimαjnσmn,

äå σ′ij�êîìïîíåíòè òåíçîðà íàïðóæåíü â íîâié ñèñòåìi êîîðäèíàò;
σmn�êîìïîíåíòè òåíçîðà íàïðóæåíü â ñòàðié ñèñòåìi, íàïðèêëàä:

σ′11 = α1mα1nσmn = α11α1nσ1n+α12α1nσ2n+α13α1nσ3n =
= α11α11σ11 +α12α11σ21 +α13α11σ31 +α11α12σ12+
+α12α12σ22 +α13α12σ32 +α11α13σ13 +α12α13σ23 +α13α13σ33.

Ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè σ′11 = τ i ò.ä. îäåðæèìî

||σ′ij ||=

 τ 0 0
0 τ 0
0 0 τ

.
Çàäà÷à 1.3.3. Çàäàíî òåíçîð íàïðóæåíü ó òî÷öi

||σij ||=

 3 1 1
1 0 2
1 2 0

.
Âèçíà÷èòè ãîëîâíi íàïðóæåííÿ, ïîëîæåííÿ ãîëîâíèõ ïëîùèíîê
(ãîëîâíèõ îñåé òåíçîðà íàïðóæåíü).

Ðîçâ'ÿçîê
Çíàõîäèìî iíâàðiàíòè òåíçîðà íàïðóæåíü

I1 = σ11 +σ22 +σ33 = 3,

I2 =

∣∣∣∣∣ σ11 σ12

σ21 σ22

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ σ11 σ13

σ31 σ33

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ σ22 σ23

σ32 σ33

∣∣∣∣∣=
=

∣∣∣∣∣ 3 1
1 0

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ 3 1

1 0

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ 0 2

2 0

∣∣∣∣∣=−6

I3 =

∣∣∣∣∣∣∣
3 1 1
1 0 2
1 2 0

∣∣∣∣∣∣∣=−8.
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Çàïèñó¹ìî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ
σ3− I1σ2 + I2σ− I3 = 0,

σ3−3σ2−6σ+8 = 0.

Çíàõîäèìî éîãî êîðåíi, ÿêi äîðiâíþþòü 1, 4,−2. Òîìó σ1 = 4,
σ2 = 1, σ3 =−2. Â çàãàëüíîìó âèïàäêó êîðåíi çíàõîäÿòü ÷èñåëüíè-
ìè ìåòîäàìè, íàé÷àñòiøå ìåòîäîì Íüþòîíà. Äàëi âèçíà÷à¹ìî ïî-
ëîæåííÿ ãîëîâíèõ ïëîùèíîê (ãîëîâíèõ îñåé òåíçîðà íàïðóæåíü)
ðîçâ'ÿçóþ÷è ñèñòåìó (1.3.6). Íàïðèêëàä, çíàéäåìî ïîëîæåííÿ ãî-
ëîâíî¨ ïëîùèíêè, íà ÿêié äi¹ ãîëîâíå íàïðóæåííÿ σ1 = 4 (íàïðÿìîê
ãîëîâíî¨ îñi òåíçîðà íàïðóæåíü, âçäîâæ ÿêî¨ íàïðÿìëåíî ãîëîâíå
íàïðóæåííÿ σ1 = 4):

(3−4)n1 +n2 +n3 = 0,
n1 +(0−4)n2 +2n3 = 0,
n1 +2n2 +(0−4)n3 = 0.

−n1 +n2 +n3 = 0,
n1−4n2 +2n3 = 0,
n1 +2n2−4n3 = 0.

Âèçíà÷íèê öi¹¨ ñèñòåìè∣∣∣∣∣∣∣
−1 1 1
1 −4 2
1 2 −4

∣∣∣∣∣∣∣= 0

äîðiâíþ¹ íóëþ, òîìó ç öi¹¨ ñèñòåìè òðåáà âçÿòè áóäü-ÿêi äâà ëiíiéíî
íåçàëåæíèõ ðiâíÿííÿ i äî íèõ äîäàòè óìîâó íîðìóâàííÿ íîðìàëi

−n1 +n2 +n3 = 0,
n1−4n2 +2n3 = 0,
n2

1 +n2
2 +n2

3 = 1.

Iç öèõ òðüîõ ðiâíÿíü âèçíà÷àþòü òðè íåâiäîìi n1,n2,n3 :

n1 = 2/
√

6, n2 = 1/
√

6, n3 = 1/
√

6.
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Àíàëîãi÷íî âèçíà÷àþòü ïîëîæåííÿ ãîëîâíèõ ïëîùèíîê, íà ÿêèõ
äiþòü ãîëîâíi íàïðóæåííÿ σ2 = 1, σ3 =−2 (íàïðÿìêè âiäïîâiäíèõ
ãîëîâíèõ îñåé òåíçîðà íàïðóæåíü).

Çàäà÷à 1.3.4. Çàäàíî òåíçîð íàïðóæåíü ó òî÷öi

||σij ||=

 a a a

a a a

a a a

.
Âèçíà÷èòè ãîëîâíi íàïðóæåííÿ, ïîëîæåííÿ ãîëîâíèõ ïëîùèíîê
(ãîëîâíèõ îñåé òåíçîðà íàïðóæåíü). Ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i àíàëî-
ãi÷íèé ðîçâ'ÿçêó ïîïåðåäíüî¨:

I1 = 3a, I2 = 0, I3 = 0,

σ3−3σ2 = 0,

σ1 = 3a, σ2 = 0, σ3 = 0.

Çíàéäåìî ïîëîæåííÿ ãîëîâíî¨ ïëîùèíêè, íà ÿêié äi¹ ãîëîâíå íà-
ïðóæåííÿ σ1 = 3a (íàïðÿìîê ãîëîâíî¨ îñi òåíçîðà íàïðóæåíü,
âçäîâæ ÿêî¨ íàïðÿìëåíî ãîëîâíå íàïðóæåííÿ σ1 = 3a):

(a−3a)n1 +an2 +an3 = 0,

an1 +(a−3a)n2 +an3 = 0,

an1 +an2 +(a−3a)n3 = 0,

n2
1 +n2

2 +n2
3 = 1.

Çâiäcè n1 = n2 = n3 = 1/
√

3.
Äëÿ âèçíà÷åííÿ ïîëîæåííÿ ãîëîâíèõ ïëîùèíîê, íà ÿêèõ äiþòü

ãîëîâíi íàïðóæåííÿ σ2 = σ3 = 0, îäåðæóþòü îäíàêîâi ñèñòåìè ðiâ-
íÿíü

an1 +an2 +an3 = 0,

an1 +an2 +an3 = 0,

an1 +an2 +an3 = 0,

n2
1 +n2

2 +n2
3 = 1.

Öèõ ðiâíÿíü íåäîñòàòíüî äëÿ îäíîçíà÷íîãî âèçíà÷åííÿ ïîëîæåííÿ
ùå äâîõ ãîëîâíèõ îñåé. Òàêèì ÷èíîì, äîâiëüíà ïàðà âçà¹ìíîïåð-
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ïåíäèêóëÿðíèõ îñåé, ïåðïåíäèêóëÿðíèõ äî íàïðÿìêó ïåðøî¨ îñi,
ìîæå áóòè ãîëîâíèìè îñÿìè. Çâè÷àéíî, öÿ äîâiëüíî âèáðàíà ïàðà
ìà¹ çàäîâîëüíÿòè óìîâi îðòîãîíàëüíîñòi. Ïðîåêöi¨ íîðìàëåé äî ãî-
ëîâíèõ ïëîùèíîê ñòâîðþþòü ìàòðèöþ ïåðåõîäó äî ãîëîâíèõ ïëî-
ùèíîê, ÿêà, ÿê ìàòðèöÿ ïîâîðîòó, ïîâèííà áóòè îðòîãîíàëüíîþ i
íîðìîâàíîþ.

||αij ||=

 1/
√

3 1/
√

3 1/
√

3
α21 α21 α23

α31 α32 α33

.
Âèáåðåìî, íàïðèêëàä,

α21 = 1/
√

2, α22 =−1/
√

2, α23 = 0.

Ïðè öüîìó âèáîði çàäîâîëüíÿ¹òüñÿ óìîâà îðòîãîíàëüíîñòi
α11α21 +α12α22 +α13α23 = 0

i óìîâà íîðìîâàíîñòi
α2

21 +α2
22 +α2

23 = 1,

||αij ||=

 1/
√

3 1/
√

3 1/
√

3
1/
√

2 −1/
√

2 0
α31 α32 α33

.
Ùå ðàç çâåðòà¹ìî óâàãó íà òå, ùî îñêiëüêè â äåêàðòîâié ñèñòåìi
êîîðäèíàò áàçèñíi âåêòîðè âçà¹ìíî îðòîãîíàëüíi, òî òðåòié ðÿäîê
ïîâèíåí áóòè îðòîãîíàëüíèì äî ïåðøîãî

α11α31 +α12α32 +α13α33 = 0

i çàäîâîëüíÿòè óìîâó
α2

31 +α2
32 +α2

33 = 1,

ç ÿêî¨ ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè ïåðøîãî âåêòîðà âèïëèâà¹,
α31 +α32 +α33 = 0,

i òàêîæ ïîâèíåí áóòè îðòîãîíàëüíèì äî äðóãîãî
α21α31 +α22α32 +α23α33 = 0,
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ç ÷îãî ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè äðóãîãî âåêòîðà âèïëèâà¹
α31−α32 = 0,

çâiäêè α31 = 1/
√

6, α32 = 1/
√

6, α33 =−2/
√

6,

||αij ||=

 1/
√

3 1/
√

3 1/
√

3
1/
√

2 −1/
√

2 0
1/
√

6 1/
√

6 −2/
√

6

.
Ðÿäêè îäåðæàíî¨ ìàòðèöi i ¹ ïðîåêöiÿìè íà îñi êîîðäèíàò íîð-

ìàëåé äî ãîëîâíèõ ïëîùèíîê.

1.4 Ìàêñèìàëüíi íîðìàëüíi íàïðóæåííÿ

Ïåðøèì åòàïîì ðîçðàõóíêiâ íà ìiöíiñòü ¹ çàäà÷à âèçíà÷åí-
íÿ ìàêñèìàëüíèõ íîðìàëüíèõ íàïðóæåíü. Ðîçâ'ÿæåìî öþ çàäà÷ó.
Äëÿ òîãî ùîá ñïðîñòèòè ïåðåòâîðåííÿ, âèðiæåìî êóá ïëîùèíàìè,
ÿêi ¹ ãîëîâíèìè ïëîùèíêàìè, i îñi êîîðäèíàò îði¹íòó¹ìî â íàïðÿì-
êó íîðìàëåé äî ãîëîâíèõ ïëîùèíîê. Öå íå îáìåæó¹ îäåðæàíèé
ðåçóëüòàò. Îñêiëüêè íà ãîëîâíèõ ïëîùèíêàõ äîòè÷íi íàïðóæåííÿ
âiäñóòíi, òîáòî äîðiâíþþòü íóëþ, òî ïðè òàêîìó âèáîði êîîðäèíàò
òåíçîð íàïðóæåíü äiàãîíàëiçó¹òüñÿ

σ̂ =

 σ1 0 0
0 σ2 0
0 0 σ3

. (1.4.1)

Êîìïîíåíòè âåêòîðà íàïðóæåíü íà äîâiëüíié ïëîùèíöi âiäïî-
âiäíî äî ôîðìóë (1.1.5) äîðiâíþþòü

p1 = σ1n1, p2 = σ2n2, p3 = σ3n3,

äå n1, n2, n3�ïðîåêöi¨ îäèíè÷íî¨ íîðìàëi íà îñi êîîðäèíàò, ïîâ'ÿçàíi
óìîâîþ

n2
1 +n2

2 +n2
3 = 1. (1.4.2)

Âåëè÷èíà âåêòîðà íàïðóæåíü äîðiâíþ¹
p=

√
p2
1 +p2

2 +p2
3,
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p=
√
σ2

1n
2
1 +σ2

2n
2
2 +σ2

3n
2
3. (1.4.3)

Òàêèì ÷èíîì, ïîñòà¹ çàäà÷à çíàõîäæåííÿ ìàêñèìóìó âåëè÷èíè
âåêòîðà íàïðóæåíü p ïðè îáìåæåííi (1.4.1). Ùîá ïîçáóòèñÿ îáìå-
æåíü (1.4.1), âèçíà÷èìî ç íèõ n3

n2
3 = 1−n2

1−n2
2

i ïiäñòàâèìî ó (1.4.2), òîäi p=
√(

σ2
1 − σ2

3

)
n2

1 +
(
σ2

2−σ2
3

)
n2

2 +σ2
3. Òå-

ïåð p ¹ ôóíêöi¹þ íåçàëåæíèõ n1 i n2. Íåîáõiäíîþ óìîâîþ åêñòðå-
ìóìó ¹ ðiâíiñòü íóëþ ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ

∂p

∂n1
= 0,

∂p

∂n2
= 0.

Ç öèõ óìîâ ìà¹ìî
∂p

∂n1
=

(
σ2

1−σ2
3

)
n1√(

σ2
1−σ2

3

)
n2

1 +
(
σ2

2−σ2
3

)
n2

2 +σ2
3

= 0, (1.4.4)

∂p

∂n2
=

(
σ2

2−σ2
3

)
n2√(

σ2
1−σ2

3

)
n2

1 +
(
σ2

2−σ2
3

)
n2

2 +σ2
3

= 0.

Îñêiëüêè ãîëîâíi íàïðóæåííÿ äîâiëüíi, òîáòî â çàãàëüíîìó âèïàä-
êó

σ2
1−σ2

3 6= 0, σ2
2−σ2

3 6= 0,

òî ðiâíÿííÿ (1.4.3) âèêîíóþòüñÿ çà óìîâè n1 = 0, n2 = 0, àëå ç (1.4.1)
âèïëèâà¹ n3 = 1, i òîäi p= σ3.

Àíàëîãi÷íî, âèêëþ÷àþ÷è ç óìîâè (1.4.1) n1 àáî n2 i ïðèðiâíþ-
þ÷è äî íóëÿ ïîõiäíi, îäåðæèìî ùå äâà âèïàäêè

n1 = 1, n2 = n3 = 0, p= σ1,

n2 = 1, n1 = n3 = 0, p= σ2.

Îäåðæàíi ðåçóëüòàòè ïîêàçóþòü, ùî âåêòîð íàïðóæåíü p äîñÿãà¹
åêñòðåìàëüíî¨ âåëè÷èíè íà ïëîùèíêàõ, ÿêi çáiãàþòüñÿ ç ãîëîâíè-
ìè. Âðàõîâóþ÷è óìîâó σ1 > σ2 > σ3, ìà¹ìî ìàêñèìàëüíó âåëè÷èíó
p= σ1, ìiíiìàëüíó p= σ3.
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1.5 Ìàêñèìàëüíi äîòè÷íi íàïðóæåííÿ

Äîòè÷íi íàïðóæåííÿ âèçíà÷àþòüñÿ òåîðåìîþ Ïiôàãîðà
τn =

√
p2−σ2

n.

Çðó÷íiøå äîñëiäæóâàòè íà ìàêñèìóì âåëè÷èíó τ2
n = p2− σ2

n, ÿêà
äîñÿãíå ìàêñèìóìó îäíî÷àñíî ç τn. ßê i ïðè çíàõîäæåííi ìàêñè-
ìàëüíî¨ âåëè÷èíè íîðìàëüíèõ íàïðóæåíü, äëÿ ñïðîùåííÿ çàäà÷i
îñi êîîðäèíàò îði¹íòó¹ìî ïî íîðìàëi äî ãîëîâíèõ ïëîùèíîê, òîäi
âåëè÷èíà íàïðóæåíü âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

p2 = σ2
1n

2
1 +σ2

2n
2
2 +σ2

3n
2
3,

à âåëè÷èíà íîðìàëüíèõ -
σn = σ1n

2
1 +σ2n

2
2 +σ3n

2
3.

Òîäi êâàäðàò äîòè÷íèõ íàïðóæåíü äîðiâíþ¹
τ2
n = σ2

1n
2
1 +σ2

2n
2
2 +σ2

3n
2
3−
(
σ1n

2
1 +σ2n

2
2 +σ3n

2
3

)2
.

ßê i â ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó, ìà¹ìî çàäà÷ó âèçíà÷åííÿ ìàêñè-
ìóìó âåëè÷èíè, ÿêà çàëåæèòü âiä îäèíè÷íî¨ íîðìàëi ~n çà óìîâè
n2

1 +n2
2 +n2

3 = 1. Ùîá ïåðåéòè äî çàäà÷i âèçíà÷åííÿ ìàêñèìóìó τ2
n

áåç îáìåæåíü, âèêëþ÷à¹ìî n3 ç óìîâè íîðìóâàííÿ n2
3 = 1−n2

1−n2
2

i îäåðæó¹ìî
τ2
n =

(
σ2

1−σ2
3

)
n2

1 +
(
σ2

2−σ2
3

)
n2

2 +σ2
3−

−
[
(σ1−σ3)n2

1 +(σ2−σ3)n2
2 +σ3

]2
.

Áåðåìî ïîõiäíi ∂τ2
n/∂n1, ∂τ

2
n/∂n2, ïðèðiâíþ¹ìî ¨õ äî íóëÿ i

îäåðæó¹ìî ñèñòåìó ðiâíÿíü(
σ2

1−σ2
3

)
n1−2

[
(σ1−σ3)n2

1 +(σ2−σ3)n2
2 +σ3

]
(σ1−σ3)n1 = 0,(

σ2
2−σ2

3

)
n2−2

[
(σ1−σ3)n2

1 +(σ2−σ3)n2
2 +σ3

]
(σ2−σ3)n2 = 0.{

(σ1 +σ3)−2
[
(σ1−σ3)n2

1 +(σ2−σ3)n2
2 +σ3

]}
n1 = 0,{

(σ2 +σ3)−2
[
(σ1−σ3)n2

1 +(σ2−σ3)n2
2 +σ3

]}
n2 = 0.

Ïðîàíàëiçó¹ìî ðîçâ'ÿçêè îäåðæàíî¨ ñèñòåìè. Âàðiàíò n1 = 0,
n2 = 0 âåäå äî òîãî, ùî n3 = 1 i òîäi ïëîùèíêà ¹ ãîëîâíîþ, íà ÿêié
çà âèçíà÷åííÿì τ2

n = 0. Ïðîòå íàñ öåé ðîçâ'ÿçîê íå öiêàâèòü, òîìó
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ùî âií äà¹ ìiíiìàëüíó âåëè÷èíó τ2
n, à íàì ïîòðiáíà ìàêñèìàëüíà.

Äðóãèé ðîçâ'ÿçîê n2 = 0, n1 6= 0, òîäi
σ1 +σ3−2

[
(σ1−σ1)n2

1 +σ3

]
= 0,

çâiäêè 1−2n2
1 = 0, n1 = 1/

√
2. Ç óìîâè n2

1+n2
2+n2

3 = 1 ìà¹ìî ðîçâ'ÿ-
çîê

n1 = 1/
√

2, n2 = 0, n3 = 1/
√

2.

Òîäi
τ2
n = (σ1−σ3)

2/4, τn = (σ1−σ3)/2.

Àíàëîãi÷íî çíàõîäèìî òðåòié ìîæëèâèé ðîçâ'ÿçîê n1 = 0, n2 6= 0
ùî äà¹: n1 = 0, n2 = 1/

√
2, n3 = 1/

√
2, τn = (σ2−σ3)/2.

 

1x  

2x  

Рис. 1.5.1 

3x  
ßêùî ç óìîâè n2

1+n2
2+n2

3 = 1 âè-
çíà÷èòè íå n3, à n1 àáî n2, òî
îäåðæèìî ùå îäèí ðîçâ'ÿçîê
n1 = 1/

√
2, n2 = 1/

√
2, n3 = 0,

τn = (σ1−σ2)/2.

Âðàõîâóþ÷è, ùî σ1 > σ2 > σ3,
îäåðæó¹ìî

τmax = (σ1−σ3)/2 (1.5.1)
i öi ìàêñèìàëüíi íàïðóæåííÿ äiþòü íà ïëîùèíöi ç íîðìàëëþ

n1 = 1/
√

2, n2 = 0, n3 = 1/
√

2. (1.5.2)
Îñêiëüêè ïðîåêöi¨ îäèíè÷íî¨ íîðìàëi äîðiâíþþòü íàïðÿìíèì êî-
ñèíóñàìè, òî

cosϕx = 1/
√

2, ϕx = π/4,
cosϕz = 1/

√
2, ϕz = π/4,

òîáòî öÿ ïëîùèíêà ðiâíîíàõèëåíà äî îñåé x1 i x3 àáî x, z (ðèñ.1.5.1).
Iíøi åêñòðåìàëüíi äîòè÷íi íàïðóæåííÿ äiþòü íà ïëîùèíêàõ, îäíà-
êîâî íàõèëåíèõ äî îñåé x1,x2 àáî x2,x3 i äîñÿãàþòü âåëè÷èí

τ =
σ1−σ2

2
,

τ =
σ2−σ3

2
.
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Çàäà÷à 1.5.1 Çàäàíî òåíçîð íàïðóæåíü ó òî÷öi

||σij ||=

 5 0 0
0 −6 −12
0 −12 1

.
Âèçíà÷èòè ìàêñèìàëüíi äîòè÷íi íàïðóæåííÿ.

Ðîçâ'ÿçîê
Ñïî÷àòêó âèçíà÷à¹ìî ãîëîâíi íàïðóæåííÿ. Äëÿ öüîãî çíàõîäè-

ìî iíâàðiàíòè I1 = 0, I2 = −175, I3 = −750. Çàïèñó¹ìî õàðàêòå-
ðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ

σ3−150σ+750 = 0,

éîãî êîðåíi σ1 = 10, σ1 = 5, σ3 = −15. Ìàêñèìàëüíi äîòè÷íi íà-
ïðóæåííÿ

(σ1−σ3)/2 = (10+15)/2 = 12,5.

1.6 Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè,
ñèìåòðè÷íiñòü òåíçîðà íàïðóæåíü

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ òiëî, îáìåæåíå ïîâåðõíåþ A ç îá'¹ìîì V , ÿêå
ïåðåáóâà¹ â ñòàíi ðiâíîâàãè (ðèñ.1.6.1).

Îáîâ'ÿçêîâèìè óìîâàìè ñòàíó ðiâíîâàãè ¹ ðiâíiñòü íóëþ ãîëîâ-
íîãî âåêòîðà ~R= 0 i ãîëîâíîãî ìîìåíòà ~M = 0 ñèë, ïðèêëàäåíèõ äî
òiëà. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ïåðøîþ óìîâîþ ~R= 0. Âñi ñèëè, ïðèêëàäåíi äî
òiëà, ïîäiëÿþòüñÿ íà äâi ãðóïè: ïåðøà ãðóïà�ñèëè ïðèêëàäåíi äî
ïîâåðõíi òiëà, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ ñâî¹þ iíòåíñèâíiñòþ�ñèëîþ ïðè-
êëàäåíîþ äî îäèíèöi ïëîùi ïîâåðõíi ~p; äðóãà ãðóïà�îá'¹ìíi ñèëè,
ÿêi ïðèêëàäåíi äî îäèíèöi îá'¹ìó i âèçíà÷àþòüñÿ iíòåíñèâíiñòþ ~X�
ñèëîþ ïðèêëàäåíîþ äî îäèíèöi îá'¹ìó. Íà ìàëó ïëîùèíêó ïëîùåþ
dA äi¹ ìàëà ñèëà ~pdA. Øîá çíàéòè ñèëó, ïðèêëàäåíó äî ïîâåðõíi
òiëà, òðåáà çíàéòè ñóìó âñiõ öèõ ìàëèõ ñèë, òîáòî âçÿòè iíòåãðàë ïî
ïîâåðõíi òiëà. Ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi îäåðæèìî ∫A~pdA. Íà ìàëèé
îá'¹ì dV äi¹ ìàëà ñèëà ~XdV. Äëÿ òîãî ùîá çíàéòè ñèëó, ïðèêëà-
äåíó äî âñüîãî òiëà, òðåáà çíàéòè ñóìó âñiõ öèõ ìàëèõ ñèë, òîáòî
âçÿòè iíòåãðàë ïî îá'¹ìó òiëà. Ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi îäåðæèìî∫
V
~XdV .
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1x  

dA  
V  

A  

Puc. 1.6.1 

r  

r  

3x  

2x  

X  

d
V

p  

Ãîëîâíèé âåêòîð ñèë, ïðèêëàäåíèõ äî òiëà, äîðiâíþ¹ ñóìi ïî-
âåðõíåâèõ i îá'¹ìíèõ ñèë. Ç óìîâè ðiâíîâàãè âií äîðiâíþ¹ íóëþ,
òîìó îäåðæèìî ∫

A
~pdA+

∫
V

~XdV = 0. (1.6.1)

Ïðîåêòóþ÷è íà îñi êîîðäèíàò (1.6.1), îäåðæó¹ìî∫
A
~pidA+

∫
V

~XidV = 0. (1.6.2)

Âèðàæà¹ìî â ïåðøîìó iíòåãðàëi iíòåíñèâíiñòü ïîâåðõíåâèõ
ñèë ÷åðåç íàïðóæåííÿ, ñêîðèñòàâøèñü çâ'ÿçêîì ìiæ âåêòîðîì íà
äîâiëüíî íàõèëåíié ïëîùèíöi i òåíçîðîì íàïðóæåíü pi = σijnj , i
çàìiíþ¹ìî iíòåãðàë ïî ïîâåðõíi iíòåãðàëîì ïî îá'¹ìó çà äîïîìîãîþ
ôîðìóëè Ãàóññà�Îñòðîãðàäñüêîãî∫

A
~pidA+

∫
V

~XidV =
∫
A
σijnjdA+

∫
V

~XidV =
∫
V

(σij,j +Xi)dV.

Â ñèëó âèìîãè (1.6.1) ìà¹ìî∫
V

(σij,j +Xi)dV = 0.
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Îñêiëüêè îá'¹ì äîâiëüíèé, òî äëÿ òîãî ùîá îäåðæàíèé iíòåãðàë
äîðiâíþâàâ íóëþ íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ óìîâîþ ¹ âèìîãà ÿêà
ïîëÿãà¹ âòîìó ùî ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ äîðiâíþ¹ íóëþ, òîìó

σij,j +Xi = 0, i,j = 1,2,3. (1.6.3)
Öå i ¹ äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè.

Ñêîðèñòà¹ìîñÿ äðóãîþ óìîâîþ ðiâíîâàãè�ãîëîâíèé ìîìåíò
~M = 0. Ìîìåíò ñèëè äîðiâíþ¹ âåêòîðíîìó äîáóòêó ðàäióñà-âåêòîðà
íà ñèëó. Òîìó åëåìåíòàðíèé ìîìåíò âiäíîñíî öåíòðà ìîìåíòiâ O
ìîæíà çíàéòè çà ôîðìóëîþ

d ~M = ~r×~pdA+~r× ~XdV.

ßêùî ñêîðèñòàòèñÿ ñèìâîëàìè Ëåâi-×iâiòà ∈ijk, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ
íàñòóïíèì ÷èíîì:

1) i,j,k = 1,2,3, òîáòî iíäåêñè i,j,k íàáóâàþòü çíà÷åííÿ 1,2,3;
2) ÿêùî äâà ç íèõ îäíàêîâi, òî ∈ijk= 0;
3) ÿêùî iíäåêñè i,j,k ñòâîðþþòü ïàðíó ïåðåñòàíîâêó ç 1,2,3, òî

∈ijk= 1;
4) ÿêùî iíäåêñè i,j,k ñòâîðþþòü íåïàðíó ïåðåñòàíîâêó ç 1,2,3,

òî ∈ijk=−1.

Åëåìåíòàðíèé ìîìåíò âiäíîñíî öåíòðà ìîìåíòiâ O ìîæíà çà-
ïèñàòè ó âèãëÿäi

~dM =∈ijk ~eixjpkdA+ ∈ijk ~eixjXkdV,

äå ~ei�áàçèñíi âåêòîðè ñèñòåìè êîîðäèíàò; xj�ïðîåêöi¨ ðàäióñà-
âåêòîðà íà êîîðäèíàòíi îñi

~r = ~ejxj = ~e1x1 +~e2x2 +~e3x3;

pk, Xk�ïðîåêöi¨ iíòåíñèâíîñòi ñèë ~p, ïðèêëàäåíèõ äî îäèíèöi ïëî-
ùi, ïîâåðõíi i âiäïîâiäíî ~X, ïðèêëàäåíî¨ äî îäèíèöi îá'¹ìó.

Ùîá çíàéòè âåñü ìîìåíò, áåðåìî iíòåãðàë ïî ïîâåðõíi i âiäïî-
âiäíî ïî îá'¹ìó

~M =
∫
A
∈ijk ~eixjpkdA+

∫
V
∈ijk ~eixjXkdV.
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Ïðîåêòóþ÷è íà îñi êîîðäèíàò, ìà¹ìî

Mi =
∫
A
∈ijk xjpkdA+

∫
V
∈ijk xjXkdV.

Ïîâåðõíåâi ñèëè âèðàæà¹ìî ÷åðåç êîìïîíåíòè òåíçîðà íàïðóæåíü
pk = σkmnm i âèêîðèñòîâó¹ìî óìîâó ~M = 0∫

A
∈ijk xjσkmnmdA+

∫
V
∈ijk xjXkdV = 0.

Ïåðøèé iíòåãðàë ïî ïîâåðõíi çàìiíþ¹ìî iíòåãðàëîì ïî îá'¹ìó çà
ôîðìóëîþ Ãàóññà�Îñòðîãðàäñüêîãî∫

V (∈ijk xjσkm),mdV +
∫
V ∈ijk xjXkdV = 0,∫

V ∈ijk xj ,mσkmdV +
∫
V ∈ijk xjσkm,mdV +

∫
V ∈ijk xjXkdV = 0,∫

V ∈ijk xj ,mσkmdV +
∫
V ∈ijk xj(σkm,m+Xk)dV = 0.

Âíàñëiäîê äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ðiâíîâàãè ïiäiíòåãðàëüíà
ôóíêöiÿ â äðóãîìó iíòåãðàëi äîðiâíþ¹ íóëþ, òîìó∫

V
∈ijk xj ,mσkmdV = 0.

Íàñëiäêîì íåçàëåæíîñòi êîîðäèíàò ¹ òå, ùî ïîõiäíi xj ,m äîðiâíþ-
þòü îäèíèöi, ÿêùî êîîðäèíàòè çáiãàþòüñÿ i íóëþ, ÿêùî�íå çáiãà-
þòüñÿ:

xj ,m=
∂xj
∂xm

=
{ 1 (j =m)

0 (j 6=m)
= δjm,

äå δjm�ñèìâîë Êðîíåêåðà. Âðàõîâóþ÷è, ùî δjmσkm = σkj , ìà¹ìî∫
V
∈ijk σkjdV = 0,∫

V (∈123 σ32+ ∈132 σ23)dV = 0,∫
V (σ32−σ23)dV = 0,

(σ32−σ23) = 0,
σ32 = σ23.
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Îñêiëüêè îá'¹ì äîâiëüíèé, òî ç îñòàííiõ ñïiââiäíîøåíü âèïëèâà¹,
ùî

σ12 = σ21, σ23 = σ32, σ31 = σ13,

σij = σji.
(1.6.4)

Öå äîâîäèòü, ùî òåíçîð íàïðóæåíü ñèìåòðè÷íèé i ìà¹ òiëüêè øiñòü
íåçàëåæíèõ êîìïîíåíò. Êðiì òîãî, îäåðæàíèé ðåçóëüòàò ïîêàçó¹,
ùî îäíèõ ðiâíÿíü ðiâíîâàãè íåäîñòàòíüî äëÿ âèçíà÷åííÿ íàïðó-
æåíü òîìó, ùî òåíçîð íàïðóæåíü ìà¹ øiñòü íåçàëåæíèõ êîìïîíåíò,
à ðiâíÿíü ðiâíîâàãè òiëüêè òðè.

Çàäà÷à 1.6.1 Âèâåñòè ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè i äîâåñòè, ùî òåíçîð
íàïðóæåíü ñèìåòðè÷íèé, øëÿõîì áåçïîñåðåäíüîãî ïðîåêòóâàííÿ
ñèë i ìîìåíòiâ íà îñi êîîðäèíàò.

Ðîçâ'ÿçîê

Ðîçãëÿíåìî åëåìåíòàðíèé êóá ðîçìiðàìè dx,dy,dz, âèðiçàíèé ç
òiëà. Íà ãðàíi x = 0 äiþòü íàïðóæåííÿ σx, τxy, τxz. Íà ïðîòè-
ëåæíié ãðàíi, êîîðäèíàòà ÿêî¨ x îòðèìó¹ ïðèðiñò dx, íàïðóæåííÿ
îäåðæóþòü âiäïîâiäíèé ïðèðiñò i äîðiâíþþòü

σx+dσx = σx+ ∂σx
∂x dx,

τxy +dτxy = τxy + ∂τxy

∂x dx,

τxz +dτxz = τxz + ∂τxz
∂x dx.

Âiäïîâiäíi íàïðóæåííÿ, ùî äiþòü íà ãðàíÿõ, íîðìàëi äî ÿêèõ ïà-
ðàëåëüíi îñÿì x2 àáî y i x3 àáî z, ïîêàçàíi íà ðèñ.1.6.2. Óíàñëiäîê
óìîâ ðiâíîâàãè ñóìà ïðîåêöié ñèë íà îñi i ñóìà ìîìåíòiâ âiäíîñíî
îñåé ïîâèííà äîðiâíþâàòè íóëþ. Ïðîåêòó¹ìî ñèëè íà âiñü x1

(
σx+

∂σx
∂x

dx

)
dydz−σxdydz+

(
τyx+

∂τyx
∂y

dy

)
dxdz− τyxdzdx+

+
(
τzx+

∂τzx
∂z

dz

)
dxdy− τzxdxdy+Xdxdydz = 0,

äå X�ïðîåêöiÿ iíòåíñèâíîñòi îá'¹ìíèõ ñèë íà âiñü x.
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zx
zx

ττ dzz
∂+
∂

 
z

y

x  

Puc. 1.6.2 

xz
xz

ττ dxx
∂+
∂

 

z
z

σσ dzz
∂+
∂

x
x

σσ dxx
∂+
∂

 

zy
zy

ττ dz
z

∂+
∂

xy
xy

ττ dx
x

∂+
∂

yx
yx

ττ dy
y

∂+
∂

yz
yz

ττ dy
y

∂+
∂

y
y

σσ dy
y

∂+
∂

Ïiñëÿ çâåäåííÿ ïîäiáíèõ äîäàíêiâ i äiëåííÿ íà îá'¹ì êóáà
dxdydz îäåðæó¹ìî ∂σx

∂x + ∂τyx

∂y + ∂τzx
∂z +X = 0. Àíàëîãi÷íî, ïðîåêòó-

þ÷è íà îñòàííi îñi, îäåðæèìî ùå äâà ðiâíÿííÿ.

Îäåðæàíà ñèñòåìà ç òðüîõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü
∂σx
∂x + ∂τyx

∂y + ∂τzx
∂z +X = 0,

∂τxy

∂x + ∂σy

∂y + ∂τzy

∂z +Y = 0,
∂τxz
∂x + ∂τyz

∂y + ∂σz
∂z +Z = 0,

(1.6.5)

∂σij
∂xj

+Xi = 0, σij,j +Xi = 0

íàçèâà¹òüñÿ äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè ðiâíîâàãè.

Ñêîðèñòà¹ìîñü óìîâîþ - ñóìà ìîìåíòiâ âiäíîñíî äîâiëüíî¨ îñi
äîðiâíþ¹ íóëþ. Ðîçãëÿíåìî ñóìó ìîìåíòiâ âiäíîñíî îñi x3, àáî z.
Ïî÷íåìî ç ãðàíåé, íîðìàëü äî ÿêèõ ïàðàëåëüíà îñi x1 :

σx dydz
dy

2
−
(
σx+

∂σx
∂x

dx

)
dydz

dy

2
+
(
τxy +

∂τxy
∂x

dx

)
dydzdx.



1.6 Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè,
ñèìåòðè÷íiñòü òåíçîðà íàïðóæåíü 59

Ïîòiì ðîçãëÿíåìî ãðàíü, íîðìàëü äî ÿêî¨ ïàðàëåëüíà îñi x2 :

−σydxdz
dx

2
+
(
σy +

∂σy
∂y

dy

)
dxdz

dx

2
−
(
τyx+

∂τyx
∂y

dy

)
dxdzdy.

Ïiñëÿ öüîãî ðîçãëÿäà¹ìî ãðàíü, íîðìàëü äî ÿêî¨ ïàðàëåëüíà îñi x3:(
τzy + ∂τzy

∂z dz
)
dxdy dx2 − τzydxdy

dx
2 + τzxdxdy

dy
2 −

−
(
τzx+ ∂τzx

∂z dz
)
dxdy dy2 .

Ñóìà öèõ òðüîõ äîäàíêiâ ïiñëÿ çâåäåííÿ ïîäiáíèõ, âiäêèäàííÿ ÷ëå-
íiâ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó (ìàëèõ ïîðiâíÿíî ç ÷ëåíàìè òðåòüîãî ïî-
ðÿäêó) i äiëåííÿ íà îá'¹ì äà¹ τxy− τyx = 0. Àíàëîãi÷íi ðåçóëüòàòè
äàþòü óìîâè ñóìè ìîìåíòiâ âiäíîñíî îñåé x1 i x2. Â ðåçóëüòàòi ìà-
¹ìî

τxy = τyx, τyz = τzy, τzx = τxz. (1.6.6)
Öi ñïiââiäíîøåííÿ ïîêàçóþòü, ùî äîòè÷íi íàïðóæåííÿ íà âçà-

¹ìíîîðòîãîíàëüíèõ ïëîùèíêàõ îäíàêîâi çà âåëè÷èíîþ. Öå ÿâèùå
íàçèâà¹òüñÿ çàêîíîì ïàðíîñòi äîòè÷íèõ íàïðóæåíü. Îñòàòî÷íî ç
óìîâ ðiâíîâàãè âèïëèâà¹, ùî êîìïîíåíòè òåíçîðà íàïðóæåíü çàäî-
âîëüíÿþòü òðè äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ σij ,j+Xi = 0. Çi ñïiââiäíî-
øåíü σij = σji âèïëèâà¹, ùî òåíçîð íàïðóæåíü ìà¹ øiñòü íåçàëåæ
íèõ êîìïîíåíò, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü òðè ðiâíÿííÿ. Ç òðüîõ ðiâíÿíü
ðiâíîâàãè àáî ñòàòèêè âèçíà÷èòè îäíîçíà÷íî øiñòü âåëè÷èí íåìî-
æëèâî, òîìó çàäà÷à âèçíà÷åííÿ íàïðóæåíü ¹ ñòàòè÷íî íåâèçíà÷å-
íîþ.

Çàäà÷à 1.6.2 Çàïèñàòè ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè äëÿ ìàëîãî çà ðîçìi-
ðàìè òiëà, ÿêå ïåðåáóâà¹ íà ïîâåðõíi Çåìëi (ðèñ.1.6.3).

Ðîçâ'ÿçîê

 

3x  

2x  

1x  

Puc. 1.6.3 

Îñêiëüêè ðîçãëÿäà¹òüñÿ ìàëå
òiëî, òî ââàæà¹òüñÿ, ùî ñèëà
ïðèòÿãàííÿ òiëà Çåìëåþ íà-
ïðÿìëåíà ïàðàëåëüíî îñi x3,
ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç öåíòð
Çåìëi, òîìó X = Y = 0,
Z = ρg, äå g�ïðèñêîðåííÿ
âiëüíîãî ïàäiííÿ; ρ�ãóñòèíà.
Òîäi ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè íàáè-
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ðàþòü âèãëÿäó
∂σx
∂x

+
∂τyx
∂y

+
∂τzx
∂z

= 0,

∂τxy
∂x

+
∂σy
∂y

+
∂τzy
∂z

= 0,

∂τxz
∂x

+
∂τyz
∂y

+
∂σz
∂z

+ρg = 0.

Çàäà÷à 1.6.3 Çàïèñàòè ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè äëÿ òiëà,
ÿêå ïåðåáóâà¹ ó ïîëi ãðàâiòàöi¨ çîñåðåäæåíî¨ ìàñè M,
ðîçòàøîâàíî¨ ó òî÷öi ç êîîðäèíàòàìè (ξ,η,ζ) (ðèñ.1.6.4).

Рис.1.6.4 
1x  

)3,2,1( xxx  

dV  

 

3x  

2x  

( )ζηξ ,,M  

 Ñèëà ãðàâiòàöi¨ ¹ öåíòðàëü-
íîþ ñèëîþ, òîìó ëiíiÿ ¨¨
äi¨ ç'¹äíó¹ öåíòðè âàãè ìà-
ñè M i åëåìåíòà dV. Âåëè-
÷èíà ñèëè âèçíà÷à¹òüñÿ çà-
êîíîì âñåñâiòíüîãî òÿæiííÿ
F = km1m2

r2
. Äå k�ãðàâiòàöiéíà

ñòàëà, m1 = ρ, m2 =M, äå ρ�ãóñòèíà, M � âåëè÷èíà çîñåðåäæåíî¨
ìàñè, r�âiäñòàíü ìiæ öåíòðàìè ìàñ M i åëåìåíòàðíîãî îá'¹ìó dV

r2 = (ξ−x1)
2 +(η−x2)

2 +(ζ−x3)
2.

Äëÿ òîãî ùîá çíàéòè ïðîåêöi¨ ñèëè ~F íà îñi êîîðäèíàò, òðå-
áà çíàòè êîñèíóñè êóòiâ ìiæ íàïðÿìêîì ñèëè i îñÿìè êîîðäèíàò.
Îñêiëüêè íàïðÿìîê ñèëè ñïiâïàäà¹ ç íàïðÿìêîì âiäðiçêà, ÿêèé ç'¹ä-
íó¹ öåíòðè âàãè, êîñèíóñè êóòiâ ìiæ âiäðiçêîì i îñÿìè êîîðäèíàò
äîðiâíþþòü âiäíîøåííÿì ïðîåêöié âiäðiçêà íà îñi äî éîãî äîâæèíè

cosφx =
ξ−x
r

, cosφy =
η−y
r

, cosφz =
ζ−z
r

.

Ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè íàáóâàþòü âèãëÿäó
∂σx
∂x

+
∂τyx
∂y

+
∂τzx
∂z

+
ρM

r3
(ξ−x) = 0,
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∂τxy
∂x

+
∂σy
∂y

+
∂τzy
∂z

+
ρM

r3
(η−y) = 0,

∂τxz
∂x

+
∂τyx
∂y

+
∂σz
∂z

+
ρM

r3
(ζ−z) = 0.

Çàäà÷à 1.6.4 Ïîêàçàòè, ùî çà âiäñóòíîñòi îá'¹ìíèõ ñèë ðiâíÿí-
íÿ ðiâíîâàãè ìîæíà çàäîâîëüíèòè, âèðàæàþ÷è íàïðóæåííÿ ÷åðåç
ñèñòåìó ôóíêöié:

a) Ìàêñâåëëà φ1(x1,x2,x3), φ2(x1,x2,x3), φ3(x1,x2,x3)

σ11 = ∂2φ3

∂x2
2

+ ∂2φ2

∂x2
3
, σ12 =− ∂2φ3

∂x1∂x2
,

σ22 = ∂2φ1

∂x2
3

+ ∂2φ3

∂x2
1
, σ23 =− ∂2φ1

∂x2∂x3
,

σ33 = ∂2φ2

∂x2
1

+ ∂2φ1

∂x2
2
, σ31 =− ∂2φ2

∂x3∂x1
.

á) Ìîðåðà ψ1(x1,x2,x3), ψ2(x1,x2,x3), ψ3(x1,x2,x3)

σ11 = ∂2ψ1

∂x2∂x3
, σ12 =−1

2
∂
∂x3

(
∂ψ1

∂x1
+ ∂ψ2

∂x2
− ∂ψ3

∂x3

)
,

σ22 = ∂2ψ2

∂x1∂x3
, σ23 =−1

2
∂
∂x1

(
−∂ψ1

∂x1
+ ∂ψ2

∂x2
+ ∂ψ3

∂x3

)
,

σ33 = ∂2ψ3

∂x1∂x2
, σ31 =−1

2
∂
∂x2

(
∂ψ1

∂x1
− ∂ψ2

∂x2
− ∂ψ3

∂x3

)
.

1.7 Êóëüîâèé òåíçîð, äåâiàòîð íàïðóæåíü

Òåíçîð íàïðóæåíü ìîæíà ïðåäcòàâèòè ó âèãëÿäi ñóìè äâîõ òåí-
çîðiâ σ̂ = p̂+ ŝ, äå

pij = δijp , p= (σ11 +σ22 +σ33)/3 = I1/3, (1.7.1)

p̂=

 p 0 0
0 p 0
0 0 p

 (1.7.2)

òåíçîð p̂ íàçèâà¹òüñÿ êóëüîâèì òåíçîðîì, òåíçîð ŝ= σ̂− p̂

ŝ=

 σ11−p σ12 σ13

σ21 σ22−p σ23

σ31 σ32 σ33−p

 (1.7.3)
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íàçèâà¹òüñÿ äåâiàòîðîì íàïðóæåíü. Âëàñòèâiñòü êóëüâîãî òåíçîðà
ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ïðè âñiõ ïîâîðîòàõ ñèñòåìè êîîðäèíàò âií çáåði-
ãà¹ äiàãîíàëüíèé âèãëÿä i éîãî êîìïîíåíòè íå çìiíþþòüñÿ, îñêiëü-
êè âîíè äîðiâíþþòü I1/3, à iíâàðiàíòè íå çìiíþþòüñÿ. Ç ôiçè÷íî¨
òî÷êè çîðó öå îçíà÷à¹, ùî ÿêùî â ÿêiéñü ñèñòåìi êîîðäèíàò íà ãðà-
íÿõ åëåìåíòàðíîãî êóáà äiþòü îäíàêîâi íîðìàëüíi íàïðóæåííÿ, à
äîòè÷íi âiäñóòíi, òî ÿê áè íå âèðiçàâñÿ êóá ó âèáðàíié òî÷öi, íà éîãî
ãðàíÿõ äiþòü îäíàêîâi íàïðóæåííÿ. Öå ìîæíà ïîêàçàòè, ñêîðèñòàâ-
øèñü ôîðìóëàìè ïåðåòâîðåííÿ êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðóæåíü ïðè
ïîâîðîòi ñèñòåìè êîîðäèíàò

σ′ij = αikαjmσkm.

Îñêiëüêè äëÿ êóëüâîãî òåíçîðà pkm = pδkm, òîìó
p′ij = αinαjmpδkm = αikαjkp= δijp,

p′ij = δijp.

Öå äîâîäèòü, ùî êîìïîíåíòè êóëüîâîãî òåíçîðà íå çìiíþþòüñÿ.
Îñíîâíîþ âëàñòèâiñòþ äåâiàòîðà íàïðóæåíü ¹ òå, ùî éîãî ïåðøèé
iíâàðiàíò I1(s) = 0;

I1(s) = s11 +s22 +s33 = σ11−p+σ22−p+σ33−p= 0.

Ðîçãëÿíåìî íàïðóæåííÿ, ÿêi äiþòü íà îêòàåäðè÷íèõ ïëîùèí-
êàõ. Íàãàäà¹ìî, ùî îêòàåäðè÷íèìè ïëîùèíêàìè íàçèâàþòüñÿ ïëî-
ùèíêè, ÿêi óòâîðþþòü ãðàíi ïðàâèëüíîãî îêòàåäðà i âîíè îäíàêîâî
íàõèëåíi äî êîîðäèíàòíèõ îñåé. Òîìó ïðîåêöi¨ îäèíè÷íî¨ íîðìàëi
äî îêòàåäðè÷íî¨ ïëîùèíêè, àáî íàïðÿìíi êîñèíóñè ¹ îäíàêîâèìè,
n1 = n2 = n3. Îñêiëüêè

n2
1 +n2

2 +n2
3 = 1,

òî n1 = n2 = n3 = 1/
√

3. Äëÿ ñïðîùåííÿ ïåðåòâîðåíü îñi êîîðäèíàò
íàïðÿìëÿþòüñÿ ïî íîðìàëÿì äî ãîëîâíèõ ïëîùàäîê, òîäi òåíçîð
íàïðóæåíü äiàãîíàëiçó¹òüñÿ

σ̂ =

 σ11 0 0
0 σ22 0
0 0 σ33

=

 σ1 0 0
0 σ2 0
0 0 σ3

.



1.7 Êóëüîâèé òåíçîð, äåâiàòîð íàïðóæåíü 63

Çíàõîäèìî êîìïîíåíòè âåêòîðà íàïðóæåíü pi = σijnj :

p1 =
σ1√

3
, p2 =

σ2√
3
, p3 =

σ3√
3
.

Íîðìàëüíi íàïðóæåííÿ âèçíà÷à¹ìî, ïðîåêòóþ÷è âåêòîð íàïðó-
æåíü íà íîðìàëü σ = ~p ·~n= pini :

σ =
σ1√

3
· 1√

3
+
σ2√

3
· 1√

3
+
σ3√

3
· 1√

3
=
σ1 +σ2 +σ3

3
=

1
3
I1 = p.

Îäåðæàíèé ðåçóëüòàò ïîêàçó¹, ùî íîðìàëüíi íàïðóæåííÿ íà îêòà-
åäðè÷íèõ ïëîùèíêàõ äîðiâíþþòü êîìïîíåíòàì êóëüîâîãî òåíçîðà.
Äîòè÷íi íàïðóæåííÿ çíàõîäÿòü çà òåîðåìîþ Ïiôàãîðà:

τ =
√
p2−σ2,

τ =
√
p2
1 +p2

2 +p2
3−σ2 =

√
σ2
1+σ2

2+σ2
3

3 − (σ1+σ2+σ3)2

9 =

=
√

2
3

√
σ2

1 +σ2
2 +σ2

3−σ1σ2−σ2σ3−σ3σ1 .

Çíàéäåìî äðóãèé iíâàðiàíò äåâiàòîðà íàïðóæåíü

ŝ=

 σ1−p 0 0
0 σ2−p 0
0 0 σ3−p

,
I2(s) = (σ1−p)(σ2−p)+(σ2−p)(σ3−p)+(σ1−p)(σ3−p) =

= σ1σ2 +σ2σ3 +σ3σ1−2p(σ1 +σ2 +σ3)+3p2 =

= σ1σ2 +σ2σ3 +σ3σ1−6p2 +3p2 = σ1σ2 +σ2σ3 +σ3σ1−3p2 =
= σ1σ2 +σ2σ3 +σ3σ1− (σ1+σ2+σ3)2

3 =
=−1

3

(
σ2

1 +σ2
2 +σ2

3−σ1σ2−σ2σ3−σ3σ1

)
.

Ïîðiâíÿííÿ êâàäðàòà âåëè÷èíè äîòè÷íèõ íàïðóæåíü íà îêòàåäðè-
÷íèõ ïëîùèíêàõ ç äðóãèì iíâàðiàíòîì äåâiàòîðà íàïðóæåíü ïîêà-
çó¹, ùî âîíè âiäðiçíÿþòüñÿ òiëüêè êîåôiöi¹íòîì.
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Çàäà÷à 1.7.1 Ðîçêëàñòè òåíçîð íàïðóæåíü

σ̂ =

 12 4 0
4 9 −2
0 −2 3


íà êóëüîâèé òåíçîð i äåâiàòîð íàïðóæåíü. Ïîêàçàòè, ùî ïåðøèé
iíâàðiàíò äåâiàòîðà äîðiâíþ¹ íóëþ.

Ðîçâ'ÿçîê
Çíàõîäèìî êîìïîíåíòè êóëüîâîãî òåíçîðà

p= (12+9+3)/3 = 8,

p̂=

 8 0 0
0 8 0
0 0 8

,
çíàõîäèìî äåâiàòîð íàïðóæåíü σ̂ = p̂+ ŝ, ŝ= σ̂− p̂

ŝ=

 12 4 0
4 9 −2
0 −2 3

−
 8 0 0

0 8 0
0 0 8

=

 4 4 0
4 1 −2
0 −2 −5

,
âèçíà÷à¹ìî ïåðøèé iíâàðiàíò äåâiàòîðà

I1(s) = s11 +s22 +s33 = 4+1−5 = 0.

Çàäà÷à 1.7.2 Ïîêàçàòè, ùî ðîçêëàñòè òåíçîð íàïðóæåíü
σ̂ = ||σij || íà êóëüîâèé òåíçîð i äåâiàòîð íàïðóæåíü ìîæíà òiëü-
êè ¹äèíèì ñïîñîáîì.

Ðîçâ'ÿçîê
Íåõàé iñíó¹ äâà êóëüîâèõ òåíçîðà p̂ i p̂∗. Çà âèçíà÷åííÿì êîì-

ïîíåíò êóëüîâîãî òåíçîðà
p= (σ11 +σ22 +σ33)/3,

p∗= (σ11 +σ22 +σ33)/3,

òîìó p̂=p̂∗ i êóëüîâi òåíçîðè p̂ i p̂∗ çáiãàþòüñÿ.
Îñêiëüêè ŝ= σ̂− p̂ , ŝ∗= σ̂− p̂∗ òî ŝ= ŝ∗ i äåâiàòîðè òàêîæ çái-

ãàþòüñÿ, òîìó ðîçêëàñòè òåíçîð íàïðóæåíü σ̂ = ||σij || íà êóëüîâèé
i äåâiàòîð ìîæíà òiëüêè ¹äèíèì ñïîñîáîì.
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1.8 Êðóãè íàïðóæåíü

Çðó÷íå äâîâèìiðíå çîáðàæåííÿ òðèâèìiðíîãî íàïðóæåíîãî ñòàíó
äàþòü êðóãè Ìîðà. Ùîá ¨õ ïîáóäóâàòè, çà îñi êîîðäèíàò âèáèðàþòü
ãîëîâíi îñi òåíçîðà íàïðóæåíü (ðèñ.1.8.1). Ââàæà¹òüñÿ, ùî âñi ãî-
ëîâíi íàïðóæåííÿ ðiçíi i óïîðÿäêîâàíi: σ1 >σ2 >σ3. Çà òàêèõ óìîâ
âåêòîð íàïðóæåíü íà ïëîùèíöi dA ìà¹ íîðìàëüíó σn i äîòè÷íó τn
êîìïîíåíòè, âåëè÷èíè ¨õ âèçíà÷àþòü çà ñïiââiäíîøåííÿìè

σn = σ1n
2
1 +σ2n

2
2 +σ3n

2
3,

p2 = σ2
n+ τ2

n = σ2
1n

2
1 +σ2

2n
2
2 +σ2

3n
2
3

nτ  

dA 
1σ  2σ  

3σ  
p  

nσ  

n  

Рис.1.8.1 

 

çà óìîâè
n2

1 +n2
2 +n2

3 = 1.

Âèêîðèñòîâóþ÷è öi ñïiââiäíîøåííÿ, ìîæíà âèðàçèòè êâàäðàòè
ïðîåêöié îäèíè÷íî¨ íîðìàëi ÷åðåç íàïðóæåííÿ

n2
1 =

(σn−σ2)(σn−σ3)+ τ2
n

(σ1−σ2)(σ1−σ3)
, (1.8.1a)

n2
2 =

(σn−σ3)(σn−σ1)+ τ2
n

(σ2−σ3)(σ2−σ1)
, (1.8.1b)
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n2
3 =

(σn−σ1)(σn−σ2)+ τ2
n

(σ3−σ1)(σ3−σ2)
. (1.8.1c)

Íà âèêîðèñòàííi öèõ ðiâíîñòåé áóäóþòüñÿ êðóãè Ìîðà íà ïëîùèíi
íàïðóæåíü, íà ÿêié âiññþ σn ¹ âiñü àáñöèñ, à âiññþ τn�âiñü îðäèíàò
(ðèñ.1.8.2). 

 
 
 
 

 

3σ  1σ

1 2

2
σ σ−

nσ

1 3

2
σ σ−nτ  

2
32 σ−σ

 

2C  

Рис.1.8.2

3C
1C  

2σ  

Îñêiëüêè âåëè÷èíè (σ1−σ2)> 0 i (σ1−σ3)> 0, à òàêîæ n2
1 > 0,

òî ÷èñåëüíèê (1.8.1.a) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó
(σn−σ2)(σn−σ3)+ τ2

n ≥ 0.

Öié óìîâi â ïëîùèíi íàïðóæåíü (σn,τn) âiäïîâiäàþòü òî÷êè, ÿêi
ëåæàòü ïîçà êîëîì

[σn− (σ2 +σ3)/2]2 + τ2
n = [(σ2−σ3)/2]2

i íà éîãî ãðàíèöi, ÿêó íà ðèñóíêó ïîçíà÷åíî C1. Òàê ñàìî, ç òîãî,
ùî n2

2 > 0, (σ2 − σ3) > 0 i (σ2 − σ1) < 0, âèïëèâà¹, ùî ÷èñåëüíèê
(1.8.1b) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

(σn−σ3)(σn−σ1)+ τ2
n ≤ 0,

ÿêà âêàçó¹ íà òå, ùî òî÷êè ç êîîðäèíàòàìè (σn,τn) ëåæàòü âñåðåäèíi
êîëà

[σn− (σ3 +σ1)/2]2 + τ2
n = [(σ3−σ1)/2]2
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i íà éîãî ãðàíèöi, ÿêó ïîçíà÷åíî ëiòåðîþ C2.

Àíàëîãi÷íî, ç òîãî, ùî n2
3 > 0, (σ3−σ1) < 0 i (σ3−σ2) < 0, âè-

ïëèâà¹, ùî ÷èñåëüíèê (1.8.1c) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó
(σn−σ1)(σn−σ2)+ τ2

n ≥ 0,

ÿêà âêàçó¹ íà òå, ùî òî÷êè (σn,τn) ëåæàòü çîâíi êîëà
[σn− (σ1 +σ2)/2]2 + τ2

n = [(σ1−σ2)/2]2

i íà éîãî ãðàíèöi, ÿêó ïîçíà÷åíî ëiòåðîþ C3.

 

3σ  

A  

2σ
dA  

Q  

1ϕ

1x  

2x  

1σ  

3x  
n  

1ϕ  
2ϕ  

2ϕ  

3ϕ  

3ϕ  

B  

C  

Рис.1.8.3 

Êîæíié ïàði âåëè÷èí (σn,τn) âiäïîâiäà¹ âåêòîð íàïðóæåíü
~p, à íàïðóæåíèé ñòàí âèçíà÷à¹òüñÿ ãîëîâíèìè íàïðóæåííÿìè
(σ1,σ2,σ3). Âåêòîðó íàïðóæåíü âiäïîâiäà¹ çàòåìíåíà îáëàñòü, îáìå-
æåíà êîëàìè C1,C2,C3. Îñêiëüêè çíàê äîòè÷íèõ íàïðóæåíü íå ìà¹
ïðèíöèïîâîãî çíà÷åííÿ, òî ìîæíà îáìåæèòèñÿ òiëüêè âåðõíüîþ ÷à-
ñòèíîþ ñèìåòðè÷íî¨ äiàãðàìè. Çâ'ÿçîê ìiæ äiàãðàìîþ íàïðóæåíü
Ìîðà i ôiçè÷íèì íàïðóæåíèì ñòàíîì ìîæå áóòè âñòàíîâëåíî çà
äîïîìîãîþ ðèñ.1.8.3, íà ÿêîìó çîáðàæåíî ïåðøèé îêòàíò ñôåðè ç
öåíòðîì ó òié òî÷öi ñåðåäîâèùà íà åëåìåíòi dA ç íîðìàëëþ ~n, â
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ÿêié àíàëiçó¹òüñÿ íàïðóæåíèé ñòàí. Íîðìàëü ~n äî ñôåðè÷íî¨ ïî-
âåðõíi ABC â äîâiëüíié òî÷öi Q îäíî÷àñíî ¹ íîðìàëëþ äî åëåìåíòà
ïîâåðõíi dA. Âíàñëiäîê ñèìåòði¨ òåíçîðà íàïðóæåíü i âèêîðèñòàííÿ
ãîëîâíèõ íàïðÿìêiâ òåíçîðà íàïðóæåíü ÿê îñåé êîîðäèíàò, íàïðó-
æåíèé ñòàí ó òî÷öi ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ ñóêóïíiñòþ òèõ ïîëî-
æåíü, ÿêi ìîæå çàéìàòè òî÷êà Q íà ïîâåðõíi ABC.

Íà ðèñ.1.8.3 êðóãîâi äóãè âèçíà÷àþòü òàêå ïîëîæåííÿ òî÷êè Q,
íà ÿêîìó îäíà ïðîåêöiÿ îäèíè÷íî¨ íîðìàëi ~n äî åëåìåíòà ïîâåðõíi
dA àáî, åêâiâàëåíòíî, îäèí ç íàïðÿìíèõ êîñèíóñiâ ñòàëèé

n1 = cosϕ1, n2 = cosϕ2, n3 = cosϕ3.

Íà ãðàíè÷íèõ äóãàõ ϕ1 = π
2 = 0, ϕ2 = π

2 = 0, ϕ3 = π
2 = 0,

n1 = cosϕ1 = cosπ2 = 0, n2 = cosϕ2 = cosπ2 = 0,
n3 = cosϕ3 = cosπ2 = 0.

 

nσ  3C  

h e  
1C  

2C  
f 

g 
q 

22ϕ  22ϕ  32ϕ  32ϕ

nτ  

Рис.1.8.4 

Âiäïîâiäíî äî ïåðøî¨ ç öèõ ðiâíîñòåé i ðiâíÿííÿ (1.8.1à) âåêòî-
ðè íàïðóæåíü äëÿ òî÷îê Q, ÿêi ëåæàòü íà äóçi BC i âiäïîâiäàþòü
óìîâi n1 = cosϕ1, n1 = cos(π/2) = 0, ìàþòü êîìïîíåíòè íàïðóæåíü,
ÿêèì âiäïîâiäàþòü òî÷êè íà äóçi C1 (äèâ. ðèñ.1.8.2). Àíàëîãi÷íî,
äóãà CA íà ðèñ.1.8.3 âiäïîâiäà¹ äóçi C2, à AB�C3. Êîìïîíåíòè âåê-
òîðà íàïðóæåíü σn, τn äëÿ äîâiëüíîãî ïîëîæåííÿ òî÷êè Q ìîæíà
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âèçíà÷èòè ïîáóäîâîþ, âèêîíàíîþ íà ðèñ.1.8.4. Òî÷êó e íà C3 ìîæíà
îäåðæàòè, ïðîâiâøè ðàäióñ iç öåíòðà C3 ïiä êóòîì 2ϕ2. Êóòè ïîâèí-
íi ïîäâîþâàòèñÿ, òîìó ùî íà ÷âåðòi ñôåðè äóãà AB ìiñòèòü π/2,
à íà ïëîùèíi âiäïîâiäíà äóãà C3 ìiñòèòü π. Àíàëîãi÷íî áóäóþòüñÿ
òî÷êè g, h, f i âiäïîâiäíi ïàðè ç'¹äíóþòüñÿ êðóãîâèìè äóãàìè ç
öåíòðàìè íà îñi àáñöèñ. Òî÷êà ïåðåòèíó êðóãîâèõ äóã ge i hf äà¹
âåëè÷èíè íîðìàëüíèõ σn i äîòè÷íèõ τn íàïðóæåíü íà ïëîùèíöi
dS ç âiäïîâiäíîþ îäèíè÷íîþ íîðìàëëþ, êiíåöü ÿêî¨ çíàõîäèòüñÿ â
òî÷öi Q (äèâ. ðèñ.1.8.3).

Çàäà÷à 1.8.1. Íàïðóæåíèé ñòàí â òî÷öi âèçíà÷à¹òüñÿ òåíçîðîì
íàïðóæåíü. Çíàéòè àíàëiòè÷íî êîìïîíåíòè âåêòîðà íàïðóæåíü íà
ïëîùèíöi ç îäèíè÷íîþ íîðìàëëþ ~n(2/3, 1/3, 2/3). Ïåðåâiðèòè ðå-
çóëüòàòè çà äîïîìîãîþ êðóãiâ Ìîðà.

||σij ||=

 −5 0 0
0 −6 −12
0 −12 1

.
Ðîçâ'ÿçîê

Çà ôîðìóëîþ âèçíà÷åííÿ âåêòîðà íàïðóæåíü íà äîâiëüíî íàõè-
ëåíèõ ïëîùèíêàõ pi = σijnj , ìà¹ìî

p1 = σ11n1 +σ12n2 +σ13n3 =−5 · 2
3

+0 · 1
3

+0 · 2
3

=−10
3
,

p2 = σ21n1 +σ22n2 +σ23n3 = 0 · 2
3
−6 · 1

3
−12 · 2

3
=−10,

p3 = σ31n1 +σ32n2 +σ33n3 = 0 · 2
3
−12 · 1

3
+1 · 2

3
=−10

3
.

Âèçíà÷à¹ìî âåëè÷èíó íîðìàëüíîãî íàïðóæåííÿ
σn = ~p ·~n= p1n1 +p2n2 +p3n3,

σn =−10
3
· 2
3
−10 · 1

3
− 10

3
· 2
3

=−70
9
.

Âåëè÷èíó äîòè÷íîãî íàïðóæåííÿ âèçíà÷à¹ìî çà ôîðìóëîþ
τn =

√
p2−σ2

n = 10
9

√
50≈ 70,7

9 .
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Çíàõîäèìî iíâàðiàíòè I1 =−5−6+1 =−10,

I2 =

∣∣∣∣∣ −5 0
0 −6

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ −5 0

0 1

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ −6 −12
−12 1

∣∣∣∣∣=−125,

I3 =

∣∣∣∣∣∣∣
−5 0 0
0 −6 −12
0 −12 1

∣∣∣∣∣∣∣= 750.

Ñêëàäà¹ìî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ
σ3− I1σ2 + I2σ− I3 = 0,

σ3 +10σ2−125σ−750 = 0,

ðîçâ'ÿçó¹ìî éîãî i çíàõîäèìî âåëè÷èíè ãîëîâíèõ íàïðóæåíü
σ1 = 10, σ2 = −5, σ3 = −15. Íà çíàéäåíèõ ãîëîâíèõ íàïðóæåííÿõ
áóäóþòüñÿ êðóãè Ìîðà. Äëÿ òîãî ùîá âèçíà÷èòè êóòè φ1�êóò ìiæ
íîðìàëëþ ~n òà íàïðÿìêîì σ1, φ2�êóò ìiæ íîðìàëëþ ~n òà íàïðÿì-
êîì σ3 íåîáõiäíî ñïî÷àòêó âèçíà÷èòè îði¹íòàöiþ ãîëîâíèõ îñåé òåí-
çîðà íàïðóæåíü ç ñèñòåìè ðiâíÿíü

(σ11−σ)n1 +σ12n2 +σ13n3 = 0,
σ21n1 +(σ22−σ)n2 +σ23n3 = 0,
σ31n1 +σ32n2 +(σ33−σ)n3 = 0

i óìîâè íîðìóâàííÿ n2
1 +n2

2 +n2
3 = 1. Êðiì òîãî ìàòðèöÿ ïåðåòâî-

ðåííÿ ïîâèííà áóòè äîäàòíîþ. Äëÿ σ = σ1 = 10

−15n1 +0 ·n2 +0 ·n3 = 0,
0 ·n1 −16n2 −12n3 = 0,
0 ·n1 −12n2 −9n3 = 0,

çâiäêè n1 = 0, 4n2 +3n3 = 0. Ç óìîâè íîðìóâàííÿ n2
2 +n2

3 = 1, çíà-
õîäèìî

n1 = 0, n2 = 3/5, n3 =−4/5.

Àíàëîãi÷íî äëÿ σ = σ2 =−5

n1 = 1, n2 = 0, n3 = 0,
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äëÿ σ = σ3 =−15

n1 = 0, n2 = 4/5, n3 = 3/5.

Çâè÷àéíî, ïðè äîáóâàííi êîðiíü ìîæå áóòè ÿê äîäàòíèé, òàê i
âiä'¹ìíèé, àëå â êiíöi äåòåðìiíàíò ìàòðèöi ïåðåòâîðåííÿ ïîâèíåí
áóòè äîäàòíèì i |αij |= 1, ìàòðèöÿ ïîâîðîòó ìà¹ âèãëÿä

||αij ||=

 0 3/5 −4/5
1 0 0
0 4/5 3/5

.
Òåïåð ìîæíà çíàéòè îði¹íòàöiþ çàäàíî¨ ïëîùèíêè â ñèñòåìi êî-
îðäèíàò, êîëè ¨¨ îñi ¹ ãîëîâíèìè íàïðÿìêàìè òåíçîðà íàïðóæåíü
n′i = αijnj :

n′1 = α11n1 +α12n2 +α13n3 = 0 · 2
3
− 3

5
· 1
3

+
4
5
· 2
3

=
1
3
,

n′2 = α21n1 +α22n2 +α23n3 = 1 · 2
3

+0 · 1
3

+0 · 2
3

=
2
3
,

n′3 = α31n1 +α32n2 +α33n3 = 0 · 2
3

+
4
5
· 1
3

+
3
5
· 2
3

=
2
3
.

 
 
 

nσ  

nτ  

0
2 4962 ,=φ  

12φ  
0

1 1412 =φ  

153 −=σ  52 −=σ  101 =σ  

nτ  

nσ  Рис.1.8.5
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Âèçíà÷èâøè íàïðÿìíi êîñèíóñè, ìîæíà çíàéòè êóòè
φ1 = arccos(2/3) = 70,5ãðàä., φ2 = arccos(1/3) = 48,2ãðàä..

Ïîáóäîâó òî÷êè (σn,τn) ïîêàçàíî íà ðèñ.1.8.5.

1.9 Ïëîñêèé íàïðóæåíèé ñòàí

 
 
 
 
  

z  

y  

x  
yxτ  

2σ

1σ
Puc. 19.1 

xσ  xyτ  

yσ  

Íàïðóæåíèé ñòàí íàçèâà¹òüñÿ ïëîñêèì, ÿêùî îäíå ç ãîëîâíèõ
íàïðóæåíü âiäñóòí¹, àáî ìîæíà òàêîæ ñêàçàòè, ùî âñi íàïðóæåí-
íÿ â íàïðÿìêó îäíi¹¨ ç îñåé äîðiâíþþòü íóëþ (ðèñ.1.9.1), áóäåìî
ââàæàòè â íàïðÿìêó îñi z. Òåíçîð íàïðóæåíü â öüîìó âèïàäêó ìà¹
òiëüêè ÷îòèðè âiäìiííi âiä íóëÿ êîìïîíåíòè

σ̂ =

(
σx τxy

τyx σy

)
=

(
σ11 σ12

σ21 σ22

)
. (1.9.1)

Çíàéäåìî ôîðìóëè äëÿ âèçíà÷åííÿ íàïðóæåíü ïðè ïîâîðîòi îñåé
êîîðäèíàò äëÿ ïëîñêîãî íàïðóæåíîãî ñòàíó. Ìàòðèöÿ ïîâîðîòó
îñåé â ïëîùèíi ìà¹ âèãëÿä

‖αij‖=

(
cosα sinα
−sinα cosα

)
. (1.9.2)

Ñêîðèñòàâøèñü çàãàëüíèìè ôîðìóëàìè σ′ij =αikαjmσkm, îäåðæèìî
σ′11 = α2

11σ11 +α12α12σ22+

+α11α12σ12 +α12α11σ21 =
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= α2
11σ11 +α2

12σ22 +2α11α12σ12.

 Puc.1.9.2 

2x′
2x

1x′  

α
1x  

Àíàëîãi÷íî çíàõîäÿòü êîìïîíåí-
òè òåíçîðà íàïðóæåíü σ′12, σ′22.
Ïiñëÿ çàìiíè êîìïîíåíò ìàòðèöi
ïåðåòâîðåííÿ íà âiäïîâiäíi òðè-
ãîíîìåòðè÷íi ôóíêöi¨ îäåðæèìî
σ′x =σxcos2α+σysin2α+τxysin2α,

σ′y =σxsin2α+σycos2α−τxysin2α,

τ ′xy =
1
2
(σy−σx)sin2α+ τxycos2α. (1.9.3)

ßêùî ñòàði îñi ¹ ãîëîâíèìè, òî ôîðìóëè ñïðîùóþòüñÿ âíàñëiäîê
òîãî ùî τxy = 0 , σx = σ1 , σ2 = σy,

σ′x = σ1cos2α+σ2sin2α,

σ′y = σ1sin2α+σ2cos2α,
τ ′xy =−σ1−σ2

2 sin2α.

(1.9.4)
 
 

 

12τ′

1σ ′
2σ

1σ
1σ  KC A 

B 

τ  
D

O  
i  

2σ
i

2α  α

Puc.1.9.3
Ôîðìóëè (1.9.4) ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè ãðàôi÷íî çà äîïîìîãîþ

êðóãiâ íàïðóæåíü (êðóãiâ Ìîðà). Äëÿ öüîãî â äåêàðòîâié ñèñòåìi
êîîðäèíàò íà îñi àáñöèñ âiäêëàäàþòüñÿ íîðìàëüíi íàïðóæåííÿ, à
íà îñi îðäèíàò�äîòè÷íi. Íà îñi x âiäêëàäàþòü σ1 i σ2, îäåðæóþòü
âiäðiçîê îñi AB i íà íüîìó ÿê íà äiàìåòði áóäóþòü êîëî (ðèñ.1.9.3).
Ç öåíòðà êîëà ïðîâîäÿòü ðàäióñ ïiä êóòîì 2α äî ïåðåòèíó ç êîëîì ó
òî÷öi D. Êîîðäèíàòè òî÷êè D äàþòü âåëè÷èíè íîðìàëüíèõ i äîòè-
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÷íèõ íàïðóæåíü íà ïëîùèíöi, íàõèëåíié ïiä êóòîì α äî ãîëîâíèõ
îñåé. Ç ãåîìåòðè÷íî¨ ïîáóäîâè âèïëèâà¹

CD =
σ1−σ2

2
,

KD = CDsin2α=
σ1−σ2

2
sin2α,

OK =OC+CDcos2α=

=
σ1 +σ2

2
+
σ1−σ2

2
cos2α= σ1cos2α+σ2sin2α.

Òàêèì ÷èíîì, OK = σx, à KD = τxy. Äëÿ ïëîñêîãî íàïðóæåíîãî
ñòàíó ñïðîùó¹òüñÿ òàêîæ âèçíà÷åííÿ ãîëîâíèõ íàïðóæåíü i ïîëî-
æåííÿ ãîëîâíèõ ïëîùàäîê. Çíàõîäèìî iíâàðiàíòè

I1 = (σ11 +σ22) = (σx+σy),

I2 = σ11σ22−σ12σ21 = σxσy− τ2
xy,

õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ íàáèðà¹ âèãëÿäó
σ2− I1σ+ I2 = 0,

êîðåíi ÿêîãî äàþòü âåëè÷èíè ãîëîâíèõ íàïðóæåíü

σ1 =
1
2

[
(σx+σy)+

√
(σx−σy)2 +4τ2

xy

]
,

σ2 =
1
2

[
(σx+σy)−

√
(σx−σy)2 +4τ2

xy

]
.

Îäíîðiäíà ñèñòåìà ðiâíÿíü äëÿ âèçíà÷åííÿ îði¹íòàöi¨ ãîëîâíèõ
ïëîùèíîê ìà¹ âèãëÿä

(σij−σδij)nj = 0.

Ç óðàõóâàííÿì òîãî, ùî îáåðòàííÿ âiäáóâà¹òüñÿ â ïëîùèíi xy
i ïðè n3 = nz = 0, âîíà íàáèðà¹ âèãëÿäó

(σx−σ)nx+ τxyny = 0,
τxynx+(σy−σ)ny = 0,
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ç ÿêèõ òiëüêè îäíå ðiâíÿííÿ íåçàëåæíå. Äëÿ âèçíà÷åííÿ êóòà íàé-
ïðîñòiøå ñêîðèñòàòèñÿ òèì, ùî

ny
nx

=
sinα
cosα

= tgα,

i òîäi ç äðóãîãî ðiâíÿííÿ âèïëèâà¹
tgα=

τxy
σ1−σy

.

Çàäà÷à 1.9.1. Àíàëiòè÷íî i ãðàôi÷íî çà äîïîìîãîþ êðóãiâ Ìîðà
çíàéòè ãîëîâíi íàïðóæåííÿ i îði¹íòàöiþ ãîëîâíèõ ïëîùàäîê äëÿ
òàêèõ âèïàäêiâ:

à) σ11 = σ22 = 100MΠa, σ12 = 100MΠa, (ðèñ.1.9.4)

á) σ11 = 100MΠa, σ22 =−100MΠa, σ12 = 100MΠa,

â) σ11 = σ22 =−100MΠa, σ12 =−100MΠa.

Çàäà÷à 1.9.2. Ïîáóäóâàòè êðóãè Ìîðà äëÿ òðüîõ âèïàäêiâ ïëî-
ñêîãî íàïðóæåíîãî ñòàíó âiäïîâiäíî äî íàïðóæåíü ùî äiþòü íà
åëåìåíòàðíèé êóá, ðåáðà ÿêîãî ïàðàëåëüíi îñÿì êîîðäèíàò, ÿê ïî-
êàçàíî íà ðèñ.1.9.5, 1.9.6, 1.9.7, âèçíà÷èòè ìàêñèìàëüíi äîòè÷íi íà-
ïðóæåííÿ â êîæíîìó âèïàäêó.

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

α  
n  

nσ  21τ  
12τ  

22σ  2x  

11σ  
1xnτ  

Puc.194 3 2 0σ σ= =  

max 1 / 2τ σ=  

1σ  

1σ
p  

3x  

2x
1x  Puc.1.9.5 
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1σ p=  

p=1σ  

p=τmax  3σ p= −  

02 =σ  

Puc.1.9.6 Puc.1.9.7 

max / 2τ p=  

3σ p= −  



Ðîçäië 2

Àíàëiç äåôîðìîâàíîãî

ñòàíó

2.1 Ïåðåìiùåííÿ i äåôîðìàöiÿ òiëà

Ïiä äi¹þ ðiçíîìàíiòíèõ ôàêòîðiâ òiëî, äåôîðìó¹òüñÿ òîáòî çìi-
íþ¹ ôîðìó i ðîçìiðè.

 
 

V ′  

V  
P

P′u  

R
r

3x  

2x  

1x  
Puc.2.1.1 

Ïðè äåôîðìóâàííi
çìiíþþòüñÿ âiäñòàíü
ìiæ òî÷êàìè òiëà
i êóòè ìiæ ìàëèìè
âiäðiçêàìè, ÿêi ïå-
ðåòèíàþòüñÿ â îäíié
òî÷öi. Çàäà÷à àíàëiçó
äåôîðìîâàíîãî ñòàíó
ïîëÿãà¹ ó âèâ÷åííi
ëîêàëüíèõ çìií i âè-
çíà÷åííi çìiíè ôîðìè
òiëà â öiëîìó. Ðîçãëÿ-
íåìî ïðóæíå òiëî, ÿêå
â ìîìåíò ÷àñó t = t0
ïåðåáóâà¹ â ïî÷àòêî-

âîìó ñòàíi i çàéìà¹ â ïðîñòîði îáëàñòü V. Ïîëîæåííÿ êîæíî¨
òî÷êè öi¹¨ îáëàñòi âèçíà÷à¹òüñÿ ðàäióñîì-âåêòîðîì r = r(x1,x2,x3)
â äåêàðòîâié ñèñòåìi êîîðäèíàò. Âíàñëiäîê çîâíiøíiõ íàâàíòàæåíü
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âîíî â äåÿêèé ìîìåíò ÷àñó çàéìå â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði îáëàñòü
V ′. Òîäi òî÷êà P ïåðåìiñòèòüñÿ ó òî÷êó P ′ (ðèñ.2.1.1). Ïîëîæåííÿ
òî÷êè P ′ â òié ñàìié ñèñòåìi êîîðäèíàò âèçíà÷à¹òüñÿ ðàäióñîì-
âåêòîðîì ~R ç êîîðäèíàòàìè ξ1, ξ2, ξ3, ÿêi çàëåæàòü âiä ïî÷àòêîâèõ
êîîðäèíàò:

ξi = ξi(x1,x2,x3). (2.1.1)
Ôóíêöi¨ (2.1.1) ïîâèííi áóòè âçà¹ìíî îäíîçíà÷íi i íåïåðåðâíi. Çà
öèõ óìîâàõ ÿêîáiàí

I = |∂ξi/∂xj |> 0 (2.1.2)
ïîâèíåí áóòè âiäìiííèì âiä íóëÿ i äîäàòíèì, ùîá ñèñòåìà êîîðäè-
íàò çàëèøèëàñü ïðàâîþ. Öÿ óìîâà çàáåçïå÷ó¹ iñíóâàííÿ ñïiââiäíî-
øåíü, îáåðíåíèõ äî (2.1.1):

xi = xi(ξ1,ξ2,ξ3). (2.1.3)
Ãåîìåòðè÷íî, çãiäíî ç ðèñ.2.1.1, âèçíà÷à¹òüñÿ âåêòîð ïåðåìiùåíü

−−→
PP ′ = ~R−~r = ~u, (2.1.4)

äå ~u�âåêòîð ïåðåìiùåííÿ. Ñïiââiäíîøåííÿ (2.1.4) ìîæíà çàïèñàòè
ó êîîðäèíàòíîìó âèãëÿäi

ui = ξi−xi, (2.1.5)
ξi = ui+xi. (2.1.6)

Ôîðìóëó (2.1.6) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ïåðåòâîðåííÿ ñèñòåìè êî-
îðäèíàò xi, ÿêà ó ïî÷àòêîâîìó ñòàíi çâ'ÿçàíà ç êîîðäèíàòàìè òî÷îê
òiëà. Â äàííîìó âèïàäêó âèáèðà¹ìî äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò.
Êîîðäèíàòè òî÷îê â äåôîðìîâàíîìó ñòàíi ξi(x1,x2,x3) ìîæíà ðîç-
ãëÿäàòè ÿê êðèâîëiíiéíi êîîðäèíàòè, ùî âèçíà÷àþòü ïîëîæåííÿ
òî÷îê äåôîðìîâàíîãî òiëà. Òàêå âèçíà÷åííÿ äåôîðìîâàíîãî ñòàíó
çàïðîïîíóâàâ Ëàãðàíæ. Ç äðóãîãî áîêó, íàðiâíi iç ñïîñîáîì Ëàãðàí-
æà, ÿê íåçàëåæíi ïàðàìåòðè, ÿêi âèçíà÷àþòü äåôîðìîâàíèé ñòàí,
ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè êîîðäèíàòè òî÷îê â äåôîðìîâàíîìó ñòàíi
ξi, à êîîðäèíàòè òî÷îê â ïî÷àòêîâîìó ñòàíi ðîçãëÿäàòè ÿê ôóíêöi¨
xi(ξ1,ξ2,ξ3)

xi = ξi−ui(ξ1,ξ2,ξ3). (2.1.7)
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Öåé ñïîñiá âèçíà÷åííÿ äåôîðìîâàíîãî ñòàíó òiëà íàëåæèòü Åéëåðó.
×àñòèííi ïîõiäíi ∂ξi/∂xj ñòâîðþþòü òåíçîð äðóãîãî ðàíãó F̂ , ÿêèé
íàçèâà¹òüñÿ ìàòåðiàëüíèì ãðàäi¹íòîì äåôîðìàöié:

F̂ =
∥∥∥∥ ∂ξi∂xj

∥∥∥∥=


∂ξ1
∂x1

∂ξ1
∂x2

∂ξ1
∂x3

∂ξ2
∂x1

∂ξ2
∂x2

∂ξ2
∂x3

∂ξ3
∂x1

∂ξ3
∂x2

∂ξ3
∂x3

. (2.1.8)

ßêùî, ñêîðèñòàâøèñü (2.1.5), ïåðåìiùåííÿ âèðàçèòè ÷åðåç êîîðäè-
íàòè ui = ξi−xi i âçÿòè ÷àñòèííi ïîõiäíi

∂ui/∂xj = ∂ξi/∂xj− δij , (2.1.9)
òî îäåðæó¹ìî òåíçîð äðóãîãî ðàíãó, ÿêèé ìà¹ ìàòðè÷íó ôîðìó

∥∥∥∥∂ui∂xj

∥∥∥∥=


∂ξ1
∂x1

−1 ∂ξ1
∂x2

∂ξ1
∂x3

∂ξ2
∂x1

∂ξ2
∂x2

−1 ∂ξ2
∂x3

∂ξ3
∂x1

∂ξ3
∂x2

∂ξ3
∂x3

−1

 (2.1.9a)

i íàçèâà¹òüñÿ ìàòåðiàëüíèì ãðàäi¹íòîì ïåðåìiùåíü. ßêùî ñêîðè-
ñòàòèñÿ Åéëåðîâèì ñïîñîáîì, òî âiäïîâiäíî îäåðæèìî òåíçîð, ÿêèé
íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòîðîâèì ãðàäi¹íòîì äåôîðìàöié Ĵ

Ĵ =
∥∥∥∥∂xi∂ξj

∥∥∥∥=


∂x1
∂ξ1

∂x1
∂ξ2

∂x1
∂ξ3

∂x2
∂ξ1

∂x2
∂ξ2

∂x2
∂ξ3

∂x3
∂ξ1

∂x3
∂ξ2

∂x3
∂ξ3

,
i âiäïîâiäíî òåíçîð, ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòîðîâèì ãðàäi¹íòîì
ïåðåìiùåíü

∂ui/∂ξj = δij−∂xi/∂ξj . (2.1.10)

2.2 Òåíçîðè äåôîðìàöié
i òåíçîðè ñêií÷åííèõ äåôîðìàöié

Ðîçãëÿíåìî äâi òî÷êè íåñêií÷åííî áëèçüêi â íàòóðàëüíîìó ñòàíi
òiëà. Òî÷êó P ç êîîðäèíàòàìè xi i òî÷êó Q ç êîîðäèíàòàìè xi+dxi.
Ïiñëÿ íàâàíòàæåííÿ âîíè çàéìóòü ïîëîæåííÿ P ′ ç êîîðäèíàòàìè
ξi i Q′ ç êîîðäèíàòàìè ξi+dξi (ðèñ.2.2.1).
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Êâàäðàò âiäñòàíi ìiæ òî÷êàìè P i Q:
ds2 = d−→r ·d−→r = ~eidxi ·~ejdxj = ~ei ·~ejdxidxj = δijdxidxj = dxidxi.

   
 

     

V  3x  

R +d R  

R

Q

P

dr  r dr+  

r u  

u du+  

dR  

1x  
2x  

V ′  

Puc.2.2.1

P′

Q′  

ßêùî âèðàçèòè äèôåðåíöiàëè êîîðäèíàò â ïî÷àòêîâîìó ñòàíi
dxi ÷åðåç äèôåðåíöiàëè êîîðäèíàò â äåôîðìîâàíîìó ñòàíi dξk, òî
ïðîåêöi¨ âåêòîðà d~r = ~ekdxk áóäóòü

dxi =
∂xi
∂ξj

dξj .

Êâàäðàò äîâæèíè âiäðiçêà PQ = ds = |d~r| ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç
ñêàëÿðíèé äîáóòîê

ds2 = d~r ·d~r = dxidxi,

ds2 =
∂xi
∂ξj

dξj
∂xi
∂ξk

dξk =
∂xi
∂ξj

∂xi
∂ξk

dξjdξk = Cjkdξjdξk.

Âåëè÷èíè
Cjk =

∂xi
∂ξj

∂xi
∂ξk

(2.2.1)

ñòâîðþþòü òåíçîð äðóãîãî ðàíãó�òåíçîð äåôîðìàöié Êîøi. Àíà-
ëîãi÷íî çíàõîäÿòü êâàäðàò âiäñòàíi ìiæ òî÷êàìè P ′ i Q′ â äåôîð-
ìîâàíîìó ñòàíi dS2 = d~R ·d~R= dξidξi.
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Âèêîðèñòà¹ìî ñïîñiá Ëàãðàíæà, òîáòî ÿê íåçàëåæíi çìií-
íi âiçüìåìî xi�êîîðäèíàòè òî÷îê â ïî÷àòêîâîìó ñòàíi, òîäi
ξi = ξi(x1,x2,x3) i dξi = ∂ξi

∂xj
dxj , ó âåêòîðíîìó âèãëÿäi d~R= F̂ d~r i

îäåðæèìî

dS2 = dξidξi =
∂ξi
∂xj

∂ξi
∂xk

dxjdxk =Gjkdxjdxk.

Âåëè÷èíè
Gjk =

∂ξi
∂xj

∂ξi
∂xk

(2.2.2)

ñòâîðþþòü òåíçîð äðóãîãî ðàíãó, ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ òåíçîðîì äå-
ôîðìàöié Ãðiíà. Çìiíó êâàäðàòà äîâæèíè ìîæíà âèðàçèòè ó âè-
ãëÿäi

dS2−ds2 =
(
∂ξi
∂xj

∂ξi
∂xk

− δjk
)
dxjdxk = 2ejkdxjdxk,

ÿêà âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ÿê ìiðà äåôîðìàöi¨ â îêîëi òî÷êè. Âåëè÷èíè

ejk =
1
2

(
∂ξi
∂xj

∂ξi
∂xk

− δjk
)

(2.2.3)

âèçíà÷àþòü äåôîðìàöiþ òiëà â ïî÷àòêîâèõ êîîðäèíàòàõ xi. Âèêî-
ðèñòîâóþ÷è çàëåæíiñòü ξi = xi+ui, ç ÿêî¨ âèïëèâà¹,

∂ξi
∂xj

= δij +
∂ui
∂xj

,

îäåðæèìî dS2−ds2 = 2ejkdxjdxk,

ejk =
1
2

(
∂uk
∂xj

+
∂uj
∂xk

+
∂ui
∂xk

∂ui
∂xj

)
. (2.2.4)

Âåëè÷èíè ejk ñòâîðþþòü ñèìåòðè÷íèé òåíçîð äðóãîãî ðàíãó,
ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ òåíçîðîì ñêií÷åííèõ äåôîðìàöié Ãðiíà àáî ëà-
ãðàíæåâèì òåíçîðîì ñêií÷åííèõ äåôîðìàöié. Çìiíó äîâæèíè àíà-
ëîãi÷íî ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç êîîðäèíàòè â äåôîðìîâàíîìó ñòàíi

dS2−ds2 = 2Ajkdxjdxk,

Ajk =
1
2

(
δjk−

∂xm
∂ξj

∂xm
∂ξk

)
, (2.2.5)
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äå Ajk�òåíçîð äðóãîãî ðàíãó, ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ òåíçîðîì ñêií÷åí-
íèõ äåôîðìàöié Àëüìàíñi àáî Åéëåðîâèì òåíçîðîì ñêií÷åííèõ äå-
ôîðìàöié.

Âèðàæàþ÷è êîîðäèíàòè xm ÷åðåç êîîðäèíàòè ξm i ïåðåìiùåííÿ
um, îäåðæèìî

Ajk =
1
2

(
∂uk
∂ξj

+
∂uj
∂ξk

− ∂um
∂ξk

∂um
∂ξj

)
. (2.2.6)

Äëÿ òîãî ùîá äîâåñòè, ùî âåëè÷èíè eij ñòâîðþþòü òåíçîð äðóãîãî
ðàíãó, òðåáà ðîçãëÿíóòè, ÿê öåé òåíçîð ïåðåòâîðþ¹òüñÿ ïðè ïîâî-
ðîòi ñèñòåìè êîîðäèíàò.

Çàäà÷à 2.2.1. Äåÿêèé îá'¹ì ñóöiëüíîãî ñåðåäîâèùà îäåðæó¹ ïå-
ðåìiùåííÿ ξ1 = x1, ξ2 = x2 +Ax3, ξ3 = x3 +Ax2, äå A�ñòàëà. Çíà-
éòè òåíçîð äåôîðìàöié Ãðiíà G. Âèçíà÷èòè òåíçîð ñêií÷åííèõ äå-
ôîðìàöié Ãðiíà àáî ëàãðàíæiâ òåíçîð ñêií÷åííèõ äåôîðìàöié ê.

Ðîçâ'ÿçîê
Ïåðøèé øëÿõ�çà äîïîìîãîþ ôîðìóë

ejk =
1
2

(
∂uk
∂xj

+
∂uj
∂xk

+
∂um
∂xk

∂um
∂xj

)
.

Äðóãèé øëÿõ.
Çíàõîäèìî ãðàäi¹íò äåôîðìàöié

F =
∥∥∥∥ ∂ξi∂xj

∥∥∥∥=

 1 0 0
0 1 A

0 A 1

.
Çíàõîäèìî òåíçîð äåôîðìàöié Ãðiíà G= FF ′

G= FF ′ =

 1 0 0
0 1 A

0 A 1


 1 0 0

0 1 A

0 A 1

=

=

 1 0 0
0 1+A2 2A
0 2A 1+A2

,
äå F ′�ìàòðèöÿ, òðàíñïîíîâàíà âiäíîñíî ìàòðèöi F.
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Çíàõîäèìî òåíçîð ñêií÷åííèõ äåôîðìàöié Ãðiíà àáî ëàãðàíæiâ
òåíçîð ñêií÷åííèõ äåôîðìàöié ê.

Âèðàæà¹ìî òåíçîð ñêií÷åííèõ äåôîðìàöié ÷åðåç òåíçîð äåôîð-
ìàöié Ãðiíà G

ê=
1
2
(G−E),

äå E�îäèíè÷íèé òåíçîð,

ê=
1
2

 0 0 0
0 A2 2A
0 2A A2

.

2.3 Ïåðåòâîðåííÿ êîìïîíåíò òåíçîðà
äåôîðìàöié ïðè ïîâîðîòi ñèñòåìè
êîîðäèíàò

 

2e  

Рис. 2.3.1 

3e ′ 2e ′  

1e ′  

3x′  2x′  

1x′

3x

3e  

2x1e  

1x  

Ñêîðèñòà¹ìîñÿ òèì, ùî ði-
çíèöÿ êâàäðàòiâ äîâæèí dS2−ds2
íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ñèñòåìè
êîîðäèíàò. Íåõàé çàäàíî ìàòðè-
öþ ïåðåòâîðåííÿ A= ‖αij‖ ñòàðî¨
ñèñòåìi êîîðäèíàò xi íà íîâó x′j
(ðèñ.2.3.1).

A=

 α11 α12 α13

α21 α22 α23

α31 α32 α33

.
Ðiçíèöÿ äîâæèí âiä ñèñòåìè êîîð-

äèíàò íå çàëåæèòü, òîìó
eijdxidxj = e′kmdx

′
kdx

′
m.

Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëè ïåðåòâîðåííÿ äëÿ äîâiëüíîãî âåê-
òîðà, ìà¹ìî

dx′k = αkidxi, dxi = αkidx
′
k,

dx′m = αmjdxj , dxj = αmjdx
′
m.
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Ïiäñòàíîâêà íàâåäåíèõ âèðàçiâ ó ðiçíèöþ dS2−ds2 äà¹
eijαkiαmjdx

′
kdx

′
m = e′kmdx

′
kdx

′
m,

eijdxidxj = e′kmαkiαmjdxidxj ,

çâiäêè îäåðæó¹ìî
e′km = αkiαmieij , eij = αkiαmje

′
km. (2.3.1)

Îäåðæàíi ôîðìóëè äîâîäÿòü, ùî eij ¹ òåíçîðîì äðóãîãî ðàíãó.

2.4 Âèçíà÷åííÿ âiäíîñíîãî âèäîâæåííÿ
òà çìiíè êóòiâ

Âèçíà÷èìî ôiçè÷íèé i ãåîìåòðè÷íèé çìiñò êîìïîíåíò òåíçîðà
íàïðóæåíü Ãðiíà. Äëÿ öüîãî çíàéäåìî âiäíîñíå âèäîâæåííÿ ìàëèõ
âiäðiçêiâ, îði¹íòîâàíèõ ó íàïðÿìêó êîîðäèíàòíèõ îñåé, ÿêi ïîçíà-
÷èìî λ11, λ22, λ33. Âiäíîñíå âèäîâæåííÿ âiäðiçêà�öå âiäíîøåííÿ
çìiíè éîãî äîâæèíè äî éîãî ïî÷àòêîâî¨ âåëè÷èíè

λ= (dS−ds)/ds.
Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ñïiââiäíîøåííÿì

dS2−ds2

ds2
=
dS−ds
ds

· dS−ds+2ds
ds

= λ(λ+2). (2.4.1)

 
1x  

1dx  2x

3x  

Puc.2.4.1 

ßêùî ðîçãëÿíóòè âiäðiçîê dx1

îði¹íòîâàíèé ó íàïðÿìêó îñi x1

(ðèñ.2.4.1), òî ds = dx1 i êâàäðàò
éîãî äîâæèíè ds2 = dx1dx1, ðiç-
íèöÿ êâàäðàòiâ äîâæèí âiäðiçêà
â ïî÷àòêîâîìó i äåôîðìîâàíîìó
ñòàíàõ

dS2−ds2 = 2e11dx1dx1.

Çãiäíî ç (2.4.1) λ11(λ11 +2) = 2e11,
çâiäêè

λ2
11 +2λ11−2e11 = 0, λ11 =

√
1+2e11−1.



2.4 Âèçíà÷åííÿ âiäíîñíîãî âèäîâæåííÿ
òà çìiíè êóòiâ 85

Àíàëîãi÷íî
λ22 =

√
1+2e22−1, λ33 =

√
1+2e33−1. (2.4.2)

Òîáòî äiàãîíàëüíi êîìïîíåíòè òåíçîðà äåôîðìàöié äàþòü ìîæëè-
âiñòü çíàéòè âiäíîñíå âèäîâæåííÿ åëåìåíòàðíèõ âiäðiçêiâ, îði¹íòî-
âàíèõ âçäîâæ âiäïîâiäíèõ îñåé. Ðîçãëÿíåìî, ÿê çìiíþþòüñÿ êóòè
ìiæ äâîìà âiäðiçêàìè, ÿêi ó íàòóðàëüíîìó ñòàíi íàïðÿìëåíi âçäîâæ
îñåé êîîðäèíàò.

Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó áóäü-ÿêèé ìàëèé âiäðiçîê d~r,
ÿêèé ó ïî÷àòêîâîìó ñòàíi âèõîäèòü ç ïî÷àòêó êîîðäèíàò i ìà¹ ïðî-
åêöi¨ dxi (ðèñ.2.4.2). Îäèíè÷íèé âåêòîð, ñïðÿìîâàíèé âçäîâæ öüîãî
âiäðiçêà, ìà¹ ïðîåêöi¨ íà îñi êîîðäèíàò

n′i =
dxi
ds

.

Âíàñëiäîê äåôîðìóâàííÿ öåé ìàëèé âiäðiçîê d~r ïåðåõîäèòü ó êií-
öåâèé d~R′ ç êîîðäèíàòàìè dξi, âiäïîâiäíèì îäèíè÷íèì âåêòîðîì ~n′
i ïðîåêöiÿìè

n′i =
dξi
dS

.
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2dx  

3dx  
n  

dR  
3x  

Puc.2.4.2

1dx  

2x

1x

Ñêîðèñòàâøèñü çâ'ÿçêîì ìiæ íî-
âèìè i ñòàðèìè êîîðäèíàòàìè i
ïåðåìiùåííÿìè ξi = xi+ui, îäåð-
æèìî
dξi =

∂ξi
∂xk

dxk =
(
δik+

∂ui
∂xk

)
dxk.

Îñêiëüêè âiäíîñíå âèäîâæåííÿ
çà âèçíà÷åííÿì

λ=
dS−ds
ds

,

òî îäåðæó¹ìî

~n′ =
~ei

(1+λ)ds

(
δik+

∂ui
∂xk

)
dxk.

Çíàéäåìî êîñèíóñ êóòà ìiæ äâîìà ìàëèìè âiäðiçêàìè ó äå-
ôîðìîâàíîìó ñòàíi, ÿêi âèõîäÿòü ç ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Âií äîðiâ-
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íþ¹ ñêàëÿðíîìó äîáóòêó îäèíè÷íèõ âåêòîðiâ ~n′ i ~n′′, íàïðÿìëåíèõ
âçäîâæ âiäðiçêiâ

cosϕ̂= n′i ·n′′i =

=
1

(1+λ′)(1+λ′′)ds′ds′′

(
δik+

∂ui
∂xk

)(
δim+

∂ui
∂xm

)
dx′kdx

′′
m =

=
1

(1+λ′)(1+λ′′)

(
δkm+

∂uk
∂xm

+
∂um
∂xk

+
∂ui∂ui
∂xk∂xm

)
dx′k
ds′

dx′′m
ds′′

,

cosϕ=
2ekm

(1+λ′)(1+λ′′)
n′kn

′′
m+

n′kn
′′
k

(1+λ′)(1+λ′′)
.

ßêùî òåïåð âçÿòè ïåðøèé ìàëèé âiäðiçîê, ñïðÿìîâàíèé âçäîâæ îñi
x1, òî ~n′ (1,0,0), i äðóãèé âçäîâæ îñi x2, òî ~n′′(0,1,0), òîäi

cosϕ1,2 =
2e12

(1+λ′)(1+λ′′)
=

2e12√
1+λ11

√
1+λ22

.

Ñïî÷àòêó êóò ìiæ íèìè áóâ π/2. Çíàéäåìî, íà ñêiëüêè âií çìiíèâñÿ.
Ïîçíà÷èìî âåëè÷èíó éîãî çìiíè γ= π

2 −ϕ, òîäi ñèíóñ êóòà ìiæ íèìè
áóäå äîðiâíþâàòè

sinγ1,2= cosϕ1,2 =
2e12√

1+λ11

√
1+λ22

.

Àíàëîãi÷íî ìîæíà çíàéòè
sinγ2,3=

2e23√
1+λ22

√
1+λ33

,

sinγ1,3=
2e13√

1+λ11

√
1+λ33

. (2.4.3)

Òàêèì ÷èíîì, òåíçîð äåôîðìàöié äà¹ çìîãó ïîâíiñòþ îïèñàòè
äåôîðìîâàíèé ñòàí, òîáòî âèçíà÷èòè, ÿê çìiíþþòüñÿ âiäñòàíi i êó-
òè ïðè äåôîðìóâàííi òiëà. Çâåðíåìî óâàãó íà òàêå ÿâèùå: ÿêùî óñi
êîìïîíåíòè òåíçîðà äåôîðìàöié äîðiâíþþòü íóëþ, òî âiäñòàíi ìiæ
éîãî òî÷êàìè i êóòè ìiæ áóäü-ÿêèìè âiäðiçêàìè íå çìiíþþòüñÿ, òî-
äi òiëî ìîæå ïåðåìiùóâàòèñü òiëüêè ÿê àáñîëþòíî òâåðäå. Êðiì ðîç-
ãëÿíóòîãî ñïîñîáó âèçíà÷åííÿ äåôîðìàöié, ïîâ'ÿçàíîãî ç âåêòîðîì
ïåðåìiùåíü, âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ìiðà äåôîðìàöi¨ íåñêií÷åííî ìàëîãî
åëåìåíòà, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ âiäíîøåííÿì äîâæèí dS/ds i âiäîìà ÿê
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êîåôiöi¹íò äîâæèíè Λ. Îñêiëüêè
(dS)2 =Gijdxidxj ,

òî
Λ2 = (dS/ds)2 =Gij(dxi/ds)(dxj/ds).

ßêùî ðîçãëÿíóòè ìàëèé âiäðiçîê, ÿêèé â ïî÷àòêîâîìó ñòàíi ïà-
ðàëåëüíèé îñi x1, ó ÿêîãî dx1 = ds, dx2 = dx3 = 0, òî îäåðæèìî

Λ2
(1) =G11.

Ç óðàõóâàííÿì ñïiââiäíîøåííÿ (2.2.4)
dS2−ds2 = 2eijdxidxj ,

ç ÿêîãî âèïëèâà¹, ùî
dS2 = 2eijdxidxj +ds2,

çíàõîäÿòü çâ'ÿçîê ìiæ êîåôiöi¹íòàìè äîâæèíè òà òåíçîðîì ñêií-
÷åííèõ äåôîðìàöié

Λ2
(1) =G11 = 1+2e11.

Àíàëîãi÷íî
Λ2

(2) =G22 = 1+2e22, Λ2
(3) =G33 = 1+2e33. (2.4.4)

2.5 Ãîëîâíi íàïðÿìêè i ãîëîâíi äåôîðìàöi¨

Ç ïîïåðåäíüîãî âèäíî, ùî äîâiëüíî îði¹íòîâàíèé ïðÿìîêóòíèé
ïàðàëåëåïiïåä â çàãàëüíîìó âèïàäêó â ðåçóëüòàòi äåôîðìóâàííÿ
ïåðåõîäèòü ó êîñîêóòíèé i çìiíþ¹ ðîçìiðè. Ãîëîâíèìè íàïðÿìêàìè
íàçèâàþòüñÿ òàêi íàïðÿìêè îði¹íòàöi¨ ïðÿìîêóòíîãî ïàðàëåëåïiïå-
äà, çà ÿêèõ âií çàëèøà¹òüñÿ ïðÿìîêóòíèì, òiëüêè çìiíþ¹ ðîçìi-
ðè. Öå îçíà÷à¹, ùî ñèìåòðè÷íèé òåíçîð äåôîìàöié äðóãîãî ðàíãó
â ãîëîâíèõ îñÿõ ìàòèìå äiàãîíàëüíó ñòðóêòóðó ÷åðåç âiäñóòíiñòü
çñóâiâ, òîáòî çìiíè êóòiâ. Íàïðÿìîê ãîëîâíèõ îñåé âèçíà÷à¹òüñÿ
âåêòîðàìè, ÿêi âíàñëiäîê äi¨ íà íèõ òåíçîðà çìiíþþòü òiëüêè ñâîþ
äîâæèíó, à íàïðÿìîê íå çìiíþþòü. Âèõîäÿ÷è ç öüîãî, ìà¹ìî

eijnj = eni,
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(eij−eδij)nj = 0.

Óìîâîþ iñíóâàííÿ íåòðèâiàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè, ÿê
âiäîìî, ¹ óìîâà, ùî äåòåðìiíàíò ñèñòåìè äîðiâíþ¹ íóëþ:

|eij−eδij |= 0.

Ç öi¹¨ óìîâè îäåðæó¹ìî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ
e3− I1e2 + I2e− I3 = 0.

Êîåôiöi¹íòàìè õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ ¹ iíâàðiàíòè òåíçîðà
äåôîðìàöié

I1 = eii = e11 +e22 +e33,

I2 =

∣∣∣∣∣ e11 e12

e21 e22

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ e11 e13

e31 e33

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ e22 e23

e32 e33

∣∣∣∣∣,
I3 = |eij |.

Êîðåíi öüîãî ðiâíÿííÿ äàþòü âåëè÷èíè ãîëîâíèõ äåôîðìàöié
e1 > e2 > e3. Íàïðÿì ãîëîâíèõ âåêòîðiâ çíàõîäÿòü, ðîçâ'ÿçóþ÷è ñè-
ñòåìó ðiâíÿíü (

eij−e(k)δij
)
nj = 0,

ç óðàõóâàííÿì óìîâè, ùî ãîëîâíi âåêòîðè ìàþòü îäèíè÷íó äîâæè-
íó

n2
1 +n2

2 +n2
3 = 1,

àáî nini = 1. Çíàéäåìî íàïðÿìîê, ó ÿêîìó äåôîðìàöi¨ âèäîâæåííÿ
ìàþòü íàéáiëüøó âåëè÷èíó. Îñêiëüêè

dS2−ds2 = 2eijdxidxj ,

äå dS�äîâæèíà ìàëîãî âiäðiçêà ó äåôîðìîâàíîìó ñòàíi, à ds�ó
ïî÷àòêîâîìó, òî íàéáiëüøå âiäíîñíå âèäîâæåííÿ áóäå ó òîìó íà-
ïðÿìêó, â ÿêîìó âåëè÷èíà

(dS2−ds2)/ds2

áóäå íàéáiëüøîþ, àëå îñêiëüêè
dxi
ds

= ni
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äà¹ íàïðÿìîê îäèíè÷íîãî âåêòîðà, ñïðÿìîâàíîãî âçäîâæ âiäðiçêà
dxi, òî òðåáà çíàéòè ìàêñèìàëüíi çíà÷åííÿ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè
eijninj . Îñêiëüêè ðîçãëÿäà¹òüñÿ âàðiàöiéíà çàäà÷à ç îáìåæåííÿìè,
ÿêi ìà¹ìî âíàñëiäîê óìîâè nini = 1, òîìó äëÿ òîãî ùîá ïåðåéòè äî
çàäà÷i áåç îáìåæåíü, âèêîðèñòà¹ìî ìåòîä íåâèçíà÷åíèõ ìíîæíèêiâ
Ëàãðàíæà. Äî ôóíêöiîíàëó äîäà¹ìî îáìåæåííÿ nini = 1, ïîìíîæå-
íå íà äîâiëüíèé ìíîæíèê λ. Çíàéäåìî åêñòðåìóìè ôóíêöiîíàëà:

F = eijninj−λnini.
Ç óìîâè, ùî ïîõiäíà ïî ni ïîâèííà äîðiâíþâàòè íóëþ, ìà¹ìî

(eij−λδij)nj = 0.

Öÿ ñèñòåìà ïîâíiñòþ çáiãà¹òüñÿ ç ñèñòåìîþ, ÿêîþ âèçíà÷à¹òüñÿ ïî-
ëîæåííÿ ãîëîâíèõ âåêòîðiâ òåíçîðà äåôîðìàöié òà éîãî ãîëîâíèõ
çíà÷åíü, çâiäêè ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî íàéáiëüøi äåôîðìàöi¨
äîðiâíþþòü çà âåëè÷èíîþ ãîëîâíèì, à ¨õ íàïðÿìîê òàêèé ñàìèé ÿê
íàïðÿìîê ãîëîâíèõ âåêòîðiâ òåíçîðà äåôîðìàöié.

2.6 Îá'¹ìíà âiäíîñíà äåôîðìàöiÿ

Äëÿ òîãî ùîá ñïðîñòèòè ðîçâ'ÿçîê ïîñòàâëåíî¨ çàäà÷i, îñi êîîð-
äèíàò íàïðàâèìî âçäîâæ ãîëîâíèõ îñåé òåíçîðà äåôîðìàöié, ÿêi
âçà¹ìíî îðòîãîíàëüíi. Ðîçãëÿäà¹òüñÿ ìàëèé ïðÿìîêóòíèé ïàðàëå-
ëåïiïåä, ðåáðà ÿêîãî íàïðÿìëåíi âçäîâæ îñåé êîîðäèíàò, òîìó âií
çàëèøà¹òüñÿ ïðÿìîêóòíèì i â äåôîðìîâàíîìó ñòàíi. Òåíçîð äåôîð-
ìàöié â ãîëîâíèõ îñÿõ ìà¹ âèãëÿä

ê=

e1 0 0
0 e2 0
0 0 e3

.
ßêùî â íàòóðàëüíîìó ñòàíi äîâæèíè ðåáåð ìàëîãî êóáà, ÿêi

ñóìiùåíi ç ãîëîâíèìè îñÿìè, äîðiâíþþòü dx1,dx2,dx3, òî ïî÷àòêî-
âèé îá'¹ì êóáà äîðiâíþâàòèìå

dV = dx1dx2dx3.
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Ó äåôîðìîâàíîìó ñòàíi äîâæèíè ðåáåð
dξ1 = (1+λ1)dx1,

dξ2 = (1+λ2)dx2,

dξ3 = (1+λ3)dx3

i âiäïîâiäíî
dξ1 =

√
1+2e1dx1, dξ2 =

√
1+2e2dx2, dξ3 =

√
1+2e3dx3,

a îá'¹ì
dV ′ = dξ1dξ2dξ3,

dV ′ =
√

(1+2e1)(1+2e2)(1+2e3)dx1dx2dx3.

Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî âiäíîñíà çìiíà îá'¹ìó äîðiâíþ¹

ev =
dV ′−dV

dV
=
√

(1+2e1)(1+2e2)(1+2e3)−1. (2.6.1)
Ïåðåãðóïóâàâøè âèðàç ïiä êîðåíåì, âiäíîñíó çìiíó îá'¹ìó ìîæíà
âèðàçèòè ÷åðåç iíâàðiàíòè òåíçîðà äåôîðìàöié

ev =
√

1+2(e1 +e2 +e3)+4(e1e2 +e2e3 +e3e1)+8e1e2e3−1,

ev =
√

1+2I1 +4I2 +8I3−1. (2.6.2)

2.7 Màëi äåôîðìàöi¨

Íà ïðàêòèöi ó äåòàëÿõ ìàøèí äåôîðìàöi¨ ¹ äóæå ìàëèìè, òîìó
ç ìàòåìàòè÷íî¨ òî÷êè çîðó ¨õ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê íåñêií÷åííî
ìàëi. Òîäi ó òåíçîði äåôîðìàöié

eij =
1
2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

+
∂uk
∂xi

∂uk
∂xj

)
ìîæíà çíåõòóâàòè íåëiíiéíèìè ÷ëåíàìè, îñêiëüêè ñàìi ïîõiäíi ¹
ìàëèìè âåëè÷èíàìè. Òàêèì ÷èíîì, îäåðæèìî ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ
ïåðåìiùåííÿìè òà òåíçîðîì ìàëèõ äåôîðìàöié:

εij =
1
2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
, (2.7.1)
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ÿêi íàçèâàþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿìè Êîøi.
Êîìïîíåíòè òåíçîðà äåôîðìàöi¨ â öüîìó âèïàäêó òàêîæ ¹ äóæå

ìàëèìè ïîðiâíÿíî ç îäèíèöåþ. Çà öi¹¨ óìîâè âèðàçè äëÿ âiäíîñíèõ
ïîçäîâæíiõ äåôîðìàöié âçäîâæ îñåé êîîðäèíàò ñïðîùóþòüñÿ:

λ11 =
√

1+2ε11−1 = 1+ε11−1 = ε11, (2.7.2)
à âiäïîâiäíà âiäíîñíà îá'¹ìíà äåôîðìàöiÿ

εv = θ = ε11 +ε22 +ε33 (2.7.3)
çáiãà¹òüñÿ ç ïåðøèì iíâàðiàíòîì òåíçîðà äåôîðìàöié. Ñïðîùóþ-
òüñÿ òàêîæ ôîðìóëè äëÿ âèçíà÷åííÿ çìiíè êóòiâ. Îñêiëüêè ïðè
ìàëèõ êóòàõ sinγ = γ i ìîæíà çíåõòóâàòè ïîçäîâæíèìè äåôîðìà-
öiÿìè ïîðiâíÿíî ç îäèíèöåþ, òî

γ12 =
2e12√

1+2e11
√

1+2e22
= 2ε12,

γ12 = 2ε12, γ23 = 2ε23, γ13 = 2ε13. (2.7.4)
Òàêèì ÷èíîì, â òåíçîði ìàëèõ äåôîðìàöié äiàãîíàëüíi êîìïî-

íåíòè äîðiâíþþòü âiäíîñíèì äåôîðìàöiÿì âçäîâæ îñåé, à íåäiàãî-
íàëüíi åëåìåíòè âèçíà÷àþòü çìiíó êóòiâ ìiæ ìàëèìè âiäðiçêàìè,
ÿêi âèõîäÿòü ç îäíi¹¨ òî÷êè i ñïðÿìîâàíi âçäîâæ îñåé êîîðäèíàò.

2.8 Ãðàäi¹íò âåêòîðà ïåðåìiùåíü,
òåíçîð äåôîðìàöié i òåíçîð îáåðòàííÿ

Íàãàäà¹ìî, ùî ãðàäi¹íò ñêàëÿðíî¨ ôóíêöi¨ f(x1,x2,x3) âèçíà-
÷à¹òüñÿ òàê:

gradf =∇f = ~ek
∂f

∂xk
= ~ekf,k=

= ~e1
∂f

∂x1
+~e2

∂f

∂x2
+~e3

∂f

∂x3
,

äå ~ek�áàçèñíi âåêòîðè ñèñòåìè êîîðäèíàò.
Ç íàâåäåíîãî ñïiââiäíîøåííÿ âèïëèâà¹, ùî ãðàäi¹íò ñêàëÿðíî¨

ôóíêöi¨ ¹ âåêòîðîì, ïðîåêöi¨ ÿêîãî äîðiâíþþòü ÷àñòèííèì ïîõi-
äíèì.
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Àíàëîãi÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ãðàäi¹íò âåêòîðà ïåðåìiùåíü ~u

grad~u=∇~u=∇~emum = ~ek
∂

∂xk
~emum = ~ek~em

∂um
∂xk

.

Ç íàâåäåíîãî ñïiââiäíîøåííÿ âèïëèâà¹, ùî ãðàäi¹íò âåêòîðà ¹ òåí-
çîðîì äðóãîãî ðàíãó, êîìïîíåíòè ÿêîãî ñòâîðþþòü ìàòðèöþ i äî-
ðiâíþþòü ÷àñòèííèì ïîõiäíèì âiä ïðîåêöié âåêòîðà ïî êîîðäèíà-
òàõ ∥∥∥∥∂ui∂xj

∥∥∥∥=


∂u1
∂x1

∂u1
∂x2

∂u1
∂x3

∂u2
∂x1

∂u2
∂x2

∂u2
∂x3

∂u3
∂x1

∂u3
∂x2

∂u3
∂x3

.
Éîãî ìîæíà, ÿê áóäü-ÿêèé ëiíiéíèé îïåðàòîð, ðîçäiëèòè íà ñèìå-
òðè÷íèé i êîñîñèìåòðè÷íèé. Ñèìåòðè÷íèé çáiãà¹òüñÿ ç òåíçîðîì
ìàëèõ äåôîðìàöié

εij =
1
2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
, (2.8.1)

à êîñîñèìåòðè÷íèé íàçèâà¹òüñÿ ëàãðàíæåâèì òåíçîðîì ëiíiéíîãî
îáåðòàííÿ i ìà¹ âèãëÿä

ωij =
1
2

(
∂ui
∂xj

− ∂uj
∂xi

)
. (2.8.2)

Ðîçãëÿíåìî ôiçè÷íó ñóòü êîñîñèìåòðè÷íîãî òåíçîðà ωij . ßê
âiäîìî ç òåîðåòè÷íî¨ ìåõàíiêè, äîâiëüíèé ìàëèé ðóõ òâåðäîãî òiëà
ìîæíà îïèñàòè ó âèãëÿäi

~u= ~u(0) +~ω×~r,
äå ~u(0)�âèçíà÷à¹ ïîñòóïàëüíèé ðóõ, à ~ω�îáåðòàëüíèé ðóõ òiëà ÿê
àáñîëþòíî òâåðäîãî âiäíîñíî ñèñòåìè êîîðäèíàò. Ó êîîðäèíàòíîìó
âèãëÿäi âåêòîð ïåðåìiùåíü

u1 = u
(0)
1 +ω2x3−ω3x2,

u2 = u
(0)
2 +ω3x1−ω1x3,

u3 = u(0)
3

+ω1x2−ω2x1.
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Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ÿêùî çíàéòè òåíçîð äåôîðìàöié εij ïðè òà-
êèõ ïåðåìiùåííÿõ, òî âèÿâèòüñÿ, ùî âñi éîãî êîìïîíåíòè εij = 0,
à êîñîñèìåòðè÷íèé òåíçîð ωij ìà¹ âèãëÿä

‖ωij‖=

 0 −ω3 ω2

ω3 0 −ω1

−ω2 ω1 0

. (2.8.2a)

Òîáòî êîìïîíåíòè êîñîñèìåòðè÷íîãî òåíçîðà âèðàæàþòüñÿ çà äî-
ïîìîãîþ êîìïîíåíò âåêòîðà îáåðòàííÿ

ω12 =−ω3, ω13 = ω2, ω23 =−ω1, (2.8.3)
òîìó âií íàçèâà¹òüñÿ òåíçîðîì îáåðòàííÿ.

2.9 Âèçíà÷åííÿ ïåðåìiùåíü

Ïåðåìiùåííÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè òiëà ïðè äåôîðìóâàííi ìîæíà çíà-
éòè ÿê ñóìó ïîñòóïàëüíîãî ïåðåìiùåííÿ äåÿêî¨ ïî÷àòêîâî¨ òî÷êè
òà âiäíîñíîãî ïåðåìiùåííÿ âèáðàíî¨ òî÷êè âiäíîñíî ïî÷àòêîâî¨

ui = u
(0)
i +

M ′∫
M0

dui.

Îñêiëüêè dui = ∂ui
∂xj

dxj = ui,jdxj , òî, âèðàæàþ÷è ãðàäi¹íò ïåðåìi-
ùåíü ÷åðåç òåíçîð äåôîðìàöié i òåíçîð îáåðòàííÿ
dui = (εij +ωij)dxj , îäåðæèìî

ui = u
(0)
i +

M ′∫
M0

εijdxj+

M ′∫
M0

ωijdxj .

Îñêiëüêè òåíçîð äåôîðìàöié âiäîìèé, äðóãèé iíòåãðàë òðåáà âèðà-
çèòè ÷åðåç íüîãî. Âèêîðèñòîâóþ÷è iíòåãðóâàííÿ ïî ÷àñòèíàõ, ìà¹-
ìî

ui = u
(0)
i +

(
x′j−x

(0)
j

)
ω

(0)
ij +

M ′∫
M0

εijdxj +

M ′∫
M0

(
x′j−xj

)
ωij,kdxk.
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Âèðàçèâøè ïîõiäíi òåíçîðà îáåðòàííÿ ÷åðåç ïîõiäíi òåíçîðà äå-
ôîðìàöié

ωij ,k=
1
2
(ui,j−uj ,i),k=

1
2
(ui,jk−uj ,ik) =

=
1
2
(ui,jk−uj ,ik+uk,ij−uk,ij) = eik,j−ejk,i,

îäåðæèìî

ui = u
(0)
i +

(
x′j−x

(0)
j

)
ω0
ij +

∫ M ′

M0

[
εik+

(
x′j−xj

)(∂εik
∂xj

−
∂εjk
∂xi

)]
dxk.

(2.9.1)
Öþ ôîðìóëó âïåðøå îäåðæàâ ×åçàðî, òîìó ¨¨ íàçèâàþòü ôîðìóëîþ
×åçàðî.

2.10 Ðiâíÿííÿ ñóìiñíîñòi äåôîðìàöié

Îñêiëüêè ðiâíÿííÿ ñóìiñíîñòi äåôîðìàöié ìàþòü äîñèòü ñóòò¹âå
çíà÷åííÿ, òîìó, ùîá êðàùå ç'ÿñóâàòè ¨õ ñóòü, îäåðæèìî ¨õ äâîìà
ðiçíèìè ïiäõîäàìè.

Ïåðøèé ïiäõiä. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ñïiââiäíîøåííÿìè Êîøi, äëÿ
öüîãî çàïèøåìî ¨õ ó ðîçãîðíóòîìó âèãëÿäi

ε11 =
∂u1

∂x1
, ε22 =

∂u2

∂x2
, ε33 =

∂u3

∂x3
,

ε12 =
1
2

(
∂u1

∂x2
+
∂u2

∂x1

)
, ε23 =

1
2

(
∂u2

∂x3
+
∂u3

∂x2

)
, ε13 =

1
2

(
∂u1

∂x3
+
∂u3

∂x1

)
.

Öi ñïiââiäíîøåííÿ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ñèñòåìó ðiâíÿíü, ùî âè-
ðàæàþòü øiñòü êîìïîíåíò òåíçîðà äåôîðìàöié ÷åðåç òðè êîìïî-
íåíòè âåêòîðà ïåðåìiùåíü. Äëÿ òîãî ùîá öþ ñèñòåìó îáåðíóòè,
òîáòî âèçíà÷èòè òðè êîìïîíåíòè âåêòîðà ïåðåìiùåíü ÷åðåç øiñòü
êîìïîíåíò òåíçîðà äåôîðìàöié, öi øiñòü ðiâíÿíü ïîâèííi çàäîâîëü-
íÿòè äîäàòêîâi óìîâè, ùîá öÿ ïåðåâèçíà÷åíà ñèñòåìà ìàëà îäíî-
çíà÷íèé ðîçâ'ÿçîê. Òàêi äîäàòêîâi óìîâè, íàêëàäåíi íà äåôîðìàöi¨,
ìîæíà çíàéòè âèêëþ÷åííÿì ïåðåìiùåíü iç ñïiââiäíîøåííÿ Êîøi.
Íàïðèêëàä, âiçüìåìî äðóãó ïîõiäíó âiä ïåðøîãî ñïiââiäíîøåííÿ ïî
x2 i ñêëàäåìî ç ïîõiäíîþ âiä äðóãîãî ñïiââiäíîøåííÿ ïî x1, à âiä
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÷åòâåðòîãî�çìiøàíó ïî x1 i x2. Çiñòàâèâøè ðåçóëüòàòè, îäåðæèìî
∂2ε11

∂x2
2

+
∂2ε22

∂x2
1

= 2
∂2ε12

∂x1∂x2
.

Àíàëîãi÷íî
∂2ε11

∂x2
3

+
∂2ε33

∂x2
1

= 2
∂2ε13

∂x1∂x3
,

∂2ε22

∂x2
3

+
∂2ε33

∂x2
2

= 2
∂2ε23

∂x2∂x3
. (2.10.1)

Ùîá îäåðæàòè ùå îäíó ãðóïó óìîâ, âiçüìåìî çìiøàíó ïîõiäíó âiä
ε11 ïî x2 i x3, ïîòiì âiä ñóìè ïîõiäíèõ ∂ε12

∂x3
i ∂ε13∂x2

âiäíiìåìî ∂ε23
∂x1

, à
âiä ðåçóëüòàòó âiçüìåìî ïîõiäíó ïî x1. Öå äà¹

∂2ε11

∂x2∂x3
=

∂

∂x1

(
−∂ε23

∂x1
+
∂ε12

∂x3
+
∂ε13
∂x2

)
.

Àíàëîãi÷íî îäåðæèìî
∂2ε22

∂x1∂x3
=

∂

∂x2

(
−∂ε13

∂x2
+
∂ε23

∂x1
+
∂ε12
∂x3

)
, (2.10.2)

∂2ε33

∂x1∂x2
=

∂

∂x3

(
−∂ε12

∂x3
+
∂ε23

∂x1
+
∂ε13
∂x2

)
.

Öi øiñòü ðiâíÿíü i íàçèâàþòüñÿ óìîâàìè ñóìiñíîñòi äåôîðìàöié,
àáî ðiâíÿííÿìè Ñåí-Âåíàíà.
Äðóãèé ïiäõiä. Ç ôiçè÷íî¨ ñóòi çàäà÷i òåîði¨ ïðóæíîñòi âèïëèâà¹,

ùî ïåðåìiùåííÿ ¹ îäíîçíà÷íîþ ôóíêöi¹þ, òîáòî òiëî çàëèøà¹òüñÿ
ñóöiëüíèì. Âåëè÷èíà ïåðåìiùåííÿ âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ ×å-
çàðî

ui = u
(0)
i +

(
x′j−x

(0)
j

)
ω0
ij+

+
∫M ′

M0

[
εik+

(
x′j−xj

)(
∂εik
∂xj

− ∂εjk

∂xi

)]
dxk.

Ïåðøi äâà äîäàíêè ¹ îäíîçíà÷íèìè, îñêiëüêè âèçíà÷àþòü ïåðåìi-
ùåííÿ òî÷êè M0�ïî÷àòêó âiäëiêó i îáåðòàííÿ òiëà íàâêîëî íå¨ ÿê
àáñîëþòíî òâåðäîãî. Òîìó çàëèøà¹òüñÿ çíàéòè óìîâè îäíîçíà÷íî-
ñòi ïåðåìiùåíü âiäíîñíî öåíòðà âiäëiêó òî÷êè M0, ÿêi âèçíà÷àþ-
òüñÿ iíòåãðàëîì
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M ′∫
M0

[
εik+

(
x′j−xj

)(∂εik
∂xj

−
∂εjk
∂xi

)]
dxk,

ÿêèé ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi ∫M ′

M0Pikdxk, äå

Pik = εik+
(
x′j−xj

)(∂εik
∂xj

−
∂εjk
∂xi

)
.

Âiäîìî, ùî óìîâà îäíîçíà÷íîñòi iíòåãðàëà, òîáòî íåçàëåæíîñòi éî-
ãî âiä øëÿõó iíòåãðóâàííÿ, ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ïiäiíòåãðàëüíà ôóí-
êöiÿ Pik ¹ ïîâíèì äèôåðåíöiàëîì. Íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ óìîâîþ
¹ çàëåæíiñòü Pik,m= Pim,k, ñêîðèñòà¹ìîñÿ ÿêîþ[

εik+
(
x′j−xj

)(
∂εik
∂xj

− ∂εjk

∂xi

)]
,m=

=
[
εim+

(
x′j−xj

)(
∂εim
∂xj

− ∂εjm

∂xi

)]
,k[

εik,m+
(
x′j ,m−xj ,m

)(
∂εik
∂xj

− ∂εjk

∂xi

)
+
(
x′j−xj

)(
∂εik,m
∂xj

− ∂εjk,m
∂xi

)]
=

=
[
εim,k+

(
x′j ,k−xj ,k

)(
∂εim
∂xj

− ∂εjm

∂xi

)
+
(
x′j−xj

)(
∂εim,k
∂xj

− ∂εjm,k
∂xi

)]
.

Îñêiëüêè x′j ,m= 0 âíàñëiäîê òîãî, ùî âåëè÷èíè x′j , x′m ¹ íåçàëåæíè-
ìè, òî

xj ,m= δjm =

{
1 (j =m),
0 (j 6=m)[

εik,m−(δjm)
(
∂εik
∂xj

− ∂εjk

∂xi

)
+
(
x′j−xj

)(
∂εik,m
∂xj

− ∂εjk,m
∂xi

)]
=

=
[
εim,k−(δjk)

(
∂εim
∂xj

− ∂εjm

∂xi

)
+
(
x′j−xj

)(
∂εim,k
∂xj

− ∂εjm,k
∂xi

)]
,[

εik,m−
(
∂εik
∂xm

− ∂εmk
∂xi

)
+
(
x′j−xj

)(
∂εik,m
∂xj

− ∂εjk,m
∂xi

)]
=

=
[
εim,k−

(
∂εim
∂xk

− ∂εkm
∂xi

)
+
(
x′j−xj

)(
∂εim,k
∂xj

− ∂εjm,k
∂xi

)]
,[(

∂εmk
∂xi

)
+
(
x′j−xj

)(
∂εik,m
∂xj

− ∂εjk,m
∂xi

)]
=

=
[(

∂εkm
∂xi

)
+
(
x′j−xj

)(
∂εim,k
∂xj

− ∂εjm,k
∂xi

)]
,
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[(
x′j−xj

)(∂εik,m
∂xj

−
∂εjk,m
∂xi

)]
=
[(
x′j−xj

)(∂εim,k
∂xj

− ∂εjm,k
∂xi

)]
,

εki,mj+εjm,ki−εjk,mi−εim,kj= 0. (2.10.3)
Îäåðæàíå ñïiââiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíå (2.10.1) i (2.10.2). Âíàñëi-
äîê íåçàëåæíîñòi ïîõiäíèõ âiä ïîðÿäêó äèôåðåíöiþâàííÿ i ñèìå-
òði¨ òåíçîðà äåôîðìàöié âîíî ìiñòèòü òiëüêè øiñòü íåçàëåæíèõ
ðiâíÿíü.

2.11 Çàäà÷i

Çàäà÷à 2.11.1. Çàäàíî òåíçîð äåôîðìàöié

ε̂=

 0,001 −0,0003 0,0004
−0,0003 0,0015 0,0005
0,0004 0,0005 0,002

.
Çíàéòè âiäíîñíó äåôîðìàöiþ âèäîâæåííÿ âiäðiçêà â çàäàíîìó íà-
ïðÿìêó αx = αy = αz.

Çàäà÷à 2.11.2. Çàäàíî êîìïîíåíòè òåíçîðà äåôîðìàöié â ñè-
ñòåìi êîîðäèíàò x1,x2,x3

ε̂=

 0,001 −0,0003 0,0004
−0,0003 0 0,0005
0,0004 0,0005 0,002

.
Çíàéòè êîìïîíåíòè òåíçîðà äåôîðìàöié â ñèñòåìi êîîðäèíàò
x′1,x

′
2,x

′
3, ÿêùî çàäàíà ìàòðèöÿ ïåðåòâîðåííÿ α̂

α̂=

 −
√

2
2

√
2

2 0√
2

2

√
2

2 0
0 0 −1

.
Çàäà÷à 2.11.3. Çíàéòè ãîëîâíi äåôîðìàöi¨ òà ¨õíi íàïðÿìêè,

ÿêùî çàäàíî òåíçîð äåôîðìàöié.
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à) ε̂=

 0,001 −0,0003 0,0004
−0,0003 0 0,0005
0,0004 0,0005 0,002

,á) ε̂=

 exx exy 0
eyx eyy 0
0 0 0

.
Çàäà÷à 2.11.4. Äëÿ çàäàíîãî äåôîðìîâàíîãî ñòàíó çíàéòè êó-

ëüîâèé òåíçîð, äåâiàòîð äåôîðìàöié òà éîãî iíâàðiàíòè.

à) ε̂=

 0,001 −0,0003 0,0004
−0,0003 0 0,0005
0,0004 0,0005 0,002

,

á) ε̂=

 exx exy 0
eyx eyy 0
0 0 0

.
Çàäà÷à 2.11.5. Çà çàäàíèìè ïåðåìiùåííÿìè çíàéòè òåíçîð ìà-

ëèõ äåôîðìàöié.

à) u=
1

2R
[
z2 +ν

(
x2−y2

)]
, v =

νxy

R
, w =−xz

R
,

á) u=−νγ
E
xz, v =−νγ

E
yz, w =

γ

2E
[
z2 +ν

(
x2 +y2

)
− l2

]
,

â) u=−αyz, v = αxz, w =−αa
2− b2

a2 + b2
xy.

Çàäà÷à 2.11.6. Çíàéòè òåíçîð ñêií÷åííèõ äåôîðìàöié Ãðiíà çà
ïåðåìiùåííÿìè, çàäàíèìè ó ïîïåðåäíié çàäà÷i, i ïîðiâíÿòè ç òåí-
çîðîì ìàëèõ äåôîðìàöié.

Çàäà÷à 2.11.7. Çà âiäîìèì òåíçîðîì íàïðóæåíü çíàéòè ïåðåìi-
ùåííÿ.

à) σ11 = σ22 = σ33 = σ23 = σ31 = 0, σ33 =−E
ρ x,

á) σ11 = σ22 = σ33 = σ12 = 0,

σ13 =−αG
(
y+

3xy
a

)
, σ23 = αG

(
x− 3

2a
(
x2 +y2

))
,
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â) σ11 = σ22 = σ33 = σ12 = 0,

σ13 = α2G
a2

a2 + b2
y, σ23 = α2G

b2

a2 + b2
x.

Çàäà÷à 2.11.8. Çàäàíî ëàãðàíæåâå îïèñàííÿ ðóõó òiëà
ξ1 = x1, ξ2 = x2 +ax3, ξ3 = x3 +ax2,

äå a�ñòàëà âåëè÷èíà. Âèçíà÷èòè ïîëå ïåðåìiùåíü, íîâå ïîëîæåííÿ
ìàòåðiàëüíèõ ÷àñòèíîê, ÿêi â ïî÷àòêîâîìó ñòàíi óòâîðþâàëè:
à) êðóã ç ãðàíèöåþ x2

2 +x2
3 = 1/

(
1−a2

) â ïëîùèíi x1 = 0,
á) íåñêií÷åííîìàëèé êóá, ðåáðà ÿêîãî ëåæàòü íà îñÿõ êîîðäèíàò i
ìàþòü äîâæèíè dx1 = dx2 = dx3 = dx.
Ðîçâ'ÿçîê
Âèçíà÷à¹ì âåêòîð ïåðåìiùåíü â ëàãðàíæåâèõ êîîðäèíàòàõ çà ôîð-
ìóëîþ ui(x1,x2,x3) = ξi(x1,x2,x3)−xi = 0, îäåðæèìî

u1(x1,x2,x3) = ξ1(x1,x2,x3)−x1 = 0,

u2(x2,x3) = ξ2(x1,x2,x3)−x2 = ax3,

u3(x2,x3) = ξ3(x1,x2,x3)−x3 = ax2.

Ïåðåõîäèìî äî åéëåðîâîãî îïèñàííÿ ðóõó òiëà. Äëÿ öüîãî âèðà-
æà¹ìî êîîðäèíàòè òî÷îê â ïî÷àòêîâîìó ñòàíi ÷åðåç êîîðäèíàòè â
äåôîðìîâàíîìó ñòàíi

x1 = ξ1, x2 =
ξ2−aξ3
1−a2

, x3 =
ξ3−aξ2
1−a2

.

Âèçíà÷à¹ìî ïîëå ïåðåìiùåíü â åéëåðîâèõ êîîðäèíàòàõ
u1(ξ1,ξ2,ξ3) = ξ1−x1(ξ1,ξ2,ξ3) = 0,

u2(ξ1,ξ2,ξ3) = ξ2−x2(ξ1,ξ2,ξ3) = a
(ξ3−aξ2)

1−a2
,

u3(ξ1,ξ2,ξ3) = ξ3−x3(ξ1,ξ2,ξ3) = a
(ξ2−aξ3)

1−a2
.

Òðåáà çâåðíóòè óâàãó íà òå, ùî äëÿ çàäàíîãî äåôîðìîâàíîãî ñòàíó
ïðÿìà

ξ1 = 0, ξ2 + ξ3 = 1
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âiäîáðàæà¹òüñÿ íà ïðÿìó
x1 = 0, (x2 +x3) = 1/(1+a).

Öå âèäíî ç ïåðåòâîðåíü
ξ2 + ξ3 = x2 +ax3 +x3 +ax2 = (1+a)(x2 +x3) = 1.

Ïðÿìà x1 = 0, x2 = x3

âiäîáðàæà¹òüñÿ íà ïðÿìó ξ1 = 0, ξ2 = ξ3, öå âèäíî ç
ξ2−aξ3
1−a2

=
ξ3−aξ2
1−a2

, ξ2−aξ3 = ξ3−aξ2, ξ3 = ξ2,

ÿê ïîêàçàíî íà ðèñ.2.11.1.

 
 

Рис.2.11.1 

3ξ  

2ξ  

3n  

2n  

α  

n  

Âèçíà÷à¹ìî ïîëå ïåðåìiùåíü
â äåôîðìîâàíîìó ñòàíi ìàòå-
ðiàëüíèõ ÷àñòèíîê, ÿêi â ïî-
÷àòêîâîìó ñòàíi óòâîðþâàëè
êðóã ç ãðàíèöåþ

x2
2 +x2

3 = 1/
(
1−a2

)
â ïëîùèíi x1 = 0. Äëÿ öüî-
ãî çíàõîäèìî êðèâó, â ÿêó ïå-
ðåéøëà ãðàíèöÿ. Âèðàæà¹ìî
ñòàði êîîðäèíàòè ÷åðåç íîâi i
ïiäñòàâëÿ¹ìî ó ðiâíÿííÿ ãðà-
íèöi

x1 = ξ1, x2 = ξ2−aξ3
1−a2 , x3 = ξ3−aξ2

1−a2 ,(
ξ2−aξ3
1−a2

)2

+
(
ξ3−aξ2
1−a2

)2

=
1

(1−a2)
.

Âèêîíàâøè ïåðåòâîðåííÿ, îäåðæèìî
1+a2

1−a2
ξ22−

4a
1−a2

ξ2ξ3 +
1+a2

1−a2
ξ23 = 1.

Öå ðiâíÿííÿ êðèâî¨ äðóãîãî ñòåïåíÿ òèïó
a11ξ

2
2 +2a12ξ2ξ3 +a22ξ

2
3 = 1,

äëÿ òîãî ùîá âèçíà÷èòè ¨¨ ôîðìó, òðåáà çíàéòè ¨¨ âëàñíi ÷èñëà ç
óìîâè
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∣∣∣∣∣ a11−λ a12

a21 a22−λ

∣∣∣∣∣= 0,

∣∣∣∣∣ 1+a2

1−a2 −λ − 2a
1−a2

− 2a
1−a2

1+a2

1−a2 −λ

∣∣∣∣∣= 0,

ç ÿêî¨ îäåðæó¹ìî êâàäðàòíå ðiâíÿííÿ

λ2−2
1+a2

1−a2
λ+1 = 0,

êîðåíi ÿêîãî λ1 = (1+a)/(1−a), λ2 = (1−a)/(1+a).
Çíàõîäèìî îði¹íòàöiþ âëàñíèõ âåêòîðiâ, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ

ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè
(a11−λ)n2 +a12n3 = 0,
a12n2 +(a22−λ)n3 = 0,

äå n2 i n3�ïðîåêöi¨ îäèíè÷íîãî âåêòîðà â íàïðÿìêó ãîëîâíèõ îñåé
çà óìîâè n2

2+n2
3 = 1. Ó âèïàäêó äâîâèìiðíî¨ çàäà÷i ðîçâ'ÿçîê ìîæíà

ñïðîñòèòè, îñêiëüêè n1 = cosα, n2 = sinα, òî tgα=−a11−λ
a12

. Ïðè
λ = λ1 ìà¹ìî tgα1 = −1, ïðè λ = λ2 ìà¹ìî tgα2 = 1. Ç óìîâè
a < 1, λ1 > 0, λ2 > 0 äîñëiäæóâàíà êðèâà ¹ åëiïñ ç ïiâîñÿìè√

λ1 =
√

(1+a)/(1−a),
√
λ2 =

√
(1−a)/(1+a).

 
 

2λ  

1λ  

α  

Рис.2.11.2 

Åëiïñ, íà ÿêèé ïåðåòâîðþ¹-
òüñÿ êîëî âíàñëiäîê äåôîð-
ìàöi¨, ïîêàçàíî íà ðèñ.2.11.2.
Âèçíà÷à¹ìî íîâå ïîëîæåííÿ
ìàòåðiàëüíèõ ÷àñòèíîê, ÿêi â
ïî÷àòêîâîìó ñòàíi óòâîðþâà-
ëè íåñêií÷åííîìàëèé êóá, ðå-
áðà ÿêîãî ëåæàòü íà îñÿõ
êîîðäèíàò i ìàþòü äîâæèíè
dx1 = dx2 = dx3 = dx. Ðîçãëÿ-
äà¹ìî ðåáðî dx1, êîîðäèíà-
òè éîãî òî÷îê âèçíà÷àþòüñÿ
óìîâàìè x2 = x3 = 0. Ñêîðè-
ñòà¹ìîñÿ âèðàçàìè äëÿ ïåðå-
ìiùåíü â ëàãðàíæåâèõ êîîð-
äèíàòàõ
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u1 = ξ1−x1 = 0, u2 = ξ2−x2 = ax3, u3 = ξ3−x3 = ax2,

 
 

2x  

1dx  

3dx  

2dx  

3x  

1x  
Рис.2.11.3 

ç ÿêèõ äëÿ ðåáðà dx1

ìà¹ìî u1 = u2 = u3 = 0,
òîáòî éîãî ïîëîæåííÿ
â äåôîðìîâàíîìó ñòàíi
ñïiâïàäà¹ ç ïî÷àòêîâèì.
Ðîçãëÿäà¹ìî ðåáðî dx2,
êîîðäèíàòè éîãî òî÷îê
âèçíà÷àþòüñÿ óìîâàìè
x1 = x3 = 0, ó íüîãî
u1 = u2 = 0, u3 = ax2.
Ðîçãëÿäà¹ìî ðåáðî dx3,
êîîðäèíàòè éîãî òî÷îê

âèçíà÷àþòüñÿ óìîâàìè x1 = x2 = 0, ó íüîãî u1 = 0, u2 = ax3, u3 = 0.
Ïîëîæåííÿ ðåáåð dx1 = dx2 = dx3 = dx â ïî÷àòêîâîìó i äåôîðìî-
âàíîìó ñòàíàõ ïîêàçàíî íà ðèñ.2.11.3. Àíàëîãi÷íî çíàõîäÿòü ïîëî-
æåííÿ i âñiõ iíøèõ ðåáåð êóáà. Ïîëîæåííÿ êóáà â ïî÷àòêîâîìó i
äåôîðìîâàíîìó ñòàíàõ ïîêàçàíî íà ðèñ.2.11.4.

Рис.2.11.4 
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Çàäà÷à 2.11.9. Çàäàíî âåêòîð ïåðåìiùåíü â ëàãðàíæåâèõ (ïî-
÷àòêîâèõ, ìàòåðiàëüíèõ) êîîðäèíàòàõ ~u = 4~e1x2

1 +~e2x2x
2
3 +~e3x1x

2
3.

Âèçíà÷èòè ïîëîæåííÿ òî÷êè â äåôîðìîâàíîìó ñòàíi, êîîðäèíàòè
ÿêî¨ â ïî÷àòêîâîìó ñòàíi (1, 0, 2).

Ðîçâ'ÿçîê
Ðàäióñ-âåêòîð òî÷êè â ïî÷àòêîâîìó ñòàíi ~r = ~e1 +2~e3, âåêòîð ¨¨

ïåðåìiùåííÿ
~u= 4~e1 +4~e3.

Ðàäióñ-âåêòîð òî÷êè â äåôîðìîâàíîìó ñòàíi ~R= ~r+~u,

òîìó ~R= 5~e1 +6~e3.

2x  

Рис.2.11.5 

3x  

1x  

ze  

ϑe  

re  

ϑ  

 
 

Çàäà÷à 2.11.10. Çàäàíî âåêòîð ïåðåìiùåíü â ëàãðàíæåâèõ (ïî-
÷àòêîâèõ, ìàòåðiàëüíèõ) äåêàðòîâèõ êîîðäèíàòàõ

~u=−a~e1x2x3 +a~e2x1x3,

äå a�ñòàëà âåëè÷èíà. Çíàéòè êîìïîíåíòè âåêòîðà ïåðåìiùåíü â
öèëiíäðè÷íèõ êîîðäèíàòàõ.

Ðîçâ'ÿçîê
Áàçèñíi âåêòîðè â öèëiíäðè÷íèõ êîîðäèíàòàõ ïîâåðíóòi íà êóò

ϑ íàâêîëî îñi x3, (z). Äëÿ òîãî ùîá çíàéòè êîìïîíåíòè âåêòîðà ïå-
ðåìiùåíü â öèëiíäðè÷íèõ êîîðäèíàòàõ, òðåáà ñêîðèñòàòèñÿ çàãàëü-
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íèìè ôîðìóëàìè ïåðåòâîðåííÿ êîìïîíåíò âåêòîðà ïðè ïîâîðîòi
ñèñòåìè êîîðäèíàò

u′i = αijuj .

Òóò âåëè÷èíè çi øòðèõîì íàëåæàòü äî íîâî¨ ñèñòåìè, à áåç
øòðèõà�äî ñòàðî¨. Âåëè÷èíè αij ¹ êîìïîíåíòàìè ìàòðèöi ïåðåòâî-
ðåííÿ, ÿêi äîðiâíþþòü ïðîåêöiÿì áàçèñíèõ âåêòîðiâ íîâî¨ ñèñòåìè
íà ñòàði. Ç ðèñ.2.11.5 ñóòî ãåîìåòðè÷íî âèïëèâà¹, ùî

||αij ||=

 cosϑ sinϑ 0
−sinϑ cosϑ 0

0 0 1

,
u′1 = u1cosϑ+u2sinϑ,
u′1 =−u1sinϑ+u2cosϑ,
u′3 = u3.
Óðàõîâóþ÷è, ùî

x1 = rcosθ, x2 = rsinθ, x3 = x′3 = z

îäåðæèìî
ur = u′1 = (−ax3rsinθ)cosθ+(ax3rcosθ)sinθ = 0,
uθ = u′2 =−(−ax3rsinθ)sinθ+(ax3rcosθ)cosθ = azr,

u′3 = uz.

Çàäà÷à 2.11.11. Çàäàíî çàëåæíiñòü ìiæ ïî÷àòêîâèìè
(ëàãðàíæåâèìè�ìàòåðiàëüíèìè) äåêàðòîâèìè êîîðäèíàòàìè i
êîîðäèíàòàìè â äåôîðìîâàíîìó ñòàíi

ξ1 = x1, ξ2 = x2 +ax3, ξ3 = x3 +ax2,

äå a�ñòàëà âåëè÷èíà. Çíàéòè òåíçîð ñêií÷åííèõ äåôîðìàöié Ãðiíà.
Ðîçâ'ÿçîê
Âèçíà÷à¹ìî ïåðåìiùåííÿ ui = ξi−xi,

u1 = 0, u2 = ax3, u3 = ax2.

Çíàõîäèìî êîìïîíåíòè òåíçîðà ñêií÷åííèõ äåôîðìàöié çà ôîðìó-
ëàìè

ejk =
1
2
(ui,j+uj ,i+uk,iuk,j),
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e11 =
1
2
(u1,1+u1,1+u1,1u1,1+u2,1u2,1+u3,1u3,1) = 0,

e22 = 1
2(u2,2+u2,2+u1,2u1,2+u2,2u2,2+u3,2u3,2) =

= 1
2

(
0+0+0+0+a2

)
= a2

2 ,

e12 = 1
2(u1,2+u2,1+u1,1u1,2+u2,1u2,2+u3,1u3,2) = 0,

e23 = 1
2(u2,3+u3,2+u1,2u1,3+u2,2u2,3 +u3,2u3,3) =

= 1
2(a+a+0+0+0) = a,

e33 = 1
2(u3,3 +u3,3 +u1,3u1,3 +u2,3u2,3 +u3,3u3,3) =

= 1
2

(
0+0+0+a2 +0

)
= a2

2 .

||eij ||=

 0 0 0
0 a2/2 a

0 a a2/2

.
Çàäà÷à 2.11.12. Äîâåñòè, ùî ïðè äåôîðìàöi¨ çñóâó

ξ1 = x1, ξ2 = x2 +
√

2x3, ξ3 = x3 +
√

2x2,

ãîëîâíi íàïðÿìêè òåíçîðiâ eij òà Aij îäíi i òiæ ñàìi.

Çãiäíî ç (2.2.3) eij = 1
2

(
∂ξk
∂xi

∂ξk
∂xj

− δij
)
, òîìó

e11 =
1
2

(
∂ξ1
∂x1

∂ξ1
∂x1

+
∂ξ2
∂x1

∂ξ2
∂x1

+
∂ξ3
∂x1

∂ξ3
∂x1

−1
)

=

=
1
2
(1+0+0−1) = 0,

e12 =
1
2

(
∂ξ1
∂x1

∂ξ1
∂x2

+
∂ξ2
∂x1

∂ξ2
∂x2

+
∂ξ3
∂x1

∂ξ3
∂x2

)
=

=
1
2
(0+0+0) = 0,

e22 =
1
2

(
∂ξ1
∂x2

∂ξ1
∂x2

+
∂ξ2
∂x2

∂ξ2
∂x2

+
∂ξ3
∂x2

∂ξ3
∂x2

−1
)

=

=
1
2

(
0+1+

√
2 ·
√

2−1
)

= 1,
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e23 =
1
2

(
∂ξ1
∂x2

∂ξ1
∂x3

+
∂ξ2
∂x2

∂ξ2
∂x3

+
∂ξ3
∂x2

∂ξ3
∂x3

)
=

=
1
2

(
0+

√
2+

√
2
)

=
√

2.

Àíàëîãi÷íî âèçíà÷àþòü iíøi êîìïîíåíòè

‖eij‖=

 0 0 0
0 1

√
2

0
√

2 1

.
Ùîá çíàéòè ãîëîâíi äåôîðìàöi¨, çíàõîäèìî âëàñíi ÷èñëà ç õà-

ðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ e3−I1e2 +I2e−I3 = 0. Êîåôiöi¹íòè öüî-
ãî ðiâíÿííÿ ¹ iíâàðiàíòàìè òåíçîðà eij . Êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî
ðiâíÿííÿ e1 = 0, e2 = 1−

√
2, e3 = 1+

√
2. Öåé òåíçîð â ãîëîâíèõ

îñÿõ çâîäèòüñÿ äî âèãëÿäó

‖êij‖=

 0 0 0
0 1−

√
2 0

0 0 1+
√

2

.
Âëàñíi âåêòîðè âèçíà÷àþòü ãîëîâíi íàïðÿìêè ~n(1,0,0),
~n
(
0, 1√

2
,− 1√

2

)
, ~n
(
0, 1√

2
, 1√

2

)
. Ìàòðèöÿ ïåðåòâîðåííÿ

‖αij‖=

 1 0 0
0 1

/√
2 1

/√
2

0 −1
/√

2 1
/√

2

.
Àíàëîãi÷íî, çãiäíî ç (2.2.5), Aij = 1

2

(
δij− ∂xk

∂ξi
∂xk
∂ξj

)
, òîìó

‖Aij‖=

 0 0 0
0 −1

√
2

0
√

2 −1

.
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Ïðè ïåðåòâîðåííi ç òi¹þ ñàìîþ ìàòðèöåþ ‖αij‖ öåé òåíçîð çâîäè-
òüñÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

∥∥∥Âij∥∥∥=

 0 0 0
0 −1−

√
2 0

0 0 −1+
√

2

.
Ïåðåâiðêó öèõ îá÷èñëåíü ïðîïîíó¹òüñÿ âèêîíàòè ÷èòà÷ó.

Çàäà÷à 2.11.13. Âèêîðèñòîâóþ÷è âèçíà÷åííÿ (2.2.3), äîâåñòè, ùî
ïðè ïåðåòâîðåííi êîîðäèíàò ξi = αijξ

′
j òà x′i = αijxj òåíçîð ñêií÷åí-

íèõ äåôîðìàöié Ëàãðàíæà eij ïåðåòâîðþ¹òüñÿ ÿê òåíçîð äðóãîãî
ðàíãó. Çà ôîðìóëîþ (2.2.3)

eij =
1
2

(
∂ξk
∂xi

∂ξk
∂xj

− δij
)
,

ïðè âêàçàíîìó ïåðåòâîðåííi êîîðäèíàò îäåðæó¹ìî

eij =
1
2

(
∂(αpkξ′p)
∂x′m

∂x′m
∂xi

∂(αqkξ′qq)
∂x′n

∂x′n
∂xj

− ∂ξi
∂ξj

)
=

=
1
2

(
αmiαnjδpq

∂ξ′p
∂x′m

∂ξ′q
∂x′n

− ∂(αmiξ′m)
∂ξ′n

∂ξ′n
∂ξj

)
=

= αmiαnj

[
1
2

(
∂ξ′p
∂x′m

∂ξ′q
∂x′n

− δ′mn
)]

= αmiαnje
′
mn.

Ïðè ïåðåòâîðåííÿõ âðàõîâàíî αpkαqk = δpq.

Çàäà÷à 2.11.14. Çàäàíå ïîëå îäíîðiäíî¨ äåôîðìàöi¨, ÿêå âèçíà-
÷à¹òüñÿ òåíçîðîì ñêií÷åííèõ äåôîðìàöié

‖eij‖=

 1 3 −2
3 1 −2
−2 −2 6

.
Âèçíà÷èòè ãîëîâíi äåôîðìàöi¨ òà íàïðÿìêè ãîëîâíèõ îñåé.

Ãîëîâíi äåôîðìàöi¨ ¹ êîðåíÿìè õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ
e3 − I1e2 + I2e− I3 = 0, êîåôiöi¹íòàìè ÿêîãî ¹ iíâàðiàíòè ñèìåò-
ðè÷íîãî òåíçîðà äðóãîãî ðàíãó:

I1 = eii = e11 +e22 +e33 = 8,
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I2 =

∣∣∣∣∣ e11 e12

e21 e22

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ e22 e23

e23 e33

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ e11 e13

e31 e33

∣∣∣∣∣=
=

∣∣∣∣∣ 1 3
3 1

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ 1 −2
−2 6

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ 1 −2
−2 6

∣∣∣∣∣=−4,

I3 =

∣∣∣∣∣∣∣
e11 e12 e13

e21 e22 e23

e31 e32 e33

∣∣∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣∣∣

1 3 −2
3 1 −2
−2 −2 6

∣∣∣∣∣∣∣=−32.

e3−8e2−4e+32 = 0.

Çâiäñè
e(1) = 8, e(2) = 2, e(3) =−2.

Íàïðÿìêè ãîëîâíèõ äåôîðìàöié ñïiâïàäàþòü ç ãîëîâíèìè
âåêòîðàìè i âèçíà÷àþòüñÿ ç ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü(
eij− δije(k)

)
nj = 0,(

e11−e(k)
)
n1 +e12n2 +e13n3 = 0,

e21n1 +
(
e22−e(k)

)
n2 +e23n3 = 0,

e31n1 +e32n2 +
(
e33−e(k)

)
n3 = 0,

äå nj�ïðîåêöi¨ îäèíè÷íî¨ íîðìàëi äî k-¨ ãîëîâíî¨ ïëîùèíêè.
Îñêiëüêè âèçíà÷íèê ñèñòåìè äîðiâíþ¹ íóëþ, ç öi¹¨ óìîâè âèçíà÷à-
þòü ãîëîâíi äåôîðìàöi¨, òîìó ñèñòåìà âèðîäæåíà i ìà¹ íå áiëüøå
ÿê äâà ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðiâíÿííÿ äî ÿêèõ òðåáà äîäàòè óìîâó
íîðìóâàííÿ n2

1 +n2
2 +n2

3 = 1. Íàïðèêëàä, ïðè âèçíà÷åííi íàïðÿìêó
ãîëîâíî¨ äåôîðìàöi¨ ìà¹ìî ñèñòåìó

−n1 +3n2−2n3 = 0,
3n1−n2−2n3 = 0,
2n1 +2n2−4n3 = 0,

ç ÿêî¨ ëåãêî ïîáà÷èòè, ùî ñóìà ïåðøèõ äâîõ ðiâíÿíü ñïiâïàäà¹ ç
òðåòiì. Ç ïåðøèõ äâîõ ðiâíÿíü âèðàæà¹ìî n1 i n2 ÷åðåç n3, îäåð-
æó¹ìî n1 = n3, n2 = n3. Ñêîðèñòàâøèñü óìîâîþ íîðìóâàííÿ, îäåð-
æó¹ìî: n1 = 1/

√
3, n2 = 1/

√
3, n3 = 1/

√
3. Ìàòðèöÿ ïåðåòâîðåííÿ

äî ãîëîâíèõ íàïðÿìêiâ áóäó¹òüñÿ íà ãîëîâíèõ âåêòîðàõ i â äàíîìó
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âèïàäêó ìà¹ âèãëÿä

‖αij‖=

 −1/
√

6 −1/
√

6 2/
√

6
1/
√

3 1/
√

3 1/
√

3
1/
√

2 −1/
√

2 0

.
Çàäà÷à 2.11.15. Òiëî ïåðåáóâà¹ â îäíîðiäíîìó äåôîðìîâàíîìó

ñòàíi ξ1 =
√

3x1, ξ2 = 2x2, ξ3 =
√

3x3−x2. Âèçíà÷èòè ìàòåðiàëüíèé
åëiïñî¨ä äåôîðìàöié, íà ÿêèé ïåðåòâîðþ¹òüñÿ ñôåðè÷íà ïîâåðõíÿ
x2

1 +x2
2 +x2

3 = 1. Ïîêàçàòè, ùî ðiâíÿííÿ öüîãî åëiïñî¨äà äåôîðìàöié
ìà¹ âèãëÿä ξ21

/
Λ2

1+ξ22
/
Λ2

2+ξ23
/
Λ2

3 = 1, äå Λ2
i�êâàäðàòè êîåôiöi¹íòiâ

äîâæèíè â íàïðÿìêó âiäïîâiäíèõ êîîðäèíàòíèõ îñåé.

Ðîçâ'ÿçîê

Âèðàæà¹ìî ñòàði êîîðäèíàòè ÷åðåç íîâi
x1 = ξ1

/√
3, x2 = ξ2/2, x3 = ξ3

/√
3+ ξ2

/
2
√

3.

Îñêiëüêè äåôîðìàöiÿ îäíîðiäíà, òî ìîæíà íå ïåðåõîäèòè äî äèôå-
ðåíöiàëiâ, à ïðîñòî ïiäñòàâèòè ñòàði êîîðäèíàòè, âèðàæåíi ÷åðåç
íîâi, ó ðiâíÿííÿ åëiïñà

ξ21
/
3+ ξ22

/
4+ ξ23

/
3+ ξ2ξ3/3+ ξ22

/
12 = 1,

ξ21
/
3+ ξ22

/
3+ ξ23

/
3+ ξ2ξ3/3 = 1.

Îäåðæàíié êâàäðàòè÷íié ôîðìi ìîæíà çiñòàâèòè ñèìåòðè÷íó ìà-
òðèöþ ∥∥bij∥∥=

 1/3 0 0
0 1/3 1/6
0 1/6 1/3

.
Äëÿ òîãî ùîá îäåðæàíó êâàäðàòè÷íó ôîðìó ïðèâåñòè äî êàíîíi÷-
íîãî âèãëÿäó, òðåáà ïåðåéòè äî ãîëîâíèõ îñåé. Ùîá çíàéòè ìàòðè-
öþ ïåðåòâîðåííÿ ñèñòåìè êîîðäèíàò, òðåáà çíàéòè ¨¨ âëàñíi ÷èñëà
i âëàñíi âåêòîðè. Çàïèñó¹ìî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ

λ3− I1λ2 + I2λ− I3 = 0,
λ3−λ2 + 11

36λ−
1
36 = 0,
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êîðåíi ÿêîãî λ1 = 1/3, λ2 = 1/2, λ3 = 1/6. Â ãîëîâíèõ îñÿõ ìàòðèöÿ
íàáóâà¹ âèãëÿäó  1/3 0 0

0 1/2 0
0 0 1/6

,
à âiäïîâiäíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà�

ξ̂21

/
3+ ξ̂22

/
2+ ξ̂23

/
6 = 1.

Îäåðæàíå ðiâíÿííÿ ¹ ðiâíÿííÿì åëiïñà ç ïiâîñÿìè
1
/√

3, 1
/√

2, 1
/√

6. Ùîá çíàéòè ìàòðèöþ ïåðåòâîðåííÿ ñè-
ñòåìè êîîðäèíàò, çíàõîäèìî ãîëîâíi âåêòîðè ç îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè
ðiâíÿíü (bij− δijλ)nj = 0 çà óìîâè, ùî ãîëîâíi âåêòîðè íîðìî-
âàíi, òîáòî ¨õ äîâæèíà äîðiâíþ¹ îäèíèöi. Îäåðæó¹ìî ~n(1,0,0),
~n
(
0,1/

√
2,1/

√
2
)
, ~n

(
0,−1/

√
2,1/

√
2
)
. Ìàòðèöÿ ïåðåòâîðåííÿ

ñèñòåìè êîîðäèíàò ìà¹ âèãëÿä

‖αij‖=

 1 0 0
0 1

/√
2 1

/√
2

0 −1
/√

2 1
/√

2

.
Äëÿ òîãî ùîá ïîêàçàòè, ùî ðiâíÿííÿ åëiïñî¨äà äåôîðìàöié ìà¹ âè-
ãëÿä

ξ21
/
Λ2

1 + ξ22
/
Λ2

2 + ξ23
/
Λ2

3 = 1,

äå Λ2
i�êâàäðàòè êîåôiöi¹íòiâ äîâæèíè, çíàõîäèìî ãðàäi¹íò òåíçîðà

äåôîðìàöié

F =
∥∥∥∥ ∂ξi∂xj

∥∥∥∥=


√

3 0 0
0 2 0
0 −1

√
3

.
Çíàõîäèìî òåíçîð äåôîðìàöié Ãðiíà

G= F ′F =


√

3 0 0
0 2 −1
0 0

√
3



√

3 0 0
0 2 0
0 −1

√
3

=
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=

 3 0 0
0 5 −

√
3

0 −
√

3 3

.
Çíàõîäèìî éîãî âëàñíi ÷èñëà. Õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ ìà¹ âè-
ãëÿä

x3−11x2 +36x−36 = 0,

éîãî êîðåíi âèçíà÷àþòü êâàäðàòè êîåôiöi¹íòiâ äîâæèíè
Λ2

1 = 3, Λ2
2 = 6, Λ2

3 = 2.

Òåíçîð äåôîðìàöié Ãðiíà â ãîëîâíèõ îñÿõ íàáóâà¹ âèãëÿäó

Ĝ=

 3 0 0
0 6 0
0 0 2

.
Âií ïîêàçó¹, ùî êâàäðàòè ïiâîñåé åëiïñà äîðiâíþþòü êâàäðàòàì
êîåôiöi¹íòiâ äîâæèíè. Ùîá çíàéòè ìàòðèöþ ïåðåòâîðåííÿ, çíàõî-
äèìî âëàñíi âåêòîðè ç ñèñòåìè ðiâíÿíü (Gij− δijΛ2

)
nj = 0,

n2
1+n2

2+n2
3 =1.Îäåðæó¹ìî ~n(1,0,0), ~n

(
1,
√

3
/
2,−1/2

)
, ~n
(
0,1/2,

√
3
/
2
)

i ìàòðèöþ ïåðåòâîðåííÿ

‖αij‖=

 1 0 0
0

√
3
/
2 −1/2

0 1/2
√

3
/
2

.
Êðiì òîãî, ùîá ïîêàçàòè, ùî äåôîðìóâàííÿ ¹ ðåçóëüòàò ïîâîðîòó i
ïåðåòâîðåííÿ ñôåðè íà åëiïñî¨ä, ñêîðèñòà¹ìîñÿ ïîëÿðíèì ðîçêëà-
äîì ãðàäi¹íòà äåôîðìàöié F = NS, äå N�îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ,
ÿêà âèçíà÷à¹ ïîâîðîò ñèñòåìè êîîðäèíàò i ïîâîðîò òiëà ÿê òâåð-
äîãî, à S�ñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ, ÿêîþ âèçíà÷à¹òüñÿ ïåðåòâîðåííÿ
ñôåðè íà åëiïñî¨ä. Îñêiëüêè S2 = F ′F =G, òî â êàíîíi÷íié (äiàãî-
íàëiçîâàíié) ôîðìi

Ŝ =


√

3 0 0
0

√
6 0

0 0
√

2

.
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Êîìïîíåíòè òåíçîðà S â ñòàðié ñèñòåìi êîîðäèíàò çíàõîäÿòü çà
ñòàíäàðòíèìè ôîðìóëàìè Sij = αkiαmjS

′
km

Ŝ =


√

3 0 0
0 3

√
3+1

2
√

2

√
3−3

2
√

2

0
√

3−3
2
√

2

√
3+3

2
√

2

.
Çàäà÷à 2.11.16. Äëÿ îäíîðiäíî¨ äåôîðìàöi¨

ξ1 =
√

3x1, ξ2 = 2x2, ξ3 =
√

3x3−x2

âèçíà÷èòè ïðîñòîðîâèé åëiïñî¨ä äåôîðìàöi¨ òà ïîêàçàòè, ùî éîãî
ðiâíÿííÿì ¹

λ2
(1)x

2
1 +λ2

(2)x
2
2 +λ2

(3)x
2
3 = 1.

Ðîçâ'ÿçîê
Äëÿ òîãî ùîá âèçíà÷èòè ïðîñòîðîâèé åëiïñî¨ä äåôîðìàöi¨, òðå-

áà çíàéòè, ÿêó ôîðìó ìàëà ñôåðà
ξiξi = 1, ξ21 + ξ22 + ξ23 = 1,

îòðèìàíà â ðåçóëüòàòi äåôîðìàöi¨.
Îñêiëüêè äåôîðìîâàíèé ñòàí îäíîðiäíèé, òî ìîæíà íå ïåðå-

õîäèòè äî äèôåðåíöiàëüíî¨ ôîðìè, à ïðîñòî âèðàçèòè â ðiâíÿííi
ñôåðè íîâi êîîðäèíàòè ÷åðåç ñòàði:

3x2
1 +4x2

2 +3x2
3−2

√
3x2x3 +x2

2 = 1,
3x2

1 +5x2
2 +3x2

3−2
√

3x2x3 = 1.

Êâàäðàòè÷íié ôîðìi ìîæíà çiñòàâèòè ñèìåòðè÷íó ìàòðèöþ 3 0 0
0 5 −

√
3

0 −
√

3 3

,
ÿêà âiäïîâiäà¹ òåíçîðó äåôîðìàöié Ãðiíà G= F ′F , äå
F = ‖∂ξi/∂xj‖�ãðàäi¹íò äåôîðìàöié. Ðiâíÿííÿ åëiïñî¨äà çâîäèòüñÿ
äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó (â ãîëîâíèõ îñÿõ)

3x2
1 +6x2

2 +2x2
3 = 1,
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ïåðåòâîðåííÿì ç ìàòðèöåþ

‖αij‖=

 1 0 0
0

√
3/2 1/2

0 −1/2
√

3/2

.
Åëiïñî¨äó âiäïîâiäà¹ ìàòðèöÿ, ÿêà ¹ òåíçîðîì Ãðiíà â ãîëîâíèõ îñÿõ

Ĝ=

 3 0 0
0 6 0
0 0 2

,
äiàãîíàëüíi ÷ëåíè ÿêî¨ ¹ êîåôiöi¹íòàìè äîâæèíè.

Çàäà÷à 2.11.17. Áåçïîñåðåäíiì ðîçêëàäîì ïåðåâiðèòè, ùî äðó-
ãèé iíâàðiàíò òåíçîðà äåôîðìàöié ‖eij‖ ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

I2 =

∣∣∣∣∣ e11 e12

e21 e22

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ e11 e13

e31 e33

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ e22 e23

e32 e33

∣∣∣∣∣.
Ðîçâ'ÿçîê

Çàäà÷à âèçíà÷åííÿ ãîëîâíèõ äåôîðìàöié i ãîëîâíèõ íàïðÿìêiâ
òåíçîðà äåôîðìàöié ïðèâîäèòü äî îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü

(eij− δije)nj = 0,

ÿêà ìà¹ íåòðèâiàëüíi ðîçâ'ÿçêè çà óìîâè, ùî âèçíà÷íèê ñèñòåìè
äîðiâíþ¹ íóëþ

|eij− δije|= 0,

∣∣∣∣∣∣∣
e11−e e12 e13

e21 e22−e e23

e31 e32 e33−e

∣∣∣∣∣∣∣= 0.

Ðîçêðèâàþ÷è âèçíà÷íèê, îäåðæó¹ìî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ
e3− I1e2 + I2e− I3 = 0, êîåôiöi¹íòè ÿêîãî íå çàëåæàòü âiä âèáîðó
ñèñòåìè êîîðäèíàò. Öå îçíà÷à¹, ùî âîíè ¹ iíâàðiàíòàìè. Áåçïîñå-
ðåäí¹ ðîçêðèòòÿ âèçíà÷íèêà äà¹ I1 = e11 +e22 +e33,

I2 = e11e22 +e22e33 +e33e11− (e212 +e223 +e231).
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Ç iíøîãî áîêó, áåçïîñåðåäí¹ ðîçêðèòòÿ âèðàçó

I2 =

∣∣∣∣∣ e11 e12

e21 e22

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ e11 e13

e31 e33

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ e22 e23

e32 e33

∣∣∣∣∣
ïðèâîäèòü äî òîãî ñàìîãî ðåçóëüòàòó.

Çàäà÷à 2.11.18. Îäíîðiäíà ñêií÷åííà äåôîðìàöiÿ õàðàêòåðèçó-
¹òüñÿ ïåðåìiùåííÿìè ui = Aijxj , äå Aij�ñòàëi. Çíàéòè âèðàç äëÿ
âiäíîñíî¨ çìiíè îá'¹ìó (çìiíè, ùî ïðèïàäà¹ íà îäèíèöþ ïî÷àòêî-
âîãî îá'¹ìó). Äîâåñòè, ùî ïðè äóæå ìàëèõ Aij âií çâîäèòüñÿ äî
êóái÷íîãî ðîçøèðåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî ìàëèé ïðÿìîêóòíèé ïàðàëåëåïiïåä ç ïî÷àòêîâèìè
ðîçìiðàìè dx1, dx2, dx3 âçäîâæ îñåé êîîðäèíàò. Çà äàíî¨ äåôîðìà-
öi¨ ïðîåêöi¨ ðåáåð öüîãî ïàðàëåëåïiïåäà íà îñi êîîðäèíàò â äåôîð-
ìîâàíîìó ñòàíi áóäóòü

dξi = (Aij + δij)dxj .

Ïî÷àòêîâèé ïðÿìîêóòíèé ïàðàëåëåïiïåä îá'¹ìó
dV0 = dx1dx2dx3

ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà êîñèé ïàðàëåëåïiïåä, ðåáðà ÿêîãî ¹ âåêòîðàìè
~eidξi = ~ei(Aij + δij)dxj .

Îá'¹ì êîñîêóòíîãî ïàðàëåëåïiïåäà ìîæíà çíàéòè ÿê çìiøàíèé äî-
áóòîê âåêòîðiâ, íà ÿêèõ âií ïîáóäîâàíèé. Öåé äåôîðìîâàíèé åëå-
ìåíò ìà¹ îá'¹ì

dV = εijk(Ai1 + δi1)(Aj2 + δj2)(Ak3 + δk3)dx1dx2dx3.

Òîäi
dV

dV0
=
dV0 +∆V

dV0
=

= 1+
∆V
dV0

= εijk(Ai1 + δi1)(Aj2 + δj2)(Ak3 + δk3).

ßêùî Aij äóæå ìàëi, òî ¨õ ñòåïåíÿìè âèùå ïåðøî¨ ìîæíà çíåõòó-
âàòè. Òîäi

∆V/dV0 = εijk(Ai1δj2δk3 + δi1Aj2δk3 + δi1δj2Ak3 + δi1δj2δk3)−1 =

=A11 +A22 +A33.
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Ó ëiíiéíié òåîði¨ êîåôiöi¹íò êóái÷íîãî ðîçøèðåííÿ äîðiâíþ¹
eii = e11 +e22 +e33 = ∂ui/∂xi,

ùî ó âèïàäêó ui =Aijxj äà¹
eii =A11 +A22 +A33.

Çàäà÷à 2.11.19. Ëiíiéíà (ìàëà) äåôîðìàöiÿ çàäàíà
ñïiââiäíîøåííÿìè

u1 = 4x1−x2 +3x3, u2 = x1 +7x2, u3 =−3x1 +4x2 +4x3.

Çíàéòè ãîëîâíi äåôîðìàöi¨ (âèäîâæåííÿ) ε(n) òà ãîëîâíi çíà÷åííÿ
äåâiàòîðà äåôîðìàöié s(n).

Ðîçâ'ÿçîê
Òåíçîð εij ìîæíà çíàéòè ÿê ñèìåòðè÷íó ÷àñòèíó ãðàäi¹íòà ïå-

ðåìiùåííÿ

‖∂ui/∂xj‖=

 4 −1 3
1 7 0
−3 4 4

,
àáî âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ Êîøi

εij =
1
2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
,

‖εij‖=

 4 0 0
0 7 2
0 2 4

.
Ùîá çíàéòè ãîëîâíi äåôîðìàöi¨, çíàõîäèìî êîðåíi õàðàêòå-

ðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ ε3−I1ε2 +I2ε−I3 = 0, ε3−15ε2 +68ε−96 = 0,
ε1 = 8, ε2 = 4, ε3 = 3, ÿêèìè âèçíà÷àþòüñÿ äåôîðìàöi¨ âiäíîñíîãî
âèäîâæåííÿ. Òåíçîð äåôîðìàöié â ãîëîâíèõ îñÿõ

‖ε̂ij‖=

 8 0 0
0 4 0
0 0 3

.
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Ùîá çíàéòè äåâiàòîð äåôîðìàöié, ñïî÷àòêó çíàõîäèìî êóëüî-
âèé òåíçîð. Éîãî êîìïîíåíòè

t= εkk/3 = (ε11 +ε22 +ε33)/3 = 5,

T = ‖tδij‖=

 5 0 0
0 5 0
0 0 5

.
Çíàõîäèìî äåâiàòîð äåôîðìàöié sij = εij− tδij

‖sij‖=

 −1 0 0
0 2 2
0 2 −1

,
ÿêèé â ãîëîâíèõ îñÿõ ìà¹ âèãëÿä

‖ŝij‖=

 3 0 0
0 −1 0
0 0 −2

.
Çàäà÷à 2.11.20. Ñîðîêàï'ÿòèãðàäóñíîþ ðîçåòêîþ äåôîðìàöié

âèìiðÿíi ïîçäîâæíi äåôîðìàöi¨ âçäîâæ îñåé, çîáðàæåíèõ íà
ðèñ.2.11.6. Â òî÷öi P çíàéäåíi

ε11 = 5 ·10−4, ε′11 = 4 ·10−4, ε22 = 7 ·10−4.

Âèçíà÷èòè äåôîðìàöiþ çñóâó ε12 â öié òî÷öi.
Ðîçâ'ÿçîê

 

Рис.2.11.6 

1x  045  
P  

2x
1x′

2x′  
Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëàìè ïåðå-
òâîðåííÿ êîìïîíåíò òåíçîðà ïðè
ïîâîðîòi ñèñòåìè êîîðäèíàò
ε′ij = αikαjmεkm. Êîìïîíåíòè
ìàòðèöi ïåðåòâîðåííÿ ñèñòåìè êî-
îðäèíàò äîðiâíþþòü ïðîåêöiÿì îð-
òiâ íîâî¨ ñèñòåìè íà ñòàði

‖αij‖=

(
1
/√

2 1
/√

2
−1
/√

2 1
/√

2

)
.
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Çà ôîðìóëàìè ïåðåòâîðåííÿ
ε′11 = α2

11ε11 +2α11α12ε12 +α2
12ε22,

4 ·10−4 =
1
2
·5 ·10−4 +2 · 1

2
ε12 +

1
2
·7 ·10−4, ε12 =−2 ·10−4.

Çàäà÷à 2.11.21. Ïîáóäóâàòè êðóãè Ìîðà äëÿ âèïàäêó ïëîñêî¨
äåôîðìàöi¨ òà âèçíà÷èòè ìàêñèìàëüíó äåôîðìàöiþ çñóâó äëÿ äå-
ôîðìîâàíîãî ñòàíó, çàäàíîãî òåíçîðîì äåôîðìàöié

‖εij‖=

 0 0 0
0 5

√
3

0
√

3 3

.
Ïåðåâiðèòè ðåçóëüòàò àíàëiòè÷íî.

Ðîçâ'ÿçîê
Äëÿ ñòàíó äåôîðìàöi¨, ÿêèé âiäíîñèòüñÿ äî îñåé xi, òî÷êà

B(ε22 = 5, ε23 =
√

3) òà òî÷êà D ðîçòàøîâàíi íà êiíöÿõ äiàìåòðà
íàéáiëüøîãî ç âíóòðiøíiõ êðóãiâ (ðèñ.2.11.7).

 

Di  

Рис.2.11.7 

i  

030  
5
i  4

i  6i2i1
i  

3  

B  

( )3,3F  

Nε

Sε  

E  

Äëÿ ïëîñêî¨ äåôîðìàöi¨ âåëè÷èíà îäíi¹¨ ãîëîâíî¨ äåôîðìàöi¨
ε = 0, òîìó êðóãè Ìîðà âèãëÿäàþòü òàê, ÿê ïîêàçàíî íà ðèñóíêó.
Ãåîìåòðè÷íî âèäíî, ùî ïîâîðîòîì íà êóò 300 (ðèñ.2.11.7) íàâêîëî
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îñi x1, ç ìàòðèöåþ ïåðåòâîðåííÿ

‖αij‖=

 1 0 0
0

√
3/2 −1/2

0 1/2
√

3/2

,
(åêâiâàëåíòíî êóòó 600 íà äiàãðàìi Ìîðà) òåíçîð äåôîðìàöié ïðè-
âîäèòüñÿ äî ãîëîâíèõ îñåé i ãîëîâíi äåôîðìàöi¨ äîðiâíþþòü 0, 6, 2.
Äåôîðìàöi¨ çñóâó äîñÿãàþòü íàéáiëüøî¨ âåëè÷èíè íà ïëîùèíêàõ
íàõèëåíèõ ïiä êóòîì 450 äî îñåé x1x2 i ïàðàëåëüíèõ îñi x3. Âåëè÷è-
íà íàéáiëüøèõ äåôîðìàöié çñóâó äîðiâíþ¹ ïîëîâèíi ìàêñèìàëüíî¨
ðiçíèöi ãîëîâíèõ äåôîðìàöié max εS = 6−0/2 = 3. �ì âiäïîâiäà¹ äå-
ôîðìîâàíèé ñòàí, ÿêèé íà ðèñ. 2.11.7 çîáðàæó¹òüñÿ òî÷êîþ F (3,3).

Àíàëiòè÷íà ïåðåâiðêà. Âèçíà÷à¹ìî ãîëîâíi äåôîðìàöi¨ òà ïîëî-
æåííÿ ãîëîâíèõ îñåé äëÿ çàäàíîãî òåíçîðà äåôîðìàöié. Çàïèñó¹ìî
õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ ε3−8ε2 +12ε= 0. Éîãî êîðåíi äîðiâíþ-
þòü 0,6,2 òîäi ó âëàñíèõ îñÿõ òåíçîð ìà¹ âèãëÿä

‖ε̂ij‖=

 0 0 0
0 6 0
0 0 2

.
Çíàõîäèìî âëàñíi âåêòîðè

~n(1,0,0), ~n
(
0,
√

3
/

2,1/2
)
, ~n
(
0,−1/2,

√
3
/

2
)
,

ÿêèì âiäïîâiäà¹ ìàòðèöÿ ïåðåòâîðåííÿ

‖αij‖=

 1 0 0
0

√
3/2 1/2

0 −1/2
√

3/2

.
Ìàêñèìàëüíi äåôîðìàöi¨ çñóâó âèíèêàþòü íà ïëîùèíêàõ, íà-

õèëåíèõ ïiä êóòîì 450 äî ãîëîâíèõ íàïðÿìêiâ. Òîìó ïîâîðîòîì íà
450 íàâêîëî îñi x̂3, ÿêîìó âiäïîâiäà¹ ìàòðèöÿ ïîâîðîòó

∥∥α′ij∥∥=

 1/
√

2 1/
√

2 0
−1/

√
2 1/

√
2 0

0 0 1

,
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îäåðæó¹ìî ñèñòåìó êîîðäèíàò, ó ÿêî¨ îñi çáiãàþòüñÿ ç ãîëîâíèìè. Çà
äîïîìîãîþ ôîðìóë ïåðåòâîðåííÿ ε′ij = αikαjmεkm çâåäåìî òåíçîð
äåôîðìàöié äî ñèñòåìè êîîðäèíàò x′j , â ÿêié òåíçîð äåôîðìàöié
ìà¹ êîìïîíåíòè ε′ij , ùî äîðiâíþþòü êîìïîíåíòàì ìàòðèöi

∥∥ε′ij∥∥=

 3 3 0
3 3 0
0 0 2

.

Çàäà÷à 2.11.22. Äåôîðìîâàíèé ñòàí ñóöiëüíîãî ñåðåäîâèùà çà-
äàíî òåíçîðîì

εij =

 x2
1 x2

2 x1x3

x2
2 x3 x2

3

x1x3 x2
3 5

.
×è çàäîâîëüíÿþòüñÿ ðiâíÿííÿ ñóìiñíîñòi?
Ðîçâ'ÿçîê
Âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ Êîøi

‖ε11‖=
∂u1

∂x1
, ε22 =

∂u2

∂x2
, ε33 =

∂u3

∂x3
,

ε12 =
1
2

(
∂u1

∂x2
+
∂u2

∂x1

)
, ε23 =

1
2

(
∂u2

∂x3
+
∂u3

∂x2

)
,

ε31 =
1
2

(
∂u3

∂x1
+
∂u1

∂x3

)
,

áåçïîñåðåäíüîþ ïiäñòàíîâêîþ çíàõîäèìî ðiâíÿííÿ ñóìiñíîñòi äå-
ôîðìàöié

∂2ε11

∂x2
2

+
∂2ε22

∂x2
1

= 2
∂2ε12

∂x1∂x2
,

∂2ε11

∂x2
3

+
∂2ε33

∂x2
1

= 2
∂2ε13

∂x1∂x3
,

∂2ε22

∂x2
3

+
∂2ε33

∂x2
2

= 2
∂2ε23

∂x2∂x3
,
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∂2ε11

∂x2∂x3
=

∂

∂x1

(
−∂ε23

∂x1
+
∂ε12

∂x3
+
∂ε13
∂x2

)
,

∂2ε22

∂x1∂x3
=

∂

∂x2

(
−∂ε13

∂x2
+
∂ε23

∂x1
+
∂ε12
∂x3

)
,

∂2ε33

∂x1∂x2
=

∂

∂x3

(
−∂ε12

∂x3
+
∂ε23
∂x1

+
∂ε13
∂x2

)
i áåçïîñåðåäíüîþ ïiäñòàíîâêîþ äåôîðìàöié âèçíà÷à¹ìî, ÷è âñi ðiâ-
íÿííÿ çàäîâîëüíÿþòüñÿ. ×èòà÷ó ïðîïîíó¹òüñÿ çðîáèòè öþ ïåðåâið-
êó äåòàëüíî.

Çàäà÷à 2.11.23. Âèâåñòè òåíçîð ñêií÷åííèõ äåôîðìàöié Êîøi�
Ãðiíà eij , ñêîðèñòàâøèñü éîãî âèçíà÷åííÿì

eij =
1
2

(
∂ξk
∂xi

∂ξk
∂xj

− δij
)
.

Ðîçâ'ÿçîê
Ç ôîðìóëè ξi = xi+ui ìà¹ìî

∂ξi/∂xj = δij +∂ui/∂xj .

Òîäi, êîðèñòóþ÷èñü âèçíà÷åííÿì eij , ìîæíà îòðèìàòè

eij =
1
2

[(
δki+

∂uk
∂xi

)(
δkj +

∂uk
∂xj

)
− δij

]
=

=
1
2

[
δkiδkj + δki

∂uk
∂xj

+ δkj
∂uk
∂xi

+
∂uk
∂xi

∂uk
∂xj

− δij
]

=

=
1
2

[
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

+
∂uk
∂xi

∂uk
∂xj

]
.

Çàäà÷à 2.11.24. Çàäàíî ïîëå ïåðåìiùåíü
ξ1 = x1−Cx2 +Bx3, ξ2 = Cx1 +x2−Ax3, ξ3 =−Bx1 +Ax2 +x3.

Ïîêàçàòè, ùî öi ïåðåìiùåííÿ âiäïîâiäàþòü ïîâîðîòó àáñîëþòíî
òâåðäîãî òiëà, ÿêùî ñòàëi A,B,C äóæå ìàëi. Âèçíà÷èòè âåêòîð ïî-
âîðîòó ~ω äëÿ íåñêií÷åííî ìàëîãî ïîâîðîòó òâåðäîãî òiëà.

Ðîçâ'ÿçîê
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Çíàõîäèìî ãðàäi¹íò äàíîãî ïîëÿ ïåðåìiùåíü

F =
∥∥∥∥ ∂ξi∂xi

∥∥∥∥=

 1 −C B

C 1 −A
−B A 1

.
Çíàõîäèìî òåíçîð äåôîðìàöié Ãðiíà G= FF ′

G= FF ′ =

 1+B2 +C2 −AB −AC
−AB 1+A2 +C2 −BC
−AC −BC 1+A2 +B2

.
Çíàõîäèìî òåíçîð ñêií÷åííèõ äåôîðìàöié Êîøi�Ãðiíà eij , ñêîðè-
ñòàâøèñü éîãî âèçíà÷åííÿì

eij =
1
2

(
∂ξk
∂xi

∂ξk
∂xj

− δij
)
,

‖eij‖=
1
2

 B2 +C2 −AB −AC
−AB A2 +C2 −BC
−AC −BC A2 +B2

.
ßêùî çíåõòóâàòè äîáóòêîì ìàëèõ êîíñòàíò, òî öåé òåíçîð äåôîð-
ìàöié äîðiâíþ¹ íóëþ. Öå îçíà÷à¹, ùî äåôîðìàöi¨ âiäñóòíi, à ïåðå-
ìiùåííÿ çâîäèòüñÿ äî ïîâîðîòó àáñîëþòíî òâåðäîãî òiëà. Çà ôîð-
ìóëîþ

‖ωij‖=
1
2

(
∂ui
∂xj

− ∂uj
∂xi

)
òåíçîð ïîâîðîòó äîðiâíþ¹

‖ωij‖=

 0 −C B

C 0 −A
−B A 0

,
à âåêòîð ìàëîãî ïîâîðîòó

~ω =A~e1 +B~e2 +C~e3.
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Çàäà÷à 2.11.25. Ïîâîðîò àáñîëþòíî òâåðäîãî òiëà îïèñó¹òüñÿ ïî-
ëåì ïåðåìiùåíü

u1 = 0,02x3, u2 =−0,03x3, u3 =−0,02x1 +0,03x2.

Âèçíà÷èòè ïåðåìiùåííÿ òî÷êè Q (3, 0.1, 4) âiäíîñíî òî÷êè
P (3,0,4).

Ðîçâ'ÿçîê

Ïîëå ïåðåìiùåíü äëÿ òî÷îê Q òà P äà¹
~uQ = 0,08~e1−0,12~e2−0,057~e3,

~uP = 0,08~e1−0,12~e2−0,06~e3,

çâiäêè
d~u= ~uQ−~uP = 0,003~e3.

Òàêèé ñàìèé ðåçóëüòàò îòðèìà¹ìî, âèêîðèñòîâóþ÷è òåíçîð ïîâî-
ðîòó

ωij =
1
2

(
∂ui
∂xj

− ∂uj
∂xi

)
,

‖ωij‖=

 0 0 0,02
0 0 −0,03

−0,02 0,03 0

,
d~r = ~rQ−~rP , dr1 = 0, dr2 = 0,1, dr3 = 0,

dui = ωijdrj , du1 = 0, du2 = 0, du3 = 0,03.

Çàäà÷à 2.11.26. Äëÿ ïëîñêî¨ äåôîðìàöi¨, ÿêà âiäáóâà¹òüñÿ â ïëî-
ùèíàõ, ïàðàëåëüíèõ x2x3, âèçíà÷èòè âèðàç äëÿ âiäíîñíîãî âèäîâ-
æåííÿ ε′22 òà äåôîðìàöi¨ çñóâó ε′23, ÿêùî îñi çi øòðèõàìè òà áåç
øòðèõiâ ðîçòàøîâàíi òàê, ÿê çîáðàæåíî íà ðèñ. 2.11.8. Ìàòðèöÿ
ïåðåòâîðåííÿ ñèñòåìè êîîðäèíàò âiäïîâiäíî äî ðèñ. 2.11.8

‖αij‖=

 1 0 0
0 cosθ sinθ
0 −sinθ cosθ

.
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θ

3x′  

θ

3x  
2x′

2x

1x  
Puc.2.11.8

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëè ïå-
ðåòâîðåííÿ êîìïîíåíò òåíçîðà
ε′ij = αikαjmεkm, îäåðæó¹ìî

ε′22 = ε22cos2θ+2ε23sinθcosθ+ε33sin2θ=

=
ε22 +ε33

2
+
ε22−ε33

2
cos2θ+ε23sin2θ,

ε′23 =−ε22sinθcosθ+ε23cos2θ−

−ε23sin2θ+ε33sinθcosθ = ε23cos2θ− ε22−ε33
2

sin2θ.

Çàäà÷à 2.11.27. Äëÿ îäíîðiäíî¨ äåôîðìàöi¨ äàíî òåíçîð ìàëèõ
äåôîðìàöié

‖εij‖=

 0,01 −0,005 0
−0,005 0,02 0,01

0 0,01 −0,03

.
ßê çìiíþ¹òüñÿ ïðÿìèé êóò çà ðàõóíîê çñóâó ADC íà ãðàíi åëå-
ìåíòàðíîãî òåòðàåäðà OABC (ðèñ.2.11.9), ÿêùî OA=OB =OC, à
òî÷êà D�ñåðåäèíà ðåáðà AB.

Ðîçâ'ÿçîê

 

n

m
O  

Рис.2.11.9 

C

B

D

A  

3x  

2x

1x

Çìiíà ïðÿìîãî êóòà
ìiæ âåêòîðàìè ~n i ~m
¹ äåôîðìàöi¹þ çñóâó,
òîìó, ùîá ¨¨ âèçíà÷è-
òè, òðåáà çíàéòè êîì-
ïîíåíòó òåíçîðà äå-
ôîðìàöié ε′12 â íî-
âié ñèñòåìi êîîðäè-
íàò x′i, ó ÿêî¨ âiñü x′1
íàïðÿìëåíà âçäîâæ
âåêòîðà ~m, x′2 íà-
ïðÿìëåíà âçäîâæ âå-
êòîðà ~n i x′3 ïî
íîðìàëi äî ïëîùè-
íè ABC. Îñêiëüêè
ïëîùèíà ABC ðiâ-
íîíàõèëåíà äî îñåé



124 Ðîçäië 2. Àíàëiç äåôîðìîâàíîãî ñòàíó

x1, x2, x3 (òîáòî âîíà ¹ îêòàåäðè÷íîþ ïëîùèíêîþ), òî íîðìàëü äî
íå¨ òàêîæ ðiâíîíàõèëåíà äî îñåé x1, x2, x3. Âðàõîâóþ÷è, ùî íîð-
ìàëü îäèíè÷íà, ¨¨ ïðîåêöi¨ íà îñi êîîðäèíàò ~k(1/√3, 1

/√
3, 1
/√

3
)
.

Ç ãåîìåòðè÷íèõ äàíèõ âèäíî, ùî ïðîåêöiÿ n3 = 0 i n1 = n2, àëå
n1 > 0, n2 < 0 òîìó ìà¹ìî ~n(1/√2,−1

/√
2,0
)
. Ïðîåêöi¨ âåêòîðà ~m

ìîæíà çíàéòè ñóòî ãåîìåòðè÷íî àáî ÿê âåêòîðíèé äîáóòîê ~n×~k,
ùî äà¹: ~m(−1

/√
6, −1

/√
6, 2

/√
6
)
. Òîìó ìàòðèöÿ ïåðåòâîðåííÿ ñè-

ñòåìè êîîðäèíàò ìà¹ âèãëÿä

‖αij‖=

 −1
/√

6 −1
/√

6 2
/√

6
1
/√

2 −1
/√

2 0
1
/√

3 1
/√

3 1
/√

3

.
Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó ïåðåòâîðåííÿ êîìïîíåíò òåíçîðà,
îòðèìó¹ìî

γ′12 = 2ε′12 =−0,01/
√

3.

Çàäà÷à 2.11.28. Ó äåÿêié òî÷öi òåíçîð äåôîðìàöié ìà¹ âèãëÿä

εij =

 5 −1 −1
−1 4 0
−1 0 4

.
Çíàéòè éîãî êîìïîíåíòè ó ãîëîâíèõ îñÿõ. Âèçíà÷èòè iíâàðiàíòè
äëÿ êîæíîãî ç òàêèõ òåíçîðiâ òà ïîêàçàòè, ùî âîíè îäíàêîâi.

Ðîçâ'ÿçîê
Çíàõîäèìî iíâàðiàíòè I1 = εii = ε11 +ε22 +ε33 = 5+4+4 = 13,

I2 =

(
ε11 ε12

ε21 ε22

)
+

(
ε22 ε23

ε31 ε33

)
+

(
ε11 ε13

ε31 ε33

)
=

=

(
5 −1
−1 4

)
+

(
4 0
0 4

)
+

(
5 −1
−1 4

)
= 54,

I3 =

∣∣∣∣∣∣∣
5 −1 −1
−1 4 0
−1 0 4

∣∣∣∣∣∣∣= 72.

Ñêëàäà¹ìî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ ε3−13ε2 +54ε−72 = 0.
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Çíàõîäèìî éîãî êîðåíi. Âîíè äîðiâíþþòü 6, 4, 3. Â ãîëîâíèõ
îñÿõ òåíçîð ìà¹ âèãëÿä

‖ε̂ij‖=

 6 0 0
0 4 0
0 0 3

.
Éîãî iíâàðiàíòè

I1 = 6+4+3 = 13, I2 = 24+18+12 = 54, I3 = 6 ·4 ·3 = 72.

Çàäà÷à 2.11.29. Äëÿ ïîëÿ ïåðåìiùåíü
ξ1 = x1 +Ax3, ξ2 = x2−Ax3, ξ3 = x3−Ax1 +Ax2

âèçíà÷èòè òåíçîð ñêií÷åííèõ äåôîðìàöié eij . Ïîêàçàòè, ùî ÿêùî
ñòàëà A äóæå ìàëà, òî ïåðåìiùåííÿ ïðåäñòàâëÿ¹ ïîâîðîò
àáñîëþòíî òâåðäîãî òiëà.

Ðîçâ'ÿçîê
Çíàõîäèìî ïåðåìiùåííÿ ui = ξi−xi. Ç óìîâè çàäà÷i

u1 =Ax3, u2 =−Ax3, u3 =−Ax1 +Ax2,

òîäi çà ôîðìóëîþ

eij =
1
2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

+
∂uk
∂xi

∂uk
∂xj

)
,

çíàõîäèìî

‖eij‖=

 A2/2 −A2/2 0
−A2/2 A2/2 0

0 0 A2

.
ßêùî A ìàëå, òî âåëè÷èíîþ A2 ìîæíà çíåõòóâàòè, òîäi eij ≡ 0.
Öå îçíà÷à¹, ùî äåôîðìàöi¨ âiäñóòíi. Ùîá çíàéòè âåêòîð ïîâîðîòó,
çíàõîäèìî ãðàäi¹íò äåôîðìàöié

F =
∥∥∥∥ ∂ξi∂xj

∥∥∥∥=

 1 0 A

0 1 −A
−A A 1

.
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Çíàõîäèìî òåíçîð ïîâîðîòó ω = 1
2(F −F ′)

‖ωij‖=

 0 0 A

0 0 −A
−A A 0

.
Âåêòîð ïîâîðîòó âiäïîâiäíî äîðiâíþ¹

~ω =Aê1 +Aê2.

Çàäà÷à 2.11.30. Ïîêàçàòè, ùî ïîëå ïåðåìiùåíü
u1 =Aξ1 +3ξ2, u2 = 3ξ1−Bξ2, u3 = 5

ïðè ìàëèõ ïåðåìiùåííÿõ äà¹ ñòàí ïëîñêî¨ äåôîðìàöi¨. Çíàéòè çâ'ÿ-
çîê ìiæ A òà B, çà ÿêîãî äåôîðìàöiÿ áóäå içîõîðè÷íîþ (âiäñóòí¹
îá'¹ìíå ðîçøèðåííÿ).

Ðîçâ'ÿçîê
Çíàõîäèìî òåíçîð äåôîðìàöié. Îñêiëüêè ðîçãëÿäàþòüñÿ ìàëi

äåôîðìàöi¨, òî
‖εij‖=

1
2

(
∂ui
∂ξj

+
∂uj
∂ξi

)
,

‖εij‖=

 A 3 0
3 −B 0
0 0 0

.
Çíàéäåíèé òåíçîð äåôîðìàöié ïîêàçó¹, ùî äåôîðìàöi¨

ε33 = ε32 = ε31 = 0, ïîâ'ÿçàíi ç íàïðÿìêîì îñi x3, âiäñóòíi. Çà âèçíà-
÷åííÿì òàêèé äåôîðìîâàíèé ñòàí íàçèâà¹òüñÿ ïëîñêèì íàïðóæå-
íèì ñòàíîì. Âiäíîñíà îá'¹ìíà äåôîðìàöiÿ äîðiâíþ¹

εv = εii = ε11 +ε22 +ε33 =A−B.
Âîíà ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà íóëü, ÿêùî A=B.

Çàäà÷à 2.11.31. Òàê çâàíà äåëüòà-ðîçåòêà äëÿ âèìiðþâàííÿ ïî-
çäîâæíiõ äåôîðìàöié ìà¹ ôîðìó ðiâíîñòîðîííüîãî òðèêóòíèêà òà
âèìiðþ¹ âiäíîñíi âèäîâæåííÿ ε11, ε′11, ε′′11 â íàïðÿìêàõ, âêàçàíèõ
íà ðèñ.2.11.10. Çíàéòè ε12, ε22.

Ðîçâ'ÿçîê
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Íåõàé ε11 = a, ε′11 = b, ε′′11 = c. Âèçíà÷èòè ε12 òà ε22 â òié ñàìié
òî÷öi. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëàìè ïåðåòâîðåííÿ êîìïîíåíò òåíçî-
ðà ïðè ïîâîðîòi îñåé ε′ij = αikαjmεkm. Ìàòðèöÿ ïåðåòâîðåííÿ ïðè
ïîâîðîòi îñåé íà êóò 600 íàâêîëî îñi x3 ìà¹ âèãëÿä

‖αij‖=

 1/2
√

3
/
2 0

−
√

3
/
2 1/2 0

0 0 1

,
à ïðè ïîâîðîòi îñåé íà êóò 1200�

‖αij‖=

 −1/2
√

3
/
2 0

−
√

3
/
2 −1/2 0

0 0 1

.
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1x′′  1x′
2x

1x

Òîìó ó ïåðøîìó âèïàäêó äëÿ íà-
ïðÿìêó x′1 ìà¹ìî
ε′11 = α2

11ε11 +2α11α12ε12 +α2
12ε22,

b=
1
4
a+

√
3

2
ε12 +

3
4
ε22.

Àíàëîãi÷íî

c=
1
4
a−

√
3

2
ε12 +

3
4
ε22.

Ðîçâ'ÿçóþ÷è öþ ñèñòåìó ðiâíÿíü
âiäíîñíî ε12 òà ε22, çíàõîäèìî

ε12 = (b− c)/
√

3,

ε22 = (−a+2b+2c)/3.

Çàäà÷à 2.11.32. Äëÿ ïåðåìiùåííÿ ïðîñòîãî çñóâó
ξ1 = x1, ξ2 = x2, ξ3 = x3 +2x2

/√
3.

Âèçíà÷èòè íàïðÿìîê ëiíiéíîãî åëåìåíòà â ïëîùèíi x2x3, äëÿ ÿêîãî
âiäíîñíå âèäîâæåííÿ äîðiâíþ¹ íóëþ.

Ðîçâ'ÿçîê
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Ïåðåìiùåííÿ âiäáóâà¹òüñÿ â ïëîùèíi x2x3. Çíàõîäèìî òåíçîð
äåôîðìàöié Ãðiíà

Gij =
∂ξk
∂xi

∂ξk
∂xj

=
∂ξ1
∂xi

∂ξ1
∂xj

+
∂ξ2
∂xi

∂ξ2
∂xj

+
∂ξ3
∂xi

∂ξ3
∂xj

,

‖Gij‖=

 1 0 0
0 7/3 2

/√
3

0 2
/√

3 1

.
Ïîâîðîò âèêîíó¹òüñÿ â ïëîùèíi x2x3, òîìó ìàòðèöÿ ïåðåòâîðåííÿ
ìà¹ âèãëÿä

‖αij‖=

 1 0 0
0 α22 α23

0 α32 α33


çà óìîâè, ùî α2

22 +α2
23 = 1.

Âèêîðèñòîâó¹ìî ôîðìóëè ïåðåòâîðåííÿ êîìïîíåíò òåíçîðà ïðè
ïîâîðîòi îñåé G′ij = αikαjmGkm i óìîâó, ùî âèäîâæåííÿ äîðiâíþ¹
íóëþ, ç ÿêî¨ âèïëèâà¹, ùî êîåôiöi¹íò äîâæèíè G22 = 1. Îñêiëüêè
äîâæèíà íå çìiíèëàñÿ, ìà¹ìî

G′22 = α2
22G22 +2α22α23G23 +α2

23G33,

1 =
7
3
α2

22 +2α22α23

2√
3

+α2
23,

α2
22 +α2

23 = 1.

Ðîçâ'ÿçóþ÷è ñóìiñíî öi äâà ðiâíÿííÿ, çíàõîäèìî
α22 =±

√
3/2, α23 =∓1/2,

àáî
α22 = 0, α33 =±1.

Òàêèì ÷èíîì, íóëüîâå âèäîâæåííÿ ìà¹ åëåìåíò, ðîçòàøîâàíèé
âçäîâæ îñi x3, òà åëåìåíò, ùî éäå ïiä êóòîì 600 äî îñi x3.

Çàäà÷à 2.11.33. Äëÿ ïåðåìiùåííÿ çñóâó
ξ1 = x1, ξ2 = x2, ξ3 = x3 +2x2

/√
3
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çíàéòè ðiâíÿííÿ åëiïñà, â ÿêèé ïðè äåôîðìàöi¨ ïåðåõîäèòü êîëî
x2

2 +x2
3 = 1.

Ðîçâ'ÿçîê

Ïåðøèé ñïîñiá. Âèðàæà¹ìî ñòàði êîîðäèíàòè ÷åðåç íîâi

x1 = ξ1, x2 = ξ2, x3 = ξ3−
2√
3
ξ2.

Ïiäñòàâëÿ¹ìî ¨õ ó ðiâíÿííÿ êîëà i îäåðæó¹ìî
7
3
ξ22−

4√
3
ξ3ξ2 + ξ23 = 1.

Îäåðæàíié êâàäðàòè÷íié ôîðìi âiäïîâiäà¹ ìàòðèöÿ 1 0 0
0 7/3 −2

/√
3

0 −2
/√

3 1

.
Ùîá ïðèâåñòè êâàäðàòè÷íó ôîðìó äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó çíàõî-
äèìî âëàñíi ÷èñëà ìàòðèöi, ðîçâ'ÿçóþ÷è ¨¨ õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâ-
íÿííÿ λ2− 10

3 λ+1 = 0, éîãî êîðåíi äîðiâíþþòü λ1 = 3, λ2 = 1/3.
Îäåðæó¹ìî êàíîíi÷íèé âèãëÿä

3ξ̂22 + ξ̂23

/
3 = 1

àáî
ξ̂22

/
(1/3)+ ξ̂23

/
3 = 1.

Îäåðæàíîìó ðiâíÿííþ âiäïîâiäà¹ åëiïñ ç ïiâîñÿìè 1
/√

3,
√

3.

Äðóãèé ñïîñiá. Çíàõîäèìî ãðàäi¹íò ïåðåìiùåíü

F =
∥∥∥∥ ∂ξi∂xj

∥∥∥∥=

 1 0 0
0 1 0
0 2

/√
3 1

.
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Çíàõîäèìî òåíçîð äåôîðìàöié Ãðiíà

G= F ′F =

 1 0 0
0 1 0
0 2

/√
3 1


 1 0 0

0 1 2
/√

3
0 0 1

=

=

 1 0 0
0 7/3 2

/√
3

0 2
/√

3 1

.
Çàõîäèìî ãîëîâíi äåôîðìàöi¨ (âëàñíi ÷èñëà) òåíçîðà äåôîðìàöié,
âîíè äîðiâíþþòü λ1 = 3, λ2 = 1/3, ÿêi ¹ êâàäðàòàìè êîåôiöi¹íòiâ
äîâæèíè i îäíî÷àñíî êâàäðàòàìè ïiâîñåé åëiïñà.

Çàäà÷à 2.11.34. Âèçíà÷èòè êóò çñóâó (ðèñ.2.11.11) γ23 äëÿ äå-
ôîðìàöi¨

ξ1 = x1, ξ2 = x2, ξ3 = x3 +2x2

√
3.

Ðîçâ'ÿçîê.
Çíàõîäèìî ïåðåìiùåííÿ ui = ξi−xi,

u1 = 0, u2 = 0, u3 = 2x2

/√
3.

Çíàõîäèìî òåíçîð ñêií÷åííèõ äåôîðìàöié

eij =
1
2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

+
∂uk
∂xi

∂uk
∂xj

)
,

‖eij‖=

 0 0 0
0 2/3 1

/√
3

0 1
/√

3 0

.
Çíàõîäèìî

sinγ23 = 2e23√
1+2e22

√
1+2e33

=
2(1/

√
3)√

1+2(2/3)
√

1+0
= 2√

7
,

γ23 = arcsin
(

2√
7

)
.

Çàäà÷à 2.11.35. Äàíî ïîëå ïåðåìiùåíü
ξ1 = x1 +2x3, ξ2 = x2−2x3, ξ3 = x3−2x1 +2x2.



2.10 Ðiâíÿííÿ ñóìiñíîñòi äåôîðìàöié 131

Çíàéòè òåíçîðè ñêií÷åííèõ äåôîðìàöié Ëàãðàíæà i Åéëåðà òà çíà-
éòè ¨õ ó ãîëîâíèõ îñÿõ.

Ðîçâ'ÿçîê

Çíàõîäèìî ïåðåìiùåííÿ, âèðàæåíi ÷åðåç êîîðäèíàòè â ïî÷àòêî-
âîìó ñòàíi ui = ξi−xi,

u1 = 2x3, u2 =−2x3, u3 =−2x1 +2x2.

Çíàõîäèìî òåíçîð ñêií÷åííèõ äåôîðìàöié Ëàãðàíæà

eij =
1
2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

+
∂uk
∂xi

∂uk
∂xj

)
,

‖eij‖=

 2 −2 0
−2 2 0
0 0 4

.
Âèðàæà¹ìî êîîðäèíàòè â ïî÷àòêîâîìó ñòàíi ÷åðåç êîîðäèíàòè â
äåôîðìîâàíîìó ñòàíi

x1 = (5ξ1 +4ξ2−2ξ3)/9,

x2 = (4ξ1 +5ξ2 +2ξ3)/9,

x3 = (2ξ1−2ξ2 + ξ3)/9.

Âèðàæà¹ìî ïåðåìiùåííÿ ÷åðåç êîîðäèíàòè â äåôîðìîâàíîìó ñòàíi
u1 = (4ξ1−4ξ2 +2ξ3)/9,

u2 = (−4ξ1 +4ξ2−2ξ3)/9,

u3 = (−2ξ1 +2ξ2 +8ξ3)/9.

Çíàõîäèìî òåíçîð ñêií÷åííèõ äåôîðìàöié Åéëåðà�Àëüìàíñi

Aij =
1
2

(
∂ui
∂ξj

+
∂uj
∂ξi

− ∂uk
∂ξi

∂uk
∂ξj

)
,

‖Aij‖=
1
9

 2 −2 0
−2 2 0
0 0 4

.
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Ñêëàäàþ÷è õàðàêòåðèñòè÷íi ðiâíÿííÿ i çíàõîäÿ÷è ¨õ êîðåíi, ïåðå-
õîäèìî äî ãîëîâíèõ îñåé (äî äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè) òåíçîðiâ

‖êij‖=

 4 0 0
0 0 0
0 0 4

, ∥∥∥Âij∥∥∥=

 4/9 0 0
0 0 0
0 0 4/9

.
Çàäà÷à 2.11.36. Äëÿ ïîëÿ ïåðåìiùåíü

ξ1 = x1 +2x3, ξ2 = x2−2x3, ξ3 = x3−2x1 +2x2

çíàéòè ãðàäi¹íò äåôîðìàöi¨ F òà, ñêîðèñòàâøèñü ïîëÿðíèì ðîçêëà-
äîì F , âèçíà÷èòè òåíçîð ïîâîðîòó N òà ïðàâèé òåíçîð êîåôiöi¹íòiâ
äîâæèíè S.

Ðîçâ'ÿçîê
Çíàõîäèìî ãðàäi¹íò äåôîðìàöi¨ F

F =
∥∥∥∥ ∂ξi∂xj

∥∥∥∥=

 1 0 2
0 1 −2
−2 2 1

.
Âiäïîâiäíî äî ïîëÿðíîãî ðîçêëàäó F =NS, S2 = F ′F

S2 =

 1 0 −2
0 1 2
2 −2 1


 1 0 2

0 1 −2
−2 2 1

=

 5 −4 0
−4 5 0
0 0 9

.
Ñêëàäàþ÷è õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ i çíàõîäÿ÷è éîãî êîðåíi ïå-
ðåõîäèìî äî ãîëîâíèõ îñåé i äiàãîíàëiçó¹ìî òåíçîð. Êîðåíi äîðiâ-
íþþòü 9,1,9

Ŝ2 =

 9 0 0
0 1 0
0 0 9

, Ŝ =

 3 0 0
0 1 0
0 0 3

.
Ìàòðèöÿ ïåðåòâîðåííÿ

‖αij‖=

 1
/√

2 −1
/√

2 0
1
/√

2 1
/√

2 0
0 0 1

.
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Ñêîðèñòàâøèñü ôîðìóëàìè ïåðåòâîðåííÿ Sij = αkiαmjŜkm, çíàõî-
äèìî òåíçîð êîåôiöi¹íòiâ äîâæèíè S â ñòàðié ñèñòåìi êîîðäèíàò

S =

 2 −1 0
−1 2 0
0 0 3

.
Ñêîðèñòàâøèñü ñïiââiäíîøåííÿì F = NS, N = FS−1 çíàõîäèìî
òåíçîð ïîâîðîòó 1 0 2

0 1 −2
−2 2 1

=

 N11 N12 N13

N21 N22 N23

N31 N32 N33


 2 −1 0
−1 2 0
0 0 3

,

N =
1
3

 1 0 2
0 1 −2
−2 2 1


 2 1 0

1 2 0
0 0 1

=
1
3

 2 1 2
1 2 −2
−2 2 1

.
Çàäà÷à 2.11.37. Äîâåñòè, ùî ïåðøèé iíâàðiàíò òåíçîðà ñêií÷åí-

íèõ äåôîðìàöié ‖eij‖ ìîæíà ïðåäñòàâèòè ÷åðåç ãîëîâíi çíà÷åííÿ
êîåôiöi¹íòiâ äîâæèíè òàêèì ÷èíîì:

I1e =
[(

Λ2
1−1

)
+
(
Λ2

2−1
)
+
(
Λ2

3−1
)]/

2.

Ðîçâ'ÿçîê
Òåíçîð ñêií÷åííèõ äåôîðìàöié ïîâ'ÿçàíèé ç òåíçîðîì äåôîð-

ìàöié Ãðiíà ñïiââiäíîøåííÿì eij = (Gij− δij)/2, òîìó
I1e = e11 +e22 +e33 = (G11 +G22 +G33−3)/2.

Ó ñâîþ ÷åðãó, äiàãîíàëüíi êîìïîíåíòè òåíçîðà äåôîðìàöié Ãðiíà
äîðiâíþþòü êâàäðàòàì êîåôiöi¹íòiâ äîâæèíè â íàïðÿìêó îñåé êî-
îðäèíàò G11 = Λ2

1, G22 = Λ2
2, G33 = Λ2

3, òîìó
I1e =

(
Λ2

1−1+Λ2
2−1+Λ2

3−1
)/

2.

Çàäà÷à 2.11.38. Ó äåÿêié òî÷öi çàäàíèé òåíçîð äåôîðìàöié

‖εij‖=

 1 −3
√

2
−3 1 −

√
2√

2 −
√

2 4

.
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Âèçíà÷èòè âiäíîñíå âèäîâæåííÿ â íàïðÿìêó
~n= ~e1/2−~e2/2+~e3/

√
2

i çìiíó êóòà ìiæ íàïðÿìêàìè ~n òà
~m=−~e1/2+~e2/2+~e3/

√
2.

Çíàéòè ãîëîâíi äåôîðìàöi¨ i ãîëîâíi îñi. Ïîáóäóâàòè êðóãè Ìîðà
äëÿ äåôîðìîâàíîãî ñòàíó òà çíàéòè âåëè÷èíó ìàêñèìàëüíî¨ äåôîð-
ìàöi¨ çñóâó. Ïåðåâiðèòè ðåçóëüòàò àíàëiòè÷íî. Äëÿ çàäàíîãî òåíçî-
ðà εij âèçíà÷èòè äåâiàòîð sij òà îá÷èñëèòè éîãî ãîëîâíi çíà÷åííÿ.

Ðîçâ'ÿçîê
Äâà çàäàíèõ âåêòîðè ~n, ~m âçà¹ìíî îðòîãîíàëüíi, îñêiëüêè ¨õ

ñêàëÿðíèé äîáóòîê äîðiâíþ¹ íóëþ. Äî òîãî æ âîíè ìàþòü îäè-
íè÷íó äîâæèíó, òîìó ìîæóòü áóòè âèáðàíi áàçèñíèìè âåêòîðàìè
íîâî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò

~e′1 = ~n, ~e′2 = ~m.

Çà òðåòié áàçèñíèé âåêòîð ìîæíà âèáðàòè âåêòîðíèé äîáóòîê
~e′3 = ~n× ~m.

Ìàòðèöÿ ïåðåòâîðåííÿ ñèñòåìè êîîðäèíàò ‖αij‖ 

γ  

ε  

2  2−  6  

Рис.2.11.11 

 1/2 −1/2 1
/√

2
−1/2 1/2 1

/√
2

−1
/√

2 −1
/√

2 0

.
Äëÿ âèçíà÷åííÿ âiäíîñíîãî
âèäîâæåííÿ â íàïðÿìêó ~n i
êóòà ìiæ ~n i ~m äîñòà-
òíüî çíàéòè êîìïîíåíòè òåí-
çîðà äåôîðìàöié ε′11, ε′12 â íî-
âié ñèñòåìi çà ôîðìóëàìè

ε′ij = αikαjmεkm,

ε′11 = α1kα1mεkm = α2
11ε11 +α2

12ε22 +α2
13ε33+

+2α11α12ε12 +2α11α13ε13 +2α12α13ε23 = 6,
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ε′12 = α1kα2mεkm = 0.

Ùîá çâåñòè òåíçîð äî ãîëîâíèõ îñåé, çíàõîäèìî iíâàðiàíòè
I1 = 6, I2 =−4, I3 =−24. Ñêëàäà¹ìî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ

ε3−6ε2−4ε+24 = 0,

çíàõîäèìî éîãî êîðåíi ε̂1 = 6, ε̂2 = 2, ε̂3 = −2. Òåíçîð äåôîðìàöié
â ãîëîâíèõ îñÿõ ìà¹ âèãëÿä

‖ε̂ij‖=

 6 0 0
0 2 0
0 0 −2

.
Ïðîåêöi¨ áàçèñíèõ âåêòîðiâ ãîëîâíèõ îñåé çíàõîäèìî ç îäíîðiä-

íî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü (εij− δij ε̂k)nj = 0 çà óìîâè n2
1 + n2

2 + n2
3 = 1.

Ðåçóëüòàò ïîêàçó¹, ùî ãîëîâíi îñi çáiãàþòüñÿ ç ~e′1 = ~n, ~e′2 = ~m,
~e′3 = ~n× ~m. Îá÷èñëåííÿ ïðîïîíó¹òüñÿ âèêîíàòè ÷èòà÷åâi. Íà çíàé-
äåíèõ ãîëîâíèõ äåôîðìàöiÿõ áóäó¹ìî êðóãè Ìîðà. Ç ðèñ.2.11.11 âè-
äíî, ùî ðàäióñ íàéáiëüøîãî êðóãà äîðiâíþ¹ 4, òîìó ìàêñèìàëüíà
äåôîðìàöiÿ âiäíîñíîãî çñóâó γmax = 4. Çíàõîäèìî êóëüîâèé òåíçîð

pij = δijεkk/3 = 2, p=

 2 0 0
0 2 0
0 0 2

.
Çíàõîäèìî äåâiàòîð s= ε−p

‖sij‖=

 −1 −3
√

2
−3 −1 −

√
2√

2 −
√

2 2

,
éîãî iíâàðiàíòè I1 = 0, I2 =−16, I3 = 0.

Õàðàêòåðiñòè÷íå ðiâíÿííÿ s3−16s= 0, éîãî êîðåíi äîðiâíþþòü
s1 = 4, s2 = 0, s3 =−4, òîìó â ãîëîâíèõ îñÿõ äåâiàòîð ìà¹ âèãëÿä

‖ŝij‖=

 4 0 0
0 0 0
0 0 −4

.
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Çàäà÷à 2.11.39. Äàíî ïîëå ïåðåìiùåíü
u1 = 3x1x

2
2, u2 = 2x3x1, u3 = x2

3−x1x2.

Âèçíà÷èòè òåíçîð εij .
Ïåðåâiðèòè, ÷è âèêîíóþòüñÿ óìîâè ñóìiñíîñòi, ÿêùî

‖εij‖=

 3ξ22 3ξ1ξ2 + ξ3 −ξ2/2
3ξ1ξ2 + ξ3 0 ξ1/2
−ξ2/2 ξ1/2 2ξ3

.
Çàäà÷à 2.11.40. Äëÿ äåëüòà-ðîçåòêè äåôîðìàöié, ÿêà ¹ ðiâíî-

ñòîðîííiì òðèêóòíèêîì, çíàéäåíi âiäíîñíi âèäîâæåííÿ, âåëè÷èíè
ÿêèõ ε11 = 2 · 10−4, ε′11 = 1 · 10−4, ε′′11 = 1,5 · 10−4. Âèçíà÷èòè ε12 òà
ε22 â öié òî÷öi.
Ðîçâ'ÿçîê
Âiäíîñíî ïî÷àòêîâî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò îñi íîâèõ ñèñòåì ïîâåðíóòi
âiäïîâiäíî íà 600 i 1200. �ì âiäïîâiäàþòü ìàòðèöi ïåðåòâîðåííÿ

‖αij‖=

(
1/2

√
3
/
2

−
√

3
/
2 1/2

)
, ‖αij‖=

(
−1/2

√
3
/
2

−
√

3
/
2 −1/2

)
.
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Рис.2.11.12 

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëè
ïåðåòâîðåííÿ êîìïîíåíò
òåíçîðà
ε′11 =α2

11ε11+2α11α12+α2
12ε22,

îäåðæó¹ìî äâà ðiâíÿííÿ
âiäíîñíî ε12, ε22, ç ÿêèõ
âèçíà÷à¹ìî

ε22 = 1 ·10−4,

ε12 =−
(
1
/

2
√

3
)
·10−4.

Çàäà÷à 2.11.41. Äëÿ ïîëÿ ïå-
ðåìiùåíü

ξ1 = x1 +Ax3, ξ2 = x2, ξ3 = x3−Ax1

îá÷èñëèòè çìiíó îá'¹ìó òà ïîêàçàòè, ùî âîíà äîðiâíþ¹ íóëþ, ÿêùî
ñòàëà A äóæå ìàëà.



2.10 Ðiâíÿííÿ ñóìiñíîñòi äåôîðìàöié 137

Ðîçâ'ÿçîê
Çíàõîäèìî ãðàäi¹íò äåôîðìàöié

F =
∥∥∥∥ ∂ξi∂xj

∥∥∥∥=

 1 0 A

0 1 0
−A 0 1

.
Çíàõîäèìî òåíçîð äåôîðìàöié Ãðiíà G= F ′F

G=

 1 0 −A
0 1 0
A 0 1


 1 0 A

0 1 0
−A 0 1

=

 1+A2 0 0
0 1 0
0 0 1+A2

.
Â öüîìó âèïàäêó òåíçîð ¹ äiàãîíàëüíèì i éîãî êîïîíåíòè äîðiâíþ-
þòü êâàäðàòàì êîåôiöi¹íòiâ äîâæèíè. Òåíçîð êîåôiöi¹íòiâ äîâæè-
íè

S =


√

1+A2 0 0
0 1 0
0 0

√
1+A2

,
à îá'¹ì â äåôîðìîâàíîìó ñòàíi V = 1 +A2. ßêùî âåëè÷èíà A ¹
ìàëîþ, òî âåëè÷èíó A2 â ïîðiâíÿííi ç îäèíèöåþ ìîæíà âiäêèíóòè.
Òîäi V = 1, à öå îçíà÷à¹, ùî îá'¹ì òiëà íå çìiíþ¹òüñÿ.

Çàäà÷à 2.11.42. Âèçíà÷èòè äåôîðìîâàíèé ñòàí ïðÿìîêóòíî¨
ïëèòè ïðè öèëiíäðè÷íîìó çãèíi, ÿêèé âiäáóâà¹òüñÿ ïðè ïåðåòâî-
ðåííi

ξ1 = C(x1)cos
ax2

b
, ξ1 = C(x1)sin

ax2

b
, ξ3 = ex3,

çà äîïîìîãîþ ÿêîãî îáëàñòü ïàðàëåëåïiïåäà
x0

1 ≤ x1 ≤ x0
1 +h, −b≤ x2 ≤ b, −l ≤ x3 ≤ l,

ÿêà ¹ ïðÿìîêóòíîþ ïëèòîþ òîâùèíà ÿêî¨ h, øèðèíà 2b i äîâæèíà 2l
(ðèñ.2.11.13), äåôîðìó¹òüñÿ â öèëiíäðè÷íó ïàíåëü, òîáòî â îáëàñòü,
îáìåæåíó ïîâåðõíÿìè êîàêñiàëüíèõ öèëiíäðiâ ç ðàäióñàìè

r0 = C
(
x0

1

)
, r1 = C

(
x0

1 +h
)
, (2.11.1)

ïëîùèíàìè ξ2 =±ξ1tga i ïëîùèíàìè ξ3 =±el. Ââàæà¹òüñÿ, ùî äå-
ôîðìàöiÿ âiäáóâà¹òüñÿ çi çáåðåæåííÿì îá'¹ìó ìàòåðiàëó.
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Çíàõîäèìî ìàòåðiàëüíèé ãðàäi¹íò äåôîðìàöi¨
F = ‖∂ξi/∂xj‖,

F =

 C ′(x1)cosax2
b −C(x1)ab sin

ax2
b 0

C ′(x1)sinax2
b C(x1)ab cosax2

b 0
0 0 e

,
i çíàõîäèìî òåíçîð äåôîðìàöié Ãðiíà G= F ′F ,
äå F ′�òðàíñïîíîâàíèé ìàòåðiàëüíèé ãðàäi¹íò äåôîðìàöié

G=

 C ′(x1)cosax2
b C ′(x1)sinax2

b 0
−C(x1)ab sin

ax2
b C(x1)ab cosax2

b 0
0 0 e

×

×

 C ′(x1)cosax2
b −C(x1)ab sin

ax2
b 0

C ′(x1)sinax2
b C(x1)ab cosax2

b 0
0 0 e

,

G=

 C ′2(x1) 0 0
0 C2(x1)a

2

b2
0

0 0 e2

. (2.11.2)
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Îñêiëüêè âèçíà÷íèê òåíçîðà äåôîðìàöié Ãðiíà äîðiâíþ¹
|G| = V 2, äå V�îá'¹ì ïàðàëåëåïiïåäà, ïîáóäîâàíîãî íà âåêòîðàõ
ëîêàëüíîãî áàçèñó â äåôîðìîâàíîìó ñòàíi, òî

V = C ′(x1)C(x1)
a

b
e.

Ó ïî÷àòêîâîìó ñòàíi îá'¹ì ïàðàëåëåïiïåäà, ïîáóäîâàíîãî íà âåêòî-
ðàõ ëîêàëüíîãî áàçèñó, V0 = 1. Çà óìîâîþ çàäà÷i äåôîðìàöiÿ âiäáó-
âà¹òüñÿ çi çáåðåæåííÿì îá'¹ìó ìàòåðiàëó, òîìó C ′(x1)C(x1)ab e= 1,

çâiäêè C ′(x1)C(x1) = b
ae . Iíòåãðóþ÷è, çíàõîäèìî C(x1) =

√
2b
ae +d,

äå d�ñòàëà iíòåãðóâàííÿ, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ç óìîâ (2.11.1). Òîäi

C(x1) =

√
2b
ae

(
x1−x0

1

)
+ r20,

2b
ae
h= r21− r20, (2.11.3)

C(x1) =

√
r21− r20
h

(
x1−x0

1

)
+ r20. (2.11.4)

Ââàæà¹òüñÿ, ùî â ïëèòi, ÿêà çãèíà¹òüñÿ, iñíó¹ ïëîùèíà x1 = x∗1
òàêà, ùî âiäðiçêè ïðÿìèõ −b≤ x2≤ b íà íié, ÿêi áóëè ïàðàëåëüíèìè
â ïî÷àòêîâîìó îá'¹ìi V0 îñi x2, çáåðiãàþòü äîâæèíó â äåôîðìîâà-
íîìó îá'¹ìi V. Îñêiëüêè äîâæèíà â íàïðÿìêó x2 ó äåôîðìîâàíîìó
ñòàíi âèçíà÷à¹òüñÿ êîìïîíåíòîþ òåíçîðà äåôîðìàöié Ãðiíà G22, òî

G22(x∗1) =
[
r21− r20
h

(
x∗1−x0

1

)
+ r20

]
a2

b2
= 1. (2.11.5)

Òîäi îäåðæó¹ìî âèðàç êîìïîíåíò òåíçîðà äåôîðìàöié Ãðiíà

G11 =
1
e2

[
r21− r20
r20h

(
x∗1−x0

1

)
+1
]/[

r21− r20
r20h

(
x1−x0

1

)
+1
]
,

G22 =
1

e2G11
, G33 = e2. (2.11.6)

Óðàõîâóþ÷è (2.11.3), ñïiââiäíîøåííÿ (2.11.5) ìîæíà çàïèñàòè
ó âèãëÿäi êâàäðàòíîãî ðiâíÿííÿ âiäíîñíî (r21− r20)/r20, äîäàòíèé
ðîçâ'ÿçîê ÿêîãî îòðèìóþòü çà ôîðìóëîþ

r21− r20
r20

=
2h
r0e

√1+
(
x∗1−x0

1

r0e

)2

+
(
x∗1−x0

1

r0e

). (2.11.7)
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Ç (2.11.7) i (2.11.3) îäåðæó¹ìî âiäíîøåííÿ âèñîòè ïðÿìîêóòíî¨ ñìó-
ãè äî äîâæèíè äóãè ïîïåðå÷íîãî ïåðåðiçó âíóòðiøíüîãî öèëiíäðà

b

r0a
=

√
1+
(
x∗1−x0

1

r0e

)2

+
(
x∗1−x0

1

r0e

)
. (2.11.8)

Ç îäåðæàíèõ ôîðìóë âèïëèâà¹, ùî ïðè e≈ 1 êîìïîíåíòè òåíçî-
ðà äåôîðìàöié Ãðiíà âiäðiçíÿþòüñÿ âiä îäèíèöi äîäàíêàìè ïîðÿäêó
h/b, äîñèòü ìàëèìè äëÿ òîíêî¨ ïëèòè i òîäi, êîëè ïåðåìiùåííÿ äî-
ñèòü âåëèêi.



Ðîçäië 3

Òåðìîäèíàìi÷íi îñíîâè òà

ðiâíÿííÿ òåîði¨ ïðóæíîñòi

3.1 Îñíîâíi ïîëîæåííÿ òåðìîäèíàìiêè

Çàêîíè, ùî ïîâ'ÿçóþòü íàïðóæåíèé i äåôîðìîâàíèé ñòàíè, ìî-
æíà îäåðæàòè iç çàêîíiâ òåðìîäèíàìiêè îáîðîòíèõ i íåîáîðîòíèõ
ïðîöåñiâ. Ïðè äîñëiäæåííi ôiçè÷íèõ ÿâèù ÿê îá'¹êò äîñëiäæåííÿ
âèäiëÿþòü òiëî, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âåëèêî¨ êiëüêîñòi ÷àñòèíîê, ÿêi
óòâîðþþòü ôiçè÷íó ñèñòåìó. Ðåøòà, ùî íå íàëåæèòü äî âèáðàíî¨
ñèñòåìè, íàçèâà¹òüñÿ íàâêîëèøíiì ñåðåäîâèùåì.

ßêùî ñèñòåìà íå âçà¹ìîäi¹ ç íàâêîëèøíiì ñåðåäîâèùåì, òî âîíà
íàçèâà¹òüñÿ içîëüîâàíîþ.

ßêùî íåìà¹ îáìiíó ìàñîþ ñèñòåìè ç íàâêîëèøíiì ñåðåäîâèùåì,
òî âîíà íàçèâà¹òüñÿ çàìêíåíîþ.

Òåðìîäèíàìi÷íèé ñòàí ñèñòåìè âèçíà÷à¹òüñÿ ìàêðîñêîïi÷íèìè
âåëè÷èíàìè, ÿêi íàçèâàþòüñÿ ïàðàìåòðàìè, àáî çìiííèìè ñòàíó.
Âîíè ïîäiëÿþòü íà çîâíiøíi òà âíóòðiøíi. Çîâíiøíi ïàðàìåòðè�öå
âåëè÷èíè, ùî âèçíà÷àþòü ñòàí çîâíiøíüîãî ñåðåäîâèùà i âïëèâà-
þòü íà ñòàí ñèñòåìè; âíóòðiøíi�âèçíà÷àþòü ñòàí ñèñòåìè, äî íèõ
âiäíîñÿòüñÿ: ãóñòèíà, òèñê, õiìi÷íèé ñêëàä, òåìïåðàòóðà.

ßêùî ÿêèéñü ïàðàìåòð âèðàæåíèé ÿê îäíîçíà÷íà ôóíêöiÿ
îñòàííiõ ïàðàìåòðiâ, òî òàêà ôóíêöiîíàëüíà çàëåæíiñòü íàçèâà¹-
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òüñÿ ðiâíÿííÿì ñòàíó, à çìiííà, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ öèì ðiâíÿííÿì �
ôóíêöi¹þ ñòàíó.

Õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ�öå ôóíêöiÿ ñòàíó ñèñòåìè, çà äî-
ïîìîãîþ ÿêî¨ òà ¨¨ ïîõiäíèõ ìîæíà âèçíà÷èòè òåðìîäèíàìi÷íi âëà-
ñòèâîñòi ñèñòåìè.

Òåðìîäèíàìi÷íèé ïîòåíöiàë�öå õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ,
çìåíøåííÿ ÿêî¨ â îáîðîòíîìó ïðîöåñi, ùî âiäáóâà¹òüñÿ çà íåçìií-
íèõ çíà÷åíü áóäü-ÿêî¨ ïàðè òåðìîäèíàìi÷íèõ ïàðàìåòðiâ, äîðiâíþ¹
ïîâíié ðîáîòi, âèêîíàíié ñèñòåìîþ, çà âèêëþ÷åííÿì ðîáîòè ïðîòè
çîâíiøíiõ ñèë.

ßêùî ÿê íåçàëåæíi çìiííi âèáðàòè íàñòóïíi ïàðè, òî ¨ì áóäóòü
âiäïîâiäàòè ïîòåíöiàëè:

1) íåçàëåæíi � ïèòîìà åíòðîïiÿ S i äåôîðìàöi¨ εij � âiäïîâiä-
íèì òåðìîäèíàìi÷íèì ïîòåíöiàëîì ¹ âíóòðiøíÿ åíåðãiÿ U ;

2) íåçàëåæíi � ïèòîìà åíòðîïiÿ S i íàïðóæåííÿ σij � òåðìî-
äèíàìi÷íèì ïîòåíöiàëîì ¹ åíòàëüïiÿ H;

3) íåçàëåæíi � òåìïåðàòóðà T i äåôîðìàöi¨ εij � òåðìîäèíàìi-
÷íèì ïîòåíöiàëîì ¹ âiëüíà åíåðãiÿ F

F = U −TS;

4) íåçàëåæíi � òåìïåðàòóðà T i íàïðóæåííÿ σij � òåðìîäèíà-
ìi÷íèì ïîòåíöiàëîì ¹ ïîòåíöiàë Ãiááñà G:

G= F −σijεij .

Iñíóâàííÿ òåðìîäèíàìi÷íèõ ïîòåíöiàëiâ âèïëèâà¹ ç ïåðøîãî i
äðóãîãî çàêîíiâ òåðìîäèíàìiêè.

Ïåðøèé çàêîí òåðìîäèíàìiêè � çìiíà âíóòðiøíüî¨ åíåðãi¨ âiä-
áóâà¹òüñÿ çà ðàõóíîê ìåõàíi÷íî¨ ðîáîòè i ïiäâåäåííÿ òåïëîòè:

δU = dL+dQ, (3.1.1)
äå δU��çìiíà âíóòðiøíüî¨ åíåðãi¨; dL��ðîáîòà, ùî âèêîíó¹òüñÿ íàä
ñèñòåìîþ; dQ-�êiëüêiñòü òåïëîòè, ïiäâåäåíî¨ äî ñèñòåìè.

Äðóãèé çàêîí òåðìîäèíàìiêè � çìiíà åíòðîïi¨ ìîæå âiäáóâà-
òèñÿ çà ðàõóíîê îáìiíó ç çîâíiøíiì ñåðåäîâèùåì i çà ðàõóíîê ¨¨
óòâîðåííÿ â ñèñòåìi:

dP = dPe+dPi, (3.1.2)
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äå dP��çìiíà åíòðîïi¨ âñüîãî òiëà; dPe-�ïðèðiñò åíòðîïi¨ çà ðàõóíîê
âçà¹ìîäi¨ ç çîâíiøíiì ñåðåäîâèùåì; dPi�ïðèðiñò åíòðîïi¨ çà ðàõó-
íîê ¨¨ óòâîðåííÿ â ñèñòåìi. Åìïiðè÷íi äàííi òà åêñïåðèìåíòàëüíi
äîñëiäæåííÿ ïîêàçóþòü ùî

dP =
dQ

T
, dP ≥ 0. (3.1.3)

Çíàê �äîðiâíþ¹� ïîêàçó¹, ùî ïðîöåñ ¹ îáîðîòíèì, à çíàê �áiëüøå�
� íåîáîðîòíèì.

3.2 Çàêîí çáåðåæåííÿ åíåðãi¨
äåôîðìîâàíîãî òiëà

Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó çàêîí çáåðåæåííÿ ìåõàíi÷íî¨ åíåðãi¨. Ïðè-
ïóñòèìî, ùî òiëî íå îáìiíþ¹òüñÿ òåïëîì ç íàâêîëèøíiì ñåðåäîâè-
ùåì, òîáòî ïðîöåñ àäiàáàòíèé. Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ ðóõó ó âèãëÿäi

σij ,j+Xi−ρv̇i = 0.

Öåé âèðàç ïîìíîæèìî íà øâèäêiñòü ïåðåìiùåííÿ vi = ∂ui/∂t i ïðî-
iíòåãðó¹ìî ïî îá'¹ìó òiëà∫

V
(σij ,j +Xi−ρv̇i)vidV = 0. (3.2.1)

Ðiâíÿííÿ (3.2.1) ïåðåïèøåìî ó âèãëÿäi∫
V

[(σijvi),j−σijvi,j +Xivi−ρv̇ivi]dV = 0. (3.2.2)

Ïåðøèé ÷ëåí öüîãî ðiâíÿííÿ ïåðåòâîðèìî çà ôîðìóëîþ Ãàóññà�
Îñòðîãðàäñüêîãî:∫

V
(σijvi),jdV =

∫
A
σijvinjdA=

∫
A
pividA, (3.2.3)

äå pi�âåêòîð ñèë íà ïîâåðõíi òiëà; nj�ïðîåêöiÿ îäèíè÷íî¨ íîðìàëi
äî ïîâåðõíi òiëà A.

Áåðó÷è äî óâàãè (3.2.3), ôîðìóëó (3.2.2) çàïèøåìî ó âèãëÿäi∫
V
XividV +

∫
A
pividA=

∫
V
σijvi,jdV +ρ

∫
V

viv̇idV. (3.2.4)



144
Ðîçäië 3. Òåðìîäèíàìi÷íi îñíîâè òà

ðiâíÿííÿ òåîði¨ ïðóæíîñòi

Âèêîðèñòîâóþ÷è vi,j= u̇i,j= ε̇ij + ω̇ij , ïåðøèé iíòåãðàë ñïðàâà
ìîæíà ïåðåòâîðèòè∫

V
σijvi,jdV =

∫
V
σij(ε̇ij + ω̇ij)dV =

∫
V
σij ε̇ijdV. (3.2.5)

Äðóãèé äîäàíîê äîðiâíþ¹ íóëþ, áî σij�ñèìåòðè÷íèé òåíçîð, à
ωij�êîñîñèìåòðè÷íèé, òîìó ¨õ çãîðòêà�ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ
σijω̇ij = 0, i ðiâíÿííÿ (3.2.4) íàáèðà¹ âèãëÿäó∫

V
XividV +

∫
A
pividA=

∫
V
σij ε̇ijdV +ρ

∫
V

viv̇idV. (3.2.6)

Ëiâà ñòîðîíà ðiâíÿííÿ (3.2.6)

L̇=
∫
V
XividV +

∫
A
pividA (3.2.7)

¹ ìåõàíi÷íîþ ïîòóæíiñòþ, ÿêà äîðiâíþ¹ ñóìi ïîòóæíîñòåé îá'¹ì-
íèõ ñèë i ñèë, ïðèêëàäåíèõ äî ïîâåðõíi òiëà. ×ëåí ρ

∫
V viv̇idV ¹

øâèäêiñòü çìiíè êiíåòè÷íî¨ åíåðãi¨ K = 1
2ρ
∫
V v2

i dV

dK

dt
= ρ

∫
V

v̇ividV . (3.2.8)

Ïåðøèé ÷ëåí ó ïðàâié ÷àñòèíi (3.2.6) âiäïîâiäíî äî ïåðøîãî çàêîíó
òåðìîäèíàìiêè ¹ øâèäêiñòþ çìiíè âíóòðiøíüî¨ åíåðãi¨

dU

dt
=
∫

V

σij ε̇ijdV . (3.2.9)

Òîäi çàêîí çáåðåæåííÿ ìåõàíi÷íî¨ åíåðãi¨ ìàòèìå âèãëÿä

L̇=
d

dt
(K+U). (3.2.10)

Ðiâíÿííÿ (3.2.10) îòðèìàíå çà óìîâè, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ àäiàáàòíèé
ïðîöåñ. Ïðàâà ÷àñòèíà ¹ øâèäêiñòü çìiíè ïîâíî¨ åíåðãi¨, ÿêà ñêëà-
äà¹òüñÿ çi øâèäêîñòi çìiíè êiíåòè÷íî¨ åíåðãi¨ K òà øâèäêîñòi çìiíè
âíóòðiøíüî¨ åíåðãi¨ U .

Äëÿ äîâiëüíîãî òåðìîäèíàìi÷íîãî ïðîöåñó öå ðiâíÿííÿ òðåáà
ðîçøèðèòè âêëþ÷åííÿì âiäïîâiäíî äî ïåðøîãî çàêîíó òåðìîäèíà-
ìiêè ïîòóæíîñòi íåìåõàíi÷íèõ ñèë, ÿêà ¹ øâèäêiñòü çìiíè êiëüêîñòi
òåïëîòè Q̇, ïiäâåäåíî¨ äî ñèñòåìè. Òîäi ðiâíÿííÿ (3.2.10) íàáåðå âè-
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ãëÿäó
d

dt
(K+U) = L̇+ Q̇. (3.2.11)

Íåìåõàíi÷íà ïîòóæíiñòü Q̇ çóìîâëåíà òåïëîâèì ïîòîêîì ~q

Q̇=−
∫
A

qinidA=−
∫
V

qi,idV . (3.2.12)

Âèêîðèñòîâóþ÷è îäåðæàíi âèùå çàëåæíîñòi, ðiâíÿííÿ (3.2.11)
ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi∫

V
ρviv̇idV +

∫
V
U̇dV =

=
∫
V
XividV +

∫
A
pividA−

∫
V
qi,idV, (3.2.13)

äå U -�ïèòîìà âíóòðiøíÿ åíåðãiÿ òiëà.
Ç ðiâíÿííÿ (3.2.13) ìîæíà çíàéòè øâèäêiñòü çìiíè âíóòðiøíüî¨

åíåðãi¨:∫
V
U̇dV =

∫
V

(Xi−ρv̇i)vidV +
∫
A
pividA−

∫
V

qi,idV . (3.2.14)

Çàìiíþþ÷è iíòåãðàë ïî ïîâåðõíi iíòåãðàëîì ïî îá'¹ìó òà áåðó÷è äî
óâàãè ðiâíÿííÿ ðóõó, îäåðæèìî∫

V

(
U̇ −σij ε̇ij + qi,i

)
dV = 0.

Îñêiëüêè îá'¹ì äîâiëüíèé, òî íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ óìîâîþ ðiâ-
íîñòi iíòåãðàëà íóëþ ¹ ðiâíiñòü íóëþ ïiäiíòåãðàëüíî¨ ôóíêöi¨, ç
÷îãî âèïëèâà¹, ùî

U̇ = σij ε̇ij− qi,i. (3.2.15)
Îäåðæàíèé âèðàç (3.2.15) i ¹ çàêîíîì çáåðåæåííÿ åíåðãi¨ ó äèôå-
ðåíöiàëüíîìó âèãëÿäi.

3.3 Áàëàíñ åíòðîïi¨

Çãiäíî ç äðóãèì çàêîíîì òåðìîäèíàìiêè åíòðîïiÿ, ÿê i âíóòðiøíÿ
åíåðãiÿ, ¹ ôóíêöi¹þ âíóòðiøíüîãî ñòàíó ñèñòåìè i íå çàëåæèòü âiä
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ðiâíÿííÿ òåîði¨ ïðóæíîñòi

øëÿõó òåðìîäèíàìi÷íîãî ïðîöåñó. Çâ'ÿçîê ìiæ åíòðîïi¹þ i òåìïå-
ðàòóðîþ ìà¹ âèãëÿä

dP =
dQ

T
, (3.3.1)

çâiäêè
dP

dt
=

1
T

dQ

dt
=
Q̇

T
=−

∫
V

qi,i
T
dV .

ßêùî åíòðîïiþ òiëà âèðàçèòè ÷åðåç åíòðîïiþ îäèíèöi îá'¹ìó S, òî
dP

dt
=
∫
V

dS

dt
dV =

∫
V
ṠdV =−

∫
V

qi,i
T
dV . (3.3.2)

Ïðàâó ÷àñòèíó (3.3.2) ïîäàìî ó òàêîìó âèãëÿäi, ùîá ìîæíà áóëî
âiääiëèòè iíòåãðàë ïî ïîâåðõíi i ïî îá'¹ìó. Îñêiëüêè

qi,i
T

=
(qi
T

)
,i+

qiT,i
T 2

,∫
V
ṠdV =−

∫
V

(qi
T

)
,idV −

∫
V

qiT,i
T 2

dV ,∫
V
ṠdV =−

∫
A

qini
T

dA−
∫
V

qiT,i
T 2

dV . (3.3.3)

Ïåðøèé ÷ëåí ñïðàâà âèçíà÷à¹ øâèäêiñòü çìiíè åíòðîïi¨, çóìîâëåíó
îáìiíîì ç íàâêîëèøíiì ñåðåäîâèùåì, à äðóãèé�ìà¹ õàðàêòåð äæå-
ðåëà åíòðîïi¨, âií âèçíà÷à¹ øâèäêiñòü âèðîáëåííÿ åíòðîïi¨ ó òiëi.
Îñêiëüêè

dP

dt
=
dPe
dt

+
dPi
dt

i dPi
dt

≥ 0, òî dPe
dt

=−
∫
S

qini
T

dS,

dPi
dt

=−
∫
V

qiT,i
T 2

dV i −
∫
V

qiT,i
T 2

dV ≥ 0. (3.3.4)

Óìîâà (3.3.4) i ¹ êðèòåði¹ì òîãî, ùî òåðìîäèíàìi÷íèé ïðîöåñ íåîáî-
ðîòíèé. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ çàêîíîì çáåðåæåííÿ åíåðãi¨ U̇ = σij ε̇ij−qi,i
i ñïiââiäíîøåííÿì

Ṡ =−
qi,i
T
.
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Îäåðæèìî
U̇ = σij ε̇ij +T Ṡ. (3.3.5)

Ç ÷îòèðüîõ ïàðàìåòðiâ σij , εij , T, S òiëüêè äâà íåçàëåæíi. ßêùî
âíóòðiøíÿ åíåðãiÿ âèðàæåíà ÿê ôóíêöiÿ εij i S, òîáòî U =U(εij ,S),
ìà¹ìî

U̇ =
∂U

∂εij
ε̇ij+

∂U

∂S
Ṡ. (3.3.6)

Ïîðiâíþþ÷è (3.3.5) ç (3.3.6), çíàõîäèìî

σij =
∂U

∂εij
, T =

∂U

∂S
. (3.3.7)

3.4 Çàêîí òåïëîïðîâiäíîñòi Ôóð'¹

Çàêîí òåïëîïðîâiäíîñòi Ôóð'¹ âñòàíîâëþ¹, ùî òåïëîâèé ïîòiê ó
àíiçîòðîïíîìó ïðóæíîìó òiëi ïðîïîðöiéíèé ãðàäi¹íòó òåìïåðàòó-
ðè:

qi =−λijT,j .

Âèêîðèñòîâóþ÷è òå, ùî T Ṡ =−qi,i, ìà¹ìî
T Ṡ = λijTi,j .

3.5 Ïåðøà ôîðìà âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü

ßêùî çà íåçàëåæíi ïàðàìåòðè âèáðàíi äåôîðìàöi¨ εij i òåìïå-
ðàòóðà T, òî âiäïîâiäíèì òåðìîäèíàìi÷íèì ïîòåíöiàëîì ¹ âiëüíà
åíåðãiÿ F (εij ,T ). Òåîðiÿ òåðìîäèíàìi÷íèõ ïðîöåñiâ äà¹ çâ'ÿçîê ìiæ
âiëüíîþ åíåðãi¹þ F (εij ,T ), ïèòîìîþ âíóòðiøíüîþ åíåðãi¹þ U, òåì-
ïåðàòóðîþ T òà ïèòîìîþ åíòðîïi¹þ S ó âèãëÿäi

F = U −ST. (3.5.1)
Âiëüíà åíåðãiÿ, ÿê i âíóòðiøíÿ åíåðãiÿ, ¹ îäíîçíà÷íîþ ôóíêöi¹þ

ñòàíó, òîìó ïðè íåñêií÷åííî ìàëèõ çìiíàõ ñòàíó ïðóæíîãî òiëà dF
¹ ïîâíèì äèôåðåíöiàëîì. ßêùî ÿê íåçàëåæíi ïàðàìåòðè âèáðàòè
òåíçîð äåôîðìàöié òà åíòðîïiþ i âèêîðèñòàòè îäåðæàíó âèùå çà-
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ðiâíÿííÿ òåîði¨ ïðóæíîñòi

ëåæíiñòü
dU = σijdεij +TdS, (3.5.2)

òî ç (3.5.1) âèïëèâà¹, ùî
dF = σijdεij−SdT, (3.5.3)

çâiäêè âíàñëiäîê òîãî, ùî dF ïîâíèé äèôåðåíöiàë

dF =
∂F

∂εij
dεij +

∂F

∂T
dT,

ìà¹ìî
∂F

∂εij
= σij ,

∂F

∂T
=−S. (3.5.4)

Òàêèì ÷èíîì, çíàííÿ âiëüíî¨ åíåðãi¨ äà¹ ìîæëèâiñòü ïîâ'ÿçàòè
òåíçîð íàïðóæåíü ç òåíçîðîì äåôîðìàöié òà òåìïåðàòóðîþ.

Ðîçêëàäåìî âiëüíó åíåðãiþ â ðÿä Òåéëîðà, âçÿâøè çà ïî÷àòêî-
âèé íàòóðàëüíèé ñòàí ïðóæíîãî òiëà, çà óìîâè, ùî äåôîðìàöi¨ εij
ìàëi i çìiíà òåìïåðàòóðè T −T0 òàêîæ ìàëà ïîðiâíÿíî ç ïî÷àòêî-
âîþ T0. Îñêiëüêè âiëüíà åíåðãiÿ i åíòðîïiÿ âåëè÷èíè àäèòèâíi é
ïî÷àòîê âiäëiêó ìîæå áóòè âçÿòå äîâiëüíî, òî ââàæà¹òüñÿ, ùî â íà-
òóðàëüíîìó ñòàíi âiëüíà åíåðãiÿ F (0,T0), åíòðîïiÿ S(0,T0), íàïðó-
æåííÿ i äåôîðìàöi¨ äîðiâíþþòü íóëþ. Â ðÿäi Òåéëîðà óòðèìà¹ìî
÷ëåíè íå âèùå äðóãîãî ïîðÿäêó, òîäi

F (εij ,T ) = F (0,T0)+
∂F (0,T0)
∂εij

εij +
∂F (0,T0)

∂T
(T −T0)+

+
1
2

[
∂2F (0,T0)
∂εij∂εkl

εijεkl+2
∂2F (0,T0)
∂εij∂T

εij(T −T0)+

+
∂2F (0,T0)

∂T 2
(T −T0)2

]
+ ...

Ïåðøèé ÷ëåí ¹ âiëüíîþ åíåðãi¹þ ó ïî÷àòêîâîìó ñòàíi, êîåôiöi-
¹íò ∂F

∂T òðåòüîãî ÷ëåíà�¹ åíòðîïi¹þ ó ïî÷àòêîâîìó ñòàíi, âíàñëiäîê
÷îãî âîíè äîðiâíþþòü íóëþ. Êîåôiöi¹íò ó äðóãîìó ÷ëåíi ∂F (0,T0)

∂εij

òàêîæ äîðiâíþ¹ íóëþ, îñêiëüêè íàïðóæåííÿ â ïî÷àòêîâîìó ñòàíi
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σij äîðiâíþþòü íóëþ. Ïîçíà÷èìî

θ = T −T0,
∂2F (0,T0)
∂εij∂εkl

= cijkl,

∂2F (0,T0)
∂εij∂T

=−βij ,
∂2F (0,T0)

∂T 2
(T −T0)2 = F0(θ),

äå θ�çìiíà òåìïåðàòóðè.
Òîäi îäåðæàíå ñïiââiäíîøåííÿ çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

F (εij ,T ) =
1
2
cijklεijεkl−βijεijθ+F0(θ). (3.5.5)

Âèêîðèñòîâóþ÷è îäåðæàíi âèùå ñïiââiäíîøåííÿ
∂F

∂εij
= σij ,

∂F

∂T
=−S,

îäåðæèìî
σij = cijklεkl−βijθ, (3.5.6)

S = βijεij−
∂F0(T )
∂T

. (3.5.7)
Öi ñïiââiäíîøåííÿ ¹ âèçíà÷àëüíèìè i ïåðøå ç íèõ (3.5.6) íàçè-
âà¹òüñÿ çàêîíîì Äþàìåëÿ�Íåéìàíà. Ðîçãëÿíåìî äðóãèé ÷ëåí ó
(3.5.7). Îñêiëüêè åíòðîïiÿ S ¹ îäíîçíà÷íîþ ôóíêöi¹þ ñòàíó
S = S(εij ,T ), òî

dS =
(
∂S

∂εij

)
T

dεij +
(
∂S

∂T

)
ε

dT, (3.5.8)

ç äðóãîãî áîêó, ç (3.5.6) ìà¹ìî

dS = βijdεij−
∂2F 0(0)
∂T 2

dT,

ç (3.5.7) òà (3.5.8) âèïëèâà¹, ùî(
∂S

∂T

)
ε

=−∂
2F0(0)
∂T 2

,

àáî
T
∂S

∂T
=−T ∂

2F0(0)
∂T 2

.
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ðiâíÿííÿ òåîði¨ ïðóæíîñòi

Âåëè÷èíà T ∂S
∂T ¹ ïèòîìîþ òåïëî¹ìíiñòþ ïðè ñòàëié äåôîðìàöi¨ i

ïîçíà÷à¹òüñÿ Cε. Çìiíà òåìïåðàòóðè θ ââàæà¹òüñÿ ìàëîþ ïîðiâíÿíî
ç T0, òîáòî θ

T0
<< 1. Òàêèì ÷èíîì, ç (3.5.6) ôîðìóëà äëÿ åíòðîïi¨

íàáåðå âèãëÿäó
S = βijεij +Cεln

T

T0
,

S = βijεij +Cεln
(

1+
θ

T0

)
. (3.5.9)

ßêùî ðîçêëàñòè îñòàííié ÷ëåí â ðÿä i óòðèìàòè òiëüêè ëiíiéíi
÷ëåíè, òî îäåðæèìî ôîðìóëè äëÿ âiëüíî¨ åíåðãi¨ i åíòðîïi¨:

F =
1
2
cijklεijεkl−βijεijθ+

1
2
Cε
T0
θ2, (3.5.10)

S = βijεij+Cε
θ

T0
, (3.5.11)

ÿêi äiéñíi çà óìîâè ìàëèõ çìií òåìïåðàòóðè. Ó ôîðìóëi äëÿ âiëüíî¨
åíåðãi¨ ïåðøèé ÷ëåí ìà¹ ñóòî äåôîðìàöiéíèé õàðàêòåð, îñòàííié�
ñóòî òåìïåðàòóðíèé, à äðóãèé�çìiøàíèé i âèçíà÷à¹ âçà¹ìîäiþ äå-
ôîðìàöi¨ òà òåìïåðàòóðè. Ó çàêîíi Äþàìåëÿ�Íåéìàíà âåëè÷èíè
cijkl ¹ êîìïîíåíòàìè òåíçîðà ÷åòâåðòîãî ðàíãó, ÿêèé õàðàêòåðèçó¹
ìåõàíi÷íi âëàñòèâîñòi ìàòåðiàëó i ìà¹ 81 êîìïîíåíòó, àëå âíàñëiäîê
ñèìåòði¨

cijkl = cklij , cijkl = cjikl, cijkl = cijlk (3.5.12)
òåíçîð ìåõàíi÷íèõ êîíñòàíò ìà¹ òiëüêè 21 íåçàëåæíó êîìïîíåíòó,
à òåíçîð βij = βji, òiëüêè øiñòü íåçàëåæíèõ êîìïîíåíò. Ó âèïàäêó
içîòåðìi÷íîãî ïðîöåñó ìà¹ìî

F =
1
2
cijklεijεkl, σij = cijklεkl, S = βijεij . (3.5.13)

3.6 Äðóãà ôîðìà âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü

Äðóãîþ ôîðìîþ âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü íàçèâàþòüñÿ ðiâíÿííÿ, ÿêi
âèçíà÷àþòü ñòàí äåôîðìîâàíîãî òiëà, êîëè íåçàëåæíèìè çìiííèìè
¹ íàïðóæåííÿ òà òåìïåðàòóðà. Âiäïîâiäíèì òåðìîäèíàìi÷íèì ïî-
òåíöiàëîì ¹ ïîòåíöiàë Ãiááñà, ÿêèé ¹ ôóíêöi¹þ ñòàíó i ïîâ'ÿçàíèé
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ç âíóòðiøíüîþ åíåðãi¹þ
G= F −σijεij , (3.6.1)

çâiäêè
dG= dF −σijdεij−εijdσij .

Âèêîðèñòîâóþ÷è òå, ùî
dF = σijdεij−SdT,

îäåðæèìî
dG=−εijdσij−SdT.

Ç iíøîãî áîêó, dG ¹ ïîâíèì äèôåðåíöiàëîì òîìó

dG=
(
∂G

∂σij

)
T

dσij +
(
∂G

∂T

)
σ

dT.

Ïîðiâíþþ÷è äâà îñòàííi ñïiââiäíîøåííÿ, ìà¹ìî

εij =−
(
∂G

∂σij

)
T

, S =−
(
∂G

∂T

)
σ

. (3.6.2)

Ðîçêëàäà¹ìî òåðìîäèíàìi÷íèé ïîòåíöiàë Ãiááñà ó ðÿä Òåéëîðà

−G(σij ,T ) =G(0,T0)+
∂G(0,T0)
∂σij

σij +
∂G(0,T0)

∂T
(T −T0)+

+
1
2

[
∂2G(0,T0)
∂σij∂σkl

σijσkl+2
∂2G(0,T0)
∂σij∂T

σij(T −T0)+

+
∂2G(0,T0)

∂T 2
(T −T0)2

]
+ ...

i âèêîðèñòîâó¹ìî òàêi æ ñàìi ïðèïóùåííÿ, ÿê i äëÿ âiëüíî¨ åíåðãi¨.
Ïåðøèé ÷ëåí ¹ òåðìîäèíàìi÷íèì ïîòåíöiàëîì Ãiááñà, ÿêèé ó ïî÷à-
òêîâîìó ñòàíi ìîæå áóòè ïðèðiâíÿíèé äî íóëÿ G(0,T0) = 0. Êîåôiöi-
¹íò ∂G

∂T òðåòüîãî ÷ëåíà ¹ åíòðîïi¹þ ó ïî÷àòêîâîìó ñòàíi, âíàñëiäîê
÷îãî ó ïî÷àòêîâîìó ñòàíi âií ìîæå áóòè ïðèðiâíÿíèé äî íóëÿ. Êî-
åôiöi¹íò ó äðóãîìó ÷ëåíi ∂G(0,T0)

∂σij
òàêîæ äîðiâíþ¹ íóëþ, îñêiëüêè

íàïðóæåííÿ â ïî÷àòêîâîìó ñòàíi σij äîðiâíþþòü íóëþ. Ïîçíà÷èìî
θ = T −T0,
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äå θ�çìiíà òåìïåðàòóðè
∂2G(0,T0)
∂σij∂σkl

= sijkl,
∂2G(0,T0)
∂σij∂T

= αij ,

∂2G(0,T0)
∂T 2

(T −T0)2 =G0(T ).

Âíàñëiäîê ïîïåðåäíiõ ïðèïóùåíü îäåðæèìî

−G=
1
2
sijklσijσkl+αijσijθ+G0(T ), (3.6.3)

çâiäêè
εij = sijklσkl+αijθ (3.6.4)

S = αijσij +
∂G0(T )
∂T

, (3.6.5)
äå sijkl�òåíçîð, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ ìåõàíi÷íèìè âëàñòèâîñòÿìè i
ìà¹ 21 íåçàëåæíó êîìïîíåíòó; αij�êîìïîíåíòè òåíçîðà òåïëîâîãî
ðîçøèðåííÿ, ÿêi âèçíà÷àþòü âåëè÷èíó òåìïåðàòóðíî¨ äåôîðìàöi¨
αijθ ïðè âiäñóòíîñòi íàïðóæåíü. Ðiâíÿííÿ (3.6.4) ¹ îáåðíåíèìè äî
ðiâíÿíü Äþàìåëÿ�Íåéìàíà

σij = cijklεkl−βijθ.

Âèçíà÷èìî åíòðîïiþ, ç (3.6.5) îòðèìà¹ìî

dS = αijdσij +
∂2G0(T )
∂T 2

dT.

Îñêiëüêè åíòðîïiÿ ¹ îäíîçíà÷íîþ ôóíêöi¹þ ñòàíó, òî

dS =
∂S

∂σij
dσij +

∂S

∂T
dT.

Ïîðiâíþþ÷è äâà îñòàííi ñïiââiäíîøåííÿ, ìà¹ìî

αij =
∂S

∂σij
,
∂2G0(T )
∂T 2

=
∂S

∂T
.

Îñêiëüêè
Cσ = T

(
∂S

∂T

)
σ

,
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äå Cσ�ïèòîìà òåïëî¹ìíiñòü ïðè íåçìiííèõ íàïðóæåííÿõ, òî
∂G0

∂T
= Cσln

T

T0
.

Ââàæàþ÷è, ùî
θ

T0
<< 1,

îäåðæèìî
S ≈ αijσij +Cσ

θ

T0
. (3.6.6)

Äëÿ içîòåðìi÷íîãî ïðîöåñó çàëåæíîñòi ñïðîùóþòüñÿ:

−G=
1
2
sijklσijσkl,

εij = sijklσkl, (3.6.7)
S = αijσij .

3.7 Ðiâíÿííÿ òåïëîïåðåíîñó

Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëîþ, îòðèìàíîþ ó ïîïåðåäíüîìó ïàðàãðàôi,
äëÿ âèçíà÷åííÿ åíòðîïi¨

S = βijεij +Cεln
T

T0
.

Âiçüìåìî ïîõiäíó ïî ÷àñó i ïîìíîæèìî íà òåìïåðàòóðó
T Ṡ = Tβij ε̇ij +CεṪ .

Ðàíiøå áóëî îäåðæàíî
T Ṡ = λijT,ij .

Ç öèõ äâîõ ðiâíÿíü îäåðæèìî íåëiíiéíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ,
ÿêå ïðèíöèïîâî äà¹ ìîæëèâiñòü âèçíà÷èòè ðîçïîäië òåìïåðàòóð

λijT,ij−Tβij ε̇ij−CεṪ = 0. (3.7.1)
Îäåðæàíå ðiâíÿííÿ (3.7.1) íåëiíiéíå. Íåëiíiéíiñòü çàõîäèòü ó äðó-
ãèé ÷ëåí, ÿêèé âêàçó¹ íà çâ'ÿçîê ïîëÿ äåôîðìàöié i ïîëÿ òåìïåðà-
òóð. ßêùî ââàæàòè, ùî çìiíè òåìïåðàòóðè ìàëi, i çàìiíèòè T íà
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T0, òî öå ðiâíÿííÿ ëiíåàðèçó¹òüñÿ
λijT,ij−T0βij ε̇ij−CεṪ = 0. (3.7.2)

Äî îäåðæàíîãî ðiâíÿííÿ (3.7.2) òðåáà äîäàòè êðàéîâi óìîâè, ÿêi
âiäîáðàæàþòü ðiçíi ôîðìè âçà¹ìîäi¨ òiëà ç çîâíiøíiì ñåðåäîâèùåì:

1) íà ïîâåðõíi òiëà çàäàíî òåìïåðàòóðó;
2) íà ïîâåðõíi òiëà çàäàíî òåïëîâèé ïîòiê;
3) íà ïîâåðõíi òiëà iñíó¹ âiëüíèé òåïëîîáìií;
4) çìiøàíà çàäà÷à;
5) òåïëîîáìií çà ðàõóíîê âèïðîìiíþâàííÿ.

3.8 Ðiâíÿííÿ òåðìîïðóæíîñòi

ßêùî â ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè (ðóõó)
σij ,j+Xi = ρüi, (3.8.1)

ïiäñòàâèòè íàïðóæåííÿ σij âèðàæåíi ÷åðåç äåôîðìàöi¨ çà çàêîíîì
Äþàìåëÿ�Íåéìàíà

σij = cijklεkl−βijθ, (3.8.2)
i âèðàçèòè äåôîðìàöi¨ ÷åðåç ïåðåìiùåííÿ

εij =
1
2
(ui,j+uj ,i),

òî îäåðæèìî ñèñòåìó òðüîõ ðiâíÿíü âiäíîñíî ïåðåìiùåíü
1
2
cijkl(uk,l+ul,k),j+Xi = βijθ,j+ρüi. (3.8.3)

Ó ðiâíÿííÿ âõîäèòü òåìïåðàòóðà, òîìó òðåáà ïðè¹äíàòè ðiâíÿííÿ
ïðèòîêó òåïëîòè:

λijT,ij−CεṪ −Tβij ε̇ij =−W. (3.8.4)
Ðiâíÿííÿ (3.8.3) i (3.8.4) ïîâ'ÿçàíi, îñêiëüêè ñèëè, ÿêi äiþòü íà

òiëî äåôîðìóþòü éîãî, à äåôîðìàöi¨ âèêëèêàþòü çìiíó òåìïåðàòó-
ðè, ùî ïðèçâîäèòü äî çìiíè íàïðóæåíü i äåôîðìàöié. Äëÿ òîãî ùîá
îäíîçíà÷íî ñôîðìóëþâàòè çàäà÷ó, òðåáà äî ðiâíÿíü (3.8.3) i (3.8.4)
äîäàòè ïî÷àòêîâi i ãðàíè÷íi óìîâè. Ãðàíè÷íi óìîâè äëÿ ðiâíÿííÿ
(3.8.3) ìîæóòü áóòè çàäàíi ó âèãëÿäi iíòåíñèâíîñòi íàâàíòàæåíü íà
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ïîâåðõíi òiëà ~p, ïåðåìiùåíü ~u àáî ìîæóòü áóòè çìiøàíi. Ãðàíè÷íi
óìîâè äëÿ ðiâíÿííÿ (3.8.4) ìîæíà çàäàòè ó âèãëÿäi òåìïåðàòóðè θ
íà ïîâåðõíi òiëà, òåïëîâîãî ïîòîêó

θ,i = θ,i(x1 ,x2 ,x3 ,t)

àáî óìîâàìè êîíâåêòèâíîãî òåïëîîáìiíó:
θ,i+αθ = fi(x1,x2,x3,t).

ßêùî ôàêòîðè, ùî ñïðè÷èíÿþòü ðóõ òiëà, çìiíþþòüñÿ ïîâiëüíî,
òî ìîæíà âiäêèíóòè äèíàìi÷íi åôåêòè i ðîçâ'ÿçóâàòè çàäà÷ó ÿê
êâàçiñòàòè÷íó. Òîäi ðiâíÿííÿ òåðìîïðóæíîñòi íàáóäóòü âèãëÿäó

1
2
cijkl(uk,l+ul,k)+Xi = βijθ,j , (3.8.5)

λijTi,j =−W. (3.8.6)
Ðîçâ'ÿçóþ÷è ðiâíÿííÿ (3.8.6), âèçíà÷à¹ìî ïîëå òåìïåðàòóð, à ïîòiì,
ïiäñòàâëÿþ÷è éîãî â ðiâíÿííÿ (3.8.5), çíàõîäèìî ïîëå ïåðåìiùåíü.

3.9 Ðiâíÿííÿ êëàñè÷íî¨ òåîði¨ ïðóæíîñòi

ßêùî íàâàíòàæåííÿ òiëà çìiíþ¹òüñÿ äóæå ïîâiëüíî, éîãî òåì-
ïåðàòóðà íå çìiíþ¹òüñÿ çà ðàõóíîê òåïëîîáìiíó ç çîâíiøíiì ñå-
ðåäîâèùåì, òî ïðîöåñ äåôîðìóâàííÿ íàçèâà¹òüñÿ içîòåðìi÷íèì. Â
öüîìó âèïàäêó äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ñóòò¹âî ñïðîùóþòüñÿ i íà-
áóâàþòü âèãëÿäó:

à) ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè
σij ,j+Xi = ρüi. (3.9.1)

á) ôiçè÷íi ðiâíÿííÿ �
ç âèðàçó äëÿ âiëüíî¨ åíåðãi¨ âèïàäàþòü òåìïåðàòóðíi ÷ëåíè, òîäi

W = F =
1
2
cijklεijεkl, (3.9.2)

σij = cijklεkl, (3.9.3)
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äå W�ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ äåôîðìàöi¨. Òàê ñàìî, äëÿ òåðìîäèíà-
ìi÷íîãî ïîòåíöiàëó Ãiááñà

W =−G=
1
2
sijklσijσkl, (3.9.4)

εij = sijklσij . (3.9.5)
âåëè÷èíà W =−G òàêîæ íàçèâà¹òüñÿ äîïîâíÿëüíîþ ðîáîòîþ;

â) äåôîðìàöiéíi ðiâíÿííÿ εij = 1
2(ui,j+uj ,i).

3.10 Ìàòåðiàëüíi êîíñòàíòè ïðóæíîãî òiëà

Äëÿ ñïðîùåííÿ äîñëiäæåííÿ ñòðóêòóðè òåíçîðà ïðóæíèõ ñòàëèõ
ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ ñòàíó ïðè içîòåðìi÷íîìó ïðîöåñi. Òîäi â ðiâ-
íÿííÿõ Äþàìåëÿ�Íåéìàíà âèïàäàþòü äîäàíêè, ïîâ'ÿçàíi ç âïëè-
âîì òåìïåðàòóðè, ðiâíÿííÿ Äþàìåëÿ�Íåéìàíà ïåðåòâîðþþòüñÿ íà
çàêîí Ãóêà i íàáóâàþòü âèãëÿäó

σij = cijklεkl, (3.10.1)
à åíåðãiÿ äåôîðìàöi¨, àáî âiëüíà åíåðãiÿ, âèðàæåíà ÷åðåç äåôîðìà-
öi¨, ìà¹ âèãëÿä

F =W =
1
2
cijklεijεkl.

Ïîêàæåìî, ùî âåëè÷èíè cijkl ¹ êîìïîíåíòàìè òåíçîðà ÷åòâåð-
òîãî ðàíãó. Äëÿ öüîãî çíàéäåìî âiëüíó åíåðãiþ ó äîâiëüíié íîâié
ñèñòåìi êîîðäèíàò:

F =
1
2
c′mnpqε

′
mnε

′
pq.

Âèðàçèìî êîìïîíåíòè òåíçîðà äåôîðìàöié ó ñòàðié ñèñòåìi ÷åðåç
êîìïîíåíòè ó íîâié:

εij = αmiαnjε
′
mn,

εkl = αpkαqlε
′
pq.

Ïiäñòàâèìî ó âèðàç äëÿ âiëüíî¨ åíåðãi¨ ó ñòàðié ñèñòåìi êîîðäèíàò
êîìïîíåíòè òåíçîðà äåôîðìàöié ó ñòàðié ñèñòåìi, âèðàæåíi ÷åðåç
êîìïîíåíòè òåíçîðà äåôîðìàöié ó íîâié:

F = cijklαmiαnjε
′
mnαpkαqlε

′
pq.
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Ïîðiâíþþ÷è âèðàçè äëÿ F ó ñòàðié i íîâié ñèñòåìàõ, áà÷èìî, ùî
c′mnpq = αmiαnjαpkαqlcijkl. (3.10.2)

Òàêèì ÷èíîì, êîåôiöi¹íòè cijkl ïåðåòâîðþþòüñÿ çà ïðàâèëàìè
ïåðåòâîðåííÿ òåíçîðà. Çàïèøåìî çàëåæíîñòi (3.10.1) ó ðîçãîðíóòî-
ìó âèãëÿäi
σij = cij11ε11 + cij22ε22 + cij33ε33 +2cij23ε23 +2cij31ε31 +2cij12ε12.

(3.10.3)
Òåíçîðó ïðóæíèõ ñòàëèõ, âiäïîâiäà¹ ìàòðèöÿ, ÿêà ç óðàõóâàí-

íÿì ñèìåòði¨ ìà¹ âèãëÿä

ĉ=



c1111 c1122 c1133 c1123 c1113 c1112

c2222 c2233 c2223 c2213 c2212

c3333 c3323 c3313 c3312

c2323 c2313 c2312

c1313 c1312

c1212


. (3.10.4)

Ðîçãëÿíåìî òåíçîð ïðóæíèõ êîíñòàíò çà ðiçíèõ òèïiâ ñèìåòði¨
ïðóæíèõ âëàñòèâîñòåé òiëà.

1. Òiëî ìà¹ îäíó ïëîùèíó ñèìåòði¨.
Íåõàé öå áóäå ïëîùèíà x1x2, òîäi çìiíà íàïðÿìêó îñi x3 íå ïî-

âèííà âïëèâàòè íà âåëè÷èíó íàïðóæåíü. Ìàòðèöÿ ïåðåòâîðåííÿ
ñèñòåìè êîîðäèíàò ó öüîìó âèïàäêó ìà¹ âèãëÿä

α̂=

 1 0 0
0 1 0
0 0 −1

.
Âèêîðèñòîâó¹ìî çàãàëüíi ôîðìóëè ïåðåòâîðåííÿ êîìïîíåíò òåíçî-
ðà

c′mnpq = αmiαnjαpkαqlcijkl. (3.10.5)
Áà÷èìî, ùî çíàê çìiíþþòü òi êîìïîíåíòè òåíçîðà ïðóæíèõ êîí-
ñòàíò, ÿêi ìiñòÿòü iíäåêñ 3 ó íåïàðíié êiëüêîñòi. Ìàòðèöÿ cmnpq
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ìàòèìå âèãëÿä

ĉ=



c1111 c1122 c1133 −c1123 −c1113 c1112

c2222 c2233 −c2223 −c2213 c2212

c3333 −c3323 −c3313 c3312

c2323 c2313 −c2312

c1313 −c1312

c1212


.

Îñêiëüêè íàïðóæåííÿ íå çìiíþþòü ñâîþ âåëè÷èíó ïðè çìiíi íàïðÿ-
ìó îñi x3, òî òi êîìïîíåíòè, ùî çìiíþþòü çíàê, ïîâèííi äîðiâíþâà-
òè íóëþ. Òîäi ìàòðèöÿ òåíçîðà ïðóæíèõ êîíñòàíò ìàòèìå âèãëÿä

ĉ=



c1111 c1122 c1133 0 0 c1112

c2222 c2233 0 0 c2212

c3333 0 0 c3312

c2323 c2313 0
c1313 0

c1212


. (3.10.6)

Îòðèìó¹ìî 13 íåçàëåæíèõ êîìïîíåíò.

2. Òiëî ìà¹ äâi ïëîùèíè ñèìåòði¨.

Íåõàé îäíà ïëîùèíà çáiãà¹òüñÿ ç x1x3, à äðóãà�ç x1x2. Òîäi çìi-
íà íàïðÿìêó îñåé x3 òà x2 íå ïîâèííà âïëèâàòè íà âåëè÷èíó íà-
ïðóæåíü. Ìàòðèöÿ ïåðåòâîðåííÿ ìà¹ âèãëÿä

α̂=

 1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

.
Òîäi çà çìiíè íàïðÿìêó îñi x2 êîåôiöi¹íòè, ÿêi ìiñòÿòü iíäåêñ 2,
ó íåïàðíié êiëüêîñòi çìiíþþòü çíàê. Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî âîíè
ïîâèííi äîðiâíþâàòè íóëþ, òîáòî

c1112 = c2212 = c3312 = c2313 = 0
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i ìàòðèöÿ ïðóæíèõ êîíñòàíò ìàòèìå âèãëÿä

ĉ=



c1111 c1122 c1133 0 0 0
c2222 c2233 0 0 0

c3333 0 0 0
c2323 0 0

c1313 0
c1212


. (3.10.7)

Ìàòðèöÿ ìà¹ 9 íåçàëåæíèõ êîìïîíåíò.
3. Òiëî ìà¹ òðè âçà¹ìíî îðòîãîíàëüíi ïëîùèíè ñèìåòði¨.
Ç ïîïåðåäíüîãî âèïëèâà¹, ùî ïîâèííi çíèêíóòè ÷ëåíè, ÿêi ìi-

ñòÿòü iíäåêñ 1 ó íåïàðíié êiëüêîñòi, àëå óæå çà íàÿâíîñòi äâîõ ïëî-
ùèí ñèìåòði¨ òàêi ÷ëåíè âiäñóòíi, òîìó ñòðóêòóðà òåíçîðà cijkl íå
çìiíþ¹òüñÿ. Òàêå òiëî íàçèâà¹òüñÿ îðòîòðîïíèì.

4. Içîòðîïíå òiëî.
ßêùî âñi îñi êîîðäèíàò ðiâíîïðàâíi, òî òàêå òiëî íàçèâà¹òüñÿ

içîòðîïíèì. Öi âèìîãè ìîæíà çàäîâîëüíèòè, âçÿâøè òåíçîð cijkl ó
âèãëÿäi içîòðîïíîãî òåíçîðà:

cijkl = aδijδkl+ bδilδjk+ cδikδjl.

Ó öüîìó âèïàäêó äëÿ áóäü-ÿêîãî ïîâîðîòó ñèñòåìè êîîðäèíàò ìà-
òèìåìî

c′ijkl = cijkl.

Ïiäñòàâèâøè öåé òåíçîð ó ñïiââiäíîøåííÿ Äþàìåëÿ�Íåéìàíà,
îäåðæèìî

σij = aδijεkk+ bεij + cεij .

Âèêîðèñòàâøè ñèìåòðiþ
εij = εji

òà ïîçíà÷èâøè 2µ= a+ b, a= λ, îäåðæèìî
σij = 2µεij +λδijεkk. (3.10.8)

Òîáòî ïðóæíi âëàñòèâîñòi içîòðîïíîãî òiëà âèçíà÷àþòüñÿ äâîìà
êîíñòàíòàìè λ i µ, ÿêi íàçèâàþòüñÿ ñòàëèìè Ëÿìå. Ìàòðèöÿ òåí-
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çîðà ïðóæíèõ êîíñòàíò ìàòèìå âèãëÿä

ĉ=



λ+2µ λ λ 0 0 0
λ+2µ λ 0 0 0

λ+2µ 0 0 0
λ 0 0

λ 0
λ


. (3.10.9)

Ñòàëi Ëÿìå ïîâ'ÿçàíi ç ìîäóëÿìè ïðóæíîñòi. Ùîá çíàéòè öåé
çâ'ÿçîê, ðîçãëÿíåìî ëiíiéíèé íàïðóæåíèé ñòàí σ11 6= 0

σ22 = σ33 = σ12 = σ23 = σ31 = 0.

Óçàãàëüíåíèé çàêîí Ãóêà, ç îäíîãî áîêó, äà¹
σ11 = λ(ε11 +ε22 +ε33)+2µε11,

0 = λ(ε11 +ε22 +ε33)+2µε22,

0 = λ(ε11 +ε22 +ε33)+2µε33
ç äðóãîãî áîêó,

σ11 = Eε11.

Óðàõîâóþ÷è, ùî
ε22 = ε33 =−νε11,

ìà¹ìî
σ11 = λε11(1−2ν)+2µε11,

0 = λε11(1−2ν)−2µνε11,

çâiäêè
ν =

λ

2(λ+µ)
, E = 2µ(1+ν). (3.10.10)

ßêùî ðîçãëÿíóòè ÷èñòèé çñóâ
σ11 = σ22 = σ33 = σ13 = σ23 = 0,

σ12 6= 0, òî çà çàêîíîì Ãóêà
σ12 = 2µε12.
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Óðàõîâóþ÷è, ùî γ12 = 2ε12 i τ =Gγ, îäåðæó¹ìî
µ=G. (3.10.11)

Iç (3.10.10) i (3.10.11) ìà¹ìî

G=
E

2(1+ν)
,

E =
µ(3λ+2µ)
λ+µ

, λ=
νE

(1+ν)(1−2ν)
. (3.10.12)

3.11 Çàäà÷à ñòàòè÷íî¨ òåîði¨
ïðóæíîñòi içîòðîïíîãî òiëà

ßêùî ïðîöåñ íàâàíòàæåííÿ äóæå ïîâiëüíèé, òîáòî òàêèé, ùî
çà ðàõóíîê òåïëîîáìiíó ç çîâíiøíiì ñåðåäîâèùåì òåìïåðàòóðà ¹
ñòàëîþ, òî, âðàõîâóþ÷è âñi ðàíiøå îäåðæàíi ðåçóëüòàòè, ìà¹ìî:

1.Ôiçè÷íi ðiâíÿííÿ

F =W =
1
2
cijklεijεkl, (3.11.1)

σij =
∂F

∂εij
, (3.11.2)

σij = cijklεkl. (3.11.3)
Öi ðiâíÿííÿ äëÿ içîòðîïíîãî òiëà ìîæóòü çàïèñàíi i âèêîðèñòàíi ó
ðiçíèõ âèäàõ:

F =W = µεijεij +
1
2
λεkkεmm, (3.11.4)

σij = 2µεij +λδijεkk, (3.11.5)

σij =
E

(1+ν)

(
εij+

ν

(1−2ν)δij
εkk

)
, (3.11.6)

εij =
1
2µ

(
σij−

ν

(1+ν)
δijσkk

)
, (3.11.7)

εij =
1
E

[(1+ν)σij−νδijσkk]. (3.11.8)
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2. Ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè
σij ,j+Xi = 0. (3.11.9)

3.Ñïiââiäíîøåííÿ Êîøi
εij =

1
2
(ui,j+uj ,i). (3.11.10)

Êðiì ðiâíÿíü, ÿê äëÿ áóäü-ÿêî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i, íåîáõiäíî çàäà-
òè êðàéîâi (àáî ãðàíè÷íi) óìîâè. Âîíè çàëåæàòü âiä âçà¹ìîäi¨ òiëà
ç çîâíiøíiì ñåðåäîâèùåì i áóâàþòü ðiçíi:

1) ïåðøà êðàéîâà çàäà÷à�çàäàíi ñèëè ïðèêëàäåíi íà ïîâåðõíi
òiëà;

2) äðóãà êðàéîâà çàäà÷à�çàäàíi ïåðåìiùåííÿ íà ïîâåðõíi òiëà;
3) òðåòÿ êðàéîâà çàäà÷à�çìiøàíà, ó ÿêié çàäàíi ñèëè ïðèêëà-

äåíi íà ÷àñòèíi ïîâåðõíi òiëà Aσ, çàäàíi ïåðåìiùåííÿ�íà ÷àñòèíi
ïîâåðõíi òiëà Aε. ×àñòèíè ïîâåðõíi ïîâèííi çàäîâîëüíÿòè óìîâè
Aσ
⋃
Aε =A i Aσ

⋂
Aε = 0.

3.12 Ðiâíÿííÿ òåîði¨ ïðóæíîñòi
â ïåðåìiùåííÿõ (ðiâíÿííÿ Íàâ'¹)

Ïîñòàâëåíà âèùå çàäà÷à òåîði¨ ïðóæíîñòi ìà¹ 15 íåâiäîìèõ�
òðè êîìïîíåíòè âåêòîðà ïåðåìiùåíü ui, øiñòü êîìïîíåíò òåíçîðà
äåôîðìàöié εij , øiñòü êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðóæåíü σij i ìà¹ 15
ðiâíÿíü: òðè ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè, øiñòü ñïiââiäíîøåíü Êîøi i øiñòü
ðiâíÿíü óçàãàëüíåíîãî çàêîíó Ãóêà. Äëÿ çìåíøåííÿ êiëüêîñòi íå-
âiäîìèõ i, âiäïîâiäíî¨ êiëüêiñòi ðiâíÿíü âñi íåâiäîìi âèðàæàþòüñÿ
÷åðåç ïåðåìiùåííÿ. Ùîá îäåðæàòè ðiâíÿííÿ, â ÿêi âõîäÿòü òiëüêè
ïåðåìiùåííÿ, íàïðóæåííÿ âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç ïîõiäíi ïåðåìiùåíü
i îäåðæàíi âèðàçè ïiäñòàâëÿþòü ó ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè

σij ,j+Xi = 0, (3.12.1)
σij = 2µεij +λδijεkk, (3.12.2)

εij =
1
2
(ui,j+uj ,i), (3.12.3)

σij = µ(ui,j+uj ,i)+λuk,kδij ,
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µui,jj+µuj ,ij+λδijuk,kl+Xi = 0,

µui,jj+(λ+µ)uj ,ij+Xi = 0. (3.12.4)
Ñèñòåìà òðüîõ ðiâíÿíü âiäíîñíî òðüîõ êîìïîíåíò âåêòîðà ïåðåìi-
ùåííÿ (3.12.4) i ¹ ðiâíÿííÿìè Íàâ'¹, ÿêèé ïåðøèé ¨õ îäåðæàâ. �õ
òàêîæ øèðîêî âèêîðèñòîâóâàâ Ëÿìå, òîìó â ëiòåðàòóði âîíè ÷àñòî
ôiãóðóþòü ïiä éîãî ïðèçâiùåì.

Îñêiëüêè
~eiui,jj= ~ei∇2ui =∇2~eiui =∇2~u,

~eiuj ,ij= ~eiuj ,ji= ~eiuj ,j ,i= ~ei(∇·~u),i=∇∇·~u,
òî îäåðæàíi ðiâíÿííÿ ìîæíà ïîäàòè ó âåêòîðíié ôîðìi

µ∇2~u+(λ+µ)∇∇·~u+ ~X = 0. (3.12.5)
Âèêîðèñòîâóþ÷è âiäîìå ñïiââiäíîøåííÿ

~a×
(
~b×~c

)
=~b(~a ·~c)−~c

(
~a ·~b
)

òà âëàñòèâîñòi îïåðàòîðà íàáëà

∇= ~ek
∂

∂xk
,

ìà¹ìî
∇×∇×

(⇀
u
)

= (∇∇·~u)− (∇·∇)~u.

Âèðàæàþ÷è çâiäñè ∇2~u i ïiäñòàâëÿþ÷è ó (3.12.5), îäåðæèìî
ðiâíÿííÿ Íàâ'¹ ó âèãëÿäi

(λ+2µ)graddiv~u−µrotrot~u+ ~X = 0,

(λ+2µ)∇∇·~u−µ∇×∇×~u+ ~X = 0. (3.12.6)

Ðîçãëÿíåìî êðàéîâi óìîâè.
1. ßêùî çàäàíi çîâíiøíi íàâàíòàæåííÿ, òî êðàéîâi óìîâè íà

ãðàíèöi îáëàñòi ìàþòü âèãëÿä
pi = σijnj .

Íàïðóæåííÿ âèðàæà¹ìî ÷åðåç äåôîðìàöi¨
σij = 2µεij +λδijεkk,
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à äåôîðìàöi¨�÷åðåç ïåðåìiùåííÿ
pi = µ(ui,j +uj,i),jnj +λδijuk,knj .

Îäåðæó¹ìî êðàéîâi óìîâè, íàêëàäåíi íà ïåðåìiùåííÿ:
pi = µui,jnj +µuj,ini+λuk,kni. (3.12.7)

2. ßêùî íà ãðàíèöi çàäàíi ïåðåìiùåííÿ, òî
ui = fi(x1,x2,x3).

Ç îäåðæàíèõ ðiâíÿíü âèäíî, ùî ðiâíÿííÿ Íàâ'¹ çðó÷íiøå âèêîðè-
ñòîâóâàòè â òèõ âèïàäêàõ, ó ÿêèõ íà ãðàíèöi çàäàíi ïåðåìiùåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî äåÿêi âëàñòèâîñòi âåêòîðà ïåðåìiùåíü òà âiäíîñíî¨
îá'¹ìíî¨ äåôîðìàöi¨. Îñêiëüêè íàéáiëüøi ñêëàäíîñòi çàâæäè âèíè-
êàþòü ïðè ïîøóêó çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó, òî ðîçãëÿäà¹òüñÿ íàâàí-
òàæåííÿ çà âiäñóòíîñòi îá'¹ìíèõ ñèë. Äëÿ öüîãî âiçüìåìî ïîõiäíó
âiä ðiâíÿííÿ (3.12.4) ïî xi, i ñêîðèñòà¹ìîñü òèì, ùî ui,i = εii, äå
εii�ïåðøèé iíâàðiàíò òåíçîðà äåôîðìàöié, ÿêèé ç ôiçè÷íî¨ òî÷êè
çîðó äîðiâíþ¹ âiäíîñíié äåôîðìàöi¨ îá'¹ìó, ÿêó ïîçíà÷èìî ε. Äëÿ
çðó÷íîñòi ðiâíÿííÿ Íàâ'¹ çàïèøåìî ó âèãëÿäi

µ∇2ui+(λ+µ)ε,i+Xi = 0.

ßêùî âçÿòè ïîõiäíó âiä (3.12.4) ïî xk i çãîðíóòè, òîáòî ïðèðiâíÿòè
k = i, i âçÿòè ñóìó, òî çà âiäñóòíîñòi îá'¹ìíèõ ñèë Xi = 0 îäåðæèìî

µ∇2ui,i+(λ+µ)ε,ii= 0.

Îñêiëüêè ui,i= εii = ε i ε,ii=∇2ε ìà¹ìî:
(λ+2µ)∇2ε= 0.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî çà âiäñóòíîñòi îá'¹ìíèõ ñèë
∇2ε= 0,

òîáòî âiäíîñíà îá'¹ìíà äåôîðìàöiÿ ïðè Xi = 0 ¹ ãàðìîíi÷íîþ
ôóíêöi¹þ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ùå ðàç ðiâíÿííÿìè Íàâ'¹ ó âèãëÿäi

µ∇2ui+(λ+µ)ε,i= 0.

Âiçüìåìî äðóãó ïîõiäíó
µ∇2ui,km+(λ+µ)ε,ikm= 0
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i çãîðíåìî ïî k i m. Îñêiëüêè ui,mm=∇2ui i
ε,ikk=∇2ε,i=

(
∇2ε

)
,i= 0,

çà âiäñóòíîñòi îá'¹ìíèõ ñèë îäåðæèìî
µ∇2∇2ui = µ∇4ui = 0,

òîáòî âåêòîð ïåðåìiùåíü áiãàðìîíi÷íèé.

3.13 Ðiâíÿííÿ òåîði¨ ïðóæíîñòi
â íàïðóæåííÿõ
(ðiâíÿííÿ Áåëüòðàìi�Ìiò÷åëà)

Äëÿ òîãî ùîá îäåðæàòè ðiâíÿííÿ â íàïðóæåííÿõ, íåîáõiäíî âè-
ðàçèòè äåôîðìàöi¨ ÷åðåç íàïðóæåííÿ i îäåðæàíi ñïiââiäíîøåííÿ
ïiäñòàâèòè ó ðiâíÿííÿ ñóìiñíîñòi äåôîðìàöié. Ìîæíà òàêîæ âèêî-
ðèñòàòè ðiâíÿííÿ Íàâ'¹. Ðîçãëÿíåìî öåé ñïîñiá. Ðiâíÿííÿ Íàâ'¹:

µ∇2ui+(λ+µ)ε,i+Xi = 0. (3.13.1)
ßêùî ïðîäèôåðåíöiþâàòè ïî xj , òî îäåðæèìî

µ∇2ui,j+(λ+µ)ε,ij+Xi,j= 0.

Çìiíèìî iíäåêñè
µ∇2uj ,i+(λ+µ)ε,ji+Xj ,i= 0.

Ñêëàäåìî äâà îñòàííi ðiâíÿííÿ i ñêîðèñòà¹ìîñÿ ñïiââiäíîøåííÿì
Êîøi:

2µ∇2εij +2(λ+µ)ε,ij+(Xi,j +Xj,i) = 0.

Âèðàæà¹ìî äåôîðìàöi¨ ÷åðåç íàïðóæåííÿ çà çàêîíîì Ãóêà

εij =
1
2µ

(
σij−

ν

1+ν
δijσkk

)
i ïiäñòàâëÿ¹ìî ó ïîïåðåäí¹ ðiâíÿííÿ. Äëÿ ñêîðî÷åííÿ ïðèéìåìî
σkk = σ.

∇2σij−
ν

1+ν
δij∇2σ+

1
1+ν

σ,ij+(Xi,j+Xj,i) = 0.

Ñïðîùó¹ìî îäåðæàíå ðiâíÿííÿ, çãîðíóâøè éîãî çà iíäåêñàìè
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i òà j. Çâiäñè ìà¹ìî

∇2σ =−1+ν

1−νXk,k.

Óðàõîâóþ÷è öå, îäåðæèìî ðiâíÿííÿ Áåëüòðàìi�Ìiò÷åëà:

∇2σij+
1

(1+ν)
σ,ij=−(Xi,j+Xj,i)−

ν

1−ν δijXk,k, (3.13.2)

à çà âiäñóòíîñòi îá'¹ìíèõ ñèë�

∇2σij+
1

(1+ν)
σ,ij = 0. (3.13.3)

Îñêiëüêè σ = (2µ+3λ)ε, à ε�ãàðìîíi÷íà ôóíêöiÿ, îäåðæó¹ìî
∇2σ = 0.

ßêùî äî ðiâíÿííÿ (3.13.3) çàñòîñóâàòè îïåðàòîð Ëàïëàñà, òî îäåð-
æèìî

∇4σij = 0,

òîáòî çà âiäñóòíîñòi îá'¹ìíèõ ñèë íàïðóæåííÿ σij ¹ áiãàðìîíi÷íèìè
ôóíêöiÿìè.

3.14 Òåîðåìà ïðî ìiíiìóì ïîòåíöiàëüíî¨
åíåðãi¨ (òåîðåìà Ëàãðàíæà)

Çàäà÷ó ìåõàíiêè ìîæíà ïîñòàâèòè ó äâîõ âèäàõ. Ïåðøèé�ÿê
çàäà÷ó âèçíà÷åííÿ ðóõó ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè ïiä âïëèâîì ïðèêëà-
äåíèõ ñèë. Äðóãèé�ÿê çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ òàêî¨ òðà¹êòîði¨ ðóõó
ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè, ïðè ÿêié ðîáîòà äîñÿãà¹ ìiíiìàëüíî¨ âåëè÷èíè.
Â ïåðøîìó âèïàäêó ç ìàòåìàòè÷íî¨ òî÷êè çîðó ïðèõîäèìî äî çàäà-
÷i ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ó äðóãîìó�äî
âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i.

Ðîçãëÿíåìî òiëî ç îá'¹ìîì V , îáìåæåíå ïîâåðõíåþ A, ùî ïåðå-
áóâà¹ â ñòàíi ðiâíîâàãè ïiä äi¹þ îá'¹ìíèõ ñèë Xi, ñèë pi, ùî äiþòü
íà ïîâåðõíi Aσ, òà ïåðåìiùåíü ui íà ÷àñòèíi ïîâåðõíi Au, çà óìîâè
Aσ+Au =A. Â òiëi âèíèêàþòü ïåðåìiùåííÿ ui, äåôîðìàöi¨ εij , íà-
ïðóæåííÿ σij . Íàäàìî ïåðåìiùåííÿì ui âiðòóàëüíi àáî ìîæëèâi âà-
ðiàöi¨ δui, ÿêi ïîâèííi áóòè ìàëèìè i íå ïîðóøóâàòè êiíåìàòè÷íèõ
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çâ'ÿçêiâ, íàêëàäåíèõ íà òiëî, òîáòî δui = 0 íà Au. Ðîáîòà çîâíiøíiõ
ñèë íà ìîæëèâèõ ïåðåìiùåííÿõ δui:

δL=
∫
V
XiδuidV +

∫
A
piδuidA. (3.14.1)

Âèêîðèñòîâóþ÷è âèðàç pi = σijnj , çàìiíþ¹ìî iíòåãðàë ïî ïî-
âåðõíi iíòåãðàëîì ïî îá'¹ìó:

δL=
∫
V

[Xiδui+(σijδui),j ]dV ,

àáî
δL=

∫
V

[Xδui+(σij ,jδui+σijδui,j)]dV .

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè, îäåðæó¹ìî

δL=
∫
V
σijδui,jdV .

Îñêiëüêè
σijδui,j= σij(δεij + δωij) = σijδεij ,

òî ∫
V
XiδuidV +

∫
A
piδuidA=

∫
V
σijδεijdV . (3.14.2)

Ëiâà ÷àñòèíà öüîãî ðiâíÿííÿ ¹ âiðòóàëüíîþ àáî ìîæëèâîþ ðîáîòîþ
çîâíiøíiõ ñèë, à ïðàâà�âíóòðiøíiõ. ßêùî ïåðåíåñòè óñi éîãî ÷ëåíè
â îäíó ñòîðîíó, òî îäåðæèìî ïðèíöèï âiðòóàëüíèõ àáî ìîæëèâèõ
ðîáiò ∫

V
σijδεijdV −

∫
V
XiδuidV −

∫
A
piδuidA= 0,

ç ÿêîãî âèïëèâà¹, ùî ñóìà ðîáiò âíóòðiøíiõ i çîâíiøíiõ ñèë íà
ìîæëèâèõ ïåðåìiùåííÿõ äîðiâíþ¹ íóëþ. Ïðè÷îìó âií äi¹ ÿê äëÿ
ëiíiéíèõ, òàê i äëÿ íåëiíiéíèõ ñïiââiäíîøåíü, áî çâ'ÿçîê ìiæ íà-
ïðóæåííÿìè i äåôîðìàöiÿìè íå âèêîðèñòîâóâàâñÿ.

Ïðÿìà òåîðåìà
Çíàéäåìî çâ'ÿçîê ïðàâî¨ ÷àñòèíè ç ðîáîòîþ äåôîðìàöi¨:

σij =
∂w

∂εij
, (3.14.3)
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äå w�ïèòîìà ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ äåôîðìàöi¨,∫
V
σijδεijdV =

∫
V

∂w

∂εij
δεijdV = δ

∫
V
wdV = δW, (3.14.4)

δW =
∫
V
XiδuidV +

∫
A
piδuidA, (3.14.5)

äå W�ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ äåôîðìàöi¨ òiëà.
Îñêiëüêè îá'¹ìíi ñèëè Xi òà ñèëè, ùî äiþòü íà ïîâåðõíi pi, íå

âàðiþþòüñÿ, òî
Xiδui = δ(Xiui). (3.14.6)

Îäåðæó¹ìî

δ

(
W −

∫
V
XiδuidV −

∫
A
piδuidA

)
= 0. (3.14.7)

Âèðàç, ùî ñòî¨òü ó äóæêàõ, ïîçíà÷à¹òüñÿ

Πε =W −
∫
V
XiδuidV −

∫
A
piδuidA

i íàçèâà¹òüñÿ ïîòåíöiàëüíîþ åíåðãi¹þ ñèñòåìè. Òîäi ç (3.14.7) ìà¹ìî
δΠε = 0. (3.14.8)

Çi ñïiââiäíîøåííÿ (3.14.8) âèïëèâà¹, ùî ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ ñè-
ñòåìè ìà¹ òî÷êó ñòàöiîíàðíîñòi. Äîâåäåìî, ùî öÿ òî÷êà ¹ ìiíi-
ìóìîì. Äëÿ öüîãî ïîðiâíÿ¹ìî ïîòåíöiàëüíó åíåðãiþ Πε äëÿ ïîëÿ
ïåðåìiùåíü ui ç åíåðãi¹þ Π′

ε äëÿ ïîëÿ ui+ δi :

Π′
ε−Πε =

∫
V
w(εij + δεij)dV −

∫
V
XiδuidV−

−
∫
A
piδuidA−

∫
V
w(εij)dV .

Ïiäiíòåãðàëüíèé âèðàç ðîçêëàäåìî ó ðÿä Òåéëîðà i óòðèìà¹ìî
÷ëåíè äðóãîãî ïîðÿäêó, îäåðæèìî

W (εij + δεij)−W (εij) =
∫
V

(
∂w

∂εij
δεij +

1
2

∂2w

∂εij∂εkl
δεijδεkl

)
dV−

−
∫
A
piδuidA−

∫
V
XiδidV =
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=
1
2

∫
V

∂2w

∂εij∂εkl
δεijδεkldV.

Ïîçíà÷à¹ìî
R=

1
2

∫
V

∂σij
∂εkl

δεijδεkldV

i, âðàõîâóþ÷è (3.14.2), îäåðæèìî

Π′
ε−Πε =R=

1
2

∫
V

∂σij
∂εkl

δεijδεkldV .

Äîâåäåìî, ùî R�äîäàòíà âåëè÷èíà. Âèêîðèñòîâóþ÷è çàêîí Ãóêà,
ìà¹ìî

∂σij
∂εkl

=
∂

∂εkl
(2µεij +λδijεmm)δεijδεkl = (2µδikδjl+

+λδijδkl)δεijδεkl,

∂σij
∂εkl

δεijδεij = 2µδεijδεij +λδεiiδεkk.

Îñêiëüêè λ i µ äîäàòíi, òî i R äîäàòíå. Âíàñëiäîê äîâåäåíîãî,
ìîæíà ñôîðìóëþâàòè òâåðäæåííÿ: ç óñiõ ìîæëèâèõ ïîëiâ ïåðå-
ìiùåíü òiëüêè äëÿ ïîëÿ äiéñíèõ ïåðåìiùåíü ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ
äîñÿãà¹ ìiíiìóìó.

Îáåðíåíà òåîðåìà (ïðèíöèï ìiíiìóìó ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨)
Ïðèíöèï Ëàãðàíæà
ßêùî ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ äîñÿãà¹ ìiíiìóìó äëÿ ÿêîãîñü ïîëÿ

ïåðåìiùåíü ui, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ãðàíè÷íi óìîâè ui = fi íà Au, òî
íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí ¹ äiéñíèì.

Òðåáà äîâåñòè, ùî ç ïîïåðåäíiõ óìîâ âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ïîëÿ
íàïðóæåíü, ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè, ôiçè÷íi ðiâíÿí-
íÿì i ãðàíè÷íi óìîâè

pi = σijnj

íà Aσ. Öå i îçíà÷à¹, ùî íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí ¹ äiéñíèì.
Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ðàíiøå îäåðæàíèì âèðàçîì äëÿ ïîòåíöiàëüíî¨

åíåðãi¨, áåðåìî ïåðøó âàðiàöiþ i ïðèðiâíþ¹ìî ¨¨ äî íóëÿ

δΠε =
∫
V

∂w

∂εij
δεijdV −

∫
V
XiδuidV −

∫
A
piδuidA.
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Ïîçíà÷àþ÷è ∂w
∂εij

= σij i áåðó÷è äî óâàãè, ùî
σijδεij = σijδui,j ,

ìà¹ìî
δΠε =−

∫
V

(σij ,j+Xi)δuidV +
∫
A
(σijnj−pi)δuidA= 0.

Âàðiàöiÿ δΠε = 0 òiëüêè çà óìîâè, ùî îáèäâà iíòåãðàëè äîðiâíþþòü
íóëþ. Îñêiëüêè âàðiàöi¨ δui äîâiëüíi i äîâiëüíèé îá'¹ì, òî íåîáõi-
äíîþ i äîñòàòíüîþ óìîâîþ öüîãî ¹

σij ,j+Xi = 0, σijnj−pi = 0.

Òàêèì ÷èíîì, äîâåäåíî: ÿêùî ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ äîñÿãà¹ ìi-
íiìóìó, òî âèêîíóþòüñÿ âñi ðiâíÿííÿ òåîði¨ ïðóæíîñòi, òîìó ïîëå
ïåðåìiùåíü çáiãà¹òüñÿ ç äiéñíèì.

3.15 Òåîðåìà ïðî ìiíiìóì äîïîâíÿëüíèõ
ðîáiò (òåîðåìà Êàñòiëüÿíî)

ßê i â ïîïåðåäíüîìó ïàðàãðàôi, ðîçãëÿäà¹ìî òiëî, íàâàíòàæåíå
ñèëàìè pi íà Aσ, i Xi â îá'¹ìi V ç çàäàíèìè ïåðåìiùåííÿìè ui íà
ïîâåðõíi Au, âñÿ ïîâåðõíÿ A=Aσ+Au. Â ñòàíi ðiâíîâàãè ìà¹ìî

σij ,j+Xi = 0, xi ⊂ V (3.15.1)
òà ãðàíè÷íi óìîâè

pi = σijnj ïðè xi ⊂Aσ;

ui = fi(x1,x2,x3) ïðè xi ⊂Au. (3.15.2)
Ïðÿìà òåîðåìà
Íåõàé íàïðóæåííÿ îäåðæàòü âàðiàöi¨ δσij , à íàâàíòàæåííÿ δpi.

Öi âàðiàöi¨ ïîâèííi çàäîâîëüíÿòè óìîâè ðiâíîâàãè i ãðàíè÷íi óìîâè
â îá'¹ìi V :

σij ,j+δσij ,j+Xi = 0, (3.15.3)
pi+ δpi = (σij + δσij)nj . (3.15.4)
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Ç (3.15.1), (3.15.2), (3.15.3), (3.15.4) âèïëèâà¹, ùî
δσij ,j= 0, δpi = δσijnj . (3.15.5)

Äàëi, íà ÷àñòèíi ïîâåðõíi Aσ, äå çàäàíi ñèëè pi, ¨õ âàðiàöiÿ äîðiâíþ¹
íóëþ, òàê ÿê âîíè ôiêñîâàíi. Òîäi íà Aσ

δσijnj = 0.

Çíàéäåìî âàðiàöiþ ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨ äåôîðìàöi¨

δW = δ

∫
V
w(σij)dV =

∫
V
δw(σij)dV =

=
∫
V

∂w

∂σij
δσijdV =

∫
V
εijδσijdV =

=
∫
V
ui,jδσijdV =

∫
V

[(uiδσij),j−uiδσij ,j ]dV =

=
∫
V

(uiδσij),jdV −
∫
V
uiδσij ,jdV =

=
∫
A
uiδσijnjdA=

∫
A
uiδpidA,

δW −
∫
A
uiδpidA= 0. (3.15.6)

Íà ÷àñòèíi ïîâåðõíi òiëà Aσ çàäàíi çîâíiøíi ñèëè pi. Âîíè ¹ ôiêñî-
âàíèìè, òîìó ¨õ âàðiàöiÿ íà Aσ äîðiâíþ¹ íóëþ. Âíàñëiäîê öüîãî i∫
Aσ
uiδpidA= 0, òîìó ∫AuiδpidA=

∫
Au
uiδpidA. Îñêiëüêè íà ÷àñòèíi

ïîâåðõíi Au ïåðåìiùåííÿ ui çàäàíi i ¹ ôiêñîâàíèìè, òî ïðè âàði-
þâàííi âîíè ïîâîäÿòü ñåáå ÿê ñòàëi, òîìó íà Au uiδpi = δ(uipi) i∫
Au
uiδpidA= δ

∫
Au
uipidA. Òîäi ç (3.15.6) ìà¹ìî

δ

(
W −

∫
Au

uipidA

)
= 0. (3.15.7)

Âèðàç ó äóæêàõ
Πσ =

(
W −

∫
Au

uipidA

)
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íàçèâà¹òüñÿ äîïîâíÿëüíîþ ðîáîòîþ. Ç ðiâíÿííÿ (3.15.7) âèïëèâà¹,
ùî ïðè äiéñíîìó íàïðóæåíîìó ñòàíi

δΠσ = 0,

òîáòî äîïîâíÿëüíà ðîáîòà ìà¹ òî÷êó ñòàöiîíàðíîñòi.
Äîâåäåìî, ùî öÿ òî÷êà ¹ òî÷êîþ ìiíiìóìó. Äëÿ öüîãî òðåáà äîâå-
ñòè, ùî ïðè âiäõèëåííi âiä äiéñíîãî íàïðóæåíîãî ñòàíó äîïîâíÿëü-
íà ðîáîòà çáiëüøó¹òüñÿ

Πσ(σij + δσij)−Πσ(σij)> 0.

Äàëi âèðàæà¹ìî äîäàòêîâó ðîáîòó äåôîðìàöi¨, âèêëèêàíó âàðiàöi-
¹þ íàïðóæåíü ÷åðåç íàïðóæåííÿ, i çíàõîäèìî ¨¨ âàðiàöiþ:

Πσ(σij + δσij)−Πσ(σij) =

=
∫
V

[w(σij + δσij)−w(σij)]dV −
∫
Au

uiδpidA,

w(σij + δσij) = w(σij)+
∂w

∂σij
δσij +

1
2

∂2w

∂σij∂σkl
δσijδσkl.

Óðàõîâóþ÷è, ùî
∂w

∂σij
= εij ,

∂2w

∂σij∂σkl
=
∂εij
∂σkl

,

îäåðæèìî

Πσ(σij + δσij)−Πσ(σij) =
∫
V

∂2w

∂σij∂σkl
δσijδσkldV.

Äîâåäåìî, ùî ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ ¹ äîäàòíîþ:
∂2w

∂σij∂σkl
δσijδσkl =

=
∂

∂σkl

1
2µ

(
σij−

ν

1+ν
δijσmm

)
δσijδσkl =

=
1
2µ

(
δσijδσij−

ν

1+ν
δσmmδσkk

)
> 0.
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Çâiäñè ∫
V

∂2w

∂σij∂σkl
δσijδσkldV > 0.

Öå äîâîäèòü, ùî äîïîâíÿëüíà ðîáîòà äîñÿãà¹ ìiíiìàëüíî¨ âåëè-
÷èíè ïðè äiéñíîìó íàïðóæåíîìó ñòàíi.

Îáåðíåíà òåîðåìà.
ßêùî äîïîâíÿëüíà ðîáîòà äîñÿãà¹ ìiíiìóìó i íàïðóæåííÿ çà-

äîâîëüíÿþòü óìîâè ðiâíîâàãè òà ãðàíè÷íi óìîâè
σij ,j+Xi = 0, pi = σijvj íà Aσ,

òî íàïðóæåííÿ áóäóòü äiéñíèìè, òîáòî iñíóþòü çóìîâëåíi íèìè äå-
ôîðìàöi¨, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ ñóìiñíîñòi Ñåí-Âåíàíà. Íà-
äàìî âàðiàöiþ íàïðóæåííÿì i çíàéäåìî δΠσ :

Πσ =Wσ−
∫
Au

uipidA, (3.15.8)

δΠσ =
∫
V
εijδσijdV −

∫
A
uiδpidA= 0, (3.15.9)

ç ðiâíÿíü ðiâíîâàãè σij ,j+Xi = 0 âèïëèâà¹, ùî
σij ,j+δσij ,j+Xi = 0,

òîìó
δσij ,j= 0. (3.15.10)

Òàêèì ÷èíîì, ïîñòà¹ çàäà÷à ìiíiìiçàöi¨ (3.15.9) çà íàÿâíîñòi
îáìåæåíü (3.15.10). Äëÿ ¨¨ ðîçâ'ÿçàííÿ ñêîðèñòà¹ìîñÿ ìåòîäîì íå-
âèçíà÷åíèõ ìíîæíèêiâ Ëàãðàíæà. Äëÿ öüîãî äî çàäàíîãî ôóíêöiî-
íàëà äîäàìî ñêàëÿðíèé äîáóòîê îáìåæåííÿ (3.15.10) i ïîìíîæèìî
íà íåâiäîìèé ìíîæíèê � âåêòîð λi. Îäåðæèìî çàäà÷ó áåç îáìåæåíü∫

V
εijδσijdV +

∫
V
λiδσij,jdV −

∫
A
uiδpidA= 0.

Ïiñëÿ ïåðåòâîðåíü, ïîäiáíèõ äî ïîïåðåäíiõ, îäåðæèìî∫
V

(εij−λi,j)δσijdV +
∫
A
(λi−ui)δpidA= 0.
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Çâiäñè âíàñëiäîê äîâiëüíîñòi âàðiàöié íàïðóæåíü i ñèë, à òàêîæ
äîâiëüíîñòi îá'¹ìó âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ âåêòîð λi, ÿêèé çàäîâîëü-
íÿ¹ óìîâó λi = ui íà Au. Äëÿ òîãî ùîá iñíóâàâ òåíçîð εij , ïîâèííi
çàäîâîëüíÿòèñü ðiâíÿííÿ Ñåí-Âåíàíà

εij = (λi,j +λj,i)/2.

3.16 Âàðiàöiéíà òåîðåìà Ðåéñíåðà

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ òiëî, ÿêå ïåðåáóâà¹ â ðiâíîâàçi ïiä äi¹þ çîâíiøíiõ
ñèë. Çàäàíèé ôóíêöiîíàë Ðåéñíåðà

I =
∫
V

[w(εij)−Xiui]dV −
∫
V
σij

[
εij−

1
2
(ui,j+uj ,i)

]
dV−

−
∫
Au

σijnj
(
ui−u′i

)
dA−

∫
Aσ

p′iuidA, (3.16.1)

ÿêèé çàëåæèòü âiä ïåðåìiùåíü ui, äåôîðìàöié εij i íàïðóæåíü σij ,
ÿêi ââàæàþòüñÿ íåçàëåæíèìè. Íà ãðàíèöi Au çàäàíî ïåðåìiùåííÿ
u′i, íà ãðàíèöi Aσ�ñèëè p′i.

Âàðiàöiéíà òåîðåìà Ðåéñíåðà: ÿêùî ôóíêöiîíàë íà âèáðàíîìó
ïîëi ïåðåìiùåíü ui, äåôîðìàöié εij i íàïðóæåíü σij ìà¹ òî÷êó ñòà-
öiîíàðíîñòi, òî íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí ¹ äiéñíèì.

Ùîá äîâåñòè òåîðåìó, íåîáõiäíî ïîêàçàòè, ùî ç âêàçàíî¨ âèùå
óìîâè âèïëèâà¹ âèêîíàííÿ ðiâíÿíü òåîði¨ ïðóæíîñòi i âèêîíàííÿ
êðàéîâèõ óìîâ. Óìîâîþ òîãî, ùî ôóíêöiîíàë Ðåéñíåðà I äîñÿãà¹
ñòàöiîíàðíîãî çíà÷åííÿ, ¹ ðiâíiñòü íóëþ ïåðøî¨ âàðiàöi¨ δI = 0. Çíà-
õîäèìî ïåðøó âàðiàöiþ i ïðèðiâíþ¹ìî ¨¨ äî íóëÿ:∫

V

{
∂w

∂εij
δεij−Xiδui − δσij

[
εij−

1
2
(ui,j+uj ,i)

]
−

−σij
[
δεij−

1
2
(δui,j+δuj ,i)

]}
dV−

−
∫
Au

δσijnj
(
ui−u′i

)
dA−

∫
Aσ

p′iδuidA= 0.
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Óðàõîâóþ÷è, ùî
1
2

∫
V
σij(δui,j+δuj,i)dV =

∫
V
σijδui,jdV =

=
∫
V

(σijδui),jdV −
∫
V
σij ,jδuidV =

∫
Aσ

σijδuinjdA−
∫
V
σij ,jδuidV ,

ìà¹ìî ∫
V

(
∂w(ε)
∂εij

−σij
)
δεijdV +

∫
V

(Xi+σij ,j)δuidV−

−
∫
V
δσij

[
εij−

1
2
(ui,j+uj,i)

]
dV−

−
∫
Aσ

(
p′i−σijnj

)
δuidA−

∫
A
δσij

(
ui−u′i

)
njdA= 0.

Çâiäñè âíàñëiäîê íåçàëåæíîñòi âàðiàöié ïåðåìiùåíü δui, äåôîð-
ìàöié δεij , íàïðóæåíü δσij i äîâiëüíîñòi îá'¹ìó âèïëèâà¹, ùî

∂w(ε)
∂εij

= σij ,

σij ,j+Xi = 0, (3.16.2)

εij =
1
2
(ui,j+uj ,i),

ïðè xi ∈ V
ui = u′i íà Au, p′i = σijnj íà Aσ. (3.16.3)

Ðiâíÿííÿ (3.16.2) îäåðæàíi ç óìîâè ñòàöiîíàðíîñòi ôóíêöiîíàëà
Ðåéñíåðà ¹ îñíîâíèìè ðiâíÿííÿìè òåîði¨ ïðóæíîñòi, ñïiââiäíî-
øåííÿ (3.16.3)�ãðàíè÷íèìè óìîâàìè.

3.17 Îäíîçíà÷íiñòü ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i òåîði¨
ïðóæíîñòi

Íà äàíèé ìîìåíò ôiçè÷íà çàäà÷à òåîði¨ ïðóæíîñòi, ÷è çàäà÷à ìå-
õàíiêè, ïîñòàâëåíà ìàòåìàòè÷íî. Îäíàê ïiñëÿ öüîãî çàëèøàþòüñÿ
ïèòàííÿ, ÷è ìà¹ çàäà÷à ðîçâ'ÿçîê, i ÿêùî ìà¹, òî ñêiëüêè ðîçâ'ÿç-
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êiâ, òîáòî ðîçâ'ÿçêiâ êiëüêà ÷è îäèí? Äîâåäåìî, ùî çàäà÷à òåîði¨
ïðóæíîñòi ìà¹ îäèí ðîçâ'ÿçîê.

Ðîçãëÿíåìî äâà ïîëÿ ïåðåìiùåíü u′i, u
′′
i, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü

ðiâíÿííÿ òåîði¨ ïðóæíîñòi â ïåðåìiùåííÿõ
µu′i,jj+(λ+µ)u′k,ki+Xi = 0, (3.17.1)

àáî
µu′i,jj+(λ+µ)ε′,i+Xi = 0

òà ãðàíè÷íi óìîâè:
pi = σ′ijnj íà Aσ,

u′i = fi íà Au. (3.17.2)
Òàêi ñàìi óìîâè âèêîíóþòüñÿ äëÿ u′′:

µu′′i ,jj+(λ+µ)ε′′,i+Xi = 0, (3.17.3)
pi = σ′′ijnj íà Aσ,
u′′i = fi íà Au. (3.17.4)

Ïîçíà÷èìî
u′i−u′′i = ui,

σ′ij−σ′′ij = σij ,

ε′ij−ε′′ij = εij

òà âiäíiìåìî âiä (3.17.1) i (3.17.2) ðiâíÿííÿ (3.17.3) i (3.17.4). Âíà-
ñëiäîê öüîãî îäåðæèìî îäíîðiäíó ñèñòåìó

µui,jj+(λ+µ)ε,i= 0,

σijnj = 0, ui = 0. (3.17.5)
Öi ðiâíÿííÿ âèçíà÷àþòü íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí òiëà, íà
ïîâåðõíi ÿêîãî âiäñóòíi ñèëè, ïåðåìiùåííÿ òà îá'¹ìíi ñèëè. Òðåáà
äîâåñòè, ùî íàïðóæåííÿ i äåôîðìàöi¨ â òàêèõ òiëàõ âiäñóòíi. Äëÿ
öüîãî ðîçãëÿíåìî ðîáîòó äåôîðìàöi¨:

Wε =
∫
V
wεdV =

∫
V

(
µεijεij +

λ

2
εkkεnn

)
dV =

=
1
2

∫
V
σijεijdV =

1
2

∫
V
σijui,jdV =
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=
1
2

∫
V

[
(σijui),j−σij,jui

]
dV =

1
2

∫
A
σijnjuidA+

1
2

∫
V
XiuidV =

=
1
2

∫
A

piuidA+
1
2

∫
V
XiuidV = 0.

Óíàñëiäîê òîãî, ùî ïåðåìiùåííÿ íà ïîâåðõíi òiëà i îá'¹ìíi ñèëè
âiäñóòíi i çàäà÷à îäíîðiäíà, îñòàòî÷íî îòðèìà¹ìî∫

V

[
µεijεij +

λ

2
εkkεkk

]
dV = 0.

Îñêiëüêè µ > 0, λ > 0, ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ, ÿêà ÿâëÿ¹ ñîáîþ
êâàäðàòè÷íó ôîðìó, ¹ äîäàòíîþ. Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî iíòåãðàë
ìîæå äîðiâíþâàòè íóëþ òiëüêè çà óìîâè

εij = 0, εkk = 0, òîìó ε′ij = ε′′ij .

Òàê ÿê âèêîíó¹òüñÿ çàêîí Ãóêà íàïðóæåííÿ
σ′ij = σ′′ij .

Ïåðåìiùåííÿ ìîæóòü âiäðiçíÿòèñÿ òiëüêè ëiíiéíîþ ñêëàäîâîþ, ÿêà
âiäïîâiäà¹ ïåðåìiùåííþ òâåðäîãî òiëà.

3.18 Òåîðåìà âçà¹ìíîñòi ðîáiò

Ðîçãëÿíåìî äâà ñòàíè òiëà. Â ïåðøîìó ñòàíi ó òiëi âèíèêàþòü
äåôîðìàöi¨ εij òà íàïðóæåííÿ σij ïiä äi¹þ ñèë pi i ïåðåìiùåíü ui,
çàäàíèõ íà ïîâåðõíi, â äðóãîìó�âiäïîâiäíî ε′ij òà σ′ij ïiä äi¹þ p′i
òà u′i. Ðîçãëÿíåìî ñïiââiäíîøåííÿ

σ′ijεij−σijε′ij . (3.18.1)
Ñêîðèñòàâøèñü çàêîíîì Ãóêà

σij = 2µεij+λδijεkk,

îäåðæèìî
σ′ijεij−σijε′ij = 0,

σ′ijεij = σijε
′
ij . (3.18.2)

Ñïiââiäíîøåííÿ (3.18.2) ¹ îäíèì ç âàðiàíòiâ òåîðåìè âçà¹ìíî-
ñòi ðîáiò. Ùîá îäåðæàòè ùå îäèí âàðiàíò òåîðåìè, ñêîðèñòà¹ìîñÿ
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ðiâíÿííÿìè ðiâíîâàãè
σij ,j+Xi = 0,

σ′ij ,j+X
′
i = 0.

Ïåðøå ðiâíÿííÿ ïîìíîæèìî íà u′i, äðóãå�íà ui i âiäíiìåìî ïiñëÿ
öüîãî âiä ïåðøîãî ðiâíÿííÿ äðóãå. Âiçüìåìî iíòåãðàë ïî îá'¹ìó òi-
ëà. Îäåðæèìî∫

V

(
Xiu

′
i−X ′

iui
)
dV +

∫
V

(
σij ,ju

′
i−σ′ij ,jui

)
dV = 0.

Ñêîðèñòà¹ìîñÿ òèì, ùî
σij,ju

′
i =
(
σiju

′
i

)
,j
−σiju′i,i,

σ′ij,jui =
(
σ′ijui

)
,j
−σ′ijui,i,

òà ïåðåòâîðåííÿìè Ãàóññà � Îñòðîãðàäñüêîãî, à òàêîæ òèì, ùî
σ′ijui,j = σ′ijεij .

Îäåðæèìî∫
V

(
Xiu

′
i−X ′

iui
)
dV +

∫
A

(
piu

′
i−p′iui

)
dA=

∫
V

(
σijε

′
ij−σ′ijεij

)
dV .

Âçÿâøè äî óâàãè (3.18.2), ìà¹ìî∫
V
Xiu

′
idV +

∫
A

piu
′
idA=

∫
V
X ′

iuidV +
∫
A
p′iuidA. (3.18.3)

Ñïiââiäíîøåííÿ (3.18.3) ïîêàçó¹, ùî ñóìà ðîáiò ïîâåðõíåâèõ i
îá'¹ìíèõ ñèë ïåðøîãî ñòàíó íà ïåðåìiùåííÿõ, çóìîâëåíèõ ñèëàìè
äðóãîãî ñòàíó, äîðiâíþ¹ ðîáîòi ïîâåðõíåâèõ i îá'¹ìíèõ ñèë äðóãî-
ãî ñòàíó íà ïåðåìiùåííÿõ âiä ñèë ïåðøîãî ñòàíó. Öå òâåðäæåííÿ
âiäîìå ÿê òåîðåìà Áåòòi.

3.19 Òåîðåìà Êëàïåéðîíà

Òåîðåìà Êëàïåéðîíà ñòâåðäæó¹, ùî ðîáîòà äåôîðìàöi¨ ïðóæíîãî
òiëà, ÿêå ïåðåáóâà¹ â ñòàíi ðiâíîâàãè, äîðiâíþ¹ ïîëîâèíi ðîáîòè
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çîâíiøíiõ ñèë íà ïåðåìiùåííÿõ ó òî÷êàõ ¨õ ïðèêëàäåííÿ:

W =
∫
V
wdV =

1
2

∫
V
σijεijdV =

1
2

∫
V

σijui,jdV =

=
1
2

[∫
V

(σijui),jdV −
∫
V
σij ,juidV

]
=

=
1
2

∫
V
XiuidV +

1
2

∫
A

piuidA.

Òàêèì ÷èíîì, òåîðåìó äîâåäåíî:

W =
1
2

∫
V
XiuidV +

1
2

∫
A
piuidA.

3.20 Çàãàëüíi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i
òåîði¨ ïðóæíîñòi

3.20.1 Ðîçâ'ÿçîê Ïàïêîâè÷à � Íåéáåðà

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i òåîði¨ ïðóæíîñòi ìîæå áóòè çíàéäåíèé øëÿõîì
ðiøåííÿ êðàéîâî¨ çàäà÷i ðiâíÿíü Íàâ'¹

µ ∇2~u+(λ+µ)∇∇·~u+ ~X = 0 (3.20.1)
àáî ó êîîðäèíàòíîìó âèãëÿäi

µui,jj+(λ+µ)um,mi+Xi = 0. (3.20.2)
×ëåí um,mi âõîäèòü ó âñi ðiâíÿííÿ i çâ'ÿçó¹ âñi òðè ïðîåêöi¨ âåê
òîðà ïåðåìiùåíü. Öå óñêëàäíþ¹ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i. Ìåòà ðîçâ'ÿçêó
Ïàïêîâè÷à � Íåéáåðà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá ïîáóäóâàòè òàêó ñèñòåìó
ðiâíÿíü, êîæíå ç ÿêèõ ìiñòèòü òiëüêè îäíó êîìïîíåíòó íåâiäîìîãî
âåêòîðà. Äëÿ öüîãî äîäàòêîâî ââîäèòüñÿ ñêàëÿðíà ôóíêöiÿ i âåêòîð
ïåðåìiùåíü ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

~u=A
(
ϕ+~r · ~ψ

)
+B~ψ, (3.20.3)

äå A i B�äîâiëüíi ñòàëi; ϕ(x1,x2,x3)�íåâiäîìà ñêàëÿðíà ôóíêöiÿ,
~ψ(x1,x2,x3)�íåâiäîìà âåêòîð-ôóíêöiÿ; ~r= ~ikxk�ðàäióñ-âåêòîð. Äëÿ
âèçíà÷åííÿ óìîâ, ÿêèì ïîâèííi çàäîâîëüíÿòè ââåäåíi ñêàëÿðíà
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ôóíêöiÿ ϕ i âåêòîðíà ôóíêöiÿ −→
ψ , âèêîðèñòîâóþòüñÿ ðiâíÿííÿ

Íàâ'¹ (3.20.1). Îñêiëüêè
∇2~u=A∇2∇

(
ϕ+~r · ~ψ

)
+B∇2 ~ψ =

=A∇∇2
(
ϕ+~r · ~ψ

)
+B∇2 ~ψ,

∇∇·~u=A∇∇2
(
ϕ+~r · ~ψ

)
+B∇∇· ~ψ,

i âðàõîâóþ÷è, ùî

∇∇·
(

⇀
r · ~ψ

)
=~im

∂

∂xm
·~ik

∂

∂xk
(xiψi) =

= δmk
∂

∂xm
(δikψi+xiψi,k) =

= δmk(ψk,m+ δimψi,k+xiψi,km) =

= 2ψm,m+xiψi,mm = 2∇· ~ψ+~r ·∇2 ~ψ,

ðiâíÿííÿ Íàâ'¹ íàáåðå âèãëÿäó
A(λ+2µ)∇(∇2ϕ+~r ·∇2 ~ψ)+

+2A(λ+2µ)∇∇·
−→
ψ +B(λ+µ)∇∇·

−→
ψ +Bµ∇2−→ψ +

−→
X = 0.

Äëÿ òîãî ùîá ñïðîñòèòè îäåðæàíå ðiâíÿííÿ, òðåáà ïîçáóòèñÿ ÷ëåíà
∇∇· ~ψ, ÿêèé ìiñòèòü çâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ âñi òðè êîìïîíåíòà âåêòîðà
~ψ. Äëÿ öüîãî âèêîðèñòîâóþòüñÿ äîâiëüíi ñòàëi A i B. Âèáèðà¹òüñÿ
A= 1, à B âèçíà÷à¹òüñÿ ç óìîâè

2(λ+2µ)+B(λ+µ) = 0,

B =−2
λ+2µ
λ+µ

=−4(1−ν).

Òîäi
(λ+2µ)∇(∇2ϕ+~r ·∇2 ~ψ)−4(1−ν)µ∇2 ~ψ+ ~X = 0.

Îäåðæàíå ðiâíÿííÿ ìîæíà çàäîâîëüíèòè, ïîêëàâøè
−4(1−ν)µ∇2 ~ψ+ ~X = 0, ∇2ϕ+~r ·∇2 ~ψ = 0.
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Îñòàòî÷íî îäåðæó¹ìî

∇2 ~ψ =
~X

4(1−ν)µ
, ∇2ϕ=− ~r · ~X

4(1−ν)µ
.

Ó ðàçi âiäñóòíîñòi îá'¹ìíèõ ñèë X = 0 îäåðæó¹ìî
∇2 ~ψ = 0 i ∇2ϕ= 0,

òîáòî ñêàëÿðíà ôóíêöiÿ ϕ i âåêòîðíà ôóíêöiÿ ~ψ ¹ ãàðìîíi÷íèìè.
Îñòàòî÷íî âåêòîð ïåðåìiùåíü âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ââåäåíi

ôóíêöi¨
~u=∇

(
ϕ+~r · ~ψ

)
−4(1−ν)~ψ,

ui = ϕ,i+ δkiψk+xkψk,i−4(1−ν)ψi =
= ϕ,i+xkψk,i− (3−4ν)ψi.

3.20.2 Ðîçâ'ÿçîê Áóñiíåñêà � Ãàëüîðêiíà

Ðîçâ'ÿçîê Áóñiíåñêà � Ãàëüîðêiíà, ÿê i ðîçâ'ÿçîê Ïàïêîâè÷à � Íåé-
áåðà, äà¹ ìîæëèâiñòü îäåðæàòè ðiâíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ êîæíîãî
âåêòîðà îêðåìî. �õ ìîæíà îäåðæàòè íà îñíîâi òåîðåìè Ãåëüìãîëü-
öà, çà ÿêîþ áóäü-ÿêå âåêòîðíå ïîëå ¹ ñóìîþ ãðàäi¹íòà ñêàëÿðíî¨
ôóíêöi¨ i ðîòîðà âåêòîðà, äèâåðãåíöiÿ ÿêîãî äîðiâíþ¹ íóëþ. Òîìó
âåêòîð ïåðåìiùåíü ìîæíà øóêàòè ó âèãëÿäi

~u=A∇ϕ+B∇× ~ψ,

çà óìîâè ∇· ~ψ = 0. Ç ôiçè÷íî¨ òî÷êè çîðó öå îçíà÷à¹, ùî âåêòîð ïå-
ðåìiùåíü ¹ ñóïåðïîçèöi¹þ ïîòåíöiàëüíîãî i ñîëåíî¨äàëüíîãî ïîëiâ.
Ñòàëi A i B ìîæóòü âèáðàòè òàê, ùîá ñïðîñòèòè îäåðæàíå ðiâ-
íÿííÿ, ÿêîìó ïîâèííi çàäîâîëüíÿòè ñêàëÿðíà ôóíêöiÿ ϕ i âåêòîð-
íà ôóíêöiÿ ~ψ. Ùîá çíàéòè óìîâè, ÿêi âîíè ïîâèííi çàäîâîëüíÿòè,
ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ ðiâíÿííÿìè Íàâ'¹ (3.20.1). Îñêiëüêè

∇2~u=A∇2ϕ+∇2∇× ~ψ,

∇∇×~u=A∇∇2ϕ+B∇∇·∇× ~ψ =A∇2∇ϕ+B∇∇·∇× ~ψ,

òî ïiäñòàíîâêà â (3.20.1) äà¹
A(λ+2µ)∇2∇ϕ+µB∇2∇× ~ψ+B(λ+µ)∇∇·∇× ~ψ+ ~X = 0.
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Ïåðåäîñòàííié ÷ëåí çíèêà¹ â íàñëiäîê íàñòóïíî¨ çàëåæíîñòi

∇·∇× ~ψ =~im
∂

∂xm
·~ik

∂

∂xk
×~ipψp =

=~im
∂

∂xm
· εqkp~iqψp,k = δmqεqkpψp,km = εmkpψp,km = 0.

Ó ðåçóëüòàòi îäåðæó¹ìî
∇2[A(λ+2µ)∇ϕ+µB∇× ~ψ]+ ~X = 0.

Â îäåðæàíå ðiâíÿííÿ âõîäÿòü ÷îòèðè ôóíêöi¨ ϕ, ψ1, ψ2, ψ3,

àëå âíàñëiäîê òîãî, ùî íàêëàäåíî óìîâó ∇ · ~ψ = 0, òiëüêè òðè ¹
íåçàëåæíèìè, òîìó ¨õ ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç íåâiäîìèé âåêòîð
~F (x1,x2,x3), ïîêëàâøè

ϕ=∇· ~F ,~ψ =∇× ~F .

Öå ïðèâîäèòü äî ðiâíÿííÿ
∇2[A(λ+2µ)∇∇· ~F +µB∇×∇× ~F ]+ ~X = 0.

Îñêiëüêè
∇×∇× ~F =∇∇· ~F −∇2 ~F ,

òî îäåðæó¹ìî
∇2{A[(λ+2µ)+µB]∇∇· ~F −µB∇2 ~F}+ ~X = 0.

Îñêiëüêè ñòàëi A i B äîâiëüíi, ¨õ âèáèðàþòü ç óìîâè A = 1,
A(λ+2µ)+µB = 0. Çâiäñè

B =−(λ+2µ)/µ,

àáî
B =−2(1−ν)/(1−2ν)

i íåâiäîìèé âåêòîð ïîâèíåí çàäîâîëüíÿòè ðiâíÿííÿ

(λ+2µ)∇2∇2 ~F + ~X = 0, ∇4 ~F =−
~X

λ+2µ
.

Äëÿ âåêòîðà ïåðåìiùåíü îäåðæó¹ìî âèðàç

~u=∇∇· ~F − λ+2µ
µ

∇×∇× ~F ,
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àáî
~u=∇∇· ~F − λ+2µ

µ

(
∇∇· ~F −∇2 ~F

)
,

~u=− 1
1−2ν

∇∇· ~F +
2(1−ν)
1−2ν

∇2 ~F .

Ó êîîðäèíàòíîìó âèãëÿäi

ui =− 1
1−2ν

Fk,ki+
2(1−ν)
1−2ν

Fi,mm.

ßêùî îá'¹ìíi ñèëè âiäñóòíi ~X = 0, òî ∇4 ~F = 0, òîáòî âåêòîð ~F ,
ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ âåêòîðîì Ãàëüîðêiíà, ¹ áiãàðìîíi÷íèì.

3.21 Çàäà÷i

Çàäà÷à 3.21.1. Ïîïåðe÷íèé ïåðåðiç ïðÿìîêóòíî¨ ïðèçìè ïðè ïëî-
ñêié äåôîðìàöi¨ ïåðåòâîðèâñÿ íà ïàðàëåëîãðàì (ðèñ.3.21.1). Çíàéòè
âiäíîñíó òà ëiíiéíó äåôîðìàöiþ â íàïðÿìêàõ äiàãîíàëåé ïðèçìè,
ãîëîâíi äåôîðìàöi¨ i ãîëîâíi íàïðÿìêè. Ïåðåìiùåííÿ ââàæàòè ëi-
íiéíèìè ôóíêöiÿìè.

 

0,0003см 

0,0009см 

4см 

3см

0,0008см 

0,0017см y 

x

Рис.3.21.1 
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Çàäà÷à 3.21.2. Çíàéòè ñòàëi Ëÿìå äëÿ ðiçíèõ ìàòåðiàëiâ, ÿêùî
âiäîìi ìîäóëü Þíãà òà êîåôiöi¹íò Ïóàññîíà:

a) E = 2 ·105ÌÏà, ν = 0,3,
b) E = 1 ·105ÌÏà, ν = 0,32,
c) E = 8ÌÏà, ν = 0,47.

Çàäà÷à 3.21.3. Çíàéòè ïîòåíöiàëüíó åíåðãiþ äåôîðìàöi¨ ñòðè-
æíÿ çàâäîâæêè l ç ïëîùåþ ïîïåðå÷íîãî ïåðåðiçó A, ÿêùî âiäîìi
äåôîðìàöi¨

ε11 = ε22 = ε33 = γ12 = 0,

γ32 =− 1
G

∂φ

∂x1
, γ31 =

1
G

∂φ

∂x2
,

äå φ= φ(x1,x2)�ôóíêöiÿ, ÿêà çàëåæèòü òiëüêè âiä x1,x2

Çàäà÷à 3.21.4. Âèçíà÷èòè, ïðè ÿêîìó ðîçïîäiëi òåìïåðàòóð â
içîòðîïíîìó ïðóæíîìó òiëi ìîæëèâå âiëüíå òåìïåðàòóðíå ðîçøè-
ðåííÿ, òîáòî âiäñóòíi íàïðóæåííÿ, ÿêùî òiëî íå çàêðiïëåíå i íà
íüîãî íå äiþòü íiÿêi ñèëè.

Çàäà÷à 3.21.5. Âèðàçèòè êîìïîíåíòè òåíçîðà íàïðóæåíü ÷åðåç
ãàðìîíi÷íi ôóíêöi¨, ÿêi âõîäÿòü ó ðîçâ'ÿçîê Ïàïêîâè÷à�Íåéáåðà.

Çàäà÷à 3.21.6. Äîâåñòè, ùî çà âiäñóòíîñòi îá'¹ìíèõ ñèë ôóíêöi¨

u=
1

2(1−2ν)
θx, v =

1
2(1−2ν)

θy, w =
1

2(1−2ν)
θz

çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ Íàâ'¹.

Çàäà÷à 3.21.7. Çíàéòè ïîòåíöiàëüíó åíåðãiþ äåôîðìàöi¨ ïëà-
ñòèíêè, ÿêùî çàäàíi ïåðåìiùåííÿ (ðèñ.3.21.2)

u=−z ∂w
∂x

, v =−z ∂w
∂y

, w = w(x,y).
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Çàäà÷à 3.21.8. Öèëiíäðè÷íèé ñòðèæåíü êðóãëîãî ïîïåðå÷íîãî
ïåðåðiçó ç ðîçìiðàìè L = 10 ñì, d = 2 ñì (ðèñ.3.21.3), ïiäâiøåí-
íèé, ó öåíòði âàãè âåðõíüîãî ïåðåðiçó, ðîçòÿãó¹òüñÿ âëàñíîþ âàãîþ.
Êîìïîíåíòè âåêòîðà ïåðåìiùåíü äîðiâíþþòü

u=−νγxz/E, v =−νγyz/E,
w = γ

[
z2− l2 +ν

(
x2 +y2

)]
/(2E).

Âèçíà÷èòè ïîòåíöiàëüíó åíåðãiþ äåôîðìàöi¨ òà ¨¨ ñêëàäîâi, ïîâ'ÿ-
çàíi çi çìiíîþ ôîðìè i îá'¹ìó (γ = 7,8 · 103 êã/ì3, E = 2 · 105ÌÏà,
ν = 0,3).

Çàäà÷à 3.21.9. Ïîêàçàòè, ùî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíèõ
ðiâíÿíü Íàâ'¹ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

⇀
v = ~ψ− 1

2(1−ν)
grad(zφ0),

äå ~ψ�çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ ∇2 ~ψ = 0; à φ0�áóäü-ÿêèé ÷à-
ñòèííèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

2
∂φ0

∂x
= div ~ψ.

Çàäà÷à 3.21.10. Ïîêàçàòè, ùî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíèõ
ðiâíÿíü Íàâ'¹ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi çíàéäåííîìó ×åððóòi:

~v =
∂ ~H

∂x
− z

3−4ν
graddiv ~H,

äå âåêòîð ~H�çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ
∇2 ~H = 0.
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Çàäà÷à 3.21.11. Çàïèñàòè ãðàíè÷íi óìîâè äëÿ òië, íàâàíòàæå-
íèõ, ÿê ïîêàçàíî íà ðèñ.3.21.4 òà 3.21.5.

 

q 

x 

y

x

b

qq
Puc. 3.21.4  

b

a a a

y
q

 

2x  

q= γ 2x1x  

Puc. 3.21.5 

α  

3.22 Íàéïðîñòiøi çàäà÷i òåîði¨ ïðóæíîñòi

Ðîçòÿã ñòðèæíÿ âëàñíîþ âàãîþ.
Ïåðåâiðèòè ïðàâèëüíiñòü ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i ìåòîäîì îïîðó ìàòå-

ðiàëiâ. Çãiäíî ç ïîñòàíîâêîþ çàäà÷i â äèñöèïëiíi îïið ìàòåðiàëiâ
êîëè ñòðèæåíü ïðàöþ¹ íà ðîçòÿã (ðèñ.3.22.1)
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Рис.3.22.1 

l  3x  

3x  

2x  

1x  0M  ó ïîïåðå÷íèõ ïåðåðiçàõ äiþòü íîð-
ìàëüíi íàïðóæåííÿ σ = N

A , äå
N = Aγ(l−x3)�îñüîâà ñèëà, A�
ïëîùà ïîïåðå÷íîãî ïåðåðiçó i
σ33 = γ(l−x3). Òåíçîð íàïðóæåíü

σ̂ =

 0 0 0
0 0 0
0 0 γ(l−x3)

,
äå γ�ïèòîìà âàãà, òîáòî ñèëà ïðè-
êëàäåíà äî îäèíèöi îá'¹ìó.
1. Ïåðåâiðÿ¹ìî âèêîíàííÿ ðiâíÿíü
ðiâíîâàãè

σij ,j+Xi = 0;

σ11,1+σ12,2+σ13,3+X1 = 0;
σ21,1+σ22,2+σ23,3+X2 = 0;
σ31,1+σ32,2+σ33,3+X3 = 0.

Â âèïàäêó íàâàíòàæåííÿ âëàñíîþ âàãîþ îá'¹ìíi ñèëè â íàïðÿìêàõ
îñåé x1, x2 âiäñóòíi, òîìó X1 =X2 = 0. Â íàïðÿìêó îñi x3

îá'¹ìíà ñèëà äîðiâíþ¹ ïèòîìié âàçi, òîìó X3 = γ. Î÷åâèäíî, ïåðøi
äâà ðiâíÿííÿ âèêîíóþòüñÿ. Òðåò¹ ðiâíÿííÿ ïðèâîäèòüñÿ äî âèãëÿäó
−γ+γ = 0 i òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ.

2. Ïåðåâiðÿ¹ìî âèêîíàííÿ ðiâíÿíü ñóìiñíîñòi äåôîðìàöié � ðiâ-
íÿíü Ñåí-Âåíàíà. Öå íåîáõiäíî òîìó, ùî çàäà÷à ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ ó
íàïðóæåííÿõ, îñêiëüêè âèêîíàííÿ òiëüêè ðiâíÿíü ðiâíîâàãè íåäî-
ñòàòíüî, âíàñëiäîê òîãî ùî ðiâíÿíü ðiâíîâàãè òiëüêè òðè, à òåíçîð
íàïðóæåíü ìà¹ øiñòü íåçàëåæíèõ êîìïîíåíò, òîáòî êiëüêiñòü íå-
âiäîìèõ áiëüøå, íiæ êiëüêiñòü ðiâíÿíü. Çà òàêèõ óìîâ ñèñòåìà â
ïðèíöèïi ìà¹ íåñêií÷åííó êiëüêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ. Äëÿ òîãî ùîá ïå-
ðåâiðèòè âèêîíàííÿ ðiâíÿíü Ñåí-Âåíàíà, òðåáà çíàéòè äåôîðìàöi¨.
Äëÿ öüîãî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ çàêîí Ãóêà

εij =
1
2µ

(
σij−

ν

1+ν
δijσmm

)
.
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Ó ðîçãîðíóòîìó âèãëÿäi
ε11 = 1

2µ

(
σ11− ν

1+ν (σ11 +σ22 +σ33)
)

= 1
2µ

(
0− ν

1+ν γ(l−x3)
)

=

=− ν
2µ(1+ν)γ(l−x3) =− ν

Eγ(l−x3),

ε22 =− ν

E
γ(l−x3), ε33 =

1
E
γ(l−x3),

ε12 =
1
2µ
σ12 = 0, ε23 = 0, ε31 = 0,

ε̂=

 −νγ(l−x3)/E 0 0
0 −νγ(l−x3)/E 0
0 0 γ(l−x3)/E

.
Ðiâíÿííÿ ñóìiñíîñòi äåôîðìàöié ìàþòü âèãëÿä

εij ,kl+εkl,ij−εik,jl−εjl,ik= 0,

ε11,22+ε22,11= 2ε12,12;

ε11,33+ε33,11= 2ε13,13;

ε22,33+ε33,22= 2ε23,23;

ε11,23= (ε12,3+ε13,2−ε23,1),1;

ε22,13= (ε12,3+ε32,1−ε13,2),2;

ε33,12= (ε23,1+ε31,2−ε12,3),3;

i ¹ äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè äðóãîãî ïîðÿäêó. Âñi êîìïîíåíòè
òåíçîðà äåôîðìàöié ¹ ëiíiéíèìè ôóíêöiÿìè, òîìó ¨õíi äðóãi ïîõiäíi
äîðiâíþþòü íóëþ, âíàñëiäîê öüîãî ðiâíÿííÿ ñóìiñíîñòi äåôîðìàöié
âèêîíóþòüñÿ.

3. Ïåðåâiðÿ¹ìî âèêîíàííÿ êðàéîâèõ óìîâ. Çà óìîâîþ çàäà÷i íà
ïîâåðõíi òiëà çàäàíi ñèëè. Ìà¹ìî ïåðøó êðàéîâó çàäà÷ó òåîði¨ ïðó-
æíîñòi. Ãðàíè÷íi óìîâè çâ'ÿçóþòü ñèëè íà ïîâåðõíi òiëà i êîìïî-
íåíòè òåíçîðà íàïðóæåíü pi = σijnj , äå pi�ïðîåêöi¨ iíòåíñèâíîñòi
ïîâåðõíåâèõ ñèë; nj�ïðîåêöi¨ îäèíè÷íî¨ íîðìàëi äî ïîâåðõíi òiëà.
Íàâîäèìî öi ñïiââiäíîøåííÿ â ðîçãîíóòîìó âèãëÿäi

p1 = σ11n1 +σ12n2 +σ13n3,
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p2 = σ21n1 +σ22n2 +σ23n3,

p3 = σ31n1 +σ32n2 +σ33n3.

Ïîâåðõíÿ ñòðèæíÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ ÷àñòèí: ïåðøà�íèæíié òî-
ðåöü, äðóãà�áîêîâà ïîâåðõíÿ, òðåòÿ�âåðõíié òîðåöü.

Íèæíié òîðåöü
x3 = l, n1 = n2 = 0, n3 = 1, p1 = p2 = p3 = 0,

σ11 = σ22 = σ12 = σ23 = σ31 = 0, σ33 = γ(l− l) = 0.

Ïiäñòàíîâêà öèõ âåëè÷èí ó ãðàíè÷íi óìîâè ïîêàçó¹, ùî âîíè âèêî-
íóþòüñÿ.

Áîêîâà ïîâåðõíÿ. �¨ ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä f(x1,x2) = 0 i ïðîåêöiÿ
íîðìàëi íà âiñü x3, n3 = 0, n1 6= 0, n2 6= 0,

σ11 = σ22 = σ12 = σ23 = σ31 = 0, σ33 = γ(l−x3).

Ïiäñòàíîâêà öèõ âåëè÷èí ó ãðàíè÷íi óìîâè ïîêàçó¹ ùî âîíè âèêî-
íóþòüñÿ.

Âåðõíié òîðåöü. Ðîçïîäië çîâíiøíiõ ñèë íà âåðõíüîìó òîðöi ç
îïîðó ìàòåðiàëiâ íåâiäîìèé. Âiäîìî òiëüêè òå, ùî âií çàêðiïëåíèé,
òîìó ç êðàéîâèõ óìîâ ìîæíà ëèøå âèçíà÷èòè, ïðè ÿêîìó ðîçïîäiëi
íàïðóæåíü ðåçóëüòàò, îäåðæàíèé â îïîði ìàòåðiàëiâ, áóäå ïðàâèëü-
íèì. Íà âåðõíüîìó òîðöi ìà¹ìî

x3 = 0, n1 = n2 = 0, n3 =−1,

σ11 = σ22 = σ12 = σ23 = σ31 = 0, σ33 = γ(l−0) = γl.

Ïiäñòàíîâêà öèõ âåëè÷èí ó ãðàíè÷íi óìîâè äà¹
p1 = p2 = 0, p3 = γl.

ßêùî ñòðèæåíü çàêðiïëåíî òàê, ùî ñèëè íà âåðõíüîìó òîðöi
ðîçïîäiëÿþòüñÿ ÿêîñü iíàêøå, òî ðåçóëüòàòîì, îäåðæàíèì â îïî-
ði ìàòåðiàëiâ, ìîæíà êîðèñòóâàòèñÿ òiëüêè â ðîçóìiííi ïðèíöèïó
Ñåí-Âåíàíà, òîáòî íà äåÿêié âiäñòàíi âiä ìiñöÿ ïðèêëàäàííÿ ñèëè
íàïðóæåííÿ áóäóòü áëèçüêèìè äî òèõ, ùî äà¹ îïið ìàòåðiàëiâ.

4. Âèçíà÷à¹ìî ïåðåìiùåííÿ. Çà ôîðìóëîþ ×åçàðî

ui = u0
i +
(
x′j−x0

j

)
ω0
ij +

∫ M ′

M0

[
εik+(x′j−xj)(εik,j−εkj ,i)

]
dxk,
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äå ~u0 = ~u(M0)�ïåðåìiùåííÿ òî÷êè âiäëiêó; ω0
ij�êîìïîíåíòè òåíçî-

ðà îáåðòàííÿ òiëà ÿê àáñîëþòíî òâåðäîãî íàâêîëî òî÷êè âiäëiêó.
Îñêiëüêè òî÷êà çàêðiïëåííÿ ñòðèæíÿ âèáèðà¹òüñÿ â öåíòði âàãè i
îñi x1, x2 ãîëîâíi îñi, òî ïåðåìiùåííÿ òî÷êè âiäëiêó M0 âiäñóòí¹
~u0 = 0 i îáåðòàííÿ òiëà ÿê àáñîëþòíî òâåðäîãî íàâêîëî M0 òàêîæ
âiäñóòí¹ ω0

ij = 0.

 

Puc.3.22.2 

0 (0,0,0)M  

1 2 3( , , )M x x x′ ′ ′ ′  
3x  

2x  

1x  

Ó íàñëiäîê öiõ óìîâ ïåðøi äâà
äîäàíêè ó ôîðìóëi ×åçàðî âèïà-
äàþòü i çàëèøà¹òüñÿ òiëüêè òðå-
òié iíòåãðàëüíèé, ÿêèé äà¹ ïå-
ðåìiùåííÿ çà ðàõóíîê äåôîðìó-
âàííÿ ñòðèæíÿ:

ui =
∫ M ′

M0

[
εik+(x′j−xj)(εik,j−εkj ,i)

]
dxk.

Óðàõîâóþ÷è ùî âñi êîìïîíåíòè òåíçîðà äåôîðìàöié çàëåæàòü òiëü-
êè âiä x3, ìà¹ìî

u1 =
∫M ′

M0 [ε1k+(x′1−x1)(ε1k,1−εk1,1)+
+(x′2−x2)(ε1k,2−εk2,1)+(x′3−x3)(ε1k,3−εk3,1)]dxk =

=
∫ M ′

M0

[
ε1k+(x′3−x3)ε1k,3

]
dxk =

=
∫M ′

M0 {[ε11 +(x′3−x3)ε11,3]dx1+
+[ε12 +(x′3−x3)ε12,3]dx2 +[ε13 +(x′3−x3)ε13,3]dx3}.

Êðèâîëiíiéíèé iíòåãðàë íå çàëåæèòü âiä øëÿõó iíòåãðóâàííÿ. Íàé-
çðó÷íiøèì øëÿõîì âiäM0 äîM ′ ¹ øëÿõ ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç âiäðiç-
êiâ ïðÿìèõ, ïàðàëåëüíèõ îñÿì êîîðäèíàò (ðèñ.3.22.2). Âií äîðiâíþ¹
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ñóìi iíòåãðàëiâ ïî âiäðiçêàõ
u1 =

∫ x′
1

0 [ε11 +(x′3−x3)ε11,3]dx1 +
∫ x′

2
0 0+

∫ x′
3

0 0 =
=
∫ x′

1
0 [−νγ(l−x3)/E+(x′3−x3)νγ/E]dx1 =

= (νγ/E)
∫ x′

1
0 [−l+x′3]dx1 =(νγ/E)(x′3− l)x′1,

u1 = (νγ/E)(x′3− l)x′1.
Àíàëîãi÷íî âèçíà÷à¹ìî

u2 = (νγ/E)(x′3− l)x′2.
Çíàõîäèìî ïåðåìiùåííÿ â íàïðÿìêó îñi x3, (z)

u3 =
∫ M ′

M0

[
ε3k+(x′j−xj)(ε3k,j−εkj ,3)

]
dxk =

=
∫M ′

M0 [ε3k +(x′1−x1)(ε3k,1−εk1,3)+
+(x′2−x2)(ε3k,2−εk2,3)+

+(x′3−x3)(ε3k,3−εk3,3)]dxk =

=
∫M ′

M0 [ε3k − (x′1−x1)εk1,3−(x′2−x2)εk2,3]dxk =
= (γ/E)

∫M ′

M0 {−(x′1−x1)νdx1− (x′2−x2)νdx2 +(l−x3)dx3}=
=−(γν/E)

∫ x′
1

0 (x′1−x1)dx1− (γν/E)
∫ x′

2
0 (x′2−x2)dx2+

+(γ/E)
∫ x′

3
0 (l−x3)dx3 =

=−γνx′1
2/2E−γνx′2

2/2E+(γ/E)(lx′3−x′3
2/2) =

=−(γ/2E)[ν(x′1
2 +x′2

2)− (2lx′3−x′3
2)].

Âñåñòîðîíí¹ ñòèñêàííÿ òiëà äîâiëüíî¨ ôîðìè.

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ içîòðîïíå òiëî, íàâàíòàæåíå ðiâíîìiðíî ðîç-
ïîäiëåíèìè ñèëàìè iíòåíñèâíîñòi ~p, íîðìàëüíèìè äî éîãî ïî-
âåðõíi (ðèñ.3.22.3). Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i âèçíà÷åííÿ íàïðóæåíî-
äåôîðìîâàíîãî ñòàíó ìîæå ñïèðàòèñÿ íà íàñòóïíi ôiçè÷íi ìiðêóâà-
ííÿ. Îñêiëüêè íàâàíòàæåííÿ ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíå i íàïðÿìëåíå
ïî íîðìàëi äî ïîâåðõíi òiëà, òî ôîðìà òiëà íå çìiíþ¹òüñÿ, áóäóòü
çìiíþâàòèñÿ ëèøå ðîçìiðè i îá'¹ì. Îñêiëüêè ôîðìà íå çìiíþ¹òüñÿ
áóäóòü âiäñóòíi çñóâè i, âiäïîâiäíî äîòè÷íi íàïðóæåííÿ.
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 ( )1 2 3, ,M x x x′ ′ ′ ′  

3x  

2x  

1x  

oM  

p  

Рис.3.22.3 

Ç ïîïåðåäíüîãî âèïëèâà¹
âèñíîâîê, ùî â òiëi íà
áóäü-ÿêèõ ïëîùèíêàõ áó-
äóòü äiÿòè òiëüêè íîð-
ìàëüíi íàïðóæåííÿ. Òîäi
òåíçîð íàïðóæåíü ìàòèìå
äiàãîíàëüíó ñòðóêòóðó

σ̂ =

 −p 0 0
0 −p 0
0 0 −p

.
Äëÿ òîãî ùîá ïåðåâiðèòè ïðàâèëüíiñòü ðîçâ'ÿçêó, òðåáà ïåðåâi-

ðèòè, ÷è âèêîíóþòüñÿ ðiâíÿííÿ òåîði¨ ïðóæíîñòi i ãðàíè÷íi óìîâè.
1. Ïåðåâiðêà âèêîíàííÿ ðiâíÿíü ðiâíîâàãè

σij ,j+Xi = 0,

σ11,1+σ12,2+σ13,3+X1 = 0,

σ21,1+σ22,2+σ23,3+X2 = 0,

σ31,1+σ32,2+σ33,3+X3 = 0.

Çà óìîâîþ çàäà÷i îá'¹ìíi ñèëè â íàïðÿìêàõ îñåé x1,x2,x3 âiäñóòíi,
òîìó X1 =X2 =X3 = 0. Âñi êîìïîíåíòè òåíçîðà ñòàëi âåëè÷èíè, òî-
ìó ¨õ ïîõiäíi äîðiâíþþòü íóëþ. Ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè âèêîíóþòüñÿ.

2. Ïåðåâiðêà âèêîíàííÿ ðiâíÿíü ñóìiñíîñòi äåôîðìàöié � ðiâ-
íÿíü Ñåí-Âåíàíà. Ïåðåâiðêà íåîáõiäíà òîìó ùî çàäà÷à ðîçâ'ÿçó-
¹òüñÿ ó íàïðóæåííÿõ. Âèêîíàííÿ îäíèõ ðiâíÿíü ðiâíîâàãè íåäî-
ñòàòíüî, îñêiëüêè ðiâíÿíü ðiâíîâàãè òðè, à òåíçîð íàïðóæåíü ìà¹
øiñòü íåçàëåæíèõ êîìïîíåíò. Òàêèì ÷èíîì, êiëüêiñòü íåâiäîìèõ
áiëüøå, íiæ êiëüêiñòü ðiâíÿíü. Òîìó ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè ìàþòü íå-
ñêií÷åííó êiëüêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ. Äëÿ òîãî ùîá ïåðåâiðèòè âèêîíàííÿ
ðiâíÿíü Ñåí-Âåíàíà, òðåáà çíàéòè äåôîðìàöi¨. Çà çàêîíîì Ãóêà

εij =
1
2µ

(
σij−

ν

1+ν
δijσmm

)
.
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Ó ðîçãîðíóòîìó âèãëÿäi
ε11 = 1

2µ

(
σ11− ν

1+ν (σ11 +σ22 +σ33)
)

=

= 1
2µ

(
−p+ ν

1+ν 3p
)

=

=− 1−2ν
2µ(1+ν)p=−1−2ν

E p,

ε22 =−1−2ν
E

p, ε33 =−1−2ν
E

p,

ε12 = 0, ε23 = 0, ε31 = 0.

Ðiâíÿííÿ ñóìiñíîñòi äåôîðìàöié ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi
εij ,kl+εkl,ij−εik,jl−εjl,ik= 0.

Âîíè ¹ äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè äðóãîãî ïîðÿäêó. Âñi êîìïî-
íåíòè òåíçîðà äåôîðìàöié ¹ ñòàëèìè i ¨õ äðóãi ïîõiäíi äîðiâíþþòü
íóëþ, òîìó ðiâíÿííÿ ñóìiñíîñòi äåôîðìàöié âèêîíóþòüñÿ.

3. Ïåðåâiðêà âèêîíàííÿ êðàéîâèõ óìîâ. Çà óìîâîþ çàäà÷i íà
ïîâåðõíi òiëà çàäàíi ñèëè. Ìà¹ìî ïåðøó êðàéîâó çàäà÷ó òåîði¨ ïðó-
æíîñòi. Ãðàíè÷íi óìîâè çâ'ÿçóþòü ñèëè íà ïîâåðõíi òiëà i êîìïî-
íåíòè òåíçîðà íàïðóæåíü

pi = σijnj ,

äå pi�ïðîåêöi¨ iíòåíñèâíîñòi ïîâåðõíåâèõ ñèë; nj�ïðîåêöi¨
îäèíè÷íî¨ íîðìàëi äî ïîâåðõíi òiëà.

Ó ðîçãîðíóòîìó âèãëÿäi
p1 = σ11n1 +σ12n2 +σ13n3,

p2 = σ21n1 +σ22n2 +σ23n3,

p3 = σ31n1 +σ32n2 +σ33n3.

Âåêòîð iíòåíñèâíîñòi çîâíiøíiõ ñèë íàïðÿìëåíèé ïî íîðìàëi äî
ïîâåðõíi, àëå ìà¹ ïðîòèëåæíèé íàïðÿìîê, òîìó âií ìà¹ âèãëÿä

~p=−p~n,
äå ~n�îäèíè÷íà çîâíiøíÿ íîðìàëü äî ïîâåðõíi òiëà; p�âåëè÷èíà ií-
òåíñèâíîñòi çîâíiøíiõ ñèë.
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Ó êîîðäèíàòíîìó âèãëÿäi
p1 =−pn1, p2 =−pn2, p3 =−pn3.

Ïiäñòàíîâêà êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðóæåíü òà iíòåíñèâíîñòi çîâíi-
øíiõ ñèë ó êðàéîâi óìîâè ïîêàçó¹, ùî âîíè âèêîíóþòüñÿ.

4. Âèçíà÷åííÿ ïåðåìiùåíü. Çà ôîðìóëîþ ×åçàðî

ui = u0
i +
(
x′j−x0

j

)
ω0
ij +

∫ M ′

M0

[
εik+(x′j−xj)(εik,j−εkj ,i)

]
dxk,

äå ~u0 = ~u(M0)�ïåðåìiùåííÿ òî÷êè âiäëiêó; ω0
ij�êîìïîíåíòè òåíçî-

ðà îáåðòàííÿ òiëà ÿê àáñîëþòíî òâåðäîãî íàâêîëî òî÷êè âiäëiêó.
Òî÷êà çàêðiïëåííÿ òiëà âèáèðà¹òüñÿ äîâiëüíî. Îñêiëüêè ãîëîâíèì
iíòåðåñîì ¹ ïåðåìiùåííÿ çà ðàõóíîê äåôîðìàöié, òî ìîæíà ïîêëà-
ñòè, ùî ïåðåìiùåííÿ òî÷êè âiäëiêó M0 âiäñóòí¹ ~u0 = 0 i îáåðòàííÿ
òiëà ÿê àáñîëþòíî òâåðäîãî íàâêîëî M0 òàêîæ âiäñóòí¹ ω0

ij = 0 òî-
ìó ïåðøi äâà äîäàíêè ó ôîðìóëi ×åçàðî âèïàäàþòü. Çàëèøà¹òüñÿ
òiëüêè òðåòié�iíòåãðàëüíèé, ÿêèé äà¹ ïåðåìiùåííÿ çà ðàõóíîê äå-
ôîðìóâàííÿ

ε̂=

 −1−2ν
E p 0 0
0 −1−2ν

E p 0
0 0 −1−2ν

E p

,
ui =

∫ M ′

M0

[
εik+(x′j−xj)(εik,j−εkj ,i)

]
dxk.

Âñi êîìïîíåíòè òåíçîðà äåôîðìàöié ñòàëi âåëè÷èíè, òîìó âñi ïîõi-
äíi äîðiâíþþòü íóëþ, çâiäêè

ui =
∫ M ′

M0

εikdxk,

u1 =
∫ M ′

M0

ε1kdxk =
∫ M ′

M0

(ε11dx1 +ε12dx2 +ε13dx3).

Â äàííié çàäà÷i êðèâîëiíiéíèé iíòåãðàë íå çàëåæèòü âiä øëÿõó ií-
òåãðóâàííÿ. Íàéçðó÷íiøèì ç òî÷êè çîðó òåõíiêè iíòåãðóâàííÿ ¹
øëÿõ âiä M0 äî M ′, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç âiäðiçêiâ ïðÿìèõ, ïàðà-
ëåëüíèõ îñÿì êîîðäèíàò (ðèñ.3.22.3). Âðàõîâóþ÷è, ùî ε12 = ε13 = 0,
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ìà¹ìî

u1 =
∫ x′

1

0
ε11dx1 +

∫ x′
2

0
0+
∫ x′

3

0
0 =−1−2ν

E
p

∫ x′
1

0
dx1 =− 1−2ν

E
px′1.

Àíàëîãi÷íî âèçíà÷àþòü
u2 =−1−2ν

E
px′2, u3 =−1−2ν

E
px′3.

Çãèí ñòðèæíÿ ìîìåíòîì.
Ó öié çàäà÷i çà âiñü x3 âèáèðà¹òüñÿ ëiíiÿ öåíòðiâ âàãè. Îñi

x1, x2�öåíòðàëüíi ãîëîâíi îñi. Â îïîði ìàòåðiàëiâ ïðè ðîçãëÿäi òàêî-
ãî âèäó íàâàíòàæåííÿ ñòðèæíÿ, ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ ÷èñòèì çãèíîì
(ðèñ.3.22.4), íîðìàëüíi íàïðóæåííÿ â ïîïåðå÷íèõ ïåðåðiçàõ âèçíà-
÷àþòüñÿ ôîðìóëîþ Íàâ'¹

σ = σz = σ33 =
my

Iy
x1,

äå my�çîñåðåäæåíèé ìîìåíò íà êiíöi ñòðèæíÿ; Iy�îñüîâèé ìîìåíò
iíåðöii. Âñi iíøi êîìïîíåíòè òåíçîðà íàïðóæåíü äîðiâíþþòü íóëþ

ym  
1x  

M ′  
 

3x  

2x  

Рис.3.22.4  

 

σ̂ =

 0 0 0
0 0 0
0 0 myx1/Iy

.
Ïåðåâiðêà ïðàâèëüíîñòi ðîçâ'ÿçêó ïîëÿãà¹ â ïåðåâiðöi âèêîíàí-

íÿ ðiâíÿíü òåîði¨ ïðóæíîñòi i ãðàíè÷íèõ óìîâ.
1. Ïåðåâiðêà âèêîíàííÿ ðiâíÿíü ðiâíîâàãè

σij ,j+Xi = 0,
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σ11,1+σ12,2+σ13,3+X1 = 0,
σ21,1+σ22,2+σ23,3+X2 = 0,
σ31,1+σ32,2+σ33,3+X3 = 0.

Çà óìîâîþ çàäà÷i îá'¹ìíi ñèëè â íàïðÿìêàõ îñåé x1,x2,x3 íå âðàõî-
âóþòüñÿ, òîìó X1 = X2 = X3 = 0. Äâà ïåðøèõ ðiâíÿííÿ âèêîíóþ-
òüñÿ, îñêiëüêè, âñi êîìïîíåíòè òåíçîðà íàïðóæåíü, ÿêi â íèõ âõî-
äÿòü, äîðiâíþþòü íóëþ. Â òðåòüîìó ðiâíÿííi äâi ïåðøi êîìïîíåíòè
òåíçîðà äîðiâíþþòü íóëþ, à σ33 íå çàëåæèòü âiä x3, òîìó ïîõiäíà
σ33,3 äîðiâíþ¹ íóëþ i òðåò¹ ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ.

2. Ïåðåâiðêà âèêîíàííÿ ðiâíÿíü ñóìiñíîñòi äåôîðìàöié � ðiâ-
íÿíü Ñåí-Âåíàíà. Ïåðåâiðêà íåîáõiäíà òîìó ùî çàäà÷à ðîçâ'ÿçó-
¹òüñÿ ó íàïðóæåííÿõ. Âèêîíàííÿ îäíèõ ðiâíÿíü ðiâíîâàãè íåäî-
ñòàòíüî, îñêiëüêè ðiâíÿíü ðiâíîâàãè òðè, à òåíçîð íàïðóæåíü ìà¹
øiñòü íåçàëåæíèõ êîìïîíåíò. Ó íàñëiäîê òîãî øî êiëüêiñòü íåâiäî-
ìèõ áiëüøå, íiæ êiëüêiñòü ðiâíÿíü òîìó ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè ìàþòü
íåñêií÷åííó êiëüêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ. Äëÿ òîãî ùîá ïåðåâiðèòè âèêî-
íàííÿ ðiâíÿíü Ñåí-Âåíàíà, òðåáà çíàéòè äåôîðìàöi¨. Çà çàêîíîì
Ãóêà

εij =
1
2µ

(
σij−

ν

1+ν
δijσmm

)
,

ε11 =
1
2µ

(
0− ν

1+ν

my

Iy
x1

)
=− νmy

2µ(1+ν)Iy
x1 =−νmy

EIy
x1,

âðàõîâóþ÷è, ùî
my

EIy
=

1
ρ

= k,

äå ρ�ðàäióñ êðèâèçíè; k�êðèâèçíà íåéòðàëüíî¨ ëiíi¨, ðåçóëüòàò ìî-
æíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

ε11 =−νkx1,

àíàëîãi÷íî
ε22 =−νkx1.

Çíàõîäèìî

ε33 =
1
2µ

(
my

Iy
x1−

ν

1+ν

my

Iy
x1

)
=

my

2µ(1+ν)Iy
x1 =

my

EIy
x1,
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ε33 = kx1.

Îñêiëüêè âñi äîòè÷íi íàïðóæåííÿ âiäñóòíi, òî äåôîðìàöi¨ çñóâiâ
äîðiâíþþòü íóëþ:

ε12 = ε23 = ε31 = 0.

Ðiâíÿííÿ ñóìiñíîñòi äåôîðìàöié
εij ,kl+εkl,ij−εik,jl−εjl,ik= 0

¹ äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè äðóãîãî ïîðÿäêó. Êîìïîíåíòè
òåíçîðà äåôîðìàöié ¹ ëiíiéíèìè ôóíêöiÿìè, òîìó ¨õ äðóãi ïîõiäíi
äîðiâíþþòü íóëþ i ðiâíÿííÿ ñóìiñíîñòi äåôîðìàöié âèêîíóþòüñÿ.

3. Ïåðåâiðêà âèêîíàííÿ êðàéîâèõ óìîâ. Çà óìîâîþ çàäà÷i íà ïî-
âåðõíi òiëà çàäàíî ñèëè. Ìà¹ìî ïåðøó êðàéîâó çàäà÷ó òåîði¨ ïðó-
æíîñòi. Ãðàíè÷íi óìîâè çâ'ÿçóþòü ñèëè íà ïîâåðõíi òiëà i êîìïî-
íåíòè òåíçîðà íàïðóæåíü pi = σijnj , äå pi�ïðîåêöi¨ iíòåíñèâíîñòi
ïîâåðõíåâèõ ñèë; nj�ïðîåêöi¨ îäèíè÷íî¨ íîðìàëi äî ïîâåðõíi òiëà.
Ó ðîçãîðíóòîìó âèãëÿäi

p1 = σ11n1 +σ12n2 +σ13n3,

p2 = σ21n1 +σ22n2 +σ23n3,

p3 = σ31n1 +σ32n2 +σ33n3.

Ïîâåðõíÿ ñòðèæíÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ ÷àñòèí: ïåðøà � A1 ëiâèé
òîðåöü, äðóãà � A2 áîêîâà ïîâåðõíÿ, òðåòÿ � A3 ïðàâèé òîðåöü.

Ëiâèé òîðåöü.
Öå ïëîùèíà, ðiâíÿííÿ ÿêî¨ x3 = 0, ïðîåêöi¨ îäèíè÷íî¨ íîðìàëi

äî íüîãî
n1 = n2 = 0, n3 =−1.

Îñêiëüêè ðîçïîäiëåíi ñèëè, ïðèêëàäåíi äî íüîãî, íåâiäîìi, òî, âè-
êîðèñòîâóþ÷è êðàéîâi óìîâè, ìîæíà ëèøå âñòàíîâèòè, ÿê ïîâèííi
áóòè ïðèêëàäåíi ñèëè, ùîá ðîçâ'ÿçîê îäåðæàíèé ìåòîäàìè îïîðó
ìàòåðiàëiâ áóâ ïðàâèëüíèì:

p1 = 0, p2 = 0, p3 = σ33n3 =−my

Iy
x1.

Çàëèøà¹òüñÿ ïåðåâiðèòè, ÷è åêâiâàëåíòíà ñèñòåìà ñèë ìîìåíòó
my.
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Ãîëîâíèé âåêòîð ïðèêëàäåíèõ ñèë
~P =

∫
A1

~pdA, P1 = 0, P2 = 0,

P3 =
∫
A1

−kx1dA=−k
∫
A1

x1dA=−kSx2 = 0,

äå Sx2�ñòàòè÷íèé ìîìåíò ïåðåðiçó âiäíîñíî îñi x2, ÿêà ¹ ãîëîâíîþ.
Ãîëîâíèé ìîìåíò ìîæå áóòè çàäàíèé ñâî¨ìè ïðîåêöiÿìè íà îñi êî-
îðäèíàò. Ìîìåíò âiäíîñíî îñi x1

M1 =
∫
A1

p3x2dA=
my

Iy

∫
A1

x1x2dA=
my

Iy
Ixy = 0,

îñêiëüêè âiäöåíòðîâèé ìîìåíò Ixy âiäíîñíî ãîëîâíèõ îñåé äîðiâíþ¹
íóëþ. Ìîìåíò âiäíîñíî îñi x3

M3 =
∫
A1

√
p2
1 +p2

2ρdA= 0.

Ìîìåíò âiäíîñíî îñi x2

M2 =My =
∫
A1

p3x1dA=
my

Iy

∫
A1

x2
1dA=

my

Iy
Iy =my.

ßêùî æ ñèëè ðîçïîäiëåíi ÿêîñü iíàêøå, òî ðîçâ'ÿçêîì îïîðó
ìàòåðiàëiâ ìîæíà êîðèñòóâàòèñÿ ëèøå íà îñíîâi ïðèíöèïó Ñåí-
Âåíàíà, çà ÿêèì íàïðóæåííÿ â òî÷êàõ, âiääàëåíèõ âiä ìiñöÿ ïðè-
êëàäàííÿ ñèë, çàëåæèòü òiëüêè âiä ãîëîâíîãî âåêòîðà i ãîëîâíîãî
ìîìåíòó.

Áîêîâà ïîâåðõíÿ A2. �¨ ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä f(x1,x2) = 0 i ïðî-
åêöiÿ íîðìàëi íà âiñü x3, n3 = 0, ïðîåêöi¨ íîðìàëi íà îñi x1, x2�
n1 6= 0, n2 6= 0,

σ11 = σ22 = σ12 = σ23 = σ31 = 0, σ33 =myx1/Iy.

Ïiäñòàíîâêà öèõ âåëè÷èí ó ãðàíè÷íi óìîâè íà áîêîâié ïîâåðõíi A2

ïîêàçó¹, ùî âîíè âèêîíóþòüñÿ.
Ïðàâèé òîðåöü ¹ ïëîùèíà, ðiâíÿííÿ ÿêî¨ x3 = l, ïðîåêöi¨

îäèíè÷íî¨ íîðìàëi äî íüîãî
n1 = n2 = 0, n3 = 1.
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Óìîâè íàâàíòàæåííÿ íà ïðàâîìó òîðöi àíàëîãi÷íi ëiâîìó, òîìó ç
êðàéîâèõ óìîâ ìîæíà òiëüêè âèçíà÷èòè, ïðè ÿêîìó ðîçïîäiëi ñèë
ðåçóëüòàò, îäåðæàíèé â îïîði ìàòåðiàëiâ, áóäå ïðàâèëüíèì.

4. Âèçíà÷åííÿ ïåðåìiùåíü. Çà ôîðìóëîþ ×åçàðî

ui = u0
i +
(
x′j−x0

j

)
ω0
ij +

∫ M ′

M0

[
εik+(x′j−xj)(εik,j−εkj ,i)

]
dxk

äå ~u0 = ~u(M0)�ïåðåìiùåííÿ òî÷êè âiäëiêó; ω0
ij�êîìïîíåíòè òåíçî-

ðà îáåðòàííÿ òiëà ÿê àáñîëþòíî òâåðäîãî íàâêîëî òî÷êè âiäëiêó.
Òî÷êà çàêðiïëåííÿ òiëà âèáèðà¹òüñÿ äîâiëüíî. Îñêiëüêè ãîëîâíèì
iíòåðåñîì ¹ ïåðåìiùåííÿ çà ðàõóíîê äåôîðìàöié, òî ïîêëàäà¹òüñÿ,
ùî ïåðåìiùåííÿ òî÷êè âiäëiêó M0 âiäñóòí¹ ~u0 = 0 i îáåðòàííÿ òi-
ëà ÿê àáñîëþòíî òâåðäîãî íàâêîëî M0 òàêîæ âiäñóòí¹ ω0

ij = 0. Ó
íàñëiäêó äâà ïåðøèõ äîäàíêè ó ôîðìóëi ×åçàðî âèïàäàþòü i çà-
ëèøà¹òüñÿ òiëüêè òðåòié�iíòåãðàëüíèé, ÿêèé äà¹ ïåðåìiùåííÿ çà
ðàõóíîê äåôîðìóâàííÿ

ε̂=

 −νkx1 0 0
0 −νkx1 0
0 0 kx1

,
ui =

∫ M ′

M0

[
εik+(x′j−xj)(εik,j−εkj ,i)

]
dxk.

Óðàõîâóþ÷è, ùî âñi êîìïîíåíòè òåíçîðà äåôîðìàöié çàëåæàòü
òiëüêè âiä x1 i ε12 = ε23 = ε31 = 0, çíàõîäèìî

u1 =
∫M ′

M0 [ε1k+(x′1−x1)(ε1k,1−εk1,1)+
+(x′2−x2)(ε1k,2−εk2,1)+(x′3−x3)(ε1k,3−εk3,1)]dxk =

=
∫ M ′

M0

[
ε1k− (x′2−x2)εk2,1−(x′3−x3)εk3,1

]
dxk =

=
∫M ′

M0 {[ε11− (x′2−x2)ε12,1−(x′3−x3)ε13,1]dx1+
+[ε12− (x′2−x2)ε22,1−(x′3−x3)ε23,1]dx2+
+[ε13− (x′2−x2)ε32,1−(x′3−x3)ε33,1]dx3}=
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=
∫ M ′

M0

{
ε11dx1− (x′2−x2)ε22,1dx2− (x′3−x3)ε33,1dx3}=

=
∫ x′

1

0
ε11dx1−

∫ x′
2

0
(x′2−x2)ε22,1dx2−

∫ x′
3

0
(x′3−x3)ε33,1dx3 =

=−νk
∫ x′

1

0
x1dx1 +νk

∫ x′
2

0
(x′2−x2)dx2−k

∫ x′
3

0
(x′3−x3)dx3 =

=
1
2
k
[
ν
(
−x2

1 +x2
2

)
−x2

3

]
.

u2 =
∫ M ′

M0

[
ε2k+(x′j−xj)(ε2k,j−εkj ,2)

]
dxk =

=
∫M ′

M0 [ε2k+(x′1−x1)(ε2k,1−εk1,2)+
+(x′2−x2)(ε2k,2−εk2,2)+(x′3−x3)(ε2k,3−εk3,2)]dxk =

=
∫ M ′

M0

[
ε2k+(x′1−x1)ε2k,1

]
dxk =

=
∫M ′

M0 {[ε21 +(x′1−x1)ε21,1]dx1 +
+[ε22 +(x′1−x1)ε22,1]dx2 +[ε23 +(x′1−x1)ε23,1]dx3}=

=
∫ M ′

M0

[
ε22 +(x′1−x1)ε22,1

]
dx2 =−νk

∫ x′
2

0
x′1dx2 =−νkx′1x′2.

u3 =
∫ M ′

M0

[
ε3k+(x′j−xj)(ε3k,j−εkj ,3)

]
dxk =

=
∫M ′

M0 [ε3k+(x′1−x1)(ε3k,1−εk1,3)+
+(x′2−x2)(ε3k,2−εk2,3)+(x′3−x3)(ε3k,3−εk3,3)]dxk =

=
∫ M ′

M0

[
ε3k+(x′1−x1)ε3k,1

]
dxk =

∫ M ′

M0

[
ε33 +(x′1−x1)ε33,1

]
dx3 =

=
∫ x′

3

0

[
ε33 +(x′1−x1)ε33,1

]
dx3 = k

∫ x′
3

0
x′1dx3 = kx′1x

′
3.

Êðó÷åííÿ ñòðèæíÿ êðóãëîãî ïîïåðå÷íîãî ïåðåðiçó.
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Ïðè ðîçãëÿäi çàäà÷i êðó÷åííÿ ñòðèæíÿ êðóãëîãî ïîïåðå÷íîãî
ïåðåðiçó (ðèñ.3.22.5) ìåòîäàìè îïîðó ìàòåðiàëiâ îäåðæàíi äîòè÷íi
íàïðóæåííÿ â ïîïåðå÷íîìó ïåðåðiçi τzθ = mz

Ip
ρ, à âñi iíøi êîìïîíåí-

òè òåíçîðà íàïðóæåíü âiäñóòíi. Òåíçîð íàïðóæåíü â öèëiíäðè÷íié
ñèñòåìi ìà¹ âèãëÿä

σ̂ =

 0 0 0
0 0 m3ρ/Ip
0 m3ρ/Ip 0

.

 

1x  
2x  

l  

3 zm m=  3x  

Рис.3.22.5 

Íà äàíèé ìîìåíò âñi ðiâíÿííÿ îäåðæàíî
â äåêàðòîâié ñèñòåìi êîîðäèíàò, òîìó íå-
îáõiäíî äî íå¨ ïåðåéòè. Ìàòðèöÿ ïåðåòâî-
ðåííÿ ëîêàëüíîãî áàçèñó

‖αij‖=

 cosθ −sinθ 0
sinθ cosθ 0
0 0 1

.
Ôîðìóëè ïåðåòâîðåííÿ êîìïîíåíò òåí-
çîðà íàïðóæåíü σ′km = αkiαmjσij , äå âå-
ëè÷èíè çi øòðèõàìè íàëåæàòü äî íîâî¨
ñèñòåìè êîîðäèíàò, à áåç íèõ�äî ñòàðî¨.

Îñêiëüêè êîìïîíåíòè ìàòðèöi ïåðåòâîðåííÿ â äàíîìó âèïàäêó
α13 = α23 = α31 = α32 = 0, òî

σ′11 = α1iα1jσij = α11α1jσ1j +α12α1jσ2j =
= α11α11σ11 +α11α12σ12 +α12α11σ21+
+α12α12σ22 =
= σρρcos2θ+2cosθsinθσρθ+σθθsin2θ = 0.

Àíàëîãi÷íî
σ′22 = σρρsin2θ−2cosθsinθσρθ+σθθcosθ = 0,

σ′33 = 0, σ′12 = 0,

σ′13 = α1iα3jσij = α1iα33σi3 = α12α33σ23 =−m3

Ip
ρsinθ =−m3

Ip
x2,
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σ′23 = α2iα3jσij = α2iα33σi3 = α22α33σ23 =
m3

Ip
ρcosθ =

m3

Ip
x2,

i ìàòðèöÿ òåíçîðà íàïðóæåíü ó äåêàðòîâié ñèñòåìi êîîðäèíàò ìà¹
âèãëÿä

σ̂ =

 0 0 −m3x2/Ip
0 0 m3x1/Ip

−m3x2/Ip m3x1/Ip 0

.
Ïåðåâiðêà âèêîíàííÿ ðiâíÿíü òåîði¨ ïðóæíîñòi i ãðàíè÷íèõ

óìîâ.

1. Ïåðåâiðêà âèêîíàííÿ ðiâíÿíü ðiâíîâàãè σij ,j+Xi = 0,

σ11,1+σ12,2+σ13,3+X1 = 0,
σ21,1+σ22,2+σ23,3+X2 = 0,
σ31,1+σ32,2+σ33,3+X3 = 0.

Çà óìîâîþ çàäà÷i îá'¹ìíi ñèëè â íàïðÿìêàõ îñåé x1,x2,x3 íå âðàõî-
âóþòüñÿ, òîìó X1 =X2 =X3 = 0. Äâà ïåðøi ðiâíÿííÿ âèêîíóþòüñÿ,
îñêiëüêè äâi ïåðøi êîìïîíåíòè òåíçîðà íàïðóæåíü, ÿêi â íèõ âõî-
äÿòü, äîðiâíþþòü íóëþ, à òðåòÿ íå çàëåæèòü âiä x3 i σ13,3=σ23,3= 0.
Ó òðåòüîìó ðiâíÿííi ïåðøà êîìïîíåíòà òåíçîðà íå çàëåæèòü âiä
x1, à äðóãà�âiä x2, òîìó ïîõiäíi σ31,1= σ32,2= 0 äîðiâíþþòü íóëþ,
σ33 = 0 äîðiâíþ¹ íóëþ i òðåò¹ ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè òàêîæ âèêîíó¹-
òüñÿ.

2. Ïåðåâiðêà âèêîíàííÿ ðiâíÿíü ñóìiñíîñòi äåôîðìàöié � ðiâ-
íÿíü Ñåí-Âåíàíà. Ïåðåâiðêà íåîáõiäíà òîìó ùî çàäà÷à ðîçâ'ÿçó-
¹òüñÿ ó íàïðóæåííÿõ. Âèêîíàííÿ îäíèõ ðiâíÿíü ðiâíîâàãè íåäî-
ñòàòíüî, îñêiëüêè ðiâíÿíü ðiâíîâàãè òðè, à òåíçîð íàïðóæåíü ìà¹
øiñòü íåçàëåæíèõ êîìïîíåíò. Òîìó êiëüêiñòü íåâiäîìèõ áiëüøå,
íiæ êiëüêiñòü ðiâíÿíü ó íàñëiäîê öüîãî ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè ìàþòü
íåñêií÷åííó êiëüêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ. Äëÿ òîãî ùîá ïåðåâiðèòè âèêî-
íàííÿ ðiâíÿíü Ñåí-Âåíàíà, òðåáà çíàéòè äåôîðìàöi¨. Çà çàêîíîì
Ãóêà

εij =
1
2µ

(
σij−

ν

1+ν
δijσmm

)
.
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Çà óìîâîþ çàäà÷i ïåðøèé iíâàðiàíò σmm = σ11 +σ22 +σ33 = 0,

ε11 = ε22 = ε33 = ε12 = 0,

ε13 = 1
2µσ13 =− m3

2µIp
x2,

ε23 = 1
2µσ23 = m3

2µIp
x1.

ε̂=

 0 0 −m3x2/2µIp
0 0 m3x1/2µIp

−m3x2/2µIp m3x1/2µIp 0

.
Ðiâíÿííÿ ñóìiñíîñòi äåôîðìàöié

εij ,kl+εkl,ij−εik,jl−εjl,ik= 0

¹ äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè äðóãîãî ïîðÿäêó. Êîìïîíåíòè
òåíçîðà äåôîðìàöié ¹ ëiíiéíèìè ôóíêöiÿìè, òîìó ¨õ äðóãi ïîõiäíi
äîðiâíþþòü íóëþ i ðiâíÿííÿ ñóìiñíîñòi äåôîðìàöié âèêîíóþòüñÿ.

3. Ïåðåâiðêà âèêîíàííÿ êðàéîâèõ óìîâ. Çà óìîâîþ çàäà÷i íà ïî-
âåðõíi òiëà çàäàíî ñèëè. Ìà¹ìî ïåðøó êðàéîâó çàäà÷ó òåîði¨ ïðó-
æíîñòi. Ãðàíè÷íi óìîâè çâ'ÿçóþòü ñèëè íà ïîâåðõíi òiëà i êîìïî-
íåíòè òåíçîðà íàïðóæåíü pi = σijnj , äå pi�ïðîåêöi¨ iíòåíñèâíîñòi
ïîâåðõíåâèõ ñèë; nj�ïðîåêöi¨ îäèíè÷íî¨ íîðìàëi äî ïîâåðõíi òiëà.
Ó ðîçãîðíóòîìó âèãëÿäi

p1 = σ11n1 +σ12n2 +σ13n3,

p2 = σ21n1 +σ22n2 +σ23n3,

p3 = σ31n1 +σ32n2 +σ33n3.

Ïîâåðõíÿ ñòðèæíÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ ÷àñòèí: ïåðøà � A1

âåðõíié òîðåöü, äðóãà � A2 áîêîâà ïîâåðõíÿ, òðåòÿ � A3 íèæíié
òîðåöü.

Âåðõíié òîðåöü x3 = l, n1 = n2 = 0, n3 = 1, ÿê ðîçïîäiëåíi ïðè-
êëàäåíi äî íüîãî ñèëè íåâiäîìî. Âiäîìî òiëüêè, ùî âîíè åêâiâà-
ëåíòíi êðóòíîìó ìîìåíòó m3 =mz, òîìó, âèêîðèñòîâóþ÷è êðàéîâi
óìîâè, ìîæíà ëèøå âñòàíîâèòè, ÿê ïîâèííi áóòè ïðèêëàäåíi ñèëè
äëÿ òîãî, ùîá îäåðæàíèé ìåòîäàìè îïîðó ìàòåðiàëiâ ðîçâ'ÿçîê áóâ
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ïðàâèëüíèì:
p1 =−m3

Ip
x2, p2 =

m3

Ip
x1, p3 = 0.

Çàëèøà¹òüñÿ ïåðåâiðèòè, ÷è åêâiâàëåíòíà ñèñòåìà ñèë ìîìåíòó
m3.

Ãîëîâíèé âåêòîð ïðèêëàäåíèõ ñèë
~P =

∫
A1

~pdA,

P1 =−m3

Ip

∫
A1

x2dA= 0,

P2 =
m3

Ip

∫
A1

x1dA= 0, P3 = 0,∫
A1

x1dA= Sx2 = 0,
∫
A1

x2dA= Sx1 = 0,

ñòàòè÷íi ìîìåíòè ïåðåðiçó âiäíîñíî îñåé x1, x2, ÿêi ¹ ãîëîâíèìè,
äîðiâíþþòü íóëþ. Ãîëîâíèé ìîìåíò ìîæå áóòè çàäàíèé ñâî¨ìè ïðî-
åêöiÿìè íà îñi êîîðäèíàò. Ìîìåíòè âiäíîñíî îñåé x1, x2

M1 =
∫
A1

p3x2dA= 0, M2 =
∫
A1

p3x1dA= 0,

ìîìåíò âiäíîñíî îñi x3

M3 =
∫
A1

(−p1x2 +p2x1)dA=

= m3
Ip

∫
A1

(
x2

2 +x2
2

)
dA=

m3
Ip

∫
A1
ρ2dA= m3

Ip
Ip =m3.

Òàêèì ÷èíîì, ðîçïîäië ñèë ñòàòè÷íî åêâiâàëåíòíèé çàäàíîìó.
ßêùî ñèëè ðîçïîäiëåíi ÿêîñü iíàêøå, òî ðîçâ'ÿçêîì îïîðó ìàòåði-
àëiâ ìîæíà êîðèñòóâàòèñÿ ëèøå íà îñíîâi ïðèíöèïó Ñåí-Âåíàíà,
çà ÿêèì íàïðóæåííÿ â òî÷êàõ, âiääàëåíèõ âiä ìiñöÿ ïðèêëàäåííÿ
ñèë, çàëåæèòü òiëüêè âiä ãîëîâíîãî âåêòîðà i ãîëîâíîãî ìîìåíòó.

Áîêîâà ïîâåðõíÿ A2 ìà¹ ðiâíÿííÿ x2
1 +x2

2 =R2, äå R�ðàäióñ öè-
ëiíäðà. Ïðîåêöiÿ îäèíè÷íî¨ íîðìàëi äî ïîâåðõíi íà âiñü x3,
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n3 = 0, ïðîåêöi¨ íîðìàëi íà îñi x1, x2

n1 = x1/R, n2 = x2/R,

σ11 = σ22 = σ12 = σ33 = 0.

Ïiäñòàíîâêà öèõ âåëè÷èí ó ãðàíè÷íi óìîâè íà áîêîâié ïîâåðõíi A2

ïîêàçó¹, ùî äâà ïåðøèõ ðiâíÿííÿ òîòîæíüî âèêîíóþòüñÿ, áî âñi
÷ëåíè äîðiâíþþòü íóëþ, à òðåò¹ ìà¹ ôîðìó

−m3

Ip
x2
x1

R
+
m3

Ip
x1
x2

R
= 0

i òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ.

Íèæíié òîðåöü. Óìîâè íàâàíòàæåííÿ íà íèæíüîìó òîðöi àíà-
ëîãi÷íi âåðõíüîìó, òîìó ç êðàéîâèõ óìîâ ìîæíà òiëüêè âèçíà÷èòè,
ïðè ÿêîìó ðîçïîäiëi ñèë ðåçóëüòàò, îäåðæàíèé â îïîði ìàòåðiàëiâ,
áóäå ïðàâèëüíèì.

4. Âèçíà÷åííÿ ïåðåìiùåíü. Çà ôîðìóëîþ ×åçàðî

ui = u0
i +
(
x′j−x0

j

)
ω0
ij +

∫ M ′

M0

[
εik+(x′j−xj)(εik,j−εkj ,i)

]
dxk,

äå ~u0 = ~u(M0)�ïåðåìiùåííÿ òî÷êè âiäëiêó; ω0
ij�êîìïîíåíòè òåíçî-

ðà îáåðòàííÿ òiëà ÿê àáñîëþòíî òâåðäîãî íàâêîëî òî÷êè âiäëiêó.
Òî÷êà çàêðiïëåííÿ òiëà âèáèðà¹òüñÿ äîâiëüíî. Ãîëîâíèì iíòåðåñîì
¹ ïåðåìiùåííÿ çà ðàõóíîê äåôîðìàöié, òîìó ïîêëàäà¹òüñÿ, ùî ïå-
ðåìiùåííÿ òî÷êè âiäëiêó M0 âiäñóòí¹ ~u0 = 0 i îáåðòàííÿ òiëà, ÿê
àáñîëþòíî òâåðäîãî, íàâêîëîM0 òàêîæ âiäñóòí¹ ω0

ij = 0. Ó íàñëiäîê
öüîãî äâà ïåðøèõ äîäàíêè ó ôîðìóëi ×åçàðî âèïàäàþòü i çàëèøà¹-
òüñÿ òiëüêè òðåòié�iíòåãðàëüíèé, ÿêèé äà¹ ïåðåìiùåííÿ çà ðàõóíîê
äåôîðìóâàííÿ

ε̂=

 0 0 −m3x2/2µIp
0 0 m3x1/2µIp

−m3x2/2µIp m3x1/2µIp 0

,
ui =

∫ M ′

M0

[
εik+(x′j−xj)(εik,j−εkj ,i)

]
dxk.
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Óðàõîâóþ÷è, ùî âñi êîìïîíåíòè òåíçîðà äåôîðìàöié çàëåæàòü
òiëüêè âiä x3 i ε11 = ε22 = ε33 = ε12 = 0, çíàõîäèìî

u1 =
∫M ′

M0 [ε1k+(x′1−x1)(ε1k,1−εk1,1)+
+(x′2−x2)(ε1k,2−εk2,1)+(x′3−x3)(ε1k,3−εk3,1)]dxk =

=
∫ M ′

M0

[
ε1k− (x′2−x2)εk2,1−(x′3−x3)εk3,1

]
dxk =

=
∫M ′

M0 {[ε11− (x′2−x2)ε12,1−(x′3−x3)ε13,1]dx1+
+[ε12− (x′2−x2)ε22,1−(x′3−x3)ε23,1]dx2+
+[ε13− (x′2−x2)ε32,1−(x′3−x3)ε33,1]dx3}=

=
∫M ′

M0 {[−(x′3−x3)ε23,1]dx2 +[ε13− (x′2−x2)ε32,1]dx3}=
= m3

2µIp

∫M ′

M0 [(x′3−x3)dx2−x′2dx3] =

=− m3
2µIp

∫ x′
2

0 x′3dx2− m3
2µIp

∫ x′
3

0 x′2dx3 =− m3
µIp

x′2x
′
3.

Àíàëîãi÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ
u2 =

m3

µIp
x′1x

′
3,

u3 =
∫ M ′

M0

[
ε3k+(x′j−xj)(ε3k,j−εkj ,3)

]
dxk =

=
∫ M ′

M0

[
ε3k+(x′1−x1)(ε3k,1−εk1,3)+

+(x′2−x2)(ε3k,2−εk2,3)+(x′3−x3)(ε3k,3−εk3,3)
]
dxk =

=
∫M ′

M0 {[ε31 +(x′1−x1)ε31,1+(x′2−x2)ε31,2]dx1+
+[ε32 +(x′1−x1)ε32,1−(x′2−x2)ε32,2]dx2+
+[ε33 +(x′1−x1)ε33,1+(x′2−x2)ε33,2]dx3}=

=
∫M ′

M0 {[ε31 +(x′2−x2)ε31,2]dx1+ [ε32 +(x′1−x1)ε32,1]dx2}=

=
∫ x′

1
0 [ε31 +(x′2−x2)ε31,2]dx1+

∫ x′
2

0 [ε32 +(x′1−x1)ε32,1]dx2 =

=−m3

Ip

∫ x′
1

0
x′2dx1 +

m3

Ip

∫ x′
2

0
x′1dx2 =

m3

Ip

(
−x′2x′1 +x′1x

′
2

)
= 0.



Ðîçäië 4

Ðiâíÿííÿ òåîði¨ ïðóæíîñòi

â êðèâîëiíiéíèõ

êîîðäèíàòàõ

4.1 Êðèâîëiíiéíi êîîðäèíàòè
i êîñîêóòíèé áàçèñ

4.1.1 Ëîêàëüíèé áàçèñ, êîíòðàâàðiàíòíi
i êîâàðiàíòíi êîìïîíåíòè

Êðèâîëiíiéíèìè êîîðäèíàòàìè ìîæóòü áóòè òðè äîâiëüíèõ
ïàðàìåòðè, ÿêi îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòü ïîëîæåííÿ êîæíî¨ òî÷êè i
ïîçíà÷àþòüñÿ q1, q2, q3 (ðèñ.4.1.1). ßêùî xi�äåêàðòîâi êîîðäèíàòè
òî÷êè, òî iñíó¹ îäíîçíà÷íà çàëåæíiñòü

xi = xi(q1,q2,q3). (4.1.1)
Íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ óìîâîþ iñíóâàííÿ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íî¨
çàëåæíîñòi ¹ íåðiâíiñòü íóëþ ÿêîáiàíà ïåðåòâîðåííÿ (4.1.1):

I =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂x1
∂q1

∂x1
∂q2

∂x1
∂q3

∂x2
∂q1

∂x2
∂q2

∂x2
∂q3

∂x3
∂q1

∂x3
∂q2

∂x3
∂q3

∣∣∣∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∂xi∂qj

∣∣∣∣ 6= 0. (4.1.2)
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Äëÿ òîãî ùîá ïåðåòâîðåííÿ (4.1.1) çáåðiãàëî îði¹íòàöiþ ñèñòåìè
êîîðäèíàò, òîáòî ïðàâà ñèñòåìà ïåðåòâîðþâàëàñü íà ïðàâó, ÿêîáiàí
(4.1.2) ïîâèíåí áóòè äîäàòíèì. ßêùî ôiêñóâàòè âåëè÷èíó îäíîãî ç
ïàðàìåòðiâ, íàïðèêëàä ïîêëàñòè q1 = const i çìiíþâàòè íåïåðåðâíî
äâà iíøèõ q2 i q3, òî îäåðæèìî äåÿêå ñiìåéñòâî ïîâåðõîíü. Àíàëî-
ãi÷íî, ôiêñóþ÷è q2 i q3, îäåðæèìî ùå äâà ñiìåéñòâà ïîâåðõîíü. Çàâ-
äÿêè òîìó, ùî íà çàëåæíîñòi (4.1.1) íàêëàäåíi óìîâè îäíîçíà÷íî-
ñòi, â êîæíié òî÷öi ïåðåòèíàþòüñÿ òiëüêè òðè ïîâåðõíi, ïî îäíié ç
êîæíîãî ñiìåéñòâà. Öi ïîâåðõíi ¹ êîîðäèíàòíèìè ïîâåðõíÿìè (äèâ.
ðèñ.4.1.1).

  
Puc.4.1.1 

3e  
3q

2e  
2q

1e  

1q  

Puc.4.1.1

Íàïðÿìîê êîîðäèíàòíèõ ëiíié q1,q2,q3 âè-
çíà÷à¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ âåêòîðiâ ëî-
êàëüíîãî êîîðäèíàòíîãî áàçèñó â êîæíié
òî÷öi ~e1,~e2,~e3, ÿêi ¹ äîòè÷íèìè äî âiä-
ïîâiäíèõ êîîðäèíàòíèõ ëiíié q1,q2,q3. Íà
âiäìiíó âiä äåêàðòîâèõ êîîðäèíàò, â êðè-
âîëiíiéíèõ êîîðäèíàòàõ â çàãàëüíîìó âè-
ïàäêó íàïðÿìîê âåêòîðiâ êîîðäèíàòíîãî
áàçèñó, ¨õ äîâæèíà i êóò ìiæ íèìè çìiíþ-
þòüñÿ ïðè ïåðåõîäi âiä òî÷êè äî òî÷êè. Â
êðèâîëiíiéíié ñèñòåìi äîâiëüíèé âåêòîð ~a
ìîæíà çàäàòè â òî÷öi ÷åðåç ëiíiéíó êîì-
áiíàöiþ âåêòîðiâ ëîêàëüíîãî áàçèñó:

~a= ~e1a
1 +~e2a2 +~e3a3, ~a= ~eia

i. (4.1.3)

Âåëè÷èíè ai íàçèâàþòüñÿ êîíòðàâàðiàíòíèìè êîìïîíåíòàìè âå-
êòîðà ~a. Çíàê ñóìè çà ïðàâèëîì Åéíøòåéíà íå ñòàâèòüñÿ. Â óñiõ
ôîðìóëàõ òèïó (4.1.3), êîëè îäèí i òîé ñàìèé iíäåêñ ñòî¨òü íà ðiç-
íèõ ðiâíÿõ, ìàþòü íà óâàçi ñóìó, êiëüêiñòü ÷ëåíiâ ÿêî¨ äîðiâíþ¹
ðîçìiðíîñòi ïðîñòîðó. Âåëè÷èíè êîíòðàâàðiàíòíèõ êîìïîíåíò íàé-
ïðîñòiøå âèçíà÷àþòüñÿ øëÿõîì ââåäåííÿ âçà¹ìíîãî áàçèñó. Âåêòî-
ðè âçà¹ìíîãî áàçèñó ~ei âèçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç âåêòîðè îñíîâíîãî íà-
ñòóïíèì ñïîñîáîì

~ei =
~ej×~ek
V

, (4.1.4)
äå i,j,k�iíäåêñè, ÿêi ñòâîðþþòü öèêëi÷íó ïåðåñòàíîâêó ç 1,2,3; V �
îá'¹ì ïàðàëåëåïiïåäà, ïîáóäîâàíîãî íà âåêòîðàõ îñíîâíîãî áàçèñó,
i âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ¨õ çìiøàíèé äîáóòîê
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V = ~e1 · (~e2×~e3). (4.1.5)
Çà âèçíà÷åííÿì âåêòîð âçà¹ìíîãî áàçèñó ~e1 ïåðïåíäèêóëÿðíèé äî
âåêòîðiâ îñíîâíîãî áàçèñó ~e2 i ~e3, ~e2�äî ~e1 i ~e3, ~e3�äî ~e2 i ~e1. Òîìó
ñêàëÿðíèé äîáóòîê

~ei ·~em =

{
1 (i=m),
0 (i 6=m).

(4.1.6)

Âèêîðèñòîâóþ÷è âçà¹ìíèé áàçèñ, êîæåí âåêòîð ìîæíà çàäàòè ó
âèãëÿäi ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ éîãî áàçiñíèõ âåêòîðiâ

~a= ~e1a1 +~e2a2 +~e3a3, ~a= ~ekak. (4.1.7)

 
 

2
2a e  

1
1a e  

1
2a e  

1
1a e  

1e  

2e
2e  

1e  

a  

Puc.4.1.2 

Âåëè÷èíè ak íàçèâàþòüñÿ
êîâàðiàíòíèìè êîìïîíåíòàìè
âåêòîðà ~a (ðèñ.4.1.2). ßêùî
ñêàëÿðíî ïîìíîæèòè ~a · ~ei,
çàäàâøè âåêòîð ~a ÿê ëiíiéíó
êîìáiíàöiþ âåêòîðiâ âçà¹ì-
íîãî áàçèñó, òî îäåðæèìî
~a · ~ei = ~ekak · ~ei = ~ek · ~eiak,
i âðàõóâàòè òå, ùî
~ek ·~ei =

{
1 (i= k),
0 (i 6= k),

òî

ai = ~a ·~ei. (4.1.8)
Àíàëîãi÷íî âèçíà÷àþòüñÿ
êîíòðàâàðiàíòíi êîìïîíåíòè
âåêòîðà

ak = ~a ·~ek. (4.1.9)

4.1.2 Ìåòðè÷íèé òåíçîð
i âèìiðþâàííÿ äîâæèíè

Äëÿ òîãî ùîá âèâ÷àòè äåôîðìîâàíèé ñòàí, íåîáõiäíî ìàòè
ìîæëèâiñòü âèìiðÿòè âiäñòàíü ìiæ òî÷êàìè ïðîñòîðó àáî äîâæèíó



210
Ðîçäië 4. Ðiâíÿííÿ òåîði¨ ïðóæíîñòi

â êðèâîëiíiéíèõ êîîðäèíàòàõ

âiäðiçêà i êóòè ìiæ âiäðiçêàìè, ÿêi ïåðåòèíàþòüñÿ â îäíié òî÷öi.
Êâàäðàò äîâæèíè âåêòîðà d~r, ÿêèé ç'¹äíó¹ äâi áëèçüêi òî÷êè M0 i
M1 (ðèñ.4.1.3), ìîæå áóòè âèðàæåíèé ÿê ñêàëÿðíèé äîáóòîê

ds2 = d~r ·d~r,
äå ds= |d~r|. Âèðàæà¹ìî âåêòîð d~r ÷åðåç êîíòðàâàðiàíòíi êîìïîíåí-
òè

ds2 = ~eidx
i ·~emdxm =

= ~ei~emdx
idxm,

ds2 = gimdx
idxm,

 
Puc.4.1.3 

1M  

0M

3e  

2e  

1e  

äå âåëè÷èíè gim = ~ei · ~em�
êîâàðiàíòíi êîìïîíåíòè ìå-
òðè÷íîãî òåíçîðà. Ìàëèé âå-
êòîð d~r ìîæíà òàêîæ âèðà-
çèòè ÷åðåç êîâàðiàíòíi êîìïî-
íåíòè

d~r = ~ekdxk

i âiäïîâiäíî êâàäðàò éîãî äîâ-
æèíè â ôîðìi
ds2 =~eidxi ·~ekdxk =~ei ·~ekdxidxk,

ds2 = gikdxidxk,

äå
gik = ~ei ·~ek

êîíòðàâàðiàíòíi êîìïîíåíòè ìåòðè÷íîãî òåíçîðà, àáî
ds2 = ~eidxi ·~ekdxk = ~ei ·~ekdxidxk,

ds2 = gikdxidx
k,

äå gik�çìiøàíi êîìïîíåíòè ìåòðè÷íîãî òåíçîðà. Ðàíiøå áóëî ïîêà-
çàíî, ùî

~ei ·~ek =

{
1 (i= k),
0 (i 6= k),

òîìó gik =

{
1 (i= k),
0 (i 6= k),

i êâàäðàò äîâæèíè ìîæíà âèðàçèòè ó ôîðìi ds2 = dxidx
i.
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ßêùî ñèñòåìà êîîðäèíàò îðòîãîíàëüíà, òîáòî âåêòîðè ëîêàëü-
íîãî áàçèñó âçà¹ìíî ïåðåïåíäèêóëÿðíi, òî ¨õ ñêàëÿðíi äîáóòêè äî-
ðiâíþþòü íóëþ. Âíàñëiäîê öüîãî ïîçàäiàãîíàëüíi êîìïîíåíòè ìå-
òðè÷íîãî òåíçîðà äîðiâíþþòü íóëþ i âií äiàãîíàëiçó¹òüñÿ:

ĝ =

g11 0 0
0 g22 0
0 0 g33

.
Â îðòîãîíàëüíèõ ñèñòåìàõ êâàäðàò äîâæèíè ìàëîãî âiäðiçêà
ïðèéìà¹ ôîðìó

ds2 = g11(dx1)2 +g22(dx2)2 +g33(dx3)2,

àáî
ds2 =H2

1 (dx1)2 +H2
2 (dx2)2 +H2

3 (dx3)2,

äå g11 =H2
1 , g22 =H2

2 , g33 =H2
3 . Âåëè÷èíè H1, H2, H3 íàçèâà-

þòüñÿ êîåôiöi¹íòàìè Ëÿìå.

4.1.3 Êîâàðiàíòíi i êîíòðàâàðiàíòíi êîìïîíåíòè òåí-
çîðà

Êîâàðiàíòíi êîìïîíåíòè âåêòîðà i áóäü-ÿêîãî òåíçîðà ìîæóòü
áóòè âèðàæåíi ÷åðåç êîíòðàâàðiàíòíi i íàâïàêè. Îñêiëüêè äîâiëü-
íèé âåêòîð ~a ìîæå áóòè çàäàíî ó âèãëÿäi ~a = ~eia

i, ~a = ~ekak, òî
~eia

i = ~ekak. ßêùî ïîìíîæèòè ñêàëÿðíî îáèäâi ñòîðîíè íà ~em, òî
~em ·~eiai = ~em ·~ekak,

àëå ~em ·~ei = gmi, ~em ·~ek = gkm, çâiäêè
gmia

i = gkmak,

gkmak = am, àáî am = gmia
i.

Àíàëîãi÷íî ak = gkiai.

ßêùî ñêîðèñòàòèñÿ îñòàííiìè ñïiââiäíîøåííÿìè, òî ìîæíà
îäåðæàòè

am = gmka
k = gmkg

kiai, am = gmkg
kiai,
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çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

gmkg
ki =

{
1 (m= i),
0 (m 6= i).

)
Òîáòî ìàòðèöi ìåòðè÷íîãî òåíçîðà ç êîâàðiàíòíèìè i êîíòðàâàði-
àíòíèìè êîìïîíåíòàìè âçà¹ìíîîáåðíåíi g11 g12 g13

g21 g22 g23

g31 g32 g33


 g11 g12 g13

g21 g22 g23

g31 g32 g33

=

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

.
Òîìó êîíòðàâàðiàíòíi êîìïîíåíòè ìåòðè÷íîãî òåíçîðà âèçíà÷àþòü
çà ôîðìóëîþ

gij =
Gij
|gij |

,

äå Gij�àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííÿ êîìïîíåíòè gij ; |gij |�âèçíà÷íèê.
Çâ'ÿçîê êîâàðiàíòíèõ i êîíòðàâàðiàíòíèõ êîìïîíåíò áóäü-ÿêîãî
òåíçîðà âèùèõ ðàíãiâ ïîäà¹òüñÿ ôîðìóëàìè àíàëîãi÷íèìè ôîðìó-
ëàì äëÿ òåíçîðà ïåðøîãî ðàíãó (âåêòîðà). Íàïðèêëàä, äëÿ òåíçîðà
äðóãîãî ðàíãó

σij = gikgjmσ
km,

σij = gikgjmσkm.

4.1.4 Âèìiðþâàííÿ ïëîùi i îá'¹ìó

×åðåç êîìïîíåíòè ìåòðè÷íîãî òåíçîðà ìîæíà çíàéòè ïëîùó
ïàðàëåëîãðàìà, ïîáóäîâàíîãî íà âåêòîðàõ êîîðäèíàòíîãî áàçèñà.
ßêùî A12�ïëîùà ïàðàëåëîãðàìà, ïîáóäîâàíîãî íà âåêòîðàõ ~e1, ~e2
(ðèñ.4.1.4), òî

A12 = ~e1×~e2 = |~e1| · |~e2|sinα=
√
g11
√
g12sinα,

g12 = ~e1 ·~e2 = |~e1||~e2|cosα=
√
g11
√
g22cosα,

cosα=
g12√
g11g22

, sinα=

√
1− g2

12

g11g22
,
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 Puc.4.1.4 

3e  

2e

1e  

12A  

A12 =
√
g11g22−g2

12.

Àíàëîãi÷íî
A23 =

√
g22g33−g2

23,

A31 =
√
g11g33−g2

13.

Âèçíà÷åííÿ îá'¹ìó òiëà
ïðèâîäèòü äî iíòåãðàëà
V =

∫
V dV. Îá'¹ì åëå-

ìåíòàðíîãî ïàðàëåëåïi-
ïåäà dV, ïîáóäîâàíîãî íà âåêòîðàõ ~e1dq1, ~e2dq2, ~e3dq3, ìîæíà âè-
çíà÷èòè, âèêîðèñòîâóþ÷è çìiøàíèé äîáóòîê

dV = ~e1 · (~e2×~e3)dq1dq2dq3.
Òàêèì ÷èíîì, çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî âèçíà÷åííÿ îá'¹ìó ïàðàëåëåïi-
ïåäà, ïîáóäîâàíîãî íà âåêòîðàõ ëîêàëüíîãî áàçèñó, ÿêèé äîðiâíþ¹
çìiøàíîìó äîáóòêó

v = ~e1 · (~e2×~e3) = |~e1||(~e2×~e3)|cosβ,

äå β�êóò ìiæ âåêòîðàìè ~e1 i (~e2×~e3). Ðàíiøå áóëî çíàéäåíî
|~e1|=

√
g
11
i |(~e2×~e3)|=

√
g22g33−g2

23. Äëÿ âèçíà÷åííÿ cosβ ìîæíà
ñêîðèñòàòèñÿ òèì, ùî çà âèçíà÷åííÿì âåêòîðiâ ñïðÿæåíîãî áàçèñó

~e1 =
(~e2×~e3)

v
,

òîìó âåêòîðè ~e1 i (~e2×~e3) ïàðàëåëüíi i âiäðiçíÿþòüñÿ òiëüêè êîå-
ôiöi¹íòîì, òîìó êóò β ìiæ ~e1 i âåêòîðîì ~e1 àáî (~e2×~e3) îäíàêîâèé.
Âèêîðèñòîâóþ÷è ñêàëÿðíèé äîáóòîê, ìîæíà çàéòè

cosβ =
~e1 ·~e1

|~e1||~e1|
.

Îñêiëüêè ~e1 ·~e1 = 1, |~e1|=
√
g
11
, |~e1|=√

g11. Êîíòðàâàðiàíòíó êîì-
ïîíåíòó g11 ìåòðè÷íîãî òåíçîðà ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç êîâàðiàíòíi
êîìïîíåíòè ÿê åëåìåíòà ìàòðèöi ‖gij‖, îáåðíåíî¨ äî ‖gij‖:

g11 =
G11

g
=
g22g33−g2

23

g
,
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äå g�âèçíà÷íèê g = |gij |. Ïiäñòàâëÿþ÷è âñi öi âåëè÷èíè â ôîðìóëó
v = |~e1||(~e2×~e3)|cosβ, îäåðæó¹ìî

v =
√
g
11

√
g22g33−g2

23
√
g

√
g
11

√
g22g33−g2

23

=
√
g, v2 = g.

Òàêèì ÷èíîì, ìåòðè÷íèé òåíçîð âèçíà÷à¹ âñi ãåîìåòðè÷íi õàðàêòå-
ðèñòèêè ïðîñòîðó�äîâæèíó, ïëîùó, îá'¹ì.

4.2 Äèôåðåíöiþâàííÿ áàçèñíèõ âåêòîðiâ

4.2.1 Êîâàðiàíòíà ïîõiäíà

Âèçíà÷åííÿ çìiíè âåêòîðà â êðèâîëiíiéíié ñèñòåìi êîîðäèíàò ïî-
â'ÿçàíå íå òiëüêè iç âèçíà÷åííÿì çìiíè éîãî ïðîåêöié ïðè ïåðåõîäi
âiä òî÷êè äî òî÷êè, ÿê â äåêàðòîâié ñèñòåìi êîîðäèíàò, à é iç çìi-
íîþ ëîêàëüíîãî áàçèñó, îñêiëüêè ÷åðåç âåêòîðè ëîêàëüíîãî áàçèñó
âèðàæàþòüñÿ êîâàðiàíòíi i êîíòðàâàðiàíòíi êîìïîíåíòè âåêòîðà.
Çíàéäåìî äèôåðåíöiàë âåêòîðà ~a= ~eka

k :

d~a= d
(
~eka

k
)

= ~ekda
k+akd~ek.

Ó êðèâîëiíiéíié ñèñòåìi êîîðäèíàò ðàäióñ-âåêòîð äîâiëüíî¨ òî÷êè
¹ ôóíêöi¹þ âiä âèáðàíèõ ïàðàìåòðiâ q1,q2,q3

~R= ~R
(
q1,q2,q3

)
.

Áàçèñíi âåêòîðè â êðèâîëiíiéíié ñèñòåìi âèçíà÷àþòü çà ôîðìóëîþ

~ei =
∂ ~R

∂qi
.

Äëÿ òîãî ùîá âèçíà÷èòè çìiíó áàçèñíèõ âåêòîðiâ, òðåáà çíàéòè ¨õ
ïîõiäíi

∂~ei
∂qk

= ~eik.

Îñêiëüêè
~eik =

∂2 ~R

∂qi∂qk
=

∂2 ~R

∂qk∂qi
, òî ~eik = ~eki.
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Äëÿ âèçíà÷åííÿ ïîõiäíèõ áàçèñíèõ âåêòîðiâ ñêîðèñòà¹ìîñü
îáõiäíèì øëÿõîì. Ðîçãëÿíåìî ïîõiäíi âiä ñêàëÿðíèõ äîáóòêiâ
âåêòîðiâ ëîêàëüíîãî áàçèñó ïî êîîðäèíàòàõ

∂

∂qk
(~ei ·~ej) = ~eik ·~ej +~ei ·~ejk,

∂

∂qj
(~ek ·~ei) = ~ekj ·~ei+~ek ·~eij ,

∂

∂qi
(~ej ·~ek) = ~eji ·~ek+~ej ·~eki.

ßêùî ñêëàñòè äâà ïåðøèõ ñïiââiäíîøåííÿ, âiäíÿòè âiä íèõ òðåò¹,
âðàõóâàòè òå, ùî ~ei ·~ej = gij , òî îäåðæèìî

~eij ·~ek =
1
2

(
∂gjk
∂qi

+
∂gki
∂qj

− ∂gij
∂qk

)
.

Âåëè÷èíè, ÿêi ñòîÿòü ñïàâà, ïîçíà÷àþòüñÿ Γij ,k àáî [ij ,k] i íàçèâà-
þòüñÿ ñèìâîëàìè Êðiñòîôôåëÿ ïåðøîãî ðîäó

Γij ,k=
1
2

(
∂gjk
∂qi

+
∂gki
∂qj

− ∂gij
∂qk

)
.

ßê áóäü-ÿêèé âåêòîð, ïîõiäíi áàçèñíèõ âåêòîðiâ, ìîæíà çàäàòè ó
âèãëÿäi ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ áàçèñíèõ âåêòîðiâ

~eij = Γkij~ek.

Êîåôiöi¹íòè Γkij íàçèâàþòüñÿ ñèìâîëàìè Êðiñòîôôåëÿ äðóãîãî ðî-
äó. Ïîìíîæèìî ñêàëÿðíî îñòàíí¹ ñïiââiäíîøåííÿ íà áàçèñíèé
âåêòîð

~eij ·~em = Γkij~ek ·~em.
Îñêiëüêè

~ek ·~em = gkm,

òî
~eij ·~em = gkmΓkij .

Çëiâà ñòî¨òü ñèìâîë Êðiñòîôôåëÿ ïåðøîãî ðîäó, òîìó
Γij,m = gkmΓkij .
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ßêùî ïîìíîæèòè ëiâó i ïðàâó ÷àñòèíè íà êîíòðàâàðiàíòíó êîìïî-
íåíòó ìåòðè÷íîãî òåíçîðà i çãîðíóòè, òî îäåðæèìî

gmnΓij ,m= gmngkmΓkij = gnkΓkij = Γnij ,

òîáòî
Γmij = gmnΓij ,n.

Òàêèì ÷èíîì âèçíà÷àþòüñÿ êîåôiöi¹íòè ðîçêëàäó ïîõiäíèõ áà-
çèñíèõ âåêòîðiâ i, ôàêòè÷íî, ïîõiäíèõ. Ïîâåðíóâøèñü äî âèçíà-
÷åííÿ äèôåðåíöiàëà âåêòîðà

dak =
∂ak

∂qm
dqm,

d~ek =
∂~ek
∂qm

dqm = ~ekmdq
m = Γnkm~endq

m,

â ðåçóëüòàòi ïiäñòàíîâêè îäåðæèìî

d~a= ~ek
∂ak

∂qm
dqm+akΓnkm~endq

m =

= ~en
∂an

∂qm
dqm+akΓnkm~endq

m = ~en

(
∂an

∂qm
+akΓnkm

)
dqm,

d~a= ~en

(
∂an

∂qm
+akΓnkm

)
dqm.

Ïîðiâíÿííÿ îäåðæàíîãî âèðàçó äëÿ äèôåðåíöiàëà âåêòîðà â
êðèâîëiíiéíié ñèñòåìi êîîðäèíàò ç éîãî âèðàçîì â äåêàðòîâié
ñèñòåìi

d~a= ~en
∂an
∂xm

dxm

ïðèâîäèòü äî âèñíîâêó, ùî âåëè÷èíà

an,m =
∂an

∂qm
+akΓnkm

âiäiãðà¹ ðîëü ïîõiäíî¨ â êðèâîëiíiéíié ñèñòåìi êîîðäèíàò i íàçèâà¹-
òüñÿ êîâàðiàíòíîþ àáî àáñîëþòíîþ ïîõiäíîþ, òîìó ìîæíà çàïèñàòè

d~a= ~ena
n
,mdq

m.
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Àíàëîãi÷íî, ïðè ðîçãëÿäi äèôåðåíöiàëà âåêòîðà, âèðàæåíîãî ÷åðåç
êîâàðiàíòíi êîìïîíåíòè, îäåðæó¹ìî

ai,j=
∂ai
∂qj

−akΓkij .

ßêùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ êîâàðiàíòíà ïîõiäíà âiä òåíçîðiâ, ðàíã
ÿêèõ âèùå ïåðøîãî, òî êiëüêiñòü äîäàíêiâ äîðiâíþ¹ ðàíãó òåíçî-
ðà. Íàïðèêëàä,

εij ,k=
∂εij
∂qk

−εimΓmjk−εmjΓmik,

σij,k =
∂σij

∂qk
+σimΓjmk+σmjΓimk.

4.2.2 Ôiçè÷íi êîìïîíåíòè òåíçîðà

Ó ôiçè÷íèõ çàäà÷àõ çà áàçèñíi âåêòîðè âèáèðàþòü âåêòîðè îäè-
íè÷íî¨ äîâæèíè. Â çâ'ÿçêó ç öèì ôiçè÷íèìè êîìïîíåíòàìè òåíçîðà
íàçèâàþòüñÿ êîìïîíåíòè ó âèïàäêó, êîëè âåêòîðè ëîêàëüíîãî áàçè-
ñó íîðìîâàíi òîáòî ìàþòü îäèíè÷íó äîâæèíó. Âåëè÷èíè ôiçè÷íèõ
êîìïîíåíò ìîæíà îäåðæàòè íàñòóïíèì ÷èíîì, ðîçãëÿäà¹òüñÿ äî-
âiëüíèé âåêòîð ~a, ~a= ~eka

k, i íîðìóþòüñÿ áàçèñíi âåêòîðè
~̃ek =

~ek
|~ek|

=
~ek√
qkk

,
∣∣∣~̃ek∣∣∣= 1.

Âåêòîð ~a çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

~a=
~ek√
qkk

√
qkka

k =~̃ekãk.

Âåëè÷èíè
ãk =

√
qkka

k

íàçèâàþòüñÿ ôiçè÷íèìè êîìïîíåíòàìè. Àíàëîãi÷íî

~a= ~ekak =
~ek√
qkk

√
qkkak =~̃ekãk,

ãk =
√
qkkak.
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Ñëiä ìàòè íà óâàçi, ùî ñïðàâà ñóìè ïî k íåìà¹:
ã1 =

√
q11a1, ã2 =

√
q22a2, ã3 =

√
q33a3.

4.3 Ðiâíÿííÿ â îðòîãîíàëüíèõ ñèñòåìàõ êî-
îðäèíàò

4.3.1 Öèëiíäðè÷íà ñèñòåìà êîîðäèíàò

ßê ïðèêëàä ðîçãëÿäà¹òüñÿ âèêîðèñòàííÿ ðîçãëÿíóòèõ ìåòîäiâ
äëÿ îäåðæàííÿ ðiâíÿíü òåîði¨ ïðóæíîñòi â öèëiíäðè÷íèõ êîîðäè-
íàòàõ. Óçàãàëüíåíi êîîðäèíàòè q1 = ρ, q2 = θ, q3 = z. Ðàäióñ-âåêòîð

~R=~i1x1 +~i2x2 +~i3x3

âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç óçàãàëüíåíi êîîðäèíàòè
x1 = ρcosθ, x2 = ρsinθ, x3 = z,

~R=~i1ρcosθ+~i2ρsinθ+~i3z.

Çíàõîäÿòü âåêòîðè ëîêàëüíîãî áàçèñó

~ek =
∂ ~R

∂qk
,

~e1 = ~eρ =
∂ ~R

∂ρ
=~i1cosθ+~i2sinθ,

~e2 = ~eθ =
∂ ~R

∂θ
=−~i1ρsinθ+~i2ρcosθ,

~e3 = ~ez =
∂ ~R

∂z
=~i3.

Âèçíà÷àþòü êîâàðiàíòíi êîìïîíåíòè ìåòðè÷íîãî òåíçîðà
gij = ~ei ·~ej ,

g11 = ~e1 ·
⇀
e1 = 1, g22 = ~e2 ·~e2 = ρ2, g33 = 1,

g12 = g23 = g31 = 0,
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‖gij‖=

 1 0 0
0 ρ2 0
0 0 1

.
Âèçíà÷àþòü êîíòðàâàðiàíòíi êîìïîíåíòè ìåòðè÷íîãî òåíçîðà

gij =
Gij
g
, g = |gij |,

g = ρ2,

g11 =
ρ2

ρ2
= 1, g22 =

1
ρ2
, g33 =

ρ2

ρ2
= 1,

g12 = g23 = g31 = 0.

Âèçíà÷àþòü ñèìâîëè Êðiñòîôôåëÿ ïåðøîãî ðîäó

Γij ,k=
1
2

(
∂gjk
∂qi

+
∂gik
∂qj

− ∂gij
∂qk

)
.

Â öüîìó âèïàäêó âiä íóëÿ âiäìiííi òiëüêè ïîõiäíi
∂g22

∂q1
= 2ρ,

òîìó
Γ22,1=−ρ, Γ12,2= Γ21,2= ρ.

Âñi îñòàííi iíäåêñè Êðiñòîôôåëÿ ïåðøîãî ðîäó äîðiâíþþòü íóëþ.
Âèçíà÷àþòü ñèìâîëè Êðiñòîôåëÿ äðóãîãî ðîäó

Γmij = gmkΓij ,k= gm1Γij ,1+gm2Γij ,2+gm3Γij ,3.

Â äàíîìó âèïàäêó âiäìiííi âiä íóëÿ òiëüêè g11,g22,g33, òîìó

Γ1
22 =−ρ, Γ2

21 =
1
ρ2
ρ=

1
ρ

óñi îñòàííi Γkij äîðiâíþþòü íóëþ.
Ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè

Ó òåîði¨ ïðóæíîñòi âèêîðèñòîâóþòüñÿ â îñíîâíîìó êîíòðà-
âàðiàíòíi êîìïîíåíòè òåíçîðà íàïðóæåíü, òîìó

σ,ijj +Xi = 0.
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ρ  

z  

θ  

θρσ  

θθσ  

dz
z
z

z ∂
∂

+ θ
θ

σ
σ

dρρ
ρρ

σ
σ ρ

ρ

∂
+

∂

dz  

z
z dρ
ρ

σ
σ ρ

ρ

∂
+

∂

z
z dz

z
σ

σ
∂+
∂

dz
z
z

z ∂

∂
+ ρ

ρ

σ
σ

2x
1x  

dρθ
ρθ

σ
σ ρ

ρ

∂
+

∂

zθσ

Puc.4.2.2.

Ïåðøå ðiâíÿííÿ
σ,i11 +σ,i22 +σ,i33 +Xi = 0,

σ,11
1 =

∂σ11

∂q1
+σ1mΓ1

m1 +σ1mΓ1
m1 =

∂σ11

∂q1
+2σ1mΓ1

m1.

Âñi Γ1
m1 = 0, òîìó

σ,11
1 =

∂σ11

∂q1
,

σ,12
2 =

∂σ12

∂q2
+σ1mΓ2

m2 +σm2Γ1
m2 =

∂σ12

∂q2
+σ11Γ2

12 +σ22Γ1
22,

σ,13
3 =

∂σ13

∂q3
+σ1mΓ3

m3 +σm3Γ1
m3 =

∂σ13

∂q3
,

∂σ11

∂q1
+
∂σ12

∂q2
+
∂σ13

∂q3
+σ11Γ2

12 +σ22Γ1
22 +X1 = 0.
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Ïåðåõîäèìî äî ôiçè÷íèõ êîìïîíåíò
σρρ = σ̃11 =

√
g11
√
g22σ

11 = σ11,

∂σ11

∂q1
=
∂σρρ
∂ρ

,

σρθ = σ̃12 =
√
g11
√
g22σ

12 = ρσ12,

σ12 =
1
ρ
σρθ,

∂σ12

∂q2
=
∂σ12

∂θ
=

1
ρ

∂σρθ
∂θ

,

σρz = σ̃13 =
√
g11
√
g33σ

13 = σ13,

∂σ13

∂q3
=
∂σρz
∂z

,

Xρ = X̃i =
√
g11X

1 =X1,

σ11Γ2
12 = σρρ

1
ρ
,

σθθ = σ̃22 =
√
g22
√
g22σ

22 = ρ2σ22,

σ22 =
1
ρ2
σθθ,

σ22Γ1
22 =− 1

ρ2
σθθρ=−σθθ

ρ
.

Ïåðøå ðiâíÿííÿ, âèðàæåíå ÷åðåç ôiçè÷íi êîìïîíåíòè, ìà¹ âèãëÿä
∂σρρ
∂ρ

+
1
ρ

∂σρθ
∂θ

+
σρθ−σθθ

ρ
+Xρ = 0.

Ðîçãëÿäà¹ìî äðóãå ðiâíÿííÿ
σ,21

1 +σ,22
2 +σ,23

3 +X2 = 0,

σ,21
1 =

∂σ21

∂q1
+σ2mΓ1

m1 +σm1Γ2
m1 =

∂σ21

∂q1
+σ21Γ2

12,

σρθ = σ̃21 =
√
g11
√
g22σ

12 = ρσ12,
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σ12 =
σρθ
ρ
,

∂σ21

∂q1
=

∂

∂ρ

(
σρθ
ρ

)
=

1
ρ

∂σρθ
∂ρ

−
σρθ
ρ2
,

∂σ21

∂q1
+σ21Γ2

12 =
1
ρ

∂σρθ
∂ρ

−
σρθ
ρ2

+
σρθ
ρ2

=
1
ρ

∂σρθ
∂ρ

,

σ,22
2 =

∂σ22

∂q2
+2σ2mΓ2

m2 =
∂σ22

∂q2
+2σ21Γ2

12,

σθθ = σ̃22 =
√
g22
√
g22σ

22 = ρ2σ22,

σ22 =
σθθ
ρ2
,

σ,22
2 =

1
ρ2

∂2σθθ
∂θ

+2
σρθ
ρ

1
ρ
,

σ,233 =
∂σ23

∂q3
+σ2mΓ3

m3 +σm3Γ2
m3 =

∂σ23

∂q3
,

σθz = σ̃23 =
√
g22
√
g33σ

23 = ρσ23,

σ23 =
1
ρ
σθz,

σ,23
3 =

1
ρ

∂σθz
∂z

,

Xθ = X̃2 =
√
g22X

2 = ρX2,

X2 =
1
ρ
Xθ.

Äðóãå ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè â ôiçè÷íèõ êîìïîíåíòàõ
1
ρ

∂σρθ
∂ρ

+
1
ρ2

∂σθθ
∂θ

+2
σρθ
ρ2

+
1
ρ

∂σρz
∂z

+
1
ρ
Xθ = 0,

∂σρθ
∂ρ

+
1
ρ

∂σθθ
∂θ

+
∂σρz
∂z

+2
σρθ
ρ

+Xθ = 0.

Òðåò¹ ðiâíÿííÿ
σ,31

1 +σ32
,2 +σ33

,3 +X3 = 0,
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σ,31
1 =

∂σ31

∂q1
+σ3mΓ1

m1 +σm1Γ3
m1 =

∂σ31

∂q1
,

σρz = σ̃31 =
√
g11
√
g33σ

31 = σ31,

σ,32
2 =

∂σ32

∂q2
+σm2Γ3

m2 +σ3mΓ2
m2 =

∂σ32

∂q2
+σ31Γ2

12 =
∂σ32

∂q2
+

1
ρ
σ31,

σθz = σ̃32 =
√
g33
√
g22σ

32 = ρσ32,

σ32 =
1
ρ
σθz,

σ,32
2 =

1
ρ

∂σθz
∂θ

+
σρz
ρ
,

Xz = X̃3 =
√
g33X

3 =X3,

σ,33
3 =

∂σ33

∂q3
+2σm3Γ3

m3 =
∂σ33

∂q3
,

σzz = σ̃33 =
√
g33
√
g33σ

33 = σ33,

σ,33
3 =

∂σzz
∂z

.

Òðåò¹ ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè ó ôiçè÷íèõ êîìïîíåíòàõ
∂σρz
∂ρ

+
1
ρ

∂σθz
∂θ

+
∂σzz
∂z

+
σρz
ρ

+Xz = 0.

Ñïiââiäíîøåííÿ Êîøi

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó

εij =
1
2
(ui,j+uj ,i),

äå ui,j i uj ,i�êîâàðiàíòíi ïîõiäíi,

εij =
1
2

(
∂ui
∂qj

−ukΓkij +
∂uj
∂qi

−ukΓkij
)
,

εij =
1
2

(
∂ui
∂qj

+
∂uj
∂qi

−2ukΓkij

)
.
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Ó öèëiíäðè÷íié ñèñòåìi êîîðäèíàò

ε11 =
1
2

(
∂u1

∂q1
+
∂u1

∂q1
−2ukΓk11

)
=
∂u1

∂q1
,

ερρ = ε̃11 =
√
g11
√
g11ε11 = ε11,

uρ = ũ1 =
√
g11u1 = u1,

ερρ =
∂uρ
∂ρ

,

ε22 =
1
2

(
2
∂u2

∂q2
−2ukΓk22

)
=

=
(
∂u2

∂q2
−u1Γ1

22

)
=
(
∂u2

∂q2
+ρu1

)
,

uθ = ũ2 =
√
g22u2 =

1
ρ
u2,

u2 = ρuθ,

u1 = uρ,

εθθ = ε̃22 =
√
g22
√
g22ε22 =

1
ρ2
ε22,

ε22 = ρ2εθθ,

ρ2εθθ = ρ
∂uθ
∂θ

+ρuρ,

εθθ =
1
ρ

∂uθ
∂θ

+
uρ
ρ
,

ε33 =
1
2

(
2
∂u3

∂q3
+2ukΓk33

)
=
∂u3

∂q3
,

uz = ũ3 =
√
g33u3 = u3,

εzz = ε̃33 =
√
g33
√
g33u33 = ε33,

ε33 =
∂uz
∂z

,
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ε12 =
1
2

(
∂u1

∂q2
+
∂u2

∂q1
−2ukΓk12

)
=

=
1
2

(
∂u1

∂q2
+
∂u2

∂q1
−2u2Γ2

12

)
,

u1 = uρ, u2 = ρuθ,

ερθ = ε̃12 =
√
g11
√
g22ε12 =

1
ρ
ε12,

ε12 = ρερθ,

ρερθ =
1
2

(
∂uρ
∂θ

+ρ
∂uθ
∂ρ

+uθ−2ρuθ
1
ρ

)
,

ερθ =
1
2

(
1
ρ

∂uρ
∂θ

+
∂uθ
∂ρ

− uθ
ρ

)
,

ε23 =
1
2

(
∂u2

∂q3
+
∂u3

∂q2
−2ukΓk23

)
=

1
2

(
∂u2

∂q3
+
∂u3

∂q2

)
,

εθz = ε̃23 =
√
g22
√
g33ε23 =

1
ρ
ε23,

ε23 = ρεθz,

u2 = ρuθ, u3 = uz,

ρεθz =
1
2

(
ρ
∂uθ
∂z

+
∂uz
∂θ

)
,

εθz =
1
2

(
∂uθ
∂z

+
1
ρ

∂uz
∂θ

)
,

ε31 =
1
2

(
∂u3

∂q1
+
∂u1

∂q3
−2ukΓk31

)
=

1
2

(
∂u3

∂q1
+
∂u1

∂q3

)
,

ερz =
1
2

(
∂uz
∂ρ

+
∂uρ
∂z

)
.

Çàêîí Ãóêà â öèëiíäðè÷íié ñèñòåìi êîîðäèíàò. Îñêiëüêè
ñèñòåìà êîîðäèíàò îðòîãîíàëüíà, öå âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî
g12 = g23 = g31 = 0, ïðè âèêîðèñòàííi ôiçè÷íèõ êîìïîíåíò òåíçîðiâ,
çàêîí Ãóêà áóäå ìàòè òàêó ñàìó ôîðìó, ÿê i â äåêàðòîâèõ êîîðäè-
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íàòàõ:
σij = 2µεij +λδijεkk,

äå iíäåêñè 1, 2, 3 çàìiíÿþòü íà ρ, θ, z.

4.3.2 Ñôåðè÷íà ñèñòåìà

Ïàðàìåòðàìè, ÿêi âèçíà÷àþòü ïîëîæåííÿ òî÷êè, ¹ (ρ, ϑ, α).
Ó öié ñèñòåìi (ðèñ.4.2.3)

x1 = ρsinϑcosα, x2 = ρsinϑsinα, x3 = ρcosϑ,

0≤ ρ <∞, 0≤ α≤ 2π, 0≤ ϑ < π.

Òîìó
ds2 = dx2

1 +dx2
2 +dx2

3 = dρ2 +ρ2sin2ϑdα2 +ρ2dϑ2,

h2
1 = g11 = 1, h2

2 = g22 = ρ2sin2ϑ, h2
3 = g33 = ρ2,

ââîäÿ÷è ïîçíà÷åííÿ ôiçè÷íèõ êîìïîíåíò âåêòîðà ïåðåìiùåíü
(uρ, uα, uϑ) i ôiçè÷íèõ êîìïîíåíò òåíçîðà äåôîðìàöié ερρ, εαα, εϑϑ,
εαϑ, εϑρ, ερα îäåðæèìî íàñòóïíi ôîðìóëè äëÿ äåôîðìàöié:

ερρ =
∂uρ
∂ρ

,

εαα =
1

ρsinϑ
∂uα
∂α

+
uρ
ρ

+ ctgϑ
uϑ
ρ
,

εϑϑ =
1
ρ

∂uϑ
∂ϑ

+
uρ
ρ
,

ερα =
1
2

(
1

ρsinϑ
∂uρ
∂α

− uα
ρ

+
∂uα
∂ρ

)
,

ερϑ =
1
2

(
1
ρ

∂uρ
∂ϑ

− uϑ
ρ

+
∂uϑ
∂ρ

)
,

εαϑ =
1
2

(
1
ρ

∂uα
∂ϑ

− uα
ρ
ctgϑ+

1
ρsinϑ

∂uϑ
∂α

)
.
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 Puc.4.2.3 

θ  

ρ  

α  

Íàïðóæåííÿ ïîâ'ÿçàíi ç äåôîðìàöiÿìè çàêîíîì Ãóêà:
σρρ = 2µερρ+λe,

σαα = 2µεαα+λe,

σϑϑ = 2µεϑϑ+λe,

σρα = 2µερα, σαϑ = 2µεαϑ, σϑρ = 2µεϑρ,

e= ερρ+εαα+εϑϑ.

Â îêðåìîìó âèïàäêó, êîëè äåôîðìîâàíèé ñòàí õàðàêòåðèçó¹òüñÿ
öåíòðàëüíîþ ñèìåòði¹þ, äåôîðìàöi¨ ñòàþòü ôóíêöiÿìè òiëüêè
çìiííî¨ ρ :

ερρ =
∂uρ
∂ρ

, εαα = εϑϑ =
uρ
ρ
,

ερα = εαϑ = εϑρ = 0.

Ó öüîìó îêðåìîìó âèïàäêó
σρρ = 2µερρ+λe,

σαα = σϑϑ = 2µεαα+λe,

σρα = σαϑ = σϑρ = 0,

e= ερρ+2εαα =
∂uρ
∂ρ

+2
uρ
ρ
.



228
Ðîçäië 4. Ðiâíÿííÿ òåîði¨ ïðóæíîñòi

â êðèâîëiíiéíèõ êîîðäèíàòàõ

Ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè â îðòîãîíàëüíèõ êðèâîëiíiéíèõ êîîðäèíà-
òàõ. Ó ñôåðè÷íié ñèñòåìi êîîðäèíàò (ρ, ϑ, α) (ðèñ.4.2.4)

α

αϑσ

αασ

d
∂
+

∂
ϑα

ϑα
σ

σ ϑ
ϑ

2x

dρα
ρα

σ
σ ρ

ρ

∂
+

∂
 

dθ
θ

ρ
ρ

σ
σ ρ

ρ

∂
+

∂

1x  

3x
dρρ

ρρ

σ
σ ρ

ρ

∂
+

∂

d∂+
∂

ϑϑ
ϑϑ

σ
σ ϑ

ϑ
 

d
∂
+

∂
ϑρ

ϑρ

σ
σ ϑ

ϑ
 

ρασ

Puc.4.2.4. 

 

∂σρρ
∂ρ

+
1

ρsinϑ
∂σρα
∂α

+
1
ρ

∂σρϑ
∂ϑ

+
2σρρ−σαα−σϑϑ+σρϑctgϑ

ρ
+Xρ = 0,

∂σρα
∂ρ

+
1

ρsinϑ
∂σαα
∂α

+
1
ρ

∂σαϑ
∂ϑ

+
3σρα+2σαϑctgϑ

ρ
+Xα = 0,

∂σρϑ
∂ρ

+
1

ρsinϑ
∂σαϑ
∂α

+
1
ρ

∂σϑϑ
∂ϑ

+
3σρϑ+(σϑϑ−σαα)ctgϑ

ρ
+Xϑ = 0.

Ðiâíÿííÿ â ïåðåìiùåííÿõ
µ
{
∇2uρ− 2

ρ2

[
uρ+ 1

sinϑ
∂
∂ϑ(uϑsinϑ)+ 1

sinϑ
∂uα
∂α

]}
+(λ+µ) ∂∂ρ×

×
[

1
ρ2

∂
∂ρ

(
ρ2uρ

)
+ 1

ρsinϑ
∂
∂ϑ(uϑsinϑ)+ 1

ρsinϑ
∂uα
∂α

]
+Xρ = 0,



4.3 Ðiâíÿííÿ â îðòîãîíàëüíèõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò 229

µ
{
∇2uϑ− 2

ρ2

[
∂uρ

∂ϑ −
1

2sin2ϑ
uϑ− cosϑ

sin2ϑ
∂uα
∂α

]}
+(λ+µ) ∂

∂ϑ×

×
[

1
ρ2

∂
∂ρ

(
ρ2uρ

)
+ 1

ρsinϑ
∂
∂ϑ(uϑsinϑ)+ 1

ρsinϑ
∂uα
∂α

]
+Xϑ = 0,

µ
{
∇2uα+ 2

ρ2sinϑ

[
∂uρ

∂α + ctgϑ∂uϑ
∂α −

uα
2sinϑ

]}
+ (λ+µ)

ρsinϑ
∂
∂α×

×
[

1
ρ2

∂
∂ρ

(
ρ2uρ

)
+ 1

ρsinϑ
∂
∂ϑ(uϑsinϑ)+ 1

ρsinϑ
∂uα
∂α

]
+Xα = 0,

∇2 =
1
ρ2

∂

∂ρ

(
ρ2 ∂

∂ρ

)
+

1
ρ2sinϑ

∂

∂ϑ

(
sinϑ

∂

∂ϑ

)
+

1
ρ2sinϑ

∂2

∂α2
.

4.3.3 Iíøi îðòîãîíàëüíi ñèñòåìè

1. Åëiïòè÷íi êîîðäèíàòè x1 = λ, x2 = µ, x3 = z âèçíà÷àþòü çà äî-
ïîìîãîþ ôîðìóë ïåðåòâîðåííÿ

x= cλµ, y = c
√

(λ2−1)(1−µ2), z = z,

äå c � ìàñøòàáíèé ìíîæíèê. Ìåòðè÷íi êîåôiöi¹íòè (êîåôiöi¹íòè
Ëÿìå)

h1 = c

√
λ2−µ2

λ2−1
, h2 = c

√
λ2−µ2

1−µ2
, h3 = 1.

Êîîðäèíàòíi ïîâåðõíi:
λ = const�öèëiíäðè åëiïòè÷íîãî ïåðåðiçó ç ôîêóñàìè â òî÷êàõ

x=±c, y = 0;
µ= const�ñiìåéñòâî êîíôîêàëüíèõ ãiïåðáîëi÷íèõ öèëiíäðiâ;
z = const�ïëîùèíè.
2. Ïàðàáîëi÷íi êîîðäèíàòè. ßêùî r, θ�ïîëÿðíi êîîðäèíàòè òî-

÷êè íà ïëîùèíi, òî ïàðàáîëi÷íi êîîðäèíàòè ìîæóòü áóòè ââåäåíi
çà äîïîìîãîþ ôîðìóë

x1 = λ=
√

2rsin
θ

2
, x2 = µ=

√
2rcos

θ

2
, x3 = z.

Êîîðäèíàòíi ïîâåðõíi λ= const i µ= const ¹ ïàðàáîëi÷íèìè öè-
ëiíäðàìè, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ, ç òâiðíèìè, ïàðàëåëüíèìè îñi z. Çâ'ÿ-
çîê ç äåêàðòîâèìè êîîðäèíàòàìè äàþòü ôîðìóëè

x=
1
2
(
µ2−λ2

)
, y = λµ, z = z.



230
Ðîçäië 4. Ðiâíÿííÿ òåîði¨ ïðóæíîñòi

â êðèâîëiíiéíèõ êîîðäèíàòàõ

Ìåòðè÷íi êîåôiöi¹íòè
h1 = h2 =

√
λ2 +µ2, h3 = 1.

3. Åëiïñî¨äàëüíi êîîðäèíàòè.
Ââîäÿòüñÿ çà äîïîìîãîþ ðiâíÿíü (a > b > c)

x2

a2 +λ
+

y2

b2 +λ
+

z2

c2 +λ
= 1,

λ >−c2�åëiïñî¨ä
x2

a2 +µ
+

y2

b2 +µ
+

z2

c2 +µ
= 1,

−c2 > µ >−b2�îäíîïîðîæíèííèé ãiïåðáîëî¨ä
x2

a2 +ν
+

y2

b2 +ν
+

z2

c2 +ν
= 1,

−b2 > ν >−a2�äâîïîðîæíèííèé ãiïåðáîëî¨ä.
Êîæíié òî÷öi x, y, z âiäïîâiäà¹ òiëüêè îäíà ñèñòåìà âåëè÷èí

λ, µ, ν.
Ïàðàìåòðè x1 = λ, x2 = µ, x3 = ν íàçèâàþòüñÿ åëiïñî¨äíèìè

êîîðäèíàòàìè. Êîîðäèíàòè x, y, z âèðàæàþòüñÿ ÿâíî ÷åðåç λ, µ, ν :

x=±

√
(λ+a2)(µ+a2)(ν+a2)

(b2−a2)(c2−a2)
,

y =±

√
(λ+ b2)(µ+ b2)(ν+ b2)

(c2− b2)(a2− b2)
,

z =±

√
(λ+ c2)(µ+ c2)(ν+ c2)

(a2− c2)(b2− c2)
.

Êîåôiöi¹íòè Ëÿìå äîðiâíþþòü

h1 =
1
2

√
(λ−µ)(λ−ν)

R2(λ)
, h2 =

1
2
±

√
(µ−ν)(µ−λ)

R2(µ)
,

h3 =
1
2
±

√
(ν−λ)(ν−µ)

R2(ν)
,
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R(s) =
√

(s+a2)(s+ b2)(s+ c2), (s= λ, µ, ν).

Îïåðàòîð Ëàïëàñà
∇2u= 4

(λ−µ)(λ−ν)(µ−ν)
[
(µ−ν)R(λ) ∂

∂λ

(
R(λ)∂u∂λ

)
+

+(ν−λ)R(µ) ∂
∂µ

(
R(µ)∂u∂µ

)
+(λ−µ)R(ν) ∂∂ν

(
R(ν)∂u∂ν

)]
.

×àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà, ùî çàëåæèòü òiëüêè âiä λ,
U = U(λ), ïîäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

U =A

∫
dλ

R(λ)
+B,

äå A i B�äîâiëüíi ñòàëi.
4. Âèðîäæåíi åëiïñî¨äàëüíi êîîðäèíàòè.
à) Ñèñòåìó âèðîäæåíèõ åëiïñî¨äàëüíèõ êîîðäèíàò (α, β, ϕ) äëÿ

âèòÿãíóòîãî åëiïñî¨äà îáåðòàííÿ âèçíà÷àþòü çà äîïîìîãîþ ôîðìóë
x= csinβcosϕ, y = csinαsinβsinϕ, z = cchαcosβ,

äå c�ìàñøòàáíèé ìíîæíèê; 0≤ α <∞, 0≤ β ≤ π, −π < ϕ≤ π.

Êîîðäèíàòíi ïîâåðõíi:
âèòÿãíóòi åëiïñî¨äè îáåðòàííÿ α= const;
äâîïîðîæíèííi ãiïåðáîëî¨äè îáåðòàííÿ β = const;
ïëîùèíè ϕ= const.

Êâàäðàò åëåìåíòà äîâæèíè âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ
ds2 = c2

(
sh2α+sin2β

)(
dα2 +dβ2

)
+ c2sh2αsin2βdϕ2,

çâiäêè äëÿ ìåòðè÷íèõ êîåôiöi¹íòiâ îäåðæóþòü çíà÷åííÿ

h1 = h2 = c

√
sh2α+sin2β, h3 = hϕ = cshα+sinβ.

Ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà ìà¹ âèãëÿä
∇2u= 1

c2(sh2α+sin2β)

[
1
shα

∂
∂α

(
shα ∂u∂α

)
+ 1

sinβ
∂
∂β

(
sinβ ∂u∂β

)
+

+
(

1
sh2α

+ 1
sin2β

)
∂2u
∂ϕ2

]
= 0.

á) Ñèñòåìó âèðîäæåíèõ åëiïñî¨äàëüíèõ êîîðäèíàò (α, β, ϕ) äëÿ
ñïëþñíóòîãî åëiïñî¨äà îáåðòàííÿ âèçíà÷àþòü çà äîïîìîãîþ ðiâíî-
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ñòåé
x= cchαsinβcosϕ, y = cchαsinβsinϕ, z = cchαcosϕ,

0≤ α <∞, 0≤ β ≤ π, −π < ϕ≤ π.

Êîîðäèíàòíi ïîâåðõíi:
ñïëþñíóòi åëiïñî¨äè îáåðòàííÿ α= const;
îäíîïîðîæíèííi ãiïåðáîëî¨äè îáåðòàííÿ β = const;
ïëîùèíè ϕ= const, ùî ïðîõîäÿòü ÷åðåç âiñü z.
Êâàäðàò ëiíiéíîãî åëåìåíòà i îïåðàòîð Ëàïëàñà â ðîçãëÿíóòié

ñèñòåìi êîîðäèíàò ìà¹ âèãëÿä
ds2 = c2

(
ch2α− sin2β

)(
dα2 +dβ2

)
+ c2ch2αsin2βdϕ2,

∇2u= 1
c2(ch2α−sin2β)

[
1
chα

∂
∂α

(
chα ∂u∂α

)
+ 1

sinβ
∂
∂β

(
sinβ ∂u∂β

)
+

+
(

1
sin2α

+ 1
ch2α

)
∂2u
∂ϕ2

]
.

5. Òîðî¨äàëüíi êîîðäèíàòè. Ñèñòåìó òîðî¨äàëüíèõ êîîðäèíàò
(α, β, ϕ) âèçíà÷àþòü çà äîïîìîãîþ ôîðìóë

x=
cshαcosϕ
chα− cosβ

, y =
cshαsinϕ
chα− cosβ

, z =
csinβ

chα− cosβ
,

äå c�ìàñøòàáíèé ìíîæíèê;
0≤ α <∞, −π < β ≤ π, −π < ϕ≤ π.

Êîîðäèíàòíèìè ïîâåðõíÿìè ¹:
òîðè α= const

(ρ− ccthα)2 +z2 =
( c

shα

)2
,
(
ρ=

√
x2 +y2

)
,

ñôåðè β = const

(z− ctgβ)2 +ρ2 =
(

c

sinβ

)2

,

ïëîùèíè ϕ= const.

Âèðàç äëÿ êâàäðàòà ëiíiéíîãî åëåìåíòà ìà¹ âèãëÿä

ds2 =
c2

(chα− cosβ)2
[
dα2 +dβ2 +sh2αdϕ2

]
,
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ìåòðè÷íi êîåôiöi¹íòè äîðiâíþþòü

hα = hβ =
c

chα− cosβ
, hϕ =

cshα

chα− cosβ
,

i îïåðàòîð Ëàïëàñà äà¹òüñÿ âèðàçîì:

∇2u=
∂

∂α

(
shα

chα− cosβ
∂u

∂α

)
+

∂

∂β

(
shα

chα− cosβ
∂u

∂β

)
+

+
1

(chα− cosβ)shα
∂2u

∂ϕ2
.

Çàìiñòü u çðó÷íî ââîäèòè íîâó ôóíêöiþ υ çà äîïîìîãîþ ñïiââiäíî-
øåííÿ

u=
√

2chα−2cosβ ·υ,
ïðè öüîìó ðiâíÿííÿ ∇2u= 0 çâîäèòüñÿ äî ðiâíÿííÿ

υαα+υββ +υcthα+
1
4
υ+

1
sh2α

υϕϕ = 0.

6. Áiïîëÿðíi êîîðäèíàòè.

à) Áiïîëÿðíi êîîðäèíàòè íà ïëîùèíi.
Çìiííi x1 = α, x2 = β, x3 = z íàçèâàþòüñÿ áiïîëÿðíèìè êîîðäèíàòà-
ìè, ÿêùî iñíóþòü ðiâíîñòi

x=
ashα

chα− cosβ
, y =

asinβ
chα− cosβ

, z = z.

Ìåòðè÷íi êîåôiöi¹íòè äîðiâíþþòü
h1 = h2 =

a

chα− cosβ
, h3 = 1.

á) Áiñôåðè÷íi êîîðäèíàòè x1 = α, x2 = β, x3 = ϕ âèçíà÷àþòü
çà äîïîìîãîþ ôîðìóë

x=
csinαcosϕ
chβ− cosα

, y =
csinαsinϕ
chβ− cosα

, z =
cshβ

chβ− cosα
,

äå c�ñòàëèé ìíîæíèê
0≤ α <∞, −∞< β <∞, −π < ϕ≤ π.
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Öi ôîðìóëè ìîæíà çàïèñàòè â êîìïàêòíié ôîðìi

z+ iρ= cctg
α+ iβ

2
,
(
ρ=

√
x2 +y2

)
.

Êîîðäèíàòíi ïîâåðõíi:
âåðåòåíîïîäiáíi ïîâåðõíi îáåðòàííÿ α= const

(ρ− ccthα)2 +z2 =
( c

sinα

)2
,

ñôåðè β = const

ρ2 +(z− cctgβ)2 =
(

c

sinβ

)2

,

ïëîùèíè ρ= const.
Âèðàç äëÿ êâàäðàòà ëiíiéíîãî åëåìåíòà â ïðîñòîðîâèõ áiïîëÿð-

íèõ êîîðäèíàòàõ ìà¹ âèãëÿä

ds2 =
c2

(chβ− cosα)2
[
dα2 +dβ2 +sin2αdϕ2

]
,

çâiäêè
h1 = h2 =

c

chβ− cosα
, h3 =

csinα
chβ− cosα

,

i ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà íàáèðà¹ âèãëÿäó
∂

∂α

(
sinα

chβ− cosα
∂u

∂α

)
+
∂

∂β

(
sinα

chβ− cosα
∂u

∂β

)
+

1
sinα(chβ− cosα)

∂2u

∂ϕ2
=0.

Ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà çðó÷íîþ ¹ ïiäñòàíîâêà
u=

√
2chβ−2cosαυ.

Òîäi äëÿ ôóíêöi¨ υ âèõîäèòü ðiâíÿííÿ

υαα+υββ +υαctgα−
1
4
υ+

1
sin2α

υϕϕ = 0.

7. Ñôåðî¨äàëüíi êîîðäèíàòè.
à) Âèòÿãíóòi ñôåðî¨äàëüíi êîîðäèíàòè x1 = λ, x2 = µ, x3 = ϕ

x= c λµ, y = c
√

(λ2−1)(1−µ2)cosϕ,

z = c
√

(λ2−1)(1−µ2)sinϕ,
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λ≥ 1, −1≤ µ≤ 1, 0≤ ϕ≤ 2π,

h1 = c

√
λ2−µ2

λ2−1
, h2 = c

√
λ2−µ2

1−µ2
,

h3 = c
√

(λ2−1)(1−µ2).

á) Ñïëþñíóòi ñôåðî¨äàëüíi êîîðäèíàòè
x1 = λ, x2 = µ, x3 = ϕ,

x= cλµsinϕ, y = c
√

(λ2−1)(1−µ2), z = cλµcosϕ.

Ïîâåðõíi λ = const�ñïëþñíóòi ñôåðî¨äè, µ = const�
îäíîïîðîæíèííi ãiïåðáîëî¨äè. Ìåòðè÷íi êîåôiöi¹íòè

h1 = c

√
λ2−µ2

λ2−1
, h2 = c

√
λ2−µ2

1−µ2
, h3 = cλµ.

8. Ïàðàáîëî¨äíi êîîðäèíàòè. Çìiííi
x1 = λ, x2 = µ, x3 = ϕ,

çóìîâëåíi ñïiââiäíîøåííÿìè

x= λµcosϕ, y = λµsinϕ, z =
1
2
(
λ2−µ2

)
íàçèâàþòüñÿ ïàðàáîëî¨äíèìè êîîðäèíàòàìè. Ìåòðè÷íi êîåôiöi¹íòè

h1 = h2 =
√
λ2 +µ2, h3 = λµ.

Êîîðäèíàòíi ïîâåðõíi λ = const, µ = const ¹ ïàðàáîëî¨äàìè
îáåðòàííÿ íàâêîëî îñi ñèìåòði¨ z.
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