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Роздiл 1

ПЕРЕТВОРЕННЯ ЛIНIЙНИХ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ
(ЛДР) ДРУГОГО ПОРЯДКУ

1.1 Види ЛДР другого порядку та основнi типи перетворень.
Побудова загальних i частинних розв’язкiв цих рiвнянь

Лiнiйнi диференцiальнi рiвняння другого порядку займають важливе мiсце в теорiї зви-
чайних диференцiальних рiвнянь, оскiльки виникають в багатьох задачах, пов’язаних
з практикою. Такi рiвняння зустрiчаються у наступних видах:

a(t)u′′ + b(t)u′ + c(t)u = h(t) (загальна форма); (1.1)

u′′ + g(t)u′ + f(t)u = h(t) (стандартна форма); (1.2)

(p(t)u′)′ + q(t)u = h(t) (самоспряжена форма); (1.3)

u′′ + q(t)u = h(t) (канонiчна форма). (1.4)

де a, b, c, h, g, f, p, q – дiйснi, неперервнi функцiї на деякому промiжку I ⊂ R , причому
припускається, що p(t) > 0 при t ∈ I . Для рiвняння (1.1) точки з промiжку I , в
яких коефiцiєнт a(t) дорiвнює нулю називаються особливими точками рiвняння (1.1).
Наприклад, для гiпергеометричного рiвняння

x(x− 1)u′′ + (−γ + (α + β + 1)xu′ + αβu = 0,

де α, β, γ – дiйснi сталi, точки x = 0 i x = 1 є особливими. Рiвняння (1.1) без особливих
точок зводиться до рiвняння (1.2) пiсля подiлення на a(t) . З двох рiвнянь (1.2) i (1.3)
останнє є бiльш загальними, оскiльки рiвняння (1.2) завжди може бути записаним у
самоспряженiй формi. Дiйсно, якщо врахувати, що

u′′ + g(t)u′ = e
−
(

t∫
t0

g(τ) dτ

)u′(t)e
(

t∫
t0

g(τ) dτ

)′

,
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де t0 ∈ I , то (1.2) можна записати у видi

e

(
−

t∫
t0

g(τ) dτ

)e
(

t∫
t0

g(τ) dτ

)
u′(t)

′

+ f(t)u = h(t),

або
(p(t)u′)

′
+ q(t)u = H(t), тобто у видi (1.3),

де

p(t) = e

(
t∫

t0

g(τ) dτ

)
> 0, q(t) = f(t)e

(
t∫

t0

g(τ) dτ

)
, H(t) = h(t)e

(
t∫

t0

g(τ) dτ

)
.

Часткове обернення цього твердження також є справедливим, оскiльки якщо функцiя p
неперервно диференцiйовна на промiжку I то рiвняння у самоспряженiй формi можна
записати у видi

u′′ +
p′(t)

p(t)
u′ +

q(t)

p(t)
u =

h(t)

p(t)
,

а це рiвняння має вид (1.2). У випадку, коли функцiя p неперервна, але не має непе-
рервної похiдної рiвняння у самоспряженiй формi не може бути записаним у виглядi
(1.2). Тодi рiвняння у самоспряженiй формi (1.3) можна звести з використанням замiни

u(t) = x1(t), p(t)u′(t) = x2(t)

до лiнiйної системи двох лiнiйних диференцiальних рiвнянь першого порядку

x′1 =
x2
p(t)

, x′2 = −q(t)x1 + h(t). (1.5)

з неперервними на I коефiцiєнтами.
Рiвняння у самоспряженiй формi (1.3) при p(t) ≡ 1 є рiвнянням у канонiчнiй формi

(1.4), а при p(t) ̸= 1 може бути зведеним до рiвняння у канонiчнiй формi з використа-
нням замiни незалежної змiнної

s =

t∫
t0

dτ

p(τ)
+ C, (1.6)

де t0 ∈ I, C ∈ R Тут похiдна функцiї s(t) додатна i тому для неї iснує обернена
функцiя t(s) , що визначена на деякому промiжку I1 . Тодi u(t) = u(t(s)) = v(s) i
будемо мати

du

dt
=
d(v(s(t))

dt
= v′(s)

ds

dt
= v′(s)

1

p(t)
,

d

dt

(
p(t)

dy

dt

)
=

d

dt

(
p(t)v′(s)

1

p(t)

)
=
dv′(s(t))

dt
= v′′(s)

ds

dt
= v′′(s)

1

p(t)
.

Пiдставляючи останнє спiввiдношення в (1.3), отримаємо вiдносно нової незалежної
змiнної s рiвняння у канонiчнiй формi вигляду

v′′ +Q(s)v = H(s), (1.7)
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де
Q(s) = p(t(s))q(t(s)), H(s) = h(t(s))p(t(s)) v(s) = u(t(s)).

Звернемо уиагу на те, що у випадку, коли

p(t)q(t) ≡ c = const,

рiвняння (1.7) є рiвнянням зi сталим коефiцiєнтом

v′′ + cv = H(t).

Визначимо вид промiжку I1 , на якому треба розглядати рiвняння (1.7), якщо про-
мiжок I має вид I = [a, ω[, де ω ≤ +∞ . Використовуючи замiну (1.6) у виглядi

s =

t∫
a

dτ

p(τ)
,

приходимо до висновку, що

I1 = [0, ω1[, де ω1 =

ω∫
a

dτ

p(τ)
,

тобто ω вiдображається в ω1 . Звiдси, зокрема, зрозумiло, що I1 = [0,+∞[, якщо
ω∫

a

dτ

p(τ)
= +∞.

У випадку коли
ω∫

a

dτ

p(τ)
< +∞,

рiвняння (1.3) також можно звести до рiвняння визначеного на нескiнченому промiжку

I1 = [C,+∞[ , де C =

(
ω∫
a

dτ
p(τ)

)−1

, за допомогою перетворення Вонга

u(t) =
v(s)

s
, s =

 ω∫
t

dτ

p(τ

−1

. (1.8)

В результатi цього перетворення отримаємо рiвняння у канонiчнiй формi вигляду

v′′ +
p(t)q(t)

s4
v =

p(t)h(t)

s3
, (1.9)

в якому у виразах p(t)q(t) i p(t)h(t) потрiбно замiнити t функцiєю t(s) , оберненою
для s(t) . Зокрема, саме рiвняння у канонiчнiй формi (1.4) ( p(t) ≡ 1 ), що визначено на
скiнченому промiжку I = [a, ω[ за допомогою замiн Вонга

u(t) =
v(s)

s
, s =

 ω∫
t

dτ

1

−1

=
1

ω − t
(1.10)
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зводиться вiдносно нової незалежної змiни s до рiвняння у канонiчнiй формi наступного
вигляду

v′′ =
q(t)

s4
v =

h(t)

s3
, (1.11)

яке визначено на промiжку I1 =
[

1
ω−a

,+∞
[
.

Оскiльки рiвняння (1.2) зводиться до рiвняння (1.3), то воно потiм теж може бути
зведеними до рiвняння у кононiчнiй формi. Треба, однак, зазначити, що рiвняння (1.2)
у випадку, коли функцiя g неперервно диференцiйована на промiжку I може бути
безпосередньо зведеним до рiвняння у канонiчнiй формi (1.4) з використанням замiни
невiдомої функцiї

u(t) = v(t)e

(
− 1

2

t∫
t0

g(τ) dτ

)
, де t0 ∈ I (1.12)

В результатi цiєї замiни отримуємо вiдносно нової невiдомої функцiї v(t) рiвняння виду

v′′ +

(
−g

′(t)

2
− g2(t)

4
+ f(t)

)
v = h(t)e

(
1
2

t∫
t0

g(τ) dτ

)
. (1.13)

Дану замiну зручно використовувати, коли потрiбно, щоб нулi розв’язкiв рiвняння (1.2)
спiвпадали з нулями розв’язкiв рiвняння у канонiчнiй формi (1.13).

З теорiї лiнiйних диференцiальних рiвнянь вiдомо, що для кожного з рiвнянь (1.2)
– (1.4) при будь-яких t0 ∈ I, u0, u

′
0 ∈ R задача Кошi з вочатковими умовами u ∗ t0) =

u0, u
′(t0) = u′0 має єдиний розв’язок, причому цей розв’язок визначений на всьому

промiжку I .
У випадку, коли h(t) ̸= 0 , рiвняння (1.1)– (1.4) є лiнiйними неоднорiдними диферен-

цiальними рiвняннями (ЛНДР) другого порядку. Згiдно з теорiєю лiнiйних диференцi-
альних рiвнянь загальний розв’язок кожного з ЛНДР другого порядку (1.1)–(1.4) має
загальний розв’язок вигляду

u(t) = C1u1(t) + C2u2(t) + u∗(t), (1.14)

де u∗(t) – будь-який частиний розв’язок ЛНДР, C1, C2 – довiльнi дiйснi сталi, u1(t), u2(t)
– лiнiйно незалежнi на промiжку I розв’язки (фундаментальна сiм’я розв’язкiв) вiд-
повiдного лiнiйного однорiдного диференцiального рiвняння (ЛОДР) другого порядку.

Для ЛНДР (1.1) – (1.4) вiдповiдними ЛОДР є рiвняння виду

a(t)u′′ + b(t)u′ + c(t)u = 0 (загальна форма); (1.10)

u′′ + g(t)u′ + f(t)u = 0 (стандартна форма); (1.20)

(p(t)u′)′ + q(t)u = 0 (самоспряжена форма); (1.30)

y′′ + q(t)y = 0 (канонiчна форма). (1.40)

Рiвняння (1.40) носить також назву двочлене лiнiйне диференцiальне рiвняння.
Згiдно з критерiєм фундаментальностi розв’язки u1(t), u2(t) ЛОДР другого поряд-

ку утворюють фундаментальну сiм’ю розв’язкiв тодi i лише тодi, коли вронскiан цих
розв’язкiв

W (u1, u2)(t) =

∣∣∣∣ u1(t) u2(t)
u′1(t) u′2(t)

∣∣∣∣ (1.15)
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вiдмiнний вiд нуля на промiжку I . Бiльш того, якщо вiн вiдмiнний вiд нуля хоча б в
однiй точцi з промiжку I , то вiн є вiдмiнним вiд нуля всюди на I . Для ЛОДР (1.20) цi
факти, зокрема, випливають з того, що згiдно з формулою Лiувiлля-Остроградського
для будь-яких розв’язкiв u1(t), u2(t) рiвняння (1.20) i будь-якого t0 ∈ I

W (u1, u2)(t) = W (u1, u2)(t0)e
−

t∫
t0

g(τ) dτ

при t ∈ I. (1.16)

Одержимо вид вронскiану розв’язкiв бiльш загального ЛОДР у самоспряженiй формi
(1.30) . Нехай u1(t) i u2(t) - розв’язки цього рiвняння. Тодi

(p(t)u′1(t))
′
+ q(t)u1(t) = 0, (p(t)u′2(t))

′
+ q(t)u2(t) = 0 при t ∈ I.

Помножаючи другу з цих тотожностей на u1(t) , першу на u2(t) i вiднiмаючи отриманi
тотожностi, будемо мати

(p(t)u′2(t))
′
u1(t)− (p(t)u′1(t))

′
u2(t) = 0 при t ∈ I.

Враховуючи, що

((p(t)u′2(t))u1(t)− (p(t)u′1(t))u2(t))
′
= (p(t)u′2(t))

′
u1(t)− (p(t)u′1(t))

′
u2(t) при t ∈ I,

перепишимо останню тотожнiсть у виглядi

(p(t) [(u′2(t)u1(t)− u′1(t)u2(t)])
′
= 0 при t ∈ I.

Звiдси випливає, що

p(t) [(u′2(t)u1(t)− u′1(t)u2(t)] = c при t ∈ I,

або
u1(t)u

′
2(t)− u2(t)u

′
1(t) =

c

p(t)
при t ∈ I

де c – дiйсна стала, яка залежить вiд u1(t) i u2(t) .
Тут вираз, що стоїть лiворуч є вронскiаном W (u1, u2)(t) розв’язкiв u1(t) i u2(t)

однорiдного диференцiального рiвняння (1.30) , тобто

W (u1, u2)(t) =
c

p(t)
при t ∈ I (1.17)

i тому цi розв’язки є лiнiйно незалежними тодi i лише тодi, коли c ̸= 0 .
У випадку, коли p(t) ≡ 1 (тобто для ЛОДР у канонiчнiй формi (1.40) ) вронскiан

будь-якої пари розв’язкiв u1(t), u2(t) цього рiвняння тотожньо дорiвнює сталiй

W (u1, u2)(t) = c при t ∈ I. (1.18)

У формулi (1.14) загального розв’язку ЛНДР доданок C1u1(t)+C2u2(t) є загальним
розв’язком вiдповiдного ЛОДР. Визначення загального розв’язку вiдповiдного ЛОДР
дозволяє з використанням методу варiацiї сталих Лагранжа знайти частиний розв’язок
u∗(t) ЛНДР.
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Нехай u1(t), u2(t) – лiнiйно незалежнi на промiжку I розв’язки ЛОДР (1.20) . Тодi
C1u1(t) + C2u2(t) є загальним розв’язком цього рiвняння. Iдея методу варiацiї сталих
Лагранжа полягає в тому, щоб замiнивши тут сталi C1, C2 функцiями C1(t), C2(t) ,
пiдiбрати цi функцiї таким чином, щоб функцiя

u(t) = C1(t)u1(t) + C2(t)u2(t) (1.19)

була розв’язком ЛНДР (1.2).
Для цiєї функцiї маємо

u′(t) = C ′
1(t)u1(t) + C1(t)u

′
1(t) + C ′

2(t)u2(t) + C2(t)u
′
2(t).

Щоб спростити вигляд цiєї i наступної похiдної покладемо тут суму доданкiв, якi мi-
стять C ′

1 i C ′
2 рiвною нулю

C ′
1(t)u1(t) + C ′

2(t)u2(t) = 0. (1.20)

Тодi будемо мати
u′(t) = C1(t)u

′
1(t) + C2(t)u

′
2(t), (1.21)

u′′(t) = C ′
1(t)u

′
1(t) + C1(t)u

′′
1(t) + C ′

2(t)u
′
2(t) + C2(t)u

′′
2(t). (1.22)

Пiдставляючи тепер шукану функцiю u та її похiднi u′, u′′ з формул (1.19), (1.21) i
(1.22) у ЛНДР (1.2) отримаємо рiвнiсть

C1(t) [u
′′
1(t) + g(t)u′1(t) + f(t)u1(t)] + C2(t) [u

′′
2(t) + g(t)u′2(t) + f(t)u2(t)] +

+C ′
1(t)u

′
1(t) + C ′

2(t)u
′
2(t) = h(t)

Оскiльки u1(t), u2(t) – розв’язки ЛОДР (1.20) , то вирази що стоять у квадратних
дужках тотожньо дорiвнюють нулю на промiжку I i тому

C ′
1(t)u

′
1(t) + C ′

2(t)u
′
2(t) = h(t) (1.23)

Спiввiдношення (1.20) i (1.23) утворюють лiнiйну неоднорiдну систему{
C ′

1(t)u1(t) + C ′
2(t)u2(t) = 0,

C ′
1(t)u

′
1(t) + C ′

2(t)u
′
2(t) = h(t)

вiдносно невiдомих функцiй C ′
1(t), C

′
2(t) . Оскiльки визначником цiєї системи є вронскi-

ан W (u1, u2)(t) лiнiйно незалежних на промiжку I розв’язкiв u1(t), u2(t) вiдповiдного
ЛОДР (1.20) , то вiн вiдмiнний вiд нуля на промiжку I , i тому ця система має єдиний
розв’язок

C ′
1(t) = − u2(t)h(t)

W (u1, u2)(t)
, C ′

2(t) =
u1(t)h(t)

W (u1, u2)(t)
при t ∈ I.

Iнтегруючи цi тотожностi на промiжку вiд t0 до t , де t0 – будь-яке число з промiжку
I , отримуємо шуканi функцiї

C1(t) = C1(t0)−
t∫

t0

u2(τ)h(τ) dτ

W (u1, u2)(τ)
, C2(t) = C2(t0) +

t∫
t0

u1(τ)h(τ) dτ

W (u1, u2)(τ)
. (1.24)
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Пiдставляючи данi функцiї в (1.19) одержимо розв’язок ЛНДР (1.2)

u(t) = u1(t)

C1(t0)−
t∫

t0

u2(τ)h(τ) dτ

W (u1, u2)(τ)

+ u2(t)

C2(t0) +

t∫
t0

u1(τ)h(τ) dτ

W (u1, u2)(τ)

 . (1.25)

Тут у якостi C1(t0), C2(t0) можуть обиратися будь-якi дiснi сталi. Зокрема при C1(t0) =
C2(t0) = 0 отримуємо частинний розв’язок ЛНДР (1.2) виду

u∗(t) = −u1(t)
t∫

t0

u2(τ)h(τ) dτ

W (u1, u2)(τ)
+ u2(t)

t∫
t0

u1(τ)h(τ) dτ

W (u1, u2)(τ)
при t ∈ I, (1.26)

який задовольняє початковi умови умови u(t0) = 0, u′(t0) = 0 .
Якщо потрiбно знайти розв’язок ЛНДР, що задовольняє початковi умови u(t0) =

u0, u′(t0) = u′0 , то треба сталi C1(t0), C2(t0) в (1.25) визначити з системи рiвнянь{
C1(t0)u1(t0) + C2(t0)u2(t0) = u0,
C1(t0)u

′
1(t0) + C2(t0)u

′
2(t0) = u′0.

(1.27)

При цьому у виглядi (1.25) шуканого розв’язку ЛНДР (1.2) доданок u0(t) = C1(t0)u1(t)+
C2(t0)u2(t) буде розв’язком вiдповiдного ЛОДР (1.20) , який задовольняє умови u0(t0) =
u0, u′0(t0) = u′0 , а доданок u∗(t) з (1.26) – розв’язком ЛНДР (1.2), що задовольняє
нульовi початковi умови u∗(t0) = 0, u′∗(t0) = 0 .

Отриманий розв’язок ЛНДР можна визначити точнiше, якщо розв’язати систему
рiвнянь (1.27). З цiєї системи маємо

C1(t0) =
u0u

′
2(t0)− u2(t0)

u1(t0)u′2(t0)− u2(t0)u′1(t0)
, C2(t0) =

u′0u1(t0)− u0u
′
1(t0)

u1(t0)u′2(t0)− u2(t0)u′1(t0)

Пiдставляючи цi значення у формулу (1.25), помiчаємо, що вона може бути записаною
у видi

u(t) =
u1(t)u

′
2(t0)− u2(t)u

′
1(t0)

u1(t)u′2(t0)− u(t)u1(t0)
u0 +

u2(t)u1(t0)− u1(t)u2(t0)

u1(t0)u′2(t0)− u2(t0)u′1(t0)
u′0+

+

t∫
t0

[u2(t)u1(τ)− u1(t)u2(τ)]h(τ) dτ

W (u1, u2)(τ)
,

або у виглядi

u(t) = c1(t, t0)u0 + c2(t, t0)u
′
0 +

t∫
t0

c2(t, τ)h(τ) dτ, (1.28)

де

c1(t, τ) =
u1(t)u

′
2(τ)− u2(t)u

′
1(τ)

W (u1, u2)(τ)
, c2(t, τ) =

u2(t)u1(τ)− u1(t)u2(τ)

W (u1, u2)(τ)
.
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Тут функцiї c1(t, τ), c2(t, τ) є розв’язками (вiдносно змiнної t ) ЛОДР (1.20) якi при
t = τ задовольняють вiдповiдно наступнi початковi умови

c1(τ, τ) = 1,
∂c1(τ, τ)

∂t
= 0, c2(τ, τ) = 0,

∂c2(τ, τ)

∂t
= 1.

формула (1.28) є вiдомою формулою Кошi для ЛНДР (1.2). При цьому функцiя c2(t, τ)
носить назву функцiя Кошi. Формула Кошi дає можливiсть вiдразу записувати ви-
гляд розв’язку ЛНДР (1.2), який задовольняє початковi умови u(t0) = u0, u

′(t0) = u′0 .
Зокрема, будемо мати зображення

u(t) =

t∫
t0

c2(t, τ)h(τ) dτ, (1.29)

для частинного розв’язку, що задовольняє нульовi початковi умови u(t0) = u′(t0) = 0.
Для ЛНДР виду (1.3) у самоспряженiй формi, обираючи два розв’язки u1(t), u2(t)

вiдповiдного ЛОДР (1.30) , для яких у формулi їх вронскiану (1.17) стала c ̸= 0 , подiбно
попередньому отримуємо для функцiй C1(t), C2(t) з (1.19) систему рiвнянь{

C ′
1(t)u1(+C

′
2(t)u2(t) = 0,

C ′
1(t)u

′
1(t) + C ′

2(t)u
′
2(t)] =

h(t)
p(t)

,
.

Звiдси знаходимо

C ′
1(t) = − h(t)u2(t)

p(t)W (u1, u2)(t)
, C ′

2(t) =
h(t)u1(t)

p(t)W (u1, u2)(t)
,

або з урахуванням (1.17)

C ′
1(t) = −h(t)u2(t)

c
, C ′

2(t) =
h(t))u1(t)

c
,

Iнтегруючи цi спiввiдношенняна промiжку вiд t0 до t ( t0, t ∈ I , будемо мати

C1(t) = C1(t0)−
1

c

t∫
t0

u2(τ)h(τ) dτ, C2(t) = C2(t0) +
1

c

t∫
t0

u1(τ)h(τ) dτ.

Пiдставляючи цi значенння у формулу (1.19) отримаємо розв’язок ЛНДР (1.3) виду

u(t) = C1(t0)u1(t) + C2(t0)u2(t) + c−1

t∫
t0

[u2(t)u1(τ)− u1(t)u2(τ)]h(τ) dτ.

Тут сума C1(t0)u1(t) + C2(t0)u2(t) є розв’язком вiдповiдного ЛОДР (1.30) (як лiнiйна
комбiнацiя двох його лiнiйно незалежних на промiжку I розв’язкiв), а останiй доданок

u∗(t) = c−1

t∫
t0

[u2(t)u1(τ)− u1(t)u2(τ)]h(τ) dτ (1.30)
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є розв’язком ЛНДР (1.3), який задовольняє нульовi початковi умови u(t0) = u′(t0) = 0.
У цьому iнтегральному виразi функцiя

c2(t, τ) = c−1[u2(t)u1(τ)− u1(t)u2(τ)

є функцiєю Кошi. Визначимо також вид розв’язку ЛНДР, що задовольняє початковi
умови u(t0) = u0, p(t0)u

′(t0) = u′0 . Для цього достатньо в сумi C1(t0)u1(t) + C2(t0)u2(t)
визначити сталi таким чином, щоб виконувались рiвностi{

C1(t0)u1(t0) + C2(t0)u2(t0) = u0,

C1(t0)u
′
1(t0) + C2(t0)u

′
2(t0) =

u′
0

p(t0)

З цiєї системи з використанням тотожностi (1.17) знаходимо C1(t0), C2(t0) i пiдставляю-
чи їх у суму C1(t0)u1(t)+C2(t0)u2(t) , отримуємо наступний вигляд шуканого розв’язку

u(t) = c1(t, t0)u0 + c2(t, t0)u
′
0 +

t∫
t0

c2(t, τ)h(τ) dτ, (1.31)

де

c1(t, t0) =
p(t0)

c
[u1(t)u

′
2(t0)− u2(t)u

′
1(t0)].

Дана формула i є формулою Кошi для ЛНДР у самоспряженiй формi (1.3).
З вищевикладеного зрозумiло, що iнтегрування ЛНДР другого порядку згiдно з фор-

мулами (1.14), (1.25) i (1.28), (1.31) зводиться до iнтегрування вiдповiдного лiнiйного
однорiдного диференцiального рiвняння, а саме до знаходження двох його лiнiйно неза-
лежних на промiжку I розв’язкiв (фундаментальної сiм’ї розв’язкiв). Наразi виникає
питання в яких випадках ми можемо знайти ФСР ЛОДР другого порядку. По перше,
це можна зробити для рiвняння зi сталими коефiцiєнтами

au′′ + bu′ + cu = 0, (1.32)

де a, b, c – дiйснi сталi, a ̸= 0 .
Для цього рiвняння згiдно з теорiєю лiнiйних диференцiальних рiвнянь складається

вiдповiдне характеристичне рiвняння

aλ2 + bλ+ c = 0. (1.33)

1. Якщо це рiвняння має рiзнi дiйснi коренi λ1, λ2 , то функцiї eλ1t, eλ2t утворюють
фундаментальну сiм’ю розв’язкiв ЛОДР (1.30) i загальний його розв’язок має вид

u(t) = C1e
λ1t + C2e

λ2t,

де C1, C2 – довiльнi дiйснi сталi.
2. Якщо коренi характеристичного рiвняння кратнi λ1 = λ2 = λ , то фундаментальну

сiм’ю розв’язкiв диференцiального рiвняння (1.32) утворюють функцiї eλt, teλt i його
загальний розв’язок має вид

u(t) = eλt(C1 + tC2).
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3. У випадку комплексно спряжених коренiв λ1,2 = α ± iβ характеристичного рiв-
няння (1.33) рiвняння (1.32) має фундаментальну сiм’ю розв’язкiв eαt sin βt, eαt cos βt i
загальний розв’язок

u(t) = eαt[C1 sin βt+ C2 cos βt].

Найпростiшими серед рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами є двочленi рiвняння

u′′ − a2u = 0, u′′ + a2u = 0 (a ̸= 0), u′′ = 0. (1.34)

Вони мають (вiдповiдно) наступнi загальнi розв’язки:

u(t) = C1e
at + C2e

−at u(t) = C1 sin(at) + C2 cos(at); u(t) = C1 + C2t,

де C1, C2 – довiльнi дiйснi сталi.
Нагадаємо також, що для ЛНДР зi сталими коефiцiєнтами i спецiальними видами

правої частини
u′′ + au′ + bu = hi(t) (i = 1, 2), (1.35)

де

h1(t) = Pn(t)e
αt, h2(t) = Pn(t)e

αt

{
sin βt
cos βt

,

Pn(t) = a0t
n + a1t

n−1 + . . .+ an,

частинний розв’язок u∗(t) рiвняння (1.35) може бути знайденим без iнтегрування (без
застосування формули Кошi), а з використанням методу невизначених коефiцiєнтiв.

У випадку правої частини h1(t) частиний розв’язок шукається у виглядi

u∗(t) = ts
(
A0t

n + A1t
n−1 + . . .+ An

)
eαt,

де s = 0 , якщо число α не є коренем характеристичного рiвняння (1.33), s = 1 (s = 2) ,
якщо число α є простим (кратним) коренем характеристичного рiвняння (1.33).

У випадку правої частини h2(t) частинний розв’язок шукається у виглядi

u∗(t) = ts
[
(A0t

n + A1t
n−1 + . . .+ An) cos βt+ (B0t

n +B1t
n−1 + . . .+Bn) sin βt)

]
eαt

де s = 0 , якщо число α + iβ не є коренем характеристичного рiвняння (1.33) i s = 1 ,
якщо число α + iβ є коренем рiвняння (1.33).

Тут коефiцiєнти Ai(i = 1, . . . , n), Bi(i = 1, . . . , n) визначаються пiсля пiдстановки
u∗(t) в рiвняння(1.35).

Другим важливим класом ЛОДР другого порядку, для яких може бути визначеним
загальний розв’язок, є рiвняння Ейлера

t2u′′ + atu′ + bu = 0, (1.36)

де a, b –дiйснi сталi. Оскiльки точка t = 0 є особливою для таких рiвнянь, то вони
окремо розгядаються при t > 0 i t < 0 . Рiвняння Ейлера (1.36) за допомогою замiни
незалежної змiнної

s = ln |t|, u(t) = u(t(s)) = v(s)
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зводиться до ЛОДР зi сталими коефiцiєнтами, характеристичним рiвнянням якого є
рiвняння виду

λ2 − λ+ aλ+ b = 0.

ПРИКЛАД 1.1. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвняння

u′′ +
µ

t2
u = 0. (1.37)

Дане рiвняння є рiвнянням Ейлера. Застосовуючи до нього перетворення

s = ln |t|, u(t) = u(t(s)) = v(s), (1.38)

будемо мати

du(t)

dt
=
dv(s)

ds

ds

dt
= v′(s)

1

t
, u′′(t) =

du′(t)

dt
=
d(v′(s)1

t
)

dt
=

=
dv′(s)

dt

1

t
− v′(s)

1

t2
=
dv′(s)

ds

ds

dt

1

t
− v′(s)

1

t2
= v′′(s)

1

t2
− v′(s)

1

t2
=

1

t2
(v′′(s)− v′(s)) .

Пiдставляючи значення u(t) i u′′(t) в задане рiвняння, одержимо

1

t2
(v′′(s)− v′(s)) +

µ

t2
= 0,

або
v′′ − v′ + µv = 0 (1.39)

Це рiвняння зi сталими коефiцiєнтами. Складаємо для нього характеристичне рiвняння

λ2 − λ+ µ = 0.

Воно має коренi

λ1,2 =
1

2
±

√
1
4
− µ

2
, якщо µ <

1

4
,

λ1,2 =
1

2
якщо µ =

1

4
,

λ1,2 =
1

2
± i

√
µ− 1

4

2
, якщо µ >

1

4
.

Тому отримуемо нвступнi формули для загального розв’язку диференцiального рiвня-
ння (1.39)

v(s) = C1e

(
1
2
+

√
1
4−µ

2

)
s

+ C2e

(
1
2
+

√
1
4−µ

2

)
s

, якщо µ <
1

4
,

v(s) = e
1
2
s (C1 + C2s) , якщо µ =

1

4
,

v(s) = e
1
2
s

C1 cos


√
µ− 1

4

2

 s+ C2 sin


√
µ− 1

4

2

 s

 якщо µ >
1

4
.
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Звiдси з урахуванням замiни (1.38), повертаючись до вихiдних змiнних t i u , одержуємо
загальний розв’язок заданого диференцiального рiвняння (1.39)

u(t) = C1|t|
1
2
+

√
1
4−µ

2 + C2|t|
1
2
+

√
1
4−µ

2 , якщо µ <
1

4
,

u(t) = |t|
1
2 (C1 + C2 ln |t|) , якщо µ =

1

4
,

u(T ) = |t|
1
2

C1 cos


√
µ− 1

4

2

 ln |t|+ C2 sin


√
µ− 1

4

2

 ln |t|

 якщо µ >
1

4
.

Подiбний до рiвняння Ейлера вигляд має рiвняння Лагранжа

(αt+ β)2u′′ + a(αt+ β)u′ + b = 0, (1.40)

де α, β, a, b – дiйснi сталi. Воно має особливу точку t = −β
α

i окремо розглядається
при t > −β

α
, а також при t < −β

α
. З огляду на рiвняння Ейлера стає зрозумiлим, що

воно з використанням замiни незалежної змiнної

s = ln |αt+ β|

зводиться до рiвняння зi сталими коефiцiєнтами вiдносно невiдомої функцiї v(s) =
u(t(s)) .

Загальний розв’язок легко можна отримати також для ЛОДР другого порядку виду

u′′ + g(t)u′ = 0,

оскiльки воно за допомогою перетворення u′(t) = y(t) зводиться для ЛОДР першого
порядку

y′ + g(t)y = 0,

яке легко iнтегрується.
ЛОДР другого порядку

P (t)u′′ +Q(t)u′ +R(t)u = 0 (1.41)

будемо називати точним, якщо воно може бути записаним у виглядi

(P (t)u′)′ + (f(t)u)′ = 0.

де f визначається у термiнах P, Q i R .
Тут лiва частина (1.41) є точною похiдною виразу P (t)u′+f(t)u i тому iнтегрування

рiвняння (1.41) зводиться до iнтегрування ЛНДР першого порядку

P (t)u′ + f(t)u = C1,

де C1 – довiльна дiйсна стала.
Якщо функцiя P –двiччi неперервно диференцiйовна, Q – неперервно диференцi-

йовна i R – неперервна на промiжку I , то умова

P ′′(t)−Q′(t) +R(t) = 0 (1.42)
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є необхiдною i достатньою для того, щоб рiвняння (1.41) було точним.
ПРИКЛАД 1.2. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвняння

u′′ + tu′ + u = 0. (1.43)

Для даного рiвняння P (t) = 1, Q(t) = t, R(t) = 1 i тому умова (1.42) виконується,
тобто рiвняння є точним. При чому неважко зрозумiти, що

u′′ + tu′ + u = u′′ + (tu)′ = (u′ + tu)′

Тому з (1.43) отримуємо, що
u′ + tu = C1,

де C1 – довiльна дiйсна стала. Iнтегруючи це ЛНДР першого порядку, будемо мати

u(t) = e−
t2

2

C2 + C1

t∫
0

e
τ2

2 dτ

 ,

де C1, C2 – довiльнi дiйснi сталi.
Якщо рiвняння (1.41) не є точним, то є можливiсть спробувати пiдiбрати множник

µ(t) таким чином, щоб рiвняння

µ(t)P (t)u′′ + µ(t)Q(t)y′ + µ(t)R(t)y = 0

було точним, тобто допускало представлення у виглядi

(µ(t)P (t)u′)′ + (f(t)u)′ = 0.

Прирiвнюючи у цих двох рiвняннях множники при u′′, u′ u i потiм виключаючи з
отриманих спiввiдношень f(t) , одержимо рiвняння

P (t)µ′′ + (2P ′(t)−Q(t))µ′ + (P ′′(t)−Q′(t) +R(t))µ = 0, (1.44)

якому повинна задовольняти функцiя µ(t) . Рiвняння (1.44) називають спряженим до
рiвняння (1.41). У випадку, коли рiвняння (1.41) i (1.44) мають однаковий вигляд (при
замiнi µ на u ), рiвняння (1.41) називають самоспряженим.

Звернемо увагу на те, що рiвняння (1.30) було нзвано самоспряженим не випадково.
Для нього у випадку двiчi неперервної на промiжку I функцiї p спряжене рiвняння
при замiнi в ньому функцiї µ на u спiвпадає з (1.30) . (Довести самостiйно).

Для того, щоб рiвняння (1.41) було самоспряженим необхiдно i достатньо, щоб вико-
нувалась умова P ′(t) = Q(t) .

Далi зазначимо, що часто ЛОДР другого порядку з використанням вказаних вище
основних перетворень зводиться до рiвняння , яке iнтегрується.

ПРИКЛАД 1.3. Розв’язати рiвняння

u′′ − 2tu′ + t2u = 0.

Зведемо його до двочленого з використанням перетворення (1.12). Будемо мати

u = ve

(
t∫
0

2τ
2

dτ

)
= ve

t2

2 , де v = v(t)− нова невiдома функцiя.
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Тодi
u′ = v′e

t2

2 + te
t2

2 v, u′′ = v′′e
t2

2 + 2v′te
t2

2 + vt2 + 1)e
t2

2

Пiдставляючи цi значення u, u′ , u′′ в задане рiвняння, отримаємо пiсля подiлення на
e

t2

2 двочлене рiвняння виду
v′′ + v = 0.

Згiдно з прикладами (1.34)

v(t) = C1 cos t+ C2 sin t−

загальний розв’язок цього рiвняння, а тодi з урахуванням замiни

u(t) = e
t2

2 [C1 cos t+ C2 sin t]−

загальний розв’язок заданого рiвняння.
ПРИКЛАД 1.4. Розв’язати рiвняння

2tu′′ + u′ − 2u = 0.

Зведемо його спочатку до самоспряженого виду. Подiлемо на 2t

u′′ +
1

2t
u′ − 1

t
u = 0.

Тут

u′′ +
1

2t
u′ = e

−
(

t∫
t0

dτ
2τ

)u′e
(

t∫
t0

dτ
2τ

)′

, де t0 = ±1,

або
u′′ +

1

2t
u′ =

1√
|t|

(
u′
√
|t|
)′
.

Пiсля пiдстановки цього виразу у рiвняння i в подальшому домноженню на
√

|t| , отри-
маємо рiвняння у самоспряженiй формi(

u′
√
|t|
)′

−
√

|t|
t
u = 0.

Виконавши тепер замiну незалежної змiнної

s =

t∫
0

dτ√
|τ |

= 2
√
|t| sign t, u(t(s)) = v(s),

одержимо вiдносно невiдомої функцiї v двочлене рiвняння

v′′ − |t|
t
v = 0.
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тобто рiвняння
v′′ − v = 0, якщо t > 0,

v′′ + v = 0, якщо t < 0.

Згiдно з прикладами (1.34) маємо загальний розв’язок цього рiвняння

v(s) = C1e
s + C2e

−s (якщо t > 0),

v(s) = C1 cos s+ C2 sin s (якщо t < 0).

Звiдси, враховуючи зроблену замiну, отримуємо загальний розв’язок заданого рiвняння

u(t) = C1e
2
√
t + C2e

−2
√
t при t > 0,

u(t) = C1 cos
(
−2

√
−t
)
+ C2 sin

(
−2

√
−t
)

при t < 0.

t = 0 – особлива точка рiвняння.
Все викладене вище свiдчить про те, що iнтегрування ЛДР другого порядку у будь

якiй формi (1.1)− (1.4) згiдно з формулою (1.14) i формулами Кошi (1.28), (1.31) зво-
диться лише до побудови двох лiнiйно незалежних на промiжку I розв’язкiв u1, , u2
(фундаментальної сiм’ї розв’язкiв) вiдповiдного ЛОДР у формi (1.10) − (1.40) . В роз-
глянутих прикладах ЛОДР другого порядку загальний розв’язок C1u1(t) +C2u2(t) , де
u1(t), u2(t) – фундаментальна сiм’я розв’язкiв ЛОДР, був отриманий або за рахунок
того, що рiвняння iнтегруються (рiвняння зi сталими коефiцiєнтами, рiвняння Ейле-
ра, рiвняння Лагранжа), або зводяться за допомогою деяких перетворень до рiвнянь,
що iнтегруються. Однак, цього досягти не завжди вдається i тому виникає потреба в
побудовi саме двох лiнiйно незалежних розв’язкiв ЛОДР другого порядку. Ця задача
може бути легко вирiшеною (принаймнi, локально), якщо вiдомий один його розв’язок,
який вiдмiнний вiд нуля на деякому промiжку I1 ⊂ I .(Редукцiя до диференцiального
рiвняння першого порядку). Це здiйснюється з використанням формул для вронскiанiв
двох розв’язкiв ЛОДР.

Розглянемо ЛОДР у самоспряженiй формi ( (1.30) (як найбiльш загальне серед ЛОДР
другого порядку). Припустимо, що для нього вiдомий один розв’язок u(t) , який не до-
рiвнює нулю на деякому промiжку I1 ⊂ I . Тодi для будь-якого розв’язку v(t) цього
рiвняння згiдно з формулою (1.17) для вронскiану цих розв’язкiв має мiсце тотожнiсть

W (u, v)(t) =
c

p(t)
при t ∈ I1, (1.45)

тобто ∣∣∣∣ u(t) v(t)
u′(t) v′(t)

∣∣∣∣ = c

p(t)
при t ∈ I1.

де c – стала, що залежить тiльки вiд u(t) i v(t) , причому c ̸= 0 тодi i лише тодi, коли
u i v – лiнiйно незалежнi на промiжку I1 .

Тому шукана функцiя v(t) є розв’язком диференцiального рiвняння першого поряд-
ку

u(t)v′ − u′(t)v =
c

p(t)
при t ∈ I1.
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Якщо це спiввiдношення подiлити на u2(t) , отримаємо рiвняння виду(
v

u(t)

)′

=
c

p(t)u2(t)
при t ∈ I1.

Звiдси у результатi iнтегрування вiд t0 до t , де t0, t ∈ I1 одержимо, що

v(t) = c1u(t) + cu(t)

t∫
t0

dτ

p(τ)u2(τ)
, (1.46)

де c1 – деяка дiйсна стала. Не важко перевiрити, що при будь-яких сталих c1, c i
t0, t ∈ I1 функцiя (1.46) є розв’язком (1.30) , що задовольняє (1.45) на будь-якому
промiжку I1 , де u(t) ̸= 0 . У випадку, коли c ̸= 0 знайдений pозв’ язок v(t) i заданий
u(t) ЛОДР (1.30) є лiнiйно незалежними на промiжку I1 .

ПРИКЛАД 1.5. Розв’язати рiвняння

u′′ − (a2t2 + a)u = 0 (a ̸= 0) (1.47)

Структура цього рiвняння наводить на думку спробувати знайти його розв’язок у ви-
глядi

u(t) = eαt
2+βt (1.48)

Пiдставляючи цю функцiю у рiвняння, одержимо[
(2αt+ β)2 + 2α

]
eαt

2+βt − (a2t2 + a)eαt
2+βt = 0.

Спрощуючи, будемо мати[
(4α2 − a2)t2 + 4αβt+ (β2 + 2α− a)

]
eαt

2+βt = 0.

Звiдси зрозумiло, що функцiя (1.47) буде розв’язком рiвняння (1.46) тодi i лише тодi,
коли

4α2 − a2 = 0, 4αβ = 0, β2 + 2α− a = 0.

Розв’язуючи цю систему, отримуємо, що

α =
a

2
, β = 0.

Отже рiвняння (1.47) має розв’язок

u(t) = e
at2

2 .

Лiнiйно незалежний з ним на множинi R розв’язок знаходимо з формули (1.46), покла-
даючи в нiй c = 1, c1 = 0, t0 = 0 i враховуючи, що p(t) ≡ 1 , тобто будемо мати

v(t) = e
at2

2

t∫
0

e−aτ2 dτ.
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Тодi загальний розв’язок заданого рiвняння запишеться у виглядi

u(t) = e
at2

2

c1 + c2

t∫
0

e−aτ2 dτ

 ,
де c1, c2 – довiльнi дiйснi сталi.

Якщо u(t) – розв’язок, вiдмiнний вiд нуля на деякому промiжку I1 ⊂ I , ЛОДР у
стандартнiй формi (1.20) , то для застосування даного методу редукцiї до диференцi-
ального рiвняння першого порядку не обов’язково потрiбно зводити рiвняння (1.20 до
самоспряженої форми (1.30) (хоча можна i цим скористатися). Для отримання другого,
лiнiйно незалежного з u(t) розв’язку v(t) рiвняння (1.20 треба використати формулу
для вронскiану цього рiвняння

W (u, v)(t) = W (u, v)(t0)e
−

t∫
t0

g(τ) dτ

, t0, t ∈ I1.

З цiєї тотожностi маємо

u(t)v′(t)− u′(t)v(t) = W (u, v)(t0)e
−

t∫
t0

g(τ) dτ

,

тобто v є розв’язком диференцiального рiвняння

(
v

u(t)

)′

=
W (u, v)(t0)e

−
t∫

t0

g(τ) dτ

u2(t)
,

звiдки отримуємо, шо шукана функцiя v має вид

v(t) = u(t)c1u(t) + cu(t)

t∫
t0

e
−

τ∫
t0

g(s) ds

dτ

u2(τ)
,

де 1, i c ̸= 0 –дiйснi сталi.
Легко переконатися в тому, що ця функцiя при будь-яких сталих c1, c , i t0 ∈ I1 є

розв’язком ЛОДР (1.20) , причому згiдно з формулою для вронскiану вiн буде лiнiйно
незалежним на I1 з u(t) при c ̸= 0 . Зокрема, при 1 = 0 i c = 1 будемо мати лiнiйно
незалежний з u(t) на I1 розв’язок виду

v(t) =

t∫
t0

e
−

τ∫
t0

g(s) ds

dτ

u2(τ)
(1.49).

Редукцiя до диференцiального рiвняння першого порядку може бути здiйсненою i
для ЛНДР другого порядку, якщо вiдомим є нетривiальний розв’язок u1(t) вiдповiд-
ного ЛОДР.
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Розглянемо ЛНДР у стандартнiй формi (1.2) i припустимо, що вiдповiдне до нього
ЛОДР (1.20) має нетривiальний розв’язок u1(t) . У цьому випадку розв’язок ЛНДР
(1.2) будемо шукати у виглядi

u(t) = u1(t)v, (1.50)

де v = v(t) – функцiя, яка пiдлягає визначенню.
Пiдставляючи це значення u(t) в (1.2) i враховуючи, що u1(t) є розв’язком ЛОДР

(1.20) , отримаємо диференцiальне рiвняння

u1(t)v
′′ + [2u′1(t) + g(t)u1(t)]v

′ = h(t).

Це диференцiальне рiвняння є лiнiйним неоднорiдним першого порядку вiдносно похi-
дної v′ . Iнтегруючи його, знаходимо вигляд функцiї v(t) . Пiдставляючи цю функцiю
в (1.50) встановлюємо вид розв’язку ЛНДР (1.2).

Тут треба додати, що даний метод може бути застосований i для диференцiального
рiвняння у стандартнiй формi у випадку, коли h(t) ≡ 0 , тобто для ЛОДР (1.20) , якщо
потрiбно визначити його розв’язок, лiнiйно незалежний з u1(t) .

1.2 Спецiальнi перетворення

Вище було показано, що будь яке лiнiйне диференцiальне рiвняння другого порядку за
допомогою деяких перетворень може бути зведеним, або до рiвняння у самоспряженiй
формi виду (1.3), або до рiвняння у канонiчнiй формi виду (1.4). Тому при дослiдже-
нi лiнiйних диференцiальних рiвнянь другого порядку можно обмежитись розглядом
тiльки рiвнянь або виду (1.3), або виду (1.4). Однак, при розглядi рiзних задач для
рiвнянь виду (1.3) i (1.4) часто виникає потреба доводити цi рiвняння за допомогою но-
вих перетворень до рiвнянь, зокрема, виду (1.3), (1.4), бiльш зручних для дослiдження
поставлених задач. Наразi розглянемо найбiльш важливi з таких перетворень.

1. Перетворення Лiувiлля. Припустимо, що рiвняння у самоспряженiй формi мо-
же бути записаним у виглядi

(p(t)u′)′ + µ(t)q(t)u = h(t) (2.1)

де функцiї p i q є додатними i двiчi неперервно диференцiйовними на промiжку I ∈ R ,
а функцiї µ i h неперервнi на I . Тодi, застосовуючи до рiвняння (2.1) перетворення

u(t) = [p(t)q(t)]−
1
4 v(s), s =

t∫
t0

(
q(τ)

p(τ)

) 1
2

dτ + c0, (2.2)

де t0 ∈ I, c0 ∈ R –довiльнi фiксованi числа, одержимо рiвняння в канонiчнiй формi

v′′ + f(s)v = H(s), (2.3)

в якому

f(s) = f(s(t)) = µ(t) + p
1
4 (t)q−

3
4 (t)

d

dt

(
p(t)

d

dt
(p(t)q(t))−

1
4

)
,
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H(s) = H(s(t)) = h(t)p
1
4 (t)q−

3
4 (t).

Зокрема, рiвняння у канонiчнiй формi

u′′ + µ(t)q(t)u = h(t) (випадок p(t) ≡ 1) (2.4)

за допомогою перетворення

u(t) = q−
1
4v(s), s =

t∫
t0

q
1
2 (τ) dτ + c0 (2.5)

зводиться до рiвняння у канонiчнiй формi

v′′ +

(
µ(t)− 1

4

q′′(t)

q2(t)
+

5

16

q′2(t)

q3(t)

)
v = h(t)q−

3
4 (t), (2.6)

де t = t(s) – функцiя, обернена для s = s(t) . Перетворення (2.2) i (2.5) називають
перетвореннями Лiувiлля вiдповiдно для рiвнянь (2.1) i (2.4). Вперше такого типу пе-
ретворення було здiйснено Лiувiллем для рiвняння

u′′ + µq(t)u = 0, (2.7)

в якому µ – вiдмiнна вiд нуля дiйсна стала. Це рiвняння з використанням перетворення
Лiувiлля (2.5) зводиться до рiвняння

v′′ +

(
µ− 1

4

q′′(t)

q2(t)
+

5

16

q′2(t)

q3(t)

)
v = 0.

ПРИКЛАД 2.1. Знайти на промiжку I =]0,+∞[ загальний розв’язок диференцiаль-
ного рiвняння

u′′ +
µ

t2
u = 0 (µ ∈ R)

Дане рiвняння є рiвнянням виду (2.7) з q(t) = t−2 . Оскiльки при q(t) = t−2 маємо

−1

4

q′′(t)

q2(t)
+

5

16

q′2(t)

q3(t)
= −1

4

6t−4

t−4
+

5

16

4t−6

t−6
= −3

2
+

5

4
= −1

4
,

то застосовуючи до рiвняння (2.7) перетворення Лiувiлля (2.5)

u(t) = t
1
2v(s), s =

t∫
1

dτ

τ
= ln t, (2.8)

отримаємо рiвняння

v′′ +

(
µ− 1

4

)
v = 0,

яке є рiвнянням зi сталими коефiцiєнтами одного з трьох видiв (1.34) . Тому його за-
гальний розв’язок запишеться у виглядi

v(s) = C1 + C2s при µ =
1

4
,
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v(s) = C1e

(√
1
4
−µ
)
s
+ C2e

−
(√

1
4
−µ
)
s при µ <

1

4
,

v(s) = C1 cos

(√
µ− 1

4

)
s+ C2 sin

(√
µ− 1

4

)
s при µ >

1

4
,

де C1, C2 –довiльнi дiйснi сталi. Звiдси з урахуванням замiни отримуємо загальний
розв’язок заданого рiвняння

u(t) = t
1
2 [C1 + c2 ln t] при µ =

1

4
,

u(t) = t
1
2

[
C1t

√
1
4
−µ + C2t

−
√

1
4
−µ
]

при µ <
1

4
,

u(t) = t
1
2

[
C1 cos

(√
µ− 1

4

)
ln t+ C2 sin

(√
µ− 1

4

)
ln t

]
при µ >

1

4
,

ПРИКЛАД 2.2. Отримати загальний розв’язок диференцiального рiвняння

u′′ +
1

t2

[
1

4
+

µ

ln2 t

]
u = 0.

Якщо в цьому рiвняннi покласти

µ(t) =
1

4
+

µ

ln2 t
, q(t) = t−2,

то будемо мати рiвняння (2.4), в якому h(t) ≡ 0 . Застосовуючи до нього перетворення
Лiувiлля (2.8), одержимо рiвняння

v′′ +
µ

s2
v = 0,

яке, як вже було показано у попередньому прикладi за допомогою перетворення Лiувi-
лля зводиться до рiвняння зi сталими коефiцiєнтами. З урахуанням отриманого резуль-
тату в даному прикладi одержуємо наступний загальний розв’язок заданого рiвняння

u(t) = (t ln t)
1
2 [C1 + c2 ln ln t] при µ =

1

4
,

u(t) = (t ln t)
1
2

[
C1 (ln t)

√
1
4
−µ + C2((ln t)

−
√

1
4
−µ
]

при µ <
1

4
,

u(t) = (t ln t)
1
2

[
C1 cos

(√
µ− 1

4

)
ln ln t+ C2 sin

(√
µ− 1

4

)
ln ln t

]
при µ >

1

4
,

Зауваження 2.1. Перетворення Лiувiлля зазвичай використовується, щоб у деякiй
мiрi спростити вигляд диференцiального рiвняння. Зокрема для того, щоб при µ = const
отримаати рiвняння зi сталими, або з майже сталими (у деякому сенсi) коефiцiєнтами.
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2. Перетворення, що пов’язане з похiдною Шварца. Застосуємо до рiвняння
у канонiчнiй формi (1.4) перетворення

u(t) = [φ′(t)]
− 1

2 v(s), s = φ(t), (2.9)

де φ – тричi неперервно диференцiйовна на промiжку I функцiя така, що φ′(t) > 0
при t ∈ I . В результатi отримаємо рiвняння у канонiчнiй формi

v′′ +
1

φ′2(t)

[
q(t)− 1

2
{φ, t}

]
v = h(t) [φ′(t)]

− 3
2 , (2.10)

в якому

{φ, t} =

(
φ′′(t)

φ′(t)

)′

− 1

2

(
φ′′(t)

φ′(t)

)2

, (2.11)

t = t(s) – функцiя, що обернена для s = s(t) .
Тут вираз (2.11) носить назву похiдна Шварца функцiї φ . Звернемо увагу на те, що

перетворення (2.9) у частиному випадку, коли φ′(t) = q
1
2 (t) , є перетворенням Лiувiлля.

ПРИКЛАД 2.3. Знайти на промiжку I загальний розв’язок диференцiального рiв-
няння

u′′ +
µ

(at2 + bt+ c)2
u, (2.12)

де µ, a, b, c –дiйснi сталi, a ̸= 0 , i at2 + bt+ c ̸= 0 при t ∈ I . Згiдно з (2.10) бажано було
б обрати функцiю φ таким чином, щоб

1

φ′2(t)

[
µ

(at2 + bt+ c)2
− 1

2
{φ, t}

]
= const .

Тому достатньо природним представляється обрати функцiю φ з умови

φ′2(at2 + bt+ c)2 = 1.

Звiдси знаходимо, що

φ′(t) =
1

|at2 + bt+ c|
, φ(t) =

t∫
t0

dτ

|aτ 2 + bτ + c|
+ c0,

де t0 ∈ I , c0 – довiльне дiйсне число. Для такої функцiї φ похiдна Шварца має вид

{φ, t} =

(
−(2at+ b)(at2 + bt+ c)−2

(at2 + bt+ c)−1

)′

− 1

2

(
−(2at+ b)(at2 + bt+ c)−2

(at2 + bt+ c)−1

)2

=

−
(

2at+ b

at2 + bt+ c

)′

− 1

2

(2at+ b)2

(at2 + bt+ c)2
= − 2a

at2 + bt+ c
+

(2at+ b)2

(at2 + bt+ c)2
− 1

2

(2at+ b)2

2(at2 + bt+ c)2
=

= − 2a

at2 + bt+ c
=

(2at+ b)2

(at2 + bt+ c)2
=

b2 − 4ac

2(at2 + bt+ c)2
.
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Тому для обраної функцiї φ

1

φ′2

[
µ

(at2 + bt+ c)2
− 1

2
{φ, t}

]
= (at2+bt+c)2

[
µ

(at2 + bt+ c)2
− b2 − 4ac

4(at2 + bt+ c)2

]
= µ−b

2 − 4ac

4

Отже, рiвняння (2.12) з використанням перетворення

u(t) =
√

|at2 + bt+ c| v(s), s =

t∫
t0

dτ

|aτ 2 + bτ + c|
+ c0 (2.13)

зводиться до рiвняння у канонiчнiй формi

v′′ +

(
µ− b2 − 4ac

4

)
v = 0.

Згiдно з прикладами (1.34) воно має загальний розв’язок

v(s) = C1 + C2s при µ =
b2 − 4ac

4
;

v(s) = C1e

(√
b2−4ac

4
−µ

)
s
+ C2e

−
(√

b2−4ac
4

−µ

)
s

при µ <
b2 − 4ac

4
;

v(s) = C1 cos

(√
µ− b2 − 4ac

4

)
s+ C2 sin

(√
µ− b2 − 4ac

4

)
s при µ >

b2 − 4ac

4
,

де C1, C2 – довiльнi дiйснi сталi. Звiдси, зважаючи на замiни (2.13), отримуємо загаль-
ний розв’язок рiвняння (2.12)

u(t) =
√

|at2 + bt+ c|

C1 + C2

 t∫
t0

dτ

|aτ 2 + bτ + c|
+ c0

 , якщо µ =
b2 − 4ac

4
;

u(t) =
√

|at2 + bt+ c|

C1e

(√
b2−4ac

4
−µ

)(
t∫

t0

dτ
|aτ2+bτ+c|

+c0

)
+

+C2e
−
(√

b2−4ac
4

−µ

)(
t∫

t0

dτ
|aτ2+bτ+c|

+c0

) ,
якщо µ < b2−4ac

4
;

u(t) =
√

|at2 + bt+ c|

C1 cos

(√
µ− b2 − 4ac

4

) t∫
t0

dτ

|aτ 2 + bτ + c|
+ c0

 +

+C2 sin

(√
µ− b2 − 4ac

4

) t∫
t0

dτ

|aτ 2 + bτ + c|
+ c0

 , якщо µ >
b2 − 4ac

4
.
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Зауваження 2.2. При a = 1, b = c = 0 рiвняння (2.12) має вид

u′′ +
µ

t4
u = 0

i його загальний розв’язок при t > 0

u(t) = C1 + C2t, якщо µ = 0;

u(t) = t

[
C1e

(√
−µ
t

)
+ C2e

−
(√

−µ
t

)]
, якщо µ < 0;

u(t) = t

[
C1 cos

(√
µ

t

)
+ C2 sin

(√
µ

t

)]
якщо µ > 0.

Зауваження 2.3. При a = c = 0, b = 1 рiвняння (2.12) має вид рiвняння з при-
кладу 2.1 i отриманий для (2.12) результат спiвпадає у даному випадку з результатом
з прикладу 2.1.

3. Перетворення Куммера. Нехай

φ ∈ C1(I;R), φ′(t) > 0 при t ∈ I, ψ ∈ C2(I;R), ψ(t) ̸= 0 при t ∈ I.

Тодi рiвняння у самоспряженiй формi (1.3) за допомогою перетворення

u(t) = ψ(t)v(τ), τ = φ(t) (2.14)

зводиться до диференцiального рiвняння у самоспряженiй формi

d

dτ

(
P (τ)

dv

dτ

)
+Q(τ)v = H(τ), (2.15)

в якому
P (τ) = P (τ(t)) = p(t)φ′(t)ψ2(t),

Q(τ) = Q(τ(t)) = (p((t)ψ′(t))
′
+ q(t)

ψ2

φ′(t)
, H(τ) = H(τ(t)) = h(t)

ψ(t)

φ′(t)
,

t = t(τ) – функцiя, обернена для τ(t) Перетворення (2.14) вперше було використано у
1834 роцi Куммером.

Перетворення Куммера є найбiльш загальним нiж попереднi два перетворення, оскiль-
ки, зокрема, охопює їх при вiдповiдному виборi функцiй φ i ψ . Вiдзначимо деякi ва-
жливi частиннi випадки цього перетворення:

1. При p(t) ≡ 1 перетворення Куммера зводить рiвняння у канонiчнiй формi (1.4)
до рiвняння у самоспряженiй формi виду (1.3).

2. Завжди можна обрати

τ = φ(t) =

t∫
t0

[
p(s)ψ2(s)

]−1
ds+ c0, (2.16)

де t0 ∈ I, c0 ∈ R , щоб отримати бiльш простого вигляду рiвняння у канонiчнiй формi

v′′ +Q(τ)v = H(τ), (2.17)
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в якому

Q(τ) = Q(τ(t)) = (p(t)ψ′(t))
′
+ q(t)p(t)ψ4(t), H(τ) = H(τ(t)) = h(t)p(t)ψ3(t).

Зокрема, при p(t) ≡ 1 перетворення Куммера з замiною незалежної змiної

τ = φ(t) =

t∫
t0

ψ−2(s), ds+ c0, (2.18)

зводить рiвняння у канонiчнiй формi (1.4) до рiвняння у канонiчнiй формi (2.17), в
якому

Q(τ) = Q(τ(t)) = ψ′′(t) + q(t)ψ4(t), H(τ) = H(τ(t)) = h(t)ψ3(t).

3. Якщо I = [a, ω[ (ω ≤ +∞) , то у випадку, коли
ω∫

a

[
p(s)ψ2(s)

]−!
ds = +∞, (2.19)

(2.16) вiдобразить промiжок [a, ω[ на необмежений промiжок [φ(a),+∞[ . Зазначимо,
що при використанi перетворення Куммера умова (2.19) завжди може бути досягнута,
наприклад наступним чином:

Якщо
ω∫

a

p−1(s) ds = +∞, то покладаємо ψ(t) ≡ 1,

а якщо
ω∫

a

p−1(s) ds < +∞, то покладаємо ψ(t) =

ω∫
t

p−1(s) ds.

Такий вибiр є особливо елегантним, оскiльки у кожному з випадкiв (p(t)ψ′(t))′ ≡ 0 i в
одержаному рiвняннi (2.17) функцiя Q буде мати простий вигляд

Q(τ) = Q(τ(t)) = q(t)p(t)ψ4(t).

4. Перетворення Рiккатi. Розглянутi перетворення зводили ЛДР до ЛДР бiльш
зручного для дослiдження виду. Однак, iснують ще перетворення, якi зводять ЛДР
другого порядку до нелiнiйних диференцiальних рiвнянь першого першого порядку.
Одним типом таких перетворень є перетворення Рiккатi.

Розглянемо ЛОДР другого порядку у самоспряженiй формi.

(p(t)u′)′ + q(t)u = 0, (2.20)

де p q – неперервнi на промiжку I функцiї, причому p(t) > 0 при t ∈ I . Нехай

r(t) =
p(t)u′

u
. (2.21)
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Тодi, враховуючи, що

r′(t) =
(p(t)u′)′

u
− 1

p(t)

(
p(t)u′

u

)2

,

пiсля подiлення (2.20) на u , отримаємо вiдносно r диференцiальне рiвняння Рiккатi

r′ +
r2

p(t)
+ q(t) = 0. (2.22)

Це рiвняння називають рiвнянням Рiккатi, вiдповiдним до (2.20). Таким чином, якщо
u(t) – розв’язок рiвняння (2.20), вiдмiний вiд нуля на промiжку I1 ⊂ I , то r(t) = p(t)u′(t)

u(t)

є розв’язком рiвняння (2.22) на промiжку I1 .
Навпаки, якщо r = r(t) – розв’язок рiвняння (2.22) на промiжку I1 , то iнтегруючи

(2.21), отримуємо розв’язок
u(t) = ce(

∫ r(s) ds
p(s) ) (2.23)

рiвняння (2.20), що не дорiвнює нулю в жоднiй точцi з I1 .
Неважко також перевiрити, що ЛОДР другого порядку у стандартнiй формi

u′′ + g(t)u′ + f(t)u = 0 (2.24)

з неперервними на промiжку I коефiцiєнтами з використанням замiни

r(t) =
u′

u
(2.25)

зводиться до вiдповiдного рiвняння Рiккатi

r′ + r2 + g(t)r + f(t) = 0 (2.26)

.
ПРИКЛАД 2.4. Знайти на промiжку I загальний розв’язок рiвняння у самоспряже-

нiй формi (2.20) у випадку, коли

p(t)q(t) ≡ r0 = const (2.27)

Рiвняння (2.20) за допомогою перетворення (2.21) зводимо до вiдповiдного рiвняння
Рiккатi (2.22). Перепишемо це рiвняння у видi

r′ +
1

p(t)

[
r2 + p(t)q(t)

]
= 0

i згiдно з (2.27) будемо мати

r′ +
1

p(t)

(
r2 + r0

)
= 0 (2.28)

Припустимо спочатку, що r0 < 0 . У цьому випадку рiвняння (2.28) має два розв’язки
r1,2(t) ≡ ±

√
−r0 , яким згiдно з замiною (2.21) вiдповiдають два розв’язки

u1(t) = e

√
−r0

t∫
t0

dτ
p(τ)

, u2(t) = e
−
√
−r0

t∫
t0

dτ
p(τ)
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диференцiального рiвняння (2.20), що є лiнiйно незалежними на промiжку I . Тому
загальний розв’язок диференцiального рiвняння (2.20) має вид

u(t) = c1e

√
−r0

t∫
t0

dτ
p(τ)

+ c2e
−
√
−r0

t∫
t0

dτ
p(τ)

.

Нехай тепер r0 > 0 . У цьому випадку рiвняння (2.28) має два чисто уявних розв’язкiв
r1,2(t) ≡ ±i√r0. Звiдки з урахуванням замiни (2.21) отримуємо два розв’язки

u1(t) = e
i
√
−r0

t∫
t0

dτ
p(τ)

, u2(t) = e
−i

√
−r0

t∫
t0

dτ
p(τ)

диференйiального рiвняння (2.20), яким вiдповiдають два дiйсних розв’язки

u1(t) = cos

√r0 t∫
t0

dτ

p(τ)

 , u2(t) = sin

√−r0

t∫
t0

dτ

p(τ)

 ,
якi є лiнiйно незалежними на I , i тому загальний розв’язок рiвняння (2.20) запишеться
у виглядi

iu(t) = c1 cos

√r0 t∫
t0

dτ

p(τ)

+ c2 sin

√r0 t∫
t0

dτ

p(τ)

 .
При r0 = 0 маємо q(t) ≡ 0 i тому безпосередньо з рiвняння (2.20) одержуємо загальний
розв’язок цього рiвняння

u(t) = c1 + c2

t∫
t0

dτ

p(τ)

5. Перетворення Боля (1906 р).
Це перетворення визначається наступним чином:
а) якщо u(t) i v(t) – розв’язки рiвняння у самоспряженiй формi (1.30) , для яких в

тотожностi (1.17) стала c ̸= 0 (тобто лiнiйно незалежнi на промiжку I ), то функцiя

ρ(t) =
[
u2(t) + v2(t)

] 1
2

є розв’язком нелiнiйного диференцiального рiвняння

(p(t)ρ′)
′
+ q(t)ρ =

c2

p(t)ρ3
(2.29)

б) Навпаки, якщо деяка функцiя ρ(t) є розв’язком диференцiального рiвняння (2.29),
то

u(t) = ρ(t) sin

 t∫
t0

c dτ

p(τ)ρ2(τ)

 (2.30)
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є розв’язком диференцiального рiвняння (1.30) . При цьому загальний розв’язок дифе-
ренцiального рiвняння (1.30) має вид

u(t) = c1ρ(t) sin

 t∫
t0

c dτ

p(τ)ρ2(τ)
+ c2

 (2.31)

5. Перетворення Прюфера. Перетворення Прюфера полягає в наступному. Спо-
чатку рiвняння (1.30) у спряженiй формi з використанням замiн

u(t) = x1(t), p(t)u′(t) = x2(t) (2.32)

зводиться до системи рiвнянь

x′1 =
x2
p(t)

, x′2 = −q(t)x1.

Пiсля цього з використанням перетворення

x1 = ρ sinφ, x2 = ρ cosφ, (2.33)

де ρ = ρ(t), φ = φ(t) – новi невiдомi функцiї, отримуємо систему диференцiальних
рiвнянь {

φ′ = 1
p(t)

cos2 φ+ q(t) sin2 φ,

ρ′ = −
(
q(t)− 1

p(t)

)
ρ sinφ cosφ.

(2.34)

З (2.32) i (2.33) знаходимо, що

ρ2(t) = u2(t) + (p(t)u′(t))
2 u(t)

p(t)u′(t)
= tgφ(t).

Якщо u(t) – нетривiальний розв’язок диференцiального рiвняння у самоспряженiй фор-
мi (1.30) , то звiдси маємо

ρ(t) =
(
u2(t) + p2(t)u′2(t)

) 1
2 > 0, φ(t) = Arctg

u(t)

p(t)u′(t)
. (2.35)

Оскiльки u i u′ одночасно не дорiвнюють нулю, то фiксуючи вiдповiдне значення
функцiї φ в деякiй точцi t0 ∈ I , визначаємо з використанням другої з рiвностей (2.35)
неперервно диференцiйовну гiлку функцiї Arctg u(t)

p(t)u′(t)
.

Перетворення Прюфера (2.35) зводить рiвняння (1.30) безпосередньо до системи
(2.34).

Важливою особливiстю цiєї системи є те, що тут перше рiвняння не залежить вiд дру-
гого, оскiльки мiстить тiльки одну невiдому функцiю φ . Якщо розв’язок φ(t) першого
рiвняння визначений, то вiдповiдний розв’язок ρ(t) другого з рiвнянь (2.34) може бути
знайденим за допомогою квадратури. Бiльш того, треба зазначити, що кожний розв’я-
зок першого рiвняння системи (2.33) визначений на всьому промiжку I , де неперервнi
функцiї p i q .
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Навпаки, неперервнi розв’язки системи рiвнянь (2.34) визначають розв’язки дифе-
ренцiального рiвняння (1.30) за допомогою замiн (2.35).

Зауваження 2.4. Перетворення Рiккатi, Боля i Прюфера ефективно використову-
ються в теорiї коливностi i неколивностi ЛОДР другого порядку.

6. Варiацiя сталих.
Розглянемо поряд з рiвнянням у самоспряженiй формi (1.30) рiвняння

(p0(t)w
′)
′
+ q0(t)w = 0, (2.36)

де функцiї p0(t) ̸= 0 , q0(t) – також неперервнi на I . Рiвняння (1.30) i (2.36) еквiва-
лентнi вiдповiдним системам диференцiальних рiвнянь першого порядку

x′ = P (t)x (2.37)

де

x = (u, p(t)u′), P (t) =

(
0 1

p(t)

−q(t) 0

)
.

i
y′ = P0(t)y, (2.38)

де

y = (w, p0(t)w
′), P0(t) =

(
0 1

p0(t)

−q0(t) 0

)
.

Нехай u0(t), v0(t) – лiнiйно незалежнi розв’язки рiвняння (2.36) такi, що матриця

Y (t) =

(
u0(t) v0(t)

p0(t)u
′
0(t) p0(t)v

′
0(t)

)
є фундаментальною матрицею системи (2.38) i detY (t) ≡ 1 , тобто

p0(t) (u0(t)v
′
0(t)− u′0(t)v0(t)) = 1.

Звiдси знаходимо, що

Y −1(t) =

(
p0(t)v

′
0(t) −v0(t)

−p0(t)u′0(t) −u0(t)

)
.

Тепер застосуємо до системи (2.37) лiнiне перетворення

x = Y (t)z =

(
u0(t)z

1 + v0(t)z
2

p0(t)u
′
0(t)z

1 + p0(t)v
′
0(t)z

2

)
. (2.39)

В результатi отримаємо систему диференцiальних рiвнянь

z′ = C(t)z, де C(t) = Y −1(t)
[
P (t)− P(t)

]
Y (t)

Простий пiдрахунок, який використовує вид матриць P0(t) i P (t) , показує, що

C(t) =

(
1

p(t)
− 1

p0(t)

)
p20(t)

(
u′0(t) v′0(t)
−u′20 (t) −u′0(t)v′0(t)

)
+(q(t)− q0(t))

(
u0(t) v0(t)
−u20(t) −u0(t)v0(t)

)
.
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Зокрема, при p0(t) = p(t) , коли рiвняння (2.36) має вид

(p(t)w′)
′
+ q0(t)w = 0 (2.40)

матриця C(t) залежить вiд u0(t), v0(t) i не залежить вiд їх похiдних. У цьому випадку
рiвняння (1.30) i вiдповiдна йому система (2.37) зводяться до системи

z′ = (q(t)− q0(t))

(
u0(t)v0(t) v20(t)
−u20(t) −u0(t)v0(t)

)
z (2.41)

В дiйсностi той же самий результат можна отримати бiльш прямим шляхом. Нехай
рiвняння (2.36) має розв’язок w(t) , який не дорiвнює нулю на промiжку I . Замiнемо
невiдому функцiю u у рiвняннi (1.30 на z , покладаючи

u = w(t)z. (2.42)

В результатi отримаємо вiдносно z диференцiальне рiвняння

w(t)(p(t)z′)′ + 2p(t)w′(t)z′ + [(p(t)w′(t))′ + q(t)w(t)]z = 0.

Помнажаючи його на w(t) , одержимо

(p(t)w2(t)z′)′ + w(t)[(p(t)w′(t))′ + q(t)w(t)]z = 0,

або згiдно з (2.36) (
p(t)w2(t)z′

)′
+ w2(t) (q(t)− q0(t)) z = 0, (2.43)

тобто пiдстановка (2.42) зводить рiвняння (1.30) до рiвняння (2.43).
Пiдстановку (2.42) називають також варiацiєю сталих
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ЗАДАЧI ДЛЯ САМОСТIЙНОГО
РОЗВ’ЯЗАННЯ

Задачi на вронскiан ЛОДР другого порядку

1. Нехай u1(t), u2(t) – розв’язки диференцiального рiвняння

tu′′ + 2u′ + tetu = 0,

для яких W (u1, u2)(1) = 2 . Знайти для цих розв’язкiв W (u1, u2)(5) .
2. Нехай u1(t), u2(t) – розв’язки диференцiального рiвняння

t2u′′ − 2u′ + (3 + t)u = 0,

для яких W (u1, u2)(2) = 3 . Знайти для цих розв’язкiв W (u1, u2)(4) .
3. Нехай u1(t), u2(t) – розв’язки диференцiального рiвняння

(tu′)′ − 3t2u = 0,

для яких W (u1, u2)(3) = 4 . Знайти для цих розв’язкiв W (u1, u2)(6) .
4. Нехай u1(t), u2(t) – розв’язки диференцiального рiвняння

(t2u′)′ − etu = 0,

для яких W (u1, u2)(4) = 5 . Знайти для цих розв’язкiв W (u1, u2)(−1) .
5. Нехай u1(t), u2(t) – розв’язки диференцiального рiвняння

u′′ − 3t3u = 0,

для яких W (u1, u2)(5) = 1 . Знайти для цих розв’язкiв W (u1, u2)(−2) .
6. Нехай u1(t), u2(t) – розв’язки диференцiального рiвняння

u′′ − et
2

u = 0,

для яких W (u1, u2)(6) = 1 . Знайти для цих розв’язкiв W (u1, u2)(−3) .
7. Нехай розв’язки u1(t), u2(t) ЛОДР дорiвнюють нулю у деякiй точцi з промiжку

I . Довести, що вони не утворюють фундаментальну сiм’ю розв’ язкiв даного рiвняння
на I .

8. Нехай розв’язки u1(t), u2(t) ЛОДР мають у деякiй внутрiшнiй точцi з промiжку
I локальний екстремум. Довести, що вони не утворюють фундаментальну сiм’ю розв’
язкiв даного рiвняння на I .

9. Нехай в ЛОДР у стандартнiй формi (1.20) функцiї g i f такi, шо

g2(t) + f 2(t) ̸= 0 при t ∈ I.
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Длвести, шо два розв’язки цього рiвняння, якi мають спiльну точку перегибу, утворю-
ють фундаментальну сiм’ю розв’ язкiв даного рiвняння.

Задачi на перетворення та iнтегрування лiнiйних диференцi-
альних рiвнянь другого порядку.

1. Звести рiвняння до самоспряженої форми:

1.1. tu′′ + (2t+ 1)u′ + 2u = 0;
1.2. x2y′′ + 2x2y′ + (x2 − 2)y = 0;
1.3. t(t2 + 6)u′′ − 4(t2 + 3)u′ + 6tu = 0;
1.4. t2u′′ + tu′ + (t2 − n2)u = 0 (Рiвняння Бесселя);
1.5. (1− t2)u′′ − tu′ + n2u = 0 (Рiвняння Чебишова);
1.6. tu′′ + (1− t)u′ + nu = 0 (Рiвняння Лагерра);
1.7. u′′ − 2tu′ + 2nu = 0 (Рiвняння Чебишова - Ермiта);
1.8. x(x− 1)y′′ + (−γ + (1 + α + β)x)y′ + αβy = 0 (Рiвняння Гаусса);
1.9. u′′ + tu′ − 2λu = 0 (Рiвняння Вебера).

2. Звести рiвняння до канонiчної форми. Чи можна проiнтегрувати задане
рiвняння у квадратурах?

2.1. (x2 + 1)y′′ + 5xy′ + 4y = 0;
2.2. (4x2 − x)y′′ + 2(2x− 1)y′ − 4y = 0;
2.3. u′′ + 2

t
u′ + u = 0;

2.4. t(t− 1)u′′ + (1 + t)u′ − u = 0;
2.5. x2y′′ − 2xy′ + (x2 + 2)y = 0;
2.6. (1− x2)y′′ − 2xy′ + n(n+ 1)y = 0.

3. Знищити в наступних ЛОДР другого порядку член з першою похiдною
лiнiйною замiною u = a(t)v , де v = v(t) – нова невiдома функцiя:

3.1. t2u′′ − 2tu′ + (t2 + 2)u = 0;
3.2. t2u′′ − 4tu′ + (6− t2)u = 0;
3.3. (1 + t2)u′′ + 4tu′ + 2u = 0;
3.4. tu′′ + u′ + tu = 0.

4. Знищити у наступних ЛОДР другого порядку член з першою похiдною
замiною незалежної змiнної s = φ(t), u(t) = u(t(s)) = v(s) :

4.1. t2u′′ − u′ − 4t3u = 0;
4.2. (1 + t2)u′′ + tu′ + u = 0;
4.3. u′′ − u′ + e4tu = 0;
4.4. 2tu′′ + u′ + tu = 0.

5. Застосувати перетворення Лiувiлля до наступних рiвнянь:
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5.1. u′′ + atαu = 0 (aα ̸= 0);

5.2. y′′ + a (ln t)β y = 0 (aβ ̸= 0);

5.3. y′′ + atα (ln t)β y = 0 (a ̸= 0, α2 + β2 ̸= 0).

6. Знайти загальний розв’язок ЛОДР, користуючись частинним розв’яз-
ком:

6.1. u′′ + 2
t
u′ + u = 0, u1(t) =

sin t
t
;

6.2. t2u′′ − t(t+ 2)u′ + (t+ 2)u = 0, t > 0, u1(t) = t
6.3. xy′′ − y′ + 4x3y = 0, x > 0, y1(x) = sin x2

6.4. (sinx− cosx)y′′ − 2 sin xy′ + (cosx+ sinx)y = 0, y1(x) = ex;
6.5. (cos t+ sin t)u′′ − 2 cos tu′ + (cos t− sin t)u = 0, u1(t) = cos t;

6.6. xy′′ + xy′ + (x2 − 0, 25)y = 0, x > 0, y1(x) = x−
1
2 sinx;

6.7. (1− x2)y′′ − 2xy′ + 2y = 0, y1(x) = x;
6.8. xy′′ − (2x+ 1)y′ + (x+ 1)y = 0, y1(x) = ex;
6.9. (x1)y

′′ − xy′ + y = 0, y1(x) = ex;
6.10. y′′ + 1

x
y′ +

(
1− 1

4x2

)
y = 0, y1(x) =

sinx√
x
;

6.11. u′′ + δ(tu′ + u) = 0, u1(t) = e−
δt2

2

6.12. y′′ + 2xy′ − 2y = 0 (частинний розв’язок пiдiбрати).

7. Знайти частинний розв’язок ЛОДР у виглядi многочлена та розв’язати
рiвняння:

7.1. (x− 1)y′′ − (x+ 1)y′ + 2y = 0;
7.2. (t2 − 3t)u′′ + (6− t2)u′ + (3t− 6)u = 0;
7.3. (x2 − 1)y′′ = 6y;
7.4. t2u′′ + 4tu′ + 2u = 0.

8. Рiвняння
tu′′ + (t+N)u′ +Nu = 0, t > 0,

де N – цiле не вiд’ємне число, має розв’язок u1(t) = et . Показати, що другий лiнiйно
незалежний з ним розв’язок має вид

u2(t) = cet
∫
tNe−t dt,

де c –деяка дiйсна стала. Знайти вигляд цього розв’язку при N = 1 i N = 2 . Покла-
даючи c = − 1

N !
, довести, що

u2(t) = 1 +
t

1!
+
t2

2!
+ . . .+

tN

N !
,

тобто маємо суму N + 1 -x членiв формули Маклорена для et .
9. Знайти загальний розв’язок ЛОДР:

9.1. y′′ + xy′ = 0,
9.2. y′′ + 1

x
y′ = 0.
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10. Визначити, якi з рiвнянь є точними та знайти їх загальнi розв’язки

10.1. u′′ + tu′ + u = 0,
10.2. y′′ + 3x2y′ + xy = 0;
10.3. tu′′ − cos tu′ + sin tu = 0, t > 0;
10.4. x2y′′ + xy′ − y = 0, x > 0.

11. Знайти спряженi рiвняння для ЛОДР другого порядку:

11.1. t2u′′ + tu′ + (t2 − ν2)u = 0 (рiвняння Бесселя);
11.2. (1− t2)u′′ − 2tu′ + α(α + 1)u = 0 (рiвняння Лежандра);
11.3. u′′ − tu = 0 (рiвняння Айрi).

Визначити, якi з цих рiвнянь є самоспряженими.
12. Знайти загальний розв’язок ЛНДР, якщо вiдомi два його частинних

розв’язка:

12.1. u′′ + (1− t)u′ + u = 1, u1(t) = 1, u2(t) = t;

12.2. (x2 − 1)y′′ + 4xy′ + 2y = 6x, y1(x) = x, y2(x) =
x2+x+1
x+1

.
.

13.Знайти загальний розв’язок ЛНДР (1.2), якщо воно має три розв’язки
u1(t) = 1, u2(t) = t, u3(t) = t2 .

14. Знайти з використанням методу варiацiї сталих Лагранжа загальний
розв’язок ЛНДР, якщо вiдомi два частиних розв’язка вiдповiдного ЛОДР:

14.1. t2u′′ − 2u = 3t2 − 1 (t > 0), u1(t) = t2, u2(t) =
1
t
;

14.2. t2u′′ − t(t+ 2)u′ + (t+ 2)u = 2t3, (t > 0), u1(t) = t, u2(t) = tet;
14.3. (1− t)u′′ + tu′ − u = 2(t− 1)2e−t, u1(t) = et, u2(t) = t;
14.4. xy′′ − (1 + x)y′ + y = x2e2x, y1(x)1 + x, y2(x) = ex;

14.5. x2y′′ + xy′ +
(
x2 − 1

4

)
y = 3x

3
2 sinx (x > 0), y1(x) = x−

1
2 sinx, y2(x) = x−

1
2 cosx.

14.6. y′′ + y = tg x
14.7 y′′ − 2y′ + y = ex

!+x2 ; 7
14.8. y′′ − 2y′ + y = ex arctg x;

15. Знайти з використанням методу редукцiї до рiвняння першого порядку
загальний розв’язок ЛНДР, якщо вiдомий один частинний розв’язок вiдповiдного
ЛОДР:

15.1 (1− x)y′′ + xy′ − y = 2(x− 1)2e−x, y1(x) = 1 + x;
15.2 (1− x)y′′ + xy′ − y = 2(x− 1)2, y1(x) = ex

15.3 t2u′′ − 2tu′ + 2u = 4t2 (t > 0), u1(t) = t
15.4 t2u′′ + 7tu′ + 5tu = t, u1(t) =

1
t

16. Записати формулу Кошi для ЛНДР другого порядку i визначити ви-
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гляд розв’язку, що задовольняє данi початковi умови:

16.1. u′′ = u = h(t), u(1) = 3, u′(1) = 1;
16.2. y′′ + 4y = h(t), y(2) = 1, y′(2) = 2;
16.3. y′′ − 3y′ + 2y = 0, y(2) = 1, y′(2) = −1;
16.4. u′′ − 16u = h(t), u(1) = 1, u′(1) = −2;
16.5. y′′ − xy′ = h(x), y(0) = 1, y′(0) = 0;
16.6. u′′ + 5

4t2
u = h(t), u(1) = 1, u′(1) = −1;

16.7. y′′ − 2
x2 = h(x), y(−1) = 0, y′(−1) = 0;

16.8. u′′ − 2
t
u′ = h(t), u(2) = 0, u′(2) = 1.

17. Знайти загальний розв’язок ЛДР другого порядку, попередньо перетво-
рюючи його за допомогою вказанних перетворень до рiвняння зi сталими коефiцiєнтами:

17.1. y′′ + f(x)y′ +
[
f2(x)

4
+ f ′(x)

2
+ a
]
y = 0, y(x) = u(x)e

(
− 1

2

x∫
x0

f(τ) dτ

)
;

17.2. y′′ − af ′(x)
f(x)

y′ + b [f(x)]2a y = 0, y(x) = η(ξ), ξ =
x∫

x0

fa(τ) dτ ;

17.3. (ax+ b)y′′ + 8ay′ + c(ax+ b)
1
5y = 0, y(x) = η(ξ)

ξ
, ξ = (ax+ b)

1
5 ;

17.4. y′′ +
√
xy′ +

(
1

4
√
x
+ x

4
− 9
)
y = xe

(
− 1

3
x
3
2

)
, u(x) = y(x)e

(
1
3
x
3
2

)
;

17.5. tu′′ + (4t2 − 1)u′ − 4t3y = 4t5, u(t) = η(ξ), ξ = t2;
17.6. u′′ + u′ tg t+ au cos2 t = 0, u(t) = η(ξ), ξ = sin t;
17.7. tu′′ + (ta+1 − a)u′ + bt2a+1u = 0 (a ̸= −1), u(t) = η(τ), τ = ta+1.

18. Знайти загальний розв’язок ЛДР другого порядку, попередньо зводячи
його за допомогою деяких перетворень або до рiвняння зi сталими коефiцiєнтами, або
до рiвняння Ейлера, або до рiвняння виду x′′ + φ(t)x′ = 0 .

18.1. y′′ + [f 2(x) + f ′(x)] y = 0,
18.2. y′′ + [(2α− 1)t−4α + α(1− α)t−2] y = 0,
18.3. u′′ + tu′ + u = 0,
18.4. tu′′ + 2u′ + atu = 0,
18.5. xy′′ − (x+ 1)y′ + y = 0,
18.6. v′′ + 4tv′ + (4t2 + 2)v = 0,
18.7. y′′ − (x2 + 1)y = 0,
18.8. z′′ + (a2x2 + a)z = 0,
18.9 y′′ + y′ ++ae−2xy = 0,
18.10. u′′ + au′ + be2atu = 0,
18.11. y′′ + (1 + 2tg2x)y = 0,
18.12. v′′ − xv′ + (x− 1)v = 0,
18.13. xy′′ + (x2 − 2)y = 0,
18.14. x2y′′ = (a2x2 + 2)y = 0.

19. Для рiвняння
d

dt

(
tα
dy

dt

)
+ p(t)y = 0 (α ̸= 0)
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вказати перетворення
y(t) = V (t)ξ(τ), τ = τ(t)

з властивостями

V, τ ∈ C2(]0,+∞[;R), V (t) ̸= 0, τ(t) > 0, lim
t→+∞

τ(t) = +∞,

що зводить його до рiвняння виду ξ′′ + q(τ)ξ = 0.

20. Знайти загальний розв’язок визначеного на промiжку J0 =]0,+∞[ ди-
ференцiального рiвняння

(tαy′)
′
+ µtβy = 0,

де α, β, µ – дiйснi сталi i µ ̸= 0 , у наступних випадках
a) α− β = 2;
b) α− β ̸= 2, α + β = 0;
c) α− β ̸= 2, 3α− β = 4.

21. У випадках вiдмiнних вiд a), b) i с) з задачi 20 звести рiвняння з використанням
перетворення Лiувiлля до рiвняння з майже сталими коефiцiєнтами в околi тiєї точки,
в яку при перетворенi вiдображається точка t = +∞ ( t = 0 ).

Вказiвка. Для отримання рiвняння з майже сталими коефiцiєнтами в околi точки, в
яку вiдображається точка t = +∞ ( t = 0 ) застосувати при α − β > 2 (α − β < 2 )
перетворення Лiувiлля двiччi.

22. При заданiй дiйснiй сталiй µ уведемо послiдовнiсть функцiй, що визначається
спiввiдношеннями

q0 = µ− 1

4
, q1(t) = µt−2,

qn(t) =
1

4

n−2∑
k=0

(
k∏

j=0

lnj t

)−2

+ µ

(
n−1∏
j=0

lnj t

)−2

при n ≥ 2,

де
ln0 t = t, ln1 t = ln t, lnj t = ln lnj−1 t (j ≥ 2).

Враховуючи, що функцiї qn(t) при n ≥ 1 мають властивiсть

t2
[
qn(t)−

1

4t2

]
= qn−1(s), де s = ln t,

довести, що загальний розв’язок диференцiального рiвняння

y′′ + qn(t)y = 0

при n ≥ 1 має, в залежностi вiд значень µ , наступний вигляд:

a) y(t) =

(
n−1∏
j=0

lnj t

) 1
2

(c1 + c2 lnn t) при µ =
1

4
;
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b) y(t) =

(
n−1∏
j=0

lnj t

) 1
2 [
c1 (lnn−1 t)

√
−q0 + c2 (lnn−1 t)

−
√
−q0
]

при µ <
1

4
;

c) y(t) =

(
n−1∏
j=0

lnj t

) 1
2

[c1 cos (
√
q0 lnn t) + c2 sin (

√
q0 lnn t)] при µ >

1

4
.

Вказiвка. Скористатися перетворенням Лiувiлля, обираючи у якостi q(t) i µ(t) на-
ступнi функцiї

q(t) = t−2, µ(t) = t2qn(t).

23. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвняння(
n∏

j=0

(lnj t)
αj y′

)′

+ µ

n∏
j=0

(lnj t)
−αj y = 0,

де αj ∈ R, функцiї lnj t (j ≥ 0) – визначенi у задачi 22.
24. Показати, що рiвняння

[p0(t)p(t)y
′]
′
+ q0(t)q(t)y = 0,

в якому функцiї p0, q0 – строго додатнi i двiчi неперервно диференцiйованi на промiжку
J = [a, ω[ за допомогою узагальненого перетворення Лiувiлля

y(t) = [p0(t)q0(t)]
− 1

4 u(s), s =

t∫
α

[
q0(τ)

p0(τ)

] 1
2

+ c

(α ∈ J, c ∈ R – сталi) зводиться до виду

(p(t)u′)′ + [q(t) + β(t)]u = 0,

де β – деяка неперервна на J функцiя i t = t(s) – функцiя, обернена для s(t) . Знайти
вид функцiї β(t) .

25. Нехай для фiксованого n ̸= 1 i даних µ, αk, βk (k = 0, 1 . . . , n) функцiї pk(t), qk(t)
(k = 0, 1 . . . , n) визначаються наступним чином:

p0 = 1, q0 = µ+
αn + βn

4

(
1 +

βn − 3αn

4

)
;

pk(t) =
k∏

j=1

(lnj t)
αn−k+j ;

qk(t)−
αn−k + βn−k

4
pk(t)

1 +
k∑

j=1

αn−k+j

j∏
m=1

(lnm t)

 = sβn−k+jqk−1(s), s = ln t,
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де lnj t (j = 0, 1 . . . – функцiї, що визначенi у задачi 22.
Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвняння

(tαnpn(t)y
′)
′
+ tβnqn(t)y = 0

у випадку, коли
α0 − β0 = 2, α1 − β1 = 2, . . . , αn − βn = 2.

Вказiвка. Застосувати до рiвняння узагальнене перетворення Лiувiлля

y(t) = t−
αn+βn

4 u(s), s =

t∫
1

τ
βn−αn

2 dτ = ln t

26. Враховуючи, що загальний розв’язок рiвняння

u′′ + tu′ + u = 0,

має вигляд

u(t) = e−
1
2
t2

c1 + c2

t∫
0

e
1
2
x2

dx

 ,
знайти загальний розв’язок рiвняння

u′′ + tu′ + (n+ 1)u = 0, n ∈ N.

27. Нехай q(t) ≤ 0 i неперервна при α < t < β . Нехай y(t) розв’язок рiвняння

y′′ + q(t)y = 0,

який задовольняє початковi умови y(t0) = 1, y′(t0) = 0. Тодi y(t) може бути записаним
у виглядi

y(t) =
eT + e−T

2
,

де
T = (t− t0)

√
−q(s)

i s – функцiя вiд t , причому t0 ≤ s ≤ t. (Петрович).
28. Якщо q(t) > 0 , то розв’язок рiвняння

y′′ + q(t)y = 0

мiж послiдовними нулями t1 i t2 має вигляд

y(t) = cos
[
(t− t0)

√
q(s)

]
, t1 < s < t2,

причому
t1 = t0 −

π

2

√
q(s), t2 = t0 +

π

2

√
q(s)
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(Петрович).
29. Якщо q(t) < 0 , то загальний розв’язок рiвняння

y′′ + q(t)y = 0

має вигляд

y(t) = c1e

t∫
0

λ1(τ) dτ
+ c2e

t∫
0

λ2(τ) dτ
,

де λ1(t) i λ2(t) – невiд’ємнi i обмеженi, якщо q(t) – обмежена (Осгуд).

Задачi на поведiнку розв’язкiв ЛДР другого порядку.
1. Для ЛОДР зi сталими коефiцiєнтами

u′′ + bu′ + cu = 0

встановити:
1.1. При яких дiйсних b i c кожний нетривiальний розв’язок зростає за модулем,

починаючи з деякого значення t ;
1.2. При яких дiйсних b i c всi розв’язки є обмеженими на числовiй вiсi R ;
1.3. При яких дiйсних b i c всi розв’язки є обмеженими на пiввiсi R+ ;
1.4. При яких дiйсних b i c всi розв’язки прямують до нуля при t −→ +∞ ;
1.5. Ври яких дiйсних b i c всi розв’язки прямують до нуля при t −→ −∞ ;
1.6. При яких дiйсних b i c всi розв’язки є коливними i прямують до нуля при

t −→ +∞ ;
1.7. При яких дiйсних b i c iснує перiодичний розв’язок з перiодом ω = π

6
;

1.8. При яких дiйсних b i c всi розв’язки задовольняють асимптотичне спiввiдноше-
ння

u(t) = o(e−t) при t −→ +∞;

2. Для ЛОДР з неперервними на промiжку I коефiцiєнтами

u′′ + p(t)u′ + q(t)u = 0

встановити:
2.1. Чи може функцiя 1−cos t бути його розв’язком на промiжку I = (−a, a), a > 0 ;
2.2. Чи може функцiя t2 sin t бути його розв’язком на промiжку I = (−a, a), a > 0;

2.3. Чи можуть функцiї u1(t) = sin t, u2(t) = sin 2t бути розв’язками цього рiвняння
на промiжку I = (−π, π) ;

2.4. Необхiднi i достатнi умови iснування лiнiйно незалежних розв’язкiв u1(t), u2(t) ,
для яких

u2(t) = u21(t);
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2.5. У випадку, коли I = [0,+∞) , умову на функцiю p , при виконаннi якої рiвняння
є стiйким за Ляпуновим у додатному напрямку;

2.6. У випадку, коли I = [0,+∞) , умову на функцiю p , при виконанi якої рiвняння
є асимптотично стiйким за Ляпуновим у додатному напрямку.

2.7. У випадку, коли q(t) < 0 , що розв’язки не можуть мати додатних максимумiв.
2.8. Довести, що у випадку, коли q(t) > 0 , для будь-якого розв’язку диференцiаль-

ного рiвняння
u′′ + q(t)u = 0

вiдношення u′(t)
u(t)

спадає при зростаннi t на iнтервалi, де u(t) ̸= 0 .

3. Для ЛНДР.
3.1. Нехай функцiї p, q, f неперервнi на R i задовольняють нерiвностi

p(t) ≤ 0, q(t) ≤ 0, f(t) ≥ 0 при t ∈ R

i u(t) – розв’язок рiвняння

u′′ + p(t)u′ + q(t)u = f(t),

який задовольняє початковi умови

u(t0) > 0, u′(t0) > 0.

Довести, що
u(t) > 0, u′(t) > 0 при t ≥ 0.

3.2. При яких дiйсних k i ω диференцiальне рiвняння

u′′ + k2u = sinωt

має хоча б один перiодичний розв’язок?
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