
Роздiл 1

ФАЗОВI ПОРТРЕТИ ДВОМIРНИХ
АВТОНОМНИХ ОДНОРIДНИХ
СИСТЕМ ЛIНIЙНИХ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

1.1 Фазовi кривi та фазовi портрети

Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь{
dx1

dt = p11x1 + p12x2,
dx2

dt = p21x1 + p22x2,
(1.1)

зi сталими дiйснимим коефiцiєнтами pij (i,j=1,2), або записану у векторно-
матричнiй формi

dx

dt
= Px, де P =

(
p11p12
p21p22

)
(1.2)

Ця система є автономною системою диференцiальних рiвнянь i кожний її
розв’язок визначений на всiй числовiй вiсi R . Нехай x1 = φ1(t), x2 = φ2(t)
– дiйсний розв’язок системи (1.1). Тодi рiвняння

x1 = φ1(t), x2 = φ2(t), t ∈ (−∞,+∞)

(параметричнi рiвняння) визначають криву на фазовiй площинi x1, x2 ,
яка,згiдно з означенням фазової кривої системи диференцiальних рiвнянь
загального виду, носить назву фазової кривої, або фазової траекторiї си-
стеми диференцiальних рiвнянь (1.1). Картину, яку утворюють всi фазовi
кривi цiєї системи на фазовiй площинi називають фазовим портретом си-
стеми диференцiальних рiвнянь (1.1). Система диференцiальних рiвнянь
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(1.1), очевидно, має тривiальний розв’язок

x1(t) ≡ 0, x2(t) ≡ 0.

Цi параметричнi рiвняння визначають на фазовiй площинi x1, x2 фазо-
ву криву – точку (0, 0) , яка є точкою спокою, або положенням рiвноваги
системи (1.1). Множина всiх точок спокою системи (1.1) спiвпадає з мно-
жиною всiх розв’язкiв алгебраїчної лiнiйної однорiдної системи рiвнянь{

p11x1 + p12x2 = 0,
p21x1 + p22x2 = 0,

або у векторно – матричнiй формi Px = 0. (1.3)

У випадку, коли detP ̸= 0 , ця алгебраїчна система має единий розв’язок
(0, 0) .

Оскiльки для будь-яких дiйсних t0, x
0
1, x

0
2 задача Кошi

x1(t0) = x01, x2(t0) = x02

для системи диференцiальних рiвнянь (1.1) має єдиний розв’язок, то на
пiдставi теореми про фазовi кривi загальної автономної системи диферен-
цiальних рiвнянь кожна фазова крива (фазова траекторiя) системи дифе-
ренцiальних рiвнянь (1.1) є кривою одного з наступних трьох типiв:

1) точка спокою (положення рiвноваги);
2) замкнена гладка крива (цикл), яка вiдповiдає перiодичному розв’язку

системи;
3) гладка крива без самоперетину.
Так як система лiнiйних однорiдних диференцiальних рiвнянь (1.1) є

системою зi сталими коефiцiєнтами, то вона iнтегрується i тому можемо
знайти всi її фазовi кривi, тобто побудувати її фазовий портрет.

Вигляд цього фазового портрету на фазовiй площинi суттєво залежить
вiд власних значень матрицi P , тобто вiд коренiв характеристичного рiв-
няння

det(P − λE) = 0, або
∣∣∣∣ p11 − λ p12

p21 p22 − λ

∣∣∣∣ = 0. (1.4)

Звiдси знаходимо вид цього рiвняння

λ2 − (SpP )λ+ detP = 0 (1.5)

Коефiцiєнти цього квадратного рiвняння є дiйсними числами.Тому воно
має або два дiйсних корення λ1, λ2 , або два комплексно - спряжних ко-
рення λ1 i λ2 = λ1 . В залежностi вiд типу цих коренiв i їх властивостей
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отримаємо вiдповiдний фазовий портрет системи диференцiальних рiвнянь
(1.1).

1.2 Основний випадок (власнi значення матрицi P рiзнi i вiд-
мiннi вiд нуля)

Оскiльки у даному випадку власнi значення матрицi P вiдмiннi вiд нуля,
то з (1.5) виплиаає, що detP ̸= 0. Тодi, як вже було вказано вище, си-
стема диференцiальних рiвнянь (1.1) має єдину точку спокою (положення
рiвноваги) (0, 0) . Далi, спочатку розглянемо ситуацiю, коли коренi λ1, λ2
є дiйсними i рiзними. У цiй ситуацiї система диференцiальних рiвнянь (1.1)
має фундаментальну сiм’ю розв’язкiв

eλ1te1, eλ1te2,

де e1, e2 – дiйснi власнi вектори матрицi P , що вiдповiдають власним
значенням λ1, λ2 . Тому кожний розв’язок

x(t) =

(
x1(t)
x2(t)

)
системи диференцiальних рiвнянь (1.1) має вид

x(t) = C1e
λ1te1 + C2e

λ2te2. (1.6)

де C1, C2 – дiйснi сталi. Вектори e1, e2 , що вiдповiдають рiзними вла-
сним значенням λ1, λ2 , утворюють базис на площинi x1, x2 . Нехай ξ1, ξ2
— координати вектора x(t) у цьому базисi. Тодi згiдно з (1.6)

ξ1 = C1e
λ1t, ξ2 = C2e

λ2t, (1.7)

Цi рiвняння є параметричними рiвнянями кривої на площинi ξ1, ξ2 , яка
є фазовою траекторiєю системи (1.1) на площинi x1, x2 . Фазовий порт-
рет достатньо побудувати тiльки в першому квадрантi: C1 ≥ 0, C2 ≥ 0 ,
оскiльки в силу (1.6) фазовий портрет симетричний вiдносно вiсiв коордi-
нат ξ1, ξ2 . При цьому виникає потреба окремого розгляду випадкiв, коли
коренi λ1, λ2 одного знаку i рiзних знакiв.

I. Числа λ1, λ2 одного знаку.
А. λ1 < 0, λ2 < 0 .
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При C1 = C2 = 0 отримуємо точку спокою (0, 0) . Якщо C1 > 0, C2 = 0 ,
то фазова траекторiя вiсь ξ1 , якщо C1 = 0, C2 > 0 – вiсь ξ2 . Стрiлки
на малюнку вказають напрямок руху точки x(t) зi зростанням t . Нехай
C1 > 0, C2 > 0 . Тодi

eλjt −→ 0 при t −→ +∞, eλjt −→ +∞ при t −→ −∞ (j = 1, 2)

Таким чином, фазова траекторiя – необмежена крива, що входить в поча-
ток координат (в точку спокою) при t −→ +∞ .

Якщо λ1 > λ2, то

lim
t→+∞

ξ2
ξ1

= lim
t→+∞

e(λ2−λ1)t = 0,

звiдки ясно що фазова траекторiя дотикається вiсi ξ1 у початку координат
(i вiсi ξ2 . якщо λ1 < λ2 ).

Крiм того, з (1.7) маємо

ξ2 = C2e
λ2t =

C2

(C1)
λ2
λ1

(
C1e

λ1t
)λ2

λ1 ,

тобто отримуємо наступне рiвняння фазової траекторiї

ξ2 = Cξα1 , де C > 0, α =
λ2
λ1

> 0, (1.8)

звiдки видно, що фазовi траекторiї мають вид "парабол". Зображена на ма-
люнку картина (i точка спокою (0, 0) ) називається стiйким вузлом (стiй-
ким тому, що точка x(t) прямує до точки спокою (0, 0) при t −→ +∞ ).

B. λ1 > 0, λ2 > 0 . У цьому випадку фазовий портрет такий самий, як
i на малюнку, тiльки всi стрiлки спрямованi вiд початку координат. Така
картина (i точка спокою (0, 0) ) називається нестiйким вузлом

II. Числа λ1, λ2 рiзних знакiв (сiдло).
Нехай для визначеностi λ1 > 0, λ2 < 0. Якщо C1 = C2 = 0 , то фа-

зовою траекторiєю є точка спокою (0, 0) . При C1 = 0, C2 > 0 маємо
ξ1 = 0, ξ2 = C2e

λ2t −→ 0 при t −→ +∞ , а при C1 > 0, C2 = 0 маємо
ξ2 = 0, ξ1 = C1e

λ1t −→ +∞ при t −→ +∞ . Отриманi чотири промiння
(ще два промiння одержуємо при C1 = 0, C2 < 0 i при C2 = 0, C1 < 0 )
називають вусами сiдла.

Якщо C1 > 0, C2 > 0 , то ξ1 −→ +∞, ξ2 −→ 0 при t −→ +∞ i
рiвняння траекторiї на площинi ξ1, ξ2 має вигляд (1.8), в якому α = λ2

λ1
< 0 ,
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тобто фазовi траекторiї мають вид гiпербол (мал. ). Таку картину (i точку
спокою (0, 0) ) називають сiдлом.

III. Числа λ1, λ2 рiзнi, комплексно спряженi.
Покладемо λ1 = λ. Тодi λ2 = λ . Нехай e – власний вектор матрицi

P , що вiдповiдає власному значенню λ : Pe = λe . Тодi Pe = λe , тобто,
e -власний вектор, що вiдповiдає власному значенню λ . Звiдси ясно, що
система диференцiальних рiвнянь (1.1) має комплексну фундаментальну
сiм’ю розв’язкiв

eλte, eλte.

Дiйсна та уявнi частини цих векторiв утворюють дiйсну фундаментальну
сiм’ю розв’язкiв системи (1.1). Знайдемо цi дiйснi i уявнi частини. Покла-
демо

λ = α + iβ, e = f1 + if2,

де α, β – дiйнi числа (β ̸= 0 ) i f1, f2 – дiйснi вектори. Тодi з використа-
нням формули Ейлера одержимо

eλte = eαt+iβt(f1 + if2) = eαt(cos βt+ i sin βt)(f1 + if2) =

=
(
eαt cos βt f1 − eαt sin βt f2

)
+ i
(
eαt cos βt f2 + eαt sin βt f1

)
.

Звiдси отримуємо наступну дiйсну фундаментальну сiм’ю розв’язкiв систе-
ми (1.1)

eαt (cos βt f1 − sin βt f2) , eαt (cos βt f2 + sin βt f1) .

Тому кожний дiйсний розв’язок системи (1.1) має вид

x(t) = C1e
αt (cos βt f1 − sin βt f2) + C2e

αt (cos βt f2 + sin βt f1) ,

де C1, C2 – дiйснi сталi. Вектори f1, f2 є лiнiйно незалежними (так як лi-
нiйно незалежними є вектори e i e ) , i тому утворбюють базис на площинi
x1, x2 . В цьому базисi вектор x(t) має розклад

x(t) = eαt (C1 cos βt+ C2 sin βt) f1 + eαt (−C1 sin βt+ (C2 cos βt) f2 (1.9)

Координатами ξ1, ξ2 вектора x(t) у базисi f1, f2 є

ξ1 = eαt (C1 cos βt+ C2 sin βt) , ξ2 = eαt (−C1 sin βt+ (C2 cos βt)
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Якщо C1 = C2 = 0 , то фазовою траекторiєю є точка спокою (0, 0) При
C2

1 + C2
2 ̸= 0 маємо

C1 cos βt+C2 sin βt =
√
C2

1 + C2
2

(
C1√

C2
1 + C2

2

cos βt+
C2√

C2
1 + C2

2

sin βt

)
=

=
√
C2

1 + C2
2 sin(βt+ γ),

−C1 sin βt+C2 cos βt =
√
C2

1 + C2
2

(
− C1√

C2
1 + C2

2

sin βt+
C2√

C2
1 + C2

2

cos βt

)
=

=
√
C2

1 + C2
2 cos(βt+ γ), де tg γ =

C1

C2
,

тобто
ξ1 = ρ0e

αt sin(βt+ γ), ξ2 = ρ0e
αt cos(βt+ γ), (1.10)

де ρ0 =
√
C2

1 + C2
2 .

I. α = 0 (коренi чисто уявнi λ1,2 = ±iβ) . У цьому випадку

ξ1 = ρ0 sin(βt+ γ), ξ2 = ρ0 cos(βt+ γ),

i тому
ξ21 + ξ22 = ρ20,

тобто фазовими кривими на площинi x1, x2 є елiпси с центром у точцi
спокою. Напрямок обхiда елiпсiв залежить вiд знаку β (на малюнку β < 0 )
Такий фазовий портрет (i точка спокою (0, 0) ) носить назву центр.

II. α ̸= 0 : Фокус.
A. α < 0 :Стiйкий фокус.
У даному випадку згiдно з (1.10)

ξ21 + ξ22 = ρ20e
2αt −→ 0 при t −→ +∞,

тобто фазовими траеторiями э спiралi, якi закручуються в початок коор-
динат. Напрямок закручування залежить вiд знаку β .

B. α > 0 : Нестiйкий фокус.
Фазовий портрет системи такий же, як i у попередньому випадку, але

при t −→ +∞ точка уходить по спiралi на нескiнченiсть
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1.3 Особливi випадки

I. Коренi кратнi та вiдмiннi вiд нуля. Нехай

λ1 = λ2 = λ, де λ ̸= 0.

У цьому випадку вигляд фазового портрету системи диференцыальних рiв-
нянь (1.1) залежить вiд структури жорданової нормальної форми матрицi
P . В розглядаємому випадку жорданова номальна форма матрицi P має
один з двох наступних видiв

або G1 =

(
λ 0
0 λ

)
, або G2 =

(
λ 1
0 λ

)
.

Бiльш того, для кожного i ∈ {1, 2} iснує невироджена дiйсна матриця S

така, що
Gi = S−1PS.

Враховуючи це, застосуємо до системи диференцiальних рiвнянь (1.2) пе-
ретворення

x = Sy (1.11)

В результатi отримаємо

S
dy

dt
= PSy,

звiдки, помножаючи обидвi частини злiва на S−1 , одержимо
dy

dt
= S−1PSy, або

dy

dt
= Giy (i ∈ {1, 2}. (1.12)

A. i=1. Дикритичний вузол.
При i = 1 сиситема диференцiальних рiвнянь (1.12) в координатнiй

формi має вид { dy1
dt = λy1,
dy2
dt = λy2.

Обидва рiвняння цiєї системи не залежать один вiд одного i легко iнтегру-
ються. Маємо

y1 = C1e
λt, y2 = C2e

λt,

де C1, C2 – дiйснi сталi. Тодi

y(t) =

(
y1(t)
y2(t)

)
= C1e

λt

(
1
0

)
+ C2e

λt

(
0
1

)
.
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i тому згiдно з замiною(1.11)

x(t) = C1e
λtS

(
1
0

)
+ C2e

λtS

(
0
1

)
.

Тут вектори

e1 = S

(
1
0

)
, e2 = S

(
0
1

)
(1.13)

є лiнiйно незалежними i тому отримане спiввiдношення є розкладом векто-
ра x(t) у базисi e1, e2 . Координати вектора x(t) в цьому базисi мають
вид

ξ1 = C1e
λt, ξ2 = C2e

λt. (1.14)

Цi рiвняння є параметричними рiвняннями фазової траекторiї x(t) на фа-
зовiй площинi (x1, x2) .

При C1 = C2 = 0 фазова траекторiя є точкою спокою (0, 0) . Якщо
C2 > 0, C1 = 0 , то вiдповiдна фазова траекторiя - вiсь ξ2 . В рештi ви-
падкiв (C1 > 0, C2 ≥ 0 ) в силу (1.14) ξ2 = Cξ1 (C ≥ 0) i тому фазовi
траекторiї є промiнями з початком в точцi (0, 0) . Таким чином, фазовий
портрет складається з усiх променiв, що виходять з точки (0, 0) . При цьо-
му, враховуючи те що eλt −→ 0 при t −→ +∞ , якщо λ < 0 i eλt −→ +∞
при t −→ +∞ , приходимо до висновку, що точки на фазових таекторiяї зi
зростанням t прямують в точку спокою при λ < 0 i до нескiнченностi при
λ > 0 .

У першому випадку (λ < 0 )фазовий портрет (i точку спокою (0, 0) на-
зивають стiйкий дикритичний вузол, а у другому (λ > 0 ) – нестiйкий
дикритичний вузол

B. i = 2 . Вироджений вузол.
При i = 2 система диференцiальних рiвнянь (1.12) в координатнiй формi

має вид { dy1
dt = λy1 + y2,
dy2
dt = λy2.

Iнтегруючи її знизу уверх, одержимо

y2(t) = C2e
λt, y1(t) = (C1 + C2t) e

λt.

Тодi

y(t) =

(
y1(t)
y2(t)

)
= (C1 + C2t)e

λt

(
1
0

)
+ C2e

λt

(
0
1

)
.
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Звiдки з урахувнням замiни (1.11) одержуємо, що

x(t) = (C1 + C2t)e
λtS

(
1
0

)
+ C2e

λtS

(
0
1

)
.

Таким чином, маємо розклад вектора x(t) у базисi (1.13). Координатами
x(t) у цьому базисi є

ξ1 = (C1 + C2t)e
λt, ξ2 = C2e

λt. (1.15)

При C1 = C2 = 0 фазовою кривою є точка спокою (0, 0) . При C2 = 0
маємо

ξ1 = C1e
λt, ξ2 = 0,

тобто фазовi кривi розташованi на вiсi ξ1 i точки на них зi зростанням
t рухаються до точки спокою (0, 0) при λ < 0 i до нескiнченностi при
λ > 0 . Нехай тепер C2 ̸= 0 . Тодi з (1.15) ясно, що фазова траекторiя
перетинає при t = −C1

C2
вiсь ξ2 у точцi ξ2 = C2e

−λ
C1
C2 i кожна точка цiєї

траекторiї зi зростанням t рухається до точки спокою (0, 0) при λ < 0 i до
нескiнченностi при λ > 0 Щоб быльш детально дослiдити вигляд фазової
траекторiї треба з другого рiвняння (1.14) визначити t через ξ2 i потiм з
першого рiвняння (1.15) визначити ξ1 через ξ2 . будемо мати

t =
1

λ
ln
ξ2
C2
, ξ1 =

(
C1

C2
+

t

C2

)
C2e

λt =

(
C1

C2
+

1

λC2
ln
ξ2
C2

)
ξ2,

тобто маємо наступну явну залежнiсть ξ1 вiд ξ2

ξ1 =

(
C1 +

1

λ
ln
ξ2
C2

)
ξ2
C2
.

Дослiдив цю функцiю i побудував її графiк,одержимо вид фазової трае-
кторii.

Отриманий фазовий портрет( i точка спокою (0, 0) ) системи диференцi-
альних рiвнянь (1.1) при λ < 0 носить назву стiйкий вироджений вузол,
а при λ > 0 – нестiйкий вироджений вузол.

II. detP = 0 . У цьому випадку система диференцiальних рiвнянь (1.1)
має нескiнченну кiлькiсть точок спокою i серед коренiв характеристичного
рiвняння (1.5) матрицi P iснує хоча б один нульовий корiнь.
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A. Випадок одного нульового кореня. Нехай λ1 = 0 , λ2 = λ ̸= 0 i e1 ,
e2 – дiйснi власнi вектори матрицi P , що вiдповiдають цим кореням. Тодi
система диференцiальних рiвнянь має фундаментальну сiм’ю розв’язкiв

e1, eλte2

i кожний її розв’язок має вид

x(t) = C1e1 + C2e
λte2.

Це представлення є розкладом вектора x(t) у базисi e1 , e2 i його коорди-
натами у цьому базисi є

ξ1 = C1, ξ2 = C2e
λt. (1.16)

При фiксованих C1, C2 данi рiвняння є параметричними рiвняннями фа-
зової траекторiї.З вигляду цих рiвнянь ясно, шо фазовi траекторiї є сими-
тричними вiдносно вiсiв ξ1 i ξ2 . При C2 = 0 , C1 > 0 маємо

ξ1 = C1, ξ2 = 0,

тобто фазова траекторiя є точкою спокою (C1, 0) . Таким чином, вiсь ξ1
повнiстю заповнена точками спокою. При C2 > 0, C1 > 0 фазова крива
є промiнем з початком в точцi спокою C1, 0) i паралельним вiсi ξ2 Точки
на цьому променi зi зростанням t прямують у точку спокою (C1, 0) при
λ < 0 i у нескiнченiсть при λ > 0 .

B. Випадок двох нульових коренiв.
У цьому випадку структура фазового портрету залежить вiд вигляду

жорданової нормальної форми матрицi P . Вона має один з видiв

або G1 =

(
0 0
0 0

)
, або G2 =

(
0 1
0 0

)
,

причому при кожному i ∈ {1, 2} iснує невироджена матриця S така, що
Gi = S−1PS . При i = 1 , застосовуючи до системи диференцiальних рiв-
нянь перетворення (1.11), отримаємо згiдно з (1.12) систему диференцiаль-
них рiвнянь { dy1

dt = 0y1 + 0y2,
dy2
dt = 0y1 + 0y2,

звiдки знаходимо, що

y1(t) = C1, y2(t) = C2,
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де C1, C2 –двйснi сталi. Тодi для вектора-стовпчика y(t) з координатами
y1(t), y2(t) будемо мати зображення

y(t) = C1

(
1
0

)
+ C2

(
1
0

)
i тому з урахуванням замiни (1.11) знаходимо, що

x(t) = C1S

(
1
0

)
+ C2S

(
1
0

)
.

Це представлення є розкладом вектора x(t) у базисi (1.13). Його коорди-
натами у цьому базисi є

ξ1 = C1, ξ2 = C2

Тому фазова траекторiя є точкою спокою (C1, C2) . Таким чином у розгля-
нутому випадку всi фазовi траекторiї системи диференцiальних рiвнянь є
точками спокою, тобто фазова площина суцiльно заповнена точками спо-
кою.

При i = 2 використовуючи перетворення (1.11) одержуємо згiдно з (1.12)
систему диференцiальних рiвнянь{ dy1

dt = 0y1 + y2,
dy2
dt = 0y1 + 0y2,

Iнтегруючи цю систему знизу уверх, будемо мати

y2(t) = C2, y1(t) = C1 + C2t,

де C1, C2 – дiйснi сталi, тобто

y(t) = (C1 + C2t)

(
1
0

)
+ C2

(
1
0

)
i тому в силу замiни (1.11)

x(t) = (C1 + C2t)S

(
1
0

)
+ C2S

(
1
0

)
.

Це представлення є розкладом фазового вектора x(t) у базисi (1.13) i його
координатами у цьому базисi є

ξ1 = C1 + C2t, ξ2 = C2
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При 2 = 0 маємо фазову траекторiю

ξ1 = C1, ξ2 = 0

Вона є точкою спокою (C1, 0) , тобто вiсь ξ1 суцiльно заповнена точками
спокою системи диференцiальних рiвнянь (1.1). При C2 ̸= 0 фазовою трае-
кторiєю є пряма, що паралельна вiсi ξ1 i перетинає вiсь ξ2 у точцi ξ2 = C2 ,
причому зi зростанням t точка на цiй фазовiй траекторiї прямує до +∞
при C2 > 0 i до −∞ при C2 < 0 .

ПРИКЛАД 1. Накреслити фазовий портрет системи{
dx
dt = 2x,

dx
dt = x+ y

Складаємо i розв’язуємо характеристичне рiвняння∣∣∣∣ 2− λ 0
1 1− λ

∣∣∣∣ = 0, λ2 − 3λ+ 2 = 0, λ1 = 1, λ2 = 2.

Коренi дiйснi, рiзнi i додатнi. Отже точка спокою (0, 0) – нестiйкий вузол.
Для λ1 = 1 знаходимо власний вектор (0, 1) , а для λ2 = 2 – вектор (1, 1).
На площинi xOy будуємо прямi, якi направленi вздовж цих векторiв (систе-
ма координат ξ1Oξ2 ), а потiм кривi, що дотикаються в початку координат
першої з цих прямих так, як λ2 > λ1.

1.4 Деякi застосувння

I. Лiнiйнi диференцiальнi рiвняння другого порядку.
Розглянемо лiнiйне однорiдне диференцiальне рiвняння другого порядку

y′′ + ay′ + by = 0 (1.17)

зi сталими дiйсними коефiцiєнтами a i b . Покладаючи

y = x1, y′ = x2,

зведемо його до системи диференцiальних рiвнянь{
dx1

dt = x2,
dx2

dt = −bx1 − ax2.
(1.18)
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Фазовi траекторiї системи (1.18) називаються фазовими траекторiями рiв-
няння (1.17), якi зображуються на площинi (y, y′) . Характеристичнi рiвня-
ння системи диференцiальних рiвнянь (1.18) i диференцiального рiвняння
(1.17) спiвпадають: λ2+aλ+b = 0 , i тому всi фазовi портрети для рiвняння
(1.17) такi ж самi, як i для системи двох рiвнянь (1.18).

II. Диференцiальнi рiвняння першого порядку. Розглянемо диференцi-
альне рiвняння першого порядку

dy

dx
=
ax+ by

cx+ dy
, (1.19)

де a, b c d – дiйснi сталi. Точки (x, y) , що є розв’язками алгебраїчної
системи {

ax+ by = 0,
cx+ dy = 0,

називаються особливими точками диференцiального рiвняння (1.!9). Якщо

ad− bc ̸= 0, (1.20)

то ця система має єдиний розв’зок (0, 0) , тобто рiвняння (1.19) має єдину
особливу точку (0, 0) . Далi, будемо вважати, що умова (1.20) виконується
i розглянемо поряд з рiвнянням (1.19) систему лiнiйних однорiдних дифе-
ренцiальних рiвнянь {

dx
dt = cx+ dy,
dy
dt = ax+ by,

(1.21)

яка при x = x1, y = x2 є системою виду (1.1). В силу умови (1.20) вона
має єдину точку спокою (0, 0) . Нехай точка (x0, y0) ∈ R2 i є вiдмiнною
вiд точки спокою (0, 0) . Тодi через цю точку при деякому значенi t = t0
проходить єдина фазова траекторiя

x = x(t), y = y(t), t ∈ (−∞,+∞)

системи диференцiальних рiвнянь (1.21). Оскiльки точка (x0, y0) вiдмiнна
вiд точки спокою, то виконується одна з нерiвностей

або cx0 + dy0 ̸= 0 або ax0 + by0 ̸= 0.

Припустимо спочатку, що виконується перша з цих нерiвностей. Тодi у
деякому околi t0

cx(t) + dy(t) ̸= 0, тобто
dx(t)

dt
̸= 0.
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Тому для x(t) iснує обернена функцiя t(x) , що визначена у деякому околi
I0 точки x0 . Пiдставляючи цю функцiю замiсть t у спiввiдношення y =
y(t) , отримуємо функцiю y(t(x)) = φ(x) визначену у вказаному околi x0 ,
для якої згiдно з (1.21)

dy

dx
=
dy

dt

dt

dx
=

dy
dt
dx
dt

=
ax+ bφ(x)

cx+ dφ(x)
,

тобто вона є єдиним розв’язком диференцiального рiвняння (1.19), який
задовольняє початкову умову φ(x0) = y0 . Iнтегральна крива, що вiдпо-
вiдає цьому розв’язку проходить через точку (x0, y0) i в околi цiєї точки
спiвпадає при t ∈ I0 з фазовою кривою системи диференцiальних рiвнянь
(1.21).

Якщо cx0 + dy0 = 0 , то ax0 + by0 ̸= 0 i тому ax(t) + by(y(t) ̸= 0 в
деякому околi I1 точки t0 , тобто dy(t)

dt ̸= 0 при t ∈ I1 . Тодi для y(t) iснує
обернена функцiя t(y) , пiдставляючи яку замiсть t у x(t) , отримємо фун-
кцiю x(t(y)) = ψ(y) , визначену у деякому околi точки y0 , що є розв’язком
перевернутого до (1.19) рiвняння

dx

dy
=
cx+ dy

ax+ by
, (1.22)

який задовольняє умову ψ(y0) = x0 . Вiдповiдна для цього розв’язку iнте-
гральна крива рiвняння (1.22) проходить через точку (x0, y0) i в околi цiєї
точки спiвпадає при t ∈ I1 з фазовою кривою системи диференцiальних
рiвнянь (1.21).

З вишевикладеного зрозумiло, що портрет iнтегральних кривих в околi
особливої точки диференцiальних рiвнянь першого порядку (1.19) i (1.22),
а точнiше диференцiального рiвняння

(ax+ by)dx = (cx+ dy)dy, (1.23)

спiвпадає з фазовим портретом (без точки спокою) системи диференцiаль-
них рiвнянь (1.21) з єдиною рiзницею, яка полягає у вiдсутностi стрiлок на
iнтегральних кривих, якi на фазових траекторiях вказують напрямок руху
точок на цих траекторiях зi зростанням t .

Враховуючи вищевикладене, можемо будувати фазовий портрет систе-
ми диференцiальних рiвянь (1.21) з використанням портрету iнтегральних
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кривих диференцiального рiвняння першого порядку (1.23) i навпаки —
портрет iнтегральних кривих одного з рiвнянь першого порядку (1.19), або
(1.22) з використанням фазового портрету системи (1.21).

ПРИКЛАД 2. Зобразити графiчно фазовi траекторiї системи диферен-
цiальних рiвнянь

dx

dt
= x− 4y,

dy

dt
= x− y,

а також показати напрям руху вздовж траекторiй. Власнi значення матрицi
коефiцiєнтiв цiєї системи знаходимо з характеристичного рiвняння∣∣∣∣ 1− λ −4

1 −1− λ

∣∣∣∣ = 0, λ2 + 3 = 0.

Звiдси знаходимо λ1 = −i
√
3, λ2 = i

√
3 . власнi значення суто уявнi i

тому точка спокою (0, 0) системи є центром. Вид iнших фазових траекторiй
системи визначаємо з диференцiальних рiвнянь першого порядку

dx

dy
=
x− 4y

x− y
,

dy

dx
=

x− y

x− 4y
,

якi отримуємо подiливши (формально) одне з рiвнянь системи на iнше, або
з одного диференцiального рiвняння бiльш загального виду

(x− y)dx = (x− 4y)dy,

Запишемо його у виглядi

(x− y)dx+ (4y − x)dy = 0.

- Це рiвняння у повних диференцiалах. Розв’язуючи його, дiстаємо

u(x, y +

∫
(x− y)dx =

x2

2
− xy + φ(y),

−x+ dφ(y)

dy
= −x+ 4y, φ(y) = 2y2

i тому

u(x, y) =
x2

2
− xy + 2y2.

Отже, фазовими траекторiями даної системи диференцiальних рiвнянь є

x2 − 2xy + 4y2 = C2, (x− y)2 + 3y2 = C2.
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Рух по цих елiпсах є перiодичним. Напрям руху можна визначити, напри-
клад так. Припустимо, що в даний момент точка (x(t), y(t)) , яка рухається
по одному з елiпсiв, перетинає промiнь x = 0, y > 0 . Тодi в цей момент
згiдно з другим рiвнянням системи dy

dt = −y(t) < 0 , тобто ордината рухо-
мої точки в даний момент часу спадає. Отже, рухи по елiпсах напрямленi
проти руху годинкової стрiлки.

1.5 Вправи та задачi для самостiйної роботи

1. Накреслити фазовi портрети наступних систем диференцiальних рiв-
нянь:

1)

{
dx1

dt = 3x1,
dx2

dt = 2x1 + x2,
2)

{
dx1

dt = x1 + 3x2,
dx2

dt = −6x1 − x2,
3)

{
dx1

dt = −2x1 − 5x2,
dx2

dt = 2x1 + 2x2,

4)

{
dx
dt = 3x− 2y,
dy2
dt = 4y − 6x,

5)

{
dx
dt = 2x− y,
dy
dt = x,

6)

{
dx
dt = x
dy
dt = 2x− y,

7)

{
dx
dt = 3x+ y,
dy
dt = y − x,

8)

{
dx
dt = y − 2x,
dy
dt = 2y − 4x,

9)

{
dx
dt = x− y
dy
dt = 2(y − x),

10)

{
dx
dt = 3x− 4y,
dy
dt = x− 2y,

11)

{
dx
dt = −x+ 2y,
dy
dt = 0,

12)

{
dx
dt = −2x− 5y
dy
dt = 2x+ 5y,

13)

{
dx
dt = 2x,
dy
dt = x+ y,

14)

{
dx
dt = x− 2y,
dy
dt = 2x− 3y

15)

{
dx
dt = −3x+ 2y
dy
dt = x− 4y,

2.
1) При яких значеннях a, b, c, d для кожного розв’язку системи дифе-

ренцiальних рiвнянь {
dx
dt = ax+ by,
dy
dt = cx+ dy

полярний кут точки (x(t), y(t)) зростає при зростаннi t ?
2) При яких значеннях параметра a ∈ R точка спокою системи дифе-

ренцiальних рiвнянь {
dx
dt = a2x− y,
dy
dt = 5x− (3 + 2a)y

є вузлом? сiдлом? центром? фокусом?
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3) На площинi параметрiв a i b визначити таку множину, що для будь
яких (a, b) з цiєї множини друга компонента y(t) будь-якого розв’язку
системи диференцiальних рiвнянь{

dx
dt = ax− y,
dy
dt = by + x

має нескiнчену множину нулiв при t ≥ 0 .
4) Чи може фазова траекторiя системи диференцiальних рiвнянь{

dx
dt = 2y − x,
dy
dt = 3x− 2y

з точки (−a2 − 1,−1) потрапити у точку (1, a2 + 1) ?
5) При яких a точка спокою системи{

dx
dt = a(x+ y),
dy
dt = a2y

є сiдлом.
6) Дослiдити поведiнку фазових траекторiй системи{

dx
dt = ax+ y,
dy
dt = −x+ ay

7) Дослiдити поведiнку фазових траекторiй систем{
dx
dt = −4x+ 2y,
dy
dt = 2x− y

{
dx
dt = 0,
dy
dt = x+ y

3. Накреслити iнтегральнi портрети в околi особливих точок наступних
диференцiальних рiвнянь першого порядку:

1)
dy

dx
=

2x+ y

3x+ 4y
, 2)

dy

dx
=

x+ 4y

2x+ 3y
, 3)

dy

dx
=

x− 4y

2y − 3x
,

4)
dy

dx
=
y − 2x

y
, 5)

dy

dx
=

x− 2y

3x− 4y
, 6)

dy

dx
=

y − 2x

2y − 3x
,

7)
dy

dx
=

2x− y

x− y
, 8)

dy

dx
=

4y − 2x

x
, 9)

dy

dx
=
y

x
.
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4. Накреслити фазовi портрети наступних лiнiйних однорiдних диферен-
цiальних рiвнянь другого порядку:

1) x′′ − 3x′ + 2x = 0, 2) x′′ − 9x = 0, 3) x′′ − 2x′ + 2x = 0,

4) x′′ + 9x = 0, 5) x′′ − 8x′ + 17x = 0, 6) x′′ + x′ = 0,

7) y′′ + 7y′ + 10y = 0, 8) y′′ − 8y′ + 20y = 0, 9) y′′ − 25y = 0.

10) u′′ − 2u′ + 5u = 0, 11) u′′ + 4u′ + 4u = 0, 12) u′′ + 17u′ = 0.
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